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第5版前言PREFACE 涵

运筹学是一门研究如何有效地组织和管理人机系统的科学。由于它同管理科学的紧

密联系，’亡在研究解决实际问题时所蕴含的系统整体优化思想，以及从提出问题、分析建

模、求解到方案实施的一整套严密科学方法，使它对管理学科的发展和管理人才的培养起

到厂重要作用。运筹学已成为纤济管理类专业木科普遍开设的一门重要专业基础课和研

究生层次的学位课，也是各管理专业学位和一些｝科专业的必修课程

本｝5jl{｝版的宗旨是力求根据21世纪纤济管理人才对运筹学教学的需求，既反映这门

学科的新进展，又深人浅出地阐明运筹学的基本概念、理论和方法，各类模型的结构特征、

纤济含义及只在管理中的应用。木15主要对象是纤济管理类专业的大学本科生、研究生，

同时也兼顾理l类专业本科生、研究生和实际｝作部门人员的需要。

本｝州｝版以来，深受广大读者的厚爱，从1998年6月至今已印刷58次，累计近60万

册，使编者深受鼓舞。正如我们在第1版前台中写的，要让我们的教材满足21世纪的需

要，不是一代人所能完成的，要持续修订，要不断汲取国外纤典教材和运筹学实践应用成

果的精华，同时不断总结提炼我们自己的教学纤验和体会。本15是由国内著名高校第一

线｝作的、已从事运筹学教学数十年的教师合作编写的，大家以锲而不舍的精神，力求使

本教材不断开拓创新，做到与时俱进

同｛一版相比，第5版在内容｛作f一些修改，并利用互联网和数字平台增加厂一些

拓展内容、即练即测题和自我测试题。具体包括：(1）对卜中一些内容进行f补充：在目

标规划一章中，在求解目标规划单纯形法一节中增加厂对优先囚子给定权重的计算方法

和优先级分层优化计算两种比较实用的算法，对策论一章中增添f合作对策的核心和

shapley值；(2）改写f个别例题，增添厂2。多道习题；(3）适当删减f一些内容，如对策

论在信息纤济学中的应用，动态规划中有关高维问题的降维法和疏密格子点法，以及一些

数学推导过繁、过深的内容；(4）各章未增加厂即练即测题（共101道选择题），作为拓展

资源，供学生测试学习效果；(5）将原朽绪论第五节运筹学算法与应用软件简介作厂较大

补充，比较细致介绍fLlND(）、LINGO、WmQSB、MATLAB等软件求解运筹学模型的

步骤和例子，并将其作为拓展资源（附录A);(6）将各章习题参考答案作为拓展资源（附

录B);(7）提供厂3份自我测试题和答案作为拓展资源（附录C);(8）对一些内容的前后

叙述顺序作f调整，以有利丁教学和自学

另外，木15还利用在线学习平台提供f更加丰富的数字课程体验，见15后说明



含运筹学教程‘第5版，
本朽的编写分「：胡运权（哈尔滨｝业大学管理学院）编写绪论和第一、二章，对第十

一章作厂一些补充；郭耀煌（西南交通大学纤济管理学院）编写第气、六、十四章；龚益呜

（复旦大学管理学院）编写第四、五、十一章；程佳惠（清华大学纤济管理学院）编写第七、

八、九章；陈秉正（清华大学纤济管理学院）编写第十、十二、十一章。个朽由胡运权任主

编，郭耀煌任副主编。本次修订时，仍先由各作者按急的修订原则，对自己分扣的章节进

行修改、补充，最后由胡运权负责总纂，并编写厂各章增列的即练即测题、答案和附录A、

附录C

本t弓前几版编写过程中，曾得到清华大学出版社《运筹学》一朽主编钱颂迪等教授的

指导，受到国内很多运筹学精品课程教材的启示，清华大学出版社的编辑更为木朽的编辑

出版花费厂大量辛勤劳动，谨在此一并表示感谢

一木女I的教材，重在特色，贵在质量。为此需要不断磨砺，反复修改提高。木15作者

将为此继续努力。鉴丁作者水平有限，｝弓中难免有不妥或错误之处，恳请广大读者批评

指正

编者

2018年6月
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第一节运筹学释义与发展简史

运筹学一词起源于20世纪30年代。据《大英百科全书》释义，‘运筹学是一门应用于

管理有组织系统的科学”,‘运筹学为掌管这类系统的人提供决策口标和数量分析的l

只”。《中国大百科个书》的释义为：运筹学．是用数学方法研究经济、民政和国防等部门

在内外环境的约束条件下合理分配人力、物力、财力等资源，使实际系统有效运行的技术

科学，已可以用来预测发展趋势，制订行动规划或优选可行方案”（《自动控制与系统l程》

卷，1991年版）。《辞海》（1979年版）中有关运筹学条口的释义为：运筹学·主要研究纤济

活动与军事活动中能用数量来表达有关运用、筹划与管理力面的问题，自根据问题的要

求，通过数学的分析与运算，作出综合胜的合理安排，以达到经济有效地使用人力、物力”

《中国企业管理百科个书》（1984年版）中的释义为：运筹学‘应用分析、试验、量化的方

法，对纤济管理系统中人、财、物等有限资源进行统筹安排，为决策者提供有依据的最优方

案，以实现最有效的管理”

运筹学一词在英国称为oPer爪lo服注re货盯〔h，在美国称为oPer爪lonsre货盯〔h（缩写

为（). R .)，可直译为．运用研究”或．作业研究”。由于运筹学涉及的主要领域是管理问

题，研究的基本手段是建立数学模型，并比较多地运用各种数学1只。从这点出发，

有人将运筹学称作．管理数学”。1957年我国从‘夫运筹帷幌之中，决胜千里之外”（见

《史记·高祖本纪》）这句占语中摘取．运筹”二字，将（). R．正式译作运筹学，包含运用筹

划，以策略取胜等意义，比较恰当地反映了这门学科的胜质和内涵

朴素的运筹学忍想在我国占代义献中就有不少记载，例如齐工与田忌赛马和丁渭主

持皇宫的修复等事。齐土与田忌赛马说的是一次齐工和田忌赛马，规定双力各出卜、中、

下＝个等级的马各一匹。如果按同等级的马比赛，齐工可获个胜，但山忌采取的策略是以

下马对齐土的卜马，以卜马对齐土的中马，以中马对齐土的下马，结果田忌反以二比一获

胜。丁渭修复皇宫的故事发生在北宋时代，皇宫因火焚毁，由丁渭主持修复l作。他计人

在宫前大街取土烧砖，挖成大沟后灌水成朵，利用水朵运来各种建筑用材料，l程完毕后

冉以废砖烂瓦等填沟修复大街，做到减少和方便运输，加决了l程进度。但运筹学这个术

语的正式使用是在1938年，当时英国为解决空袭的早期预警，做好反侵略战争准备，积极
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进行“雷达”的研究。但随着雷达性能的改善和配置数量的增多，出现了来自不同雷达站

的信息以及雷达站同整个防空作战系统的协调配合问题。1938年7月，波得塞

出awd、y）雷达站的负责人罗伊（A . P . Rowe）提出立即进行整个防空作战系统运行的研

究，并用“oPeratlonal roear。h '’一词作为这方面研究的描述，这就是（). R .（运筹学）这个

术语的起源。194。年9月英国成立了由物理学家布莱克特（P . M .5. BI、kett）领导的第

一个运筹学小组，后来发展到每一个英军指挥部都成立运筹学小组。1942年关国和加拿

大也都相继成立运筹学小组，这些小组在确定上建舰队规模、开展反潜艇战的侦察和组织

有效地对敌轰炸等方面做了大量研究，为取得反法西斯战争的胜利及运筹学有关分支的

建立作出了贡献。1939年苏联学者康托洛维奇（月．B . KaHTopoBH的出版了《生产组织与

计划中的数学方法》一书，对列宁格勒胶合板厂的计划任务建立了一个线胜规划的模型，

并提出了“解乘数法”的求解方法，为数学与管理科学的结合做了开创胜的I作

第二次世界大战以后，运筹学的活动如展＃l]l业和政府等部门，它的发展大致可分＝

个｝价段

(1）从1945年到20世纪5。年代初，被称为创建阶段。此阶段的特点是从事运筹学

研究的人数不多，范围较小，运筹学的出版物、学会等寥寥无几。最早英国一些战时从事

运筹学研究的人积极讨论如何将运筹学方法应用于民用部门，于1948年成立“运筹学俱

乐部”，存煤炭、电力等部门推广应用运筹学，取得一些进展。1948年美国麻省理I学院

把运筹学作为一门课程来进行介绍，195。年英国伯明翰大学正式开设运筹学课程，1952

年在美国卡斯（C朴e)I业大学设立了运筹学的硕十和博十学位。第一本运筹学杂志《运

筹学季刊》“). R . Q翻二份rl户195。年于英国创刊，第一个运筹学会―关国运筹学会于

1952年成立，井于同年出版《运筹学学报》（J(, u。，浏（, j ')R SA）。1947年丹齐克（G . B .

Danzlg）存研究关国空军资源的优化配置时提出了线性规划及其通用解法―单纯形法

20世纪5。年代初用电子计算机求解线胜规划获得成功，1951年莫尔斯（P . M . Mor北）和

金博尔（G . E . Klmball）合著的《运筹学方法》一书正式出版。所有这些，标志着运筹学这

门学科基本形成

(2）从20世纪5。年代初期＃l]5。年代末期，被认为是运筹学的成长阶段。此阶段的

一个特点是电子计算机技术的迅速发展，使得运筹学中一些方法如单纯形法、动态规划方

法等，得以用来解决实际管理系统中的优化问题，促进了运筹学的推广应用。5。年代末，

美国大约有半数的大公司存自己的经营管理中应用运筹学，如用于制订生产计划，进行物

资储备、资源分配、设备更新等方面的决策。另一个特点是有更多刊物、学会的出现。从

1956年到1959年就有法国、印度、日本、荷竺、比利时等10个国家成立运筹学学会，又有

6种运筹学刊物问世。1957年在英国牛津大学召开了第一次国际运筹学会议，以后每3

年举行一次1959年成立国际运筹学联合会（Internatlonal Federat , on of()perat , 0n5

Resear〔h 50〔letles , IF()RS)

(3）自20世纪60年代以来，运筹学开始普及和迅速发展。此阶段的特点是运筹学
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进一步细分为各个分支，令业学术团体迅速增多，更多的期刊创办，运筹学书籍大量出版，

以及更多学校将运筹学课程纳人教学计划之中。第＝代电子数字计算机的出现，促使运

筹学得以用来研究一些大的复杂的系统，如城市交通、环境污染、国民纤济计划等。

我国第一个运筹学小组于1956年在中国科学院力学研究所成立，1958年建立了运

筹学研究室。196。年有山东济南召开全国应用运筹学的纤验交流和推广会议，1980年4

月成立中国运筹学学会。有农林、交通运输、建筑、机械、冶金、石油化l、水利、邮电、纺织

等部门和军事领域，运筹学的方法已开始得到应用推广。除中国运筹学学会外，中国系统

l程学学会以及与国民纤济各部门有关的令业学会，也都把运筹学应用作为重要的研究

领域。我国各高等院校，特别是各纤济管理类令业已普遍把运筹学作为一门专业主干课

程列人教学计划之中。

由于运筹学在提高组织机构的效率方面已取得异著成效，它的影响还在继续如展。口

前国际上著名的运筹学刊物有：喃刀agen子e尹了15〔老e尹了〔e , '）户eral老。尹了，Re , ea八人，I , , Ierja ' e , ,

Jo之Ir尹了aj oj ')P erallo尹了aj Re、ear〔人50〔lel夕，E之Iropea尹了Jo之Ir尹了aj oj ')P erallo尹了、Re、ea八人

等；国内刊登运筹学研究成果的刊物主要有：《运筹学学报》《运筹与管理》《系统l程学

报》《系统l程理论与实践》《系统管理学报》《系统l程》《数量纤济技术纤济研究》《中国管

理科学》等。

第二节运筹学研究的基本特征与基本方法

运筹学研究的基本特征是：系统的整体观念、多学科的综合以及模型方法的应用。

(l）系统的整体观念。所谓系统可以理解为是由相互关联、相互制约、相互作用的一

些部分组成的具有某种功能的有机整体。例如一个企业的纤营管理由很多子系统组成，

包括生产、技术、供应、销售、财务等，各子系统l作的好坏，直接影响企业纤营管理的好

坏。但各子系统的口标往往不一致，生产部门为提高劳动生产率，希望增大产品批量；销

售部门为满足市场用户需求，要求产品适销对路，小批量，多花色品种；财务部门强调减

少库存，加速资金周转，以降低成本等。运筹学研究中不是对各子系统的决策行为孤立评

价，而把有关子系统相互关联的决策结合起来考虑，把相互影响和制约的各个方面作为一

个统一体，从系统整体利益出发，寻找一个优化协调的方案。

(2）多学科的综合。一个组织或系统的有效管理涉及很多方面，运筹学研究中吸收

来自不同领域、具有不同纤验和技能的专家。由于令家们来自不同的学科领域，具有不同

的纤历和纤验，增强了发挥小组集体智慧、提出问题和解决问题的能力。这种多学科的协

调配合有研究的初期，在分析和确定问题的主要方面，有选定和探索解决问题的途径时，

异得特别重要。

(3）模型方法的应用。在各门学科的研究中广泛应用实验的方法，但运筹学研究的

系统往往不能搬到实验室中，替代方法是建立问题的数学模型或模拟的模型。应当指出，
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为制定决策提供科学依据是运筹学应用的核心，而建立模型则是运筹学方法的精髓。学

习运筹学要掌握的最重要技巧就是提高运筹学数学模型的表达、运算和分析能力

任何一门学科从研究范畴上大致都可分为以下四个方面：从观察现象所得％l］的结果

和进行这种观察所需要的特殊方法；理论或模型的建立；将理论与观察相结合，并从结

果得％l］预测；将这些预测同新的观察相比较，并加以证实。运筹学也不例外，围绕着模型

的建立、修正与实施，对上述四个方面的研究可划分为以下步骤

一、分析表述问题及收集数据

任何决策问题进行定量分析前，首先必须认真地进行定胜分析。一是要确定决策口

标，明确主要要决策什么，选取上述决策时的有效胜度量，以及有对方案比较时这些度量

的权衡；二是要辨认哪些是决策中的关键因素，有选取这些关键因素时存在哪些资源或

环境的限制。分析时往往先提出一个初步的口标，通过对系统中各种因素和相互关系的

研究，使这个口标进一步明确化。此外还需要同有关人员，特别是决策的关键人员深人讨

论，明确有关研究问题的过去与未来，问题的边界、环境以及包含这个问题有内的更大系

统的有关睛况，以便在对问题的表述中明确要不要把整个问题分成若下较小的子问题

在上述分析基础上，可以列出表述问题的各种基本要素，包括哪些是可控的决策变量，哪

些是不可控的变量，确定限制变量取值的各种I艺技术条件，确定优化和方案改进的口

标。通常为了更确切地分析和表述问题，运筹学研究小组需花大量时间收集相关数据

这些数据既用于获得对问题的更充分理解，同时也为下阶段建立模型提供所需的输人

二、建立模型

模型是对现实世界的事物、现象、过程和系统的简化描述，或共部分属性的模仿，是对

实际问题的抽象概括和严格的逻辑表达。模型表达了问题中可控的决策变量、不可控变

量、l艺技术条件及口标有效度量之间的相互关系。模型的正确建立是运筹学研究中的

关键一步，对模型的研制是一项艺术，它是将实际问题、纤验、科学方法＝者有机结合的创

造性的l作。建立模型的好处，一是使问题的描述高度规范化，掌握其本质规律。如在管

理中，对人力、设备、材料、资金的利用安排都可以归纳为所谓资源的分配利用问题，可建

立起一个统一的规划模型，而对规划模型的研究代替了对一个个具体问题的分析研究

二是建立模型后，可以通过输人各种数据资料，分析各种因素同系统整体口标之间的因果

关系，从而确立一套逻辑的分析问题的程序方法。＝是建立系统的模型，为应用电子计算

机来解决实际问题架设起桥梁。建立模型时既要尽可能包含系统的各种信息资料，又要

抓住本质的因素。一般建模时应尽可能选择建立数学模型，即用数学语言描述的一类模

型。但有时问题中的各种关系难以用数学语言描绘，或问题中包含的随机因素较多，也可

以建立起一个模拟的模型，即将问题的因素、口标及运行时的关系用逻辑框图的形式表示

出来
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三、求解模型和优化方案

即用数学方法或共他l具（如编写计算机程序）对模型求解。根据问题的要求，可分

别求出最优解、次优解或满意解；依据对解的精度的要求及算法卜实现的可能胜，又可区

分为精确解和近似解等。近年来出现的启发式算法和一些软计算方法为一些结构复杂的

运筹学模型的求解提供了有力的l只

四、测试模型及对模型进行必要的修正

将实际问题的数据资料代人模型，找出精确的或近似的解，这解毕竟是模型的解。为

了检验得到的解是否正确，常采用同溯的方法，即将历史的资料输人模型，研究得到的解

与历史实际的竹合程度，以判断模型是否正确。当发现有较大误差时，要将实际问题同模

型重新对比，检查实际问题中的重要因素在模型中是否已考虑，检查模型中各公式的表达

是否前后一致。当输人发生微小变化时，检验输出变化的相对大小是否合适，当模型中各

参数取极值时，检验问题的解，还要检查模型是否容易求解，并在规定时间内算出所需的

结果等，以便发现问题，对已构建的模型进行修正

五、建立对解的有效控制

任何模型都有一定的适用范围，模型的解是否有效，要首先注意模型是否继续有效，

并依据灵敏度分析的方法，确定最优解保持稳定时的参数变化范围。一旦外界条件参数

变化超出这个范围时，及时对模型和导出的解进行修正

六、方案的实施

方案实施是很关键的一步，但也是很困难的一步。只有实施方案后，研究成果才能有

收获。这一步要求明确：方案由谁实施，什么时间实施，如何实施，要求估计实施过程可

能遇到的阻力，并为此制定相应的克服困难的措施

卜述步骤往往需要交又反复进行。因此在运筹学的研究中，除对系统进行定胜分析

和收集必要的资料外，一项主要l作是努力建立一个用以描述现实世界复杂问题的数学

模型。这个模型是近似的，已既精确到足以反映问题的本质，又粗略到能够求出数量卜的

解。本书中介绍的各类模型的例子都是大大简化了的，只能用于帮助对各类模型的理解

若要较深刻领会各类模型的建模过程，必须通过对实际问题的研究分析以及阅读应用运

筹学的成功案例，才能掌握运筹学研究问题的科学方法和艺术

第三节运筹学主要分支简介

运筹学按所解决问题胜质的差别，将实际的问题归结为不问类型的数学模型。这些

不同类型的数学模型构成了运筹学的各个分支
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一、线性规划（linear programming)
经营管理中如何有效地利用现有人力、物力完成更多的任务，或在预定的任务口标

下，如何耗用最少的人力、物力去实现口标。这类统筹规划的问题用数学语言表达，先根

据问题要达到的口标选取适当的变量，问题的口标通过用变量的函数形式表示（称为口标

函数），对问题的限制条件用有关变量的等式或不等式表达（称为约束条件）。当变量连续

取值，片口标函数和约束条件均为线胜时，称这类模划为线胜规划的模型。线胜规划建模

相对简单，有通用算法和日算机软件，是运筹学中应用最为广泛的一个分支。有些规划问

题的口标函数足非线胜的，但往往可以采用分段线胜化等方法，转化为线胜规划问题

二、1卜线性规划（nonlinear programming)

如线胜规划模型中口标函数或约束条件不全是线胜的，对这类模型的研究构成非线

性规划分支。由于大多数l程物理量的表达式足非线胜的，因此非线胜规划在各类l程

的优化设计中得到较多应用，它是优化设11的有力l只

三、整数规划（integer programming)

卜述两类模划中变量的取值必须为整数时，分别构成线胜整数规划或非线性整数规

划模型。整数规划中有一类变量取值只能为。或1，称。1整数规划模型，它对应方案的

·舍”或·取”，对问题的建模起到了特殊作用

四、目标规＃lJ(goal programming)

卜面＝类规划模型中，均为在满足一组约束条件下追求单一口标的优化。实际问题

中往往需要对多个口标进行优化，且这些口标间既在优化方向卜存在矛后，又缺乏公度

性，无法综合成统一口标，因而导致了口标规划分支的诞生

五、动态规划（dynamic programming)

动态规划足研究多阶段决策过程最优化的运筹学分支。有些经营管理活动由一系列

相互关联的阶段组成，在每个阶段依次进行决策，而且卜一阶段的输出状态就足下一阶段

的输人状态，且各阶段决策之间互相关联，因而构成一个多阶段的决策过程。动态规划研

究多阶段决策过程的总体优化，即从系统总体出发，要求各阶段决策所构成的决策序列使

口标函数值达到最优

六、图论与网络分析（graph theory and network analysis)

生产管理中经常遇到l序间的合理衔接搭配问题，设日中经常遇到研究各种管道、线

路的通过能力，以及仓库、附属设施的布局等问题。运筹学中把一些研究的对象用节点表

示，对象之间的联系用连线（边）表示，点、边的集合构成图。图论足研究由节点和边所组
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成图形的数学理论和方法。图是网络分析的基础，根据研究的具体网络对象（如铁路网、

电力网、通信网等），赋予图中各边某个具体的参数，如时间、流量、费用、距离等，规定图中

各节点代表具体网络中任何一种流动的起点、中转点或终点，然后利用图论方法来研究各

类网络结构和流量的优化分析。网络分析还包括利用网络图形来描述一项l程中各项作

业的进度和结构关系，以便对l程进度进行优化控制。

七、存储论（invento叮theo叮）

一种研究最优存储策略的理论和方法。如为了保证企业生产的正常进行，需要有一

定数量原材料和零部件的储备，以调节供需之间的不平衡。实际问题中，需求量可以是常

数，也可以是服从某一分布的随机变量。每次订货需一定费用，提出订货后，货物可以一

次到达，也可能分批到达。从提出订货到货物的到达可能是即时的，也可能需要一个周期

（订货提前期）。某些睛况下允许缺货，有些情况不允许缺货。存储策略研究在不问需求、

供货及到达方式等情况下，确定在什么时间点及一次提出多大批量的订货，使用于订购、

储存和可能发生短缺的费用的总和为最少。

八、排队论（queueing theory or waiting line)

生产和生活中存在大量有形与无形的拥挤和排队现象。排队系统由服务机构（服务

员）及被服务的对象（顾客）组成。一般顾客的到达及服务员用于对每名顾客的服务时间

是随机的，服务员可以是一个或多个，多个睛况下又分平行或串联排列。排队按一定规则

进行，一般按到达顺序先到先服务，但也有享受优先服务权的。按系统中顾客容量，可分

为等待制、损失制、混合制等。排队论研究顾客不同输人、各类服务时间的分布、不同服务

员数及不问排队规则睛况下，排队系统的l作胜能和状态，为设计新的排队系统及改进现

有系统的胜能提供数量依据。

九、对策论（game theory)

对策论用于研究具有对抗局势的模型。在这类模型中，参与对抗的各方称为局中人，

每个局中人均有一组策略可供选择，当各局中人分别采取不同策略时，对应一个收益或需

要支付的函数。在社会、经济、管理等与人类活动有关的系统中，各局中人都按各自的利

益和知识进行对策，每个人都力求打大自己的利益，但又无法精确预测其他局中人的行

为，无法取得必要的信息，他们之间还可能玩赤花招，制造假象。对策论为局中人在这种

高度不确定和充满竞争的环境中，提供一套完整的、定量化和程序化的选择策略的理论与

方法。对策论已应用于商品、消费者、生产者之间的供求平衡分析，利益集团间的协商和

谈判，以及军事卜各种作战模型的研究等。

＋、决策论（decision theo叮）

决策是指为最优地达到口标，依据一定准则，对若下备选行动的方案进行的抉择。随
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着科学技术的发展，生产规模和人类社会活动的如大，要求用科学的决策替代经验决策

即实行科学的决策程序，采用科学的决策技术和只有科学的思维方法。决策过程一般是

指：形成决策问题，包括提出方案，确定口标及效果的度量；确定各方案对应的结局及出

现的概率；确定决策者对不同结局的效用值；综合评价，决定方案的取舍。决策论是对

整个决策过程中涉及方案口标选取、度量、概率值确定、效用值计算，一直％l］最优方案和策

略选取的有关科学理论

第四节运筹学与管理科学

一般认为运筹学诞生的3个来源是军事、管理和纤济，但其中管理是运筹学孕育的主

要土壤，因为基于军事和纤济研究中产生的运筹学方法或分支最终都移植％l］管理中应用

和发展。管理是从生产出现分l开始就有的，但管理作为一门科学则开始于20世纪初

随着生产规模的日益上大和分l的越来越细，要求生产组织高度的合理胜、高度的计划胜

和高度的经济胜，促使人们不仅研究生产的各个部门，而且要研究它们相互之间的联系，

要当作一个整体研究，追求整体的效率和效益，这正是运筹学研究的基础和口标

运筹学的诞生既是管理科学发展的需要，也是管理科学研究深化的标志。运筹学的

一些分支，如规划论、排队论、存储论、对策论等，无不同管理的发展只有密切联系。管理

科学研究、总结经济管理的规律，这是运筹学研究提出问题和对问题进行定胜分析的依据

和基础。但运筹学又有对问题进一步分析的基础上找出各种因素之间的数量上的联系，

并对问题通过建模和求解，使人们对管理问题的规律胜认识进一步深化。例如管理中有

关库存问题的讨论，对最高和最低控制限的存储方法，过去只从定胜上进行描述，而运筹

学则进一步研究了在各种不同需求情况下最高与最低控制限的具体数值。再如纤验告诉

我们，从事相同服务l作的人，如果协调合作，可以提高效率，减少被服务对象的等待。运

筹学的排队论分支中，用只体例子说明，3个人联合看管20台机器，不仅数量上多于3个

人每人分别看管6台机器，提高了l作效率，而且还缩短了机器的平均等待时间，从理论

上论证了系统整体的涌现胜原理。又如计划的编制，过去习惯采用的甘特图，它只是反映

了各道l序的起止时间，反映不出相互之间的联系和制约。运筹学中通过编制网络计划，

从系统的观点揭示了这种l序间的联系和制约，为计划的调整优化提供了科学的依据

运筹学中的对策论及纳什均衡理论，则是管理学中激励与约束机制的基础

运筹学在管理人才的培养中占有十分重要的地位。首先，它有助于训练管理人员的

逻辑思维能力，运筹学研究问题的6个步骤将锻炼观察问题和归纳问题的能力，辨别问题

中的可控因素和非可控因素，赤清问题的要素结构及其相互联系，确定分析问题需获取的

资料数据以及怎样获取，如何使建立的模型既接近实际，又尽可能简化等。共次，应用运

筹学对实际问题的求解分析将有助于培养管理人员对问题的直觉洞察和全局分析能力，

当面对一个问题时能很决对该问题作出一个大概的判断，以致预见％l］问题的可能结局
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以卜两方面能力对管理人员素质和分析能力的提高是至关重要的。

运筹学的研究应用已经给企业和国民经济各部门带来了户大的财富节约。由国际运

筹学联合会和美国运筹学（管理科学）学会联合主办的如I , f。。杂志主要用干刊登运筹

学的应用成果，由国际运筹学联合会每年在世界范围内评选出6篇最优秀的运筹学（管理

科学）应用成果，授子弗咚茨·厄德曼（FrZlnz Edelman）奖，并刊登于该杂志每年的首期

(l一2月号）卜。在Frederlk 5. Hlller等先后编写的I , Irod。，〔I , o , Iof)P。ral , o，、R。、。a。人

第8、9、10版中分别列出了部分获奖成果的概况以及带来的效益，下面摘录一小部分，如

表01所示，有兴趣的读者可按发表年份从该年度的知I , fa〔。、杂志卜查找全文。

表卜l

组织

联合航空公司

C"90石油公司

旧金山警署

TuxdLO公司

美囚电报电话公司

IHM公司

美洲航空公司

中因

成果概况

对机场和后备部门职员的丁作计划安排

炼油过程及产品供应、分配、销售的整体

优化

应川计算机系统实现巡警值研与调度的优化

满足质量和销售需要汽油产品的优化调和

l角川客户营、｝卜中自的优化选址

备件库存的全囚网络的整合用以改进服务

支持

设计一个票价结构、订票和协调航班的系统

用来增加收人

为满足囚家末来能源需求的发电、交通、采

煤等大型项目的优选及投产安排

供应商、丁厂、分销中心、潜在厂封和巾场区

域的令球供应链重构

重新设计北美的生产和分销系统以降低成

本和加速巾场进人

对研究和发展项日的评价

物流计划与运送投递

森林的长期生态管钾

安排内部服务和货物运送的车辆和路线

重新建立令球供应链，当库存最少时决速响

应顾客需求

航空公司机组的安排

设计基十资产和在线的定价］］案提供金融

服务

提出减少生产时l司和库存水平的j］法

飞行计划受十扰时重新优化分配机组人员

指导高效率汽车装配厂的设计过程

发表年份

1 98b

1 987

1 989

1 989

1 qq自

1 qq自

效益／（亿美元／年）

0 Ob

O7

0 11

O3

4 Ob

。。2及降低库存2

1 qq ? O及史多收人

1 99气 42气

数字设备公司 1 99气 8O

宝汗公司

西岸公司

联邦快递

太平洋水材公司

西尔斯

因际商用机械公司

新西、了航空公司

美林证券

一星电r

大陆航空公司

标致雪铁龙

1 997

1 997

1 997

1 999

1 999

2000

2001

2002

2002

2003

2003

2O

末估算

末估算

2 98

0 42

第一年7弓

0 Ob7

大十08

大十20

O9

1 30
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组织

加拿大太平洋铁路

废品管押公司

通川汽车

大陆航空公司

挪威公司

荷乙铁路

MIS()（美国中西部

独立电网运营机构）

成果概况

铁路货运的口常安排

建命一个废品收集与处押的口常管钾系统

提高生产线效率

航班计划打乱时乘务人员的重新安排

通过沿海管道的改造极大化天然气的输送

能力

铁路网络的优化运管

发表年份

2004

200弓

ZOOb

ZOOb

2009

2009

？自1 ?

续表

效益厂（亿美元厂年）

1O

1自

: :

美闲13个州电力输送的性理

14

O弓

7自

马克忍曾纤说过．一门科学只有成功地应用数学时，才算达到了完善的地步”。中国

国家自然科学基金委管理学部指出，数学、纤济学、行为科学是管理科学发展的＝大基础

学科。运筹学应是数学这个学科中同管理联系最紧密的部分。随着科学技术的进步，特

别是电子计算机技术的迅速发展，数学已迅速渗透到各门学科之中。在管理科学的发展

中，问样感受到应用数学的重要胜。但必须认识到，一方面，管理问社会纤济紧密相连，它

所涉及的是物质运动的最高形式，并片有人的参与，要建立数学模型，用数学的语言描绘

（包括对人的行为的描述），不仅有赖于进一步认识和揭示管理的过程和规律，而片需要共

他学科的发展。在前面表中列出的运筹学应用的获奖成果，实际卜运筹学与共他学科的

交又，是运筹学问统计、预测等模型的集成，是围绕应用建立的决策支持系统的综合成果。

另一方面，运筹学作为纤济、管理同数学密切结合的一门学科，它的诞生还不到80年，尚

属一门年轻学科，现有的分支、理论和方法还远远满足不了描述复杂的管理运动过程和规

律的需要。但有一点是明确的，运筹学是在研究和解决实际管理问题中发展起来的，而管

理科学的发展又必将为运筹学的进一步发展开辟广阔的领域。

第五节运筹学应用软件简介

运筹学应用软件的开发是问运筹学的发展紧密相连的。因为即使是一个只含几十个

到卜百个变量的线性规划模型，通过手l求解十分繁杂甚至不可能。而实际问题的数学

模型要远远复杂得多，变量个数甚至多达几十万个、卜百万个，因此必须借助计算机软件

进行求解。

口前，国内教学中常用的求解运筹学模型的软件主要有IJND(）、IJNG(）、WlnQSB

和MATLAB等。我们在本书附录A的拓展资源中分别进行介绍。
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线性规划及单纯形法

第一节线性规划问题及其数学模型

一、问题的提出

在生产和纤营等管理l作中，需要纤南进行t{tlJ或规tlJ虽峨各行各业11划和规tlJ

的内容千差万别，但共共同点均可归结为：在现有各项资源条件的限制下，如何确定方

案，使预期口标达到最优；或为了达ilJ预期口标，确定使资源消耗为最少的力案

例l美佳公司t｛划制造工、几两种家电产品已知各制造一件时分别占用的设备

A、设备B的台时、调试l序时间及每天可用于这两种家电的能力、各售出一件时的获利

清况，如表11所示问该公司应制造两种家电各多少件，使获取的利润为最大

表卜l

项日 IU 每灭可川能力

设备气上1 。 马 1马

设备H上1 6 2 24

调试丁序上1 11 马

利n河元 21

例2捷运公司在下一年度的1一4月的4个月内拟租用仓库堆放物资已知各月

份所需仓库面积列于表12仓库租借费用随合同期向定，期限越长，折扣越大，只体数

手见表13租借仓库的合同每月初都可办理，每份合l司只体规定租用面积和期限因

此该厂可根据需要，在任何一个月初办理租借合同每次办理时可签一份合l司，也可签若

下份租用面积和租借期限不卜1的合同，试确定该公司签订租借合同的最优决策，口的是使

所付租借费用最小

表卜21以）耐

月份 12 号 4

所需众库面积 1马 功 即 12
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表卜3

合同租借期限

合同期内的租费

元门00耐

个月 2个月 4个月

2 800 4气00 软 7 300

二、线性规划问题的数学模型

用数学语言对例1和例2进行描述。
例1中先用变量二和二：分别表示美佳公司制造家电工和家电耳的数量。这时该公

司可获取的利润为（2二＋二：）元，令二一2二＋二2，因问题中要求获取的利润为最大，即
max二。又二是该公司能获取的利润的口标值，已是变量二，二：的函数，称为口标函数。
二，二：的取值受到设备A、B和调试l序能力的限制，用于描述限制条件的数学表达式称
为约束条件。由此例1的数学模型可表为

口标函数 max二一2二＋众

约束条件

｝乃八毛’5
、．,.}6力＋“八乓“4

一‘,+' 2乓。
｝了1，了2乡O

(1.1乏l)

(1. lb)

(1.1〔）

(11 ' 1)

模型中式（1.1 : .）和式（1. lb）分别表示家电工、耳的制造件数受设备A、B的能力限

制，式（1.1。）表示受调试l序能力的限制；式（1. ld）称为变量的非负约束，表明家电工、

耳制造数量不可能为负值。竹号、．1.（、ubjeollo的缩写）表示．约束于”。

例2中若用变量二。表示捷运公司在第！(，一1，⋯，4）个月初签订的租借期为j(j一

1，⋯，4）个月的仓库面积的合问（单位为100m"）。因5月份起该公司不需要租借仓库，故

了2，了33，了3，了4 :，八3，八均为零。该公司希望总的租借费用为最小，则有如下数学模型：

口标函数mln二一2 8o0（二＋八＋八＋八）+4 5O0（力：＋了2 :＋了32)+

6 000（了13＋了23)+7 300了14

〔泊＋泊＋了1＋了1李15

一泊＋泊＋了1＋了＋了＋了李10

约吏条件5.1．之泊＋泊＋力＋力＋力＋乃李20

一泊＋了＋了＋了李12

｛了。妻。（老一1，一4 ; j一1，⋯，4)

这个模型中的约束条件分别表示当月初签订的租借合问的面积加卜该月前签订的未

到期的合问的租借面积总和，应不少于该月所需的仓库面积。（注：本例的最优解为

二一3，二3一8，石一12，共他变量取值均为零，二“一118400)

卜述两个例子表明，规划问题的数学模型由＝个要素组成：(l）变量，或称决策变量，
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是问题中要确定的未知量，它用于表明规划中的用数量表示的方案、措施，可由决策者决

定和控制；(2）口标函数，它是决策变量的函数，按优化口标分别在这个函数前加上max

或mm ;(3）约束条件，指决策变量取值时受，lj的各种资源条件的限制，通常表达为含决

策变量函数的等式或不等式。如果规划问题的数学模型中，决策变量的取值是连续的，口

标函数是决策变量的线胜函数，约束条件是含决策变量的线性等式或不等式，则该类规划

问题的数学模型称为线胜规划的数学模型

实际问题中线性的含义：一是严格的比例胜，如生产某产品对资源的消耗量和可获

取的利润，同其生产数量严格成比例；二是可叠加胜，如生产多种产品时，可获取的总利

润是各项产品的利润之和，对某项资源的消耗量应等于各产品对该项资源的消耗量的和

二是可分胜，即模型中的变量可以取值为小数、分数或某一实数。四是确定胜，指模型中

的参数〔、a。、b均为确定的常数。很多实际问题往往不符合上述条件，例如每件产品售

价3元，但成批购买就可得，lj折扣优惠。又如购一张从北京，lj纽约机票设为600。元，从

哈尔滨到北京机票为7。。元，两者急计6700元。但如果购同一航空公司的联程机票，国

内部分就可以优惠甚至免费。因此对一些不符合线性条件的倩况，在基本合理条件下，为

处理问题方便，可看作近似满足线胜条件。对＝、四两种睛况，将在随后的第二、五两章中

阐述

假定线性规划问题中含”个变量，分别用二（j一1，⋯，川表示，在口标函数中二的系

数为〔（〔通常称为价值系数），二的取值受m项资源的限制，用b(l一1，⋯，。，）表示第，

种资源的拥有量，用a。表示变量二取值为1个单位时所消耗或含有的第，种资源的数

量，通常称a。为技术系数或l艺系数。则一般线胜规划问题的数学模型可表示为

max（或mln)z＝〔二＋〔2二：+～·＋〔，二，

沁】】力＋aZ了：＋⋯＋a杯，琢（或一，李）l ,

一a2以1+a22八＋⋯＋a2杯，琢（或一，李）l , 2

一a一Tl+a一T ,＋⋯＋a _ _ T _ <（成一乏）为＿

厅，二2，⋯，二，）。

上述模型的简写形式为

max（或mln）二一艺〔二

又气二镇（或一，))b(，一1，⋯，。，)

\1·蔺’、。
用向量形式表达时，上述模型可写为

(13)

(）一1，⋯，"

〔允
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、一⋯
艺只J镇（或

X妻0

"’·”中，C-（〔】，〔2，一⋯：2⋯；·
用矩阵和向量形式来表示可写为

max（或mln）二＝

\1·⋯念‘或－
C取

，乡）h

a 12

a 22

A称为约束方程组（约束条件）的系数矩阵

变量J的取值一般为非负，即J妻。；从数学意义L可以有J镇。。又如果变量J

表示第j种产品本期内产量相对于前期产量的增加值，则J的取值范围为（一，+),

称J取值不受约束，或J无约束

三、线性规划问题的标准形式

由于口标函数和约束条件内容和形式卜的差别，线性规划问题可以有多种表达式

为了便于讨论和制定统一的算法，规定线性规划问题的标准形式如下：

max二一艺〔J

艺“。J-
J一1

J，妻O

为（尹一1．·⋯刀门

(）一1，⋯，)l)州
标准形式的线胜规划模型中，口标函数为求极大值（有些书仁规定是求极小值），约束条件

全为等式，约束条件右端常数项b全为非负值，变量J的取值全为非负值。对不符合标

准形式（或称非标准形式）的线胜规划问题，可分别通过下列方法化为标准形式

1．口标函数为求极小值，即为

min二一艺〔J
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因为求mmz等价于求max（一z)，令z '一一z，即化为

一艺〔、
J一1

2．约束条件的右端项b＜。时，只需将等式或不等式两端同乘（一1)，则等式右端项

必大于零

3．约束条件为不等式。当约束条竹为‘镇”时，如6二＋2二2镇24，可令二3一24一

6二一2二2，得6二＋2二2＋二3一24，显然二3）。。当约束条件为‘)”时，如有10二＋12二2)

18，可令二一10二＋12二2一18，得10二＋12二2一二一18，二）。。二3和二是新加上去的变

量，取值均为非负，加到原约束条件中去的变量，共口的是使不等式转化为等式，其中自

称为松弛变量，二一般称为剩余变量，但也有称松弛变量的。松弛变量或剩余变量在实

际问题中分别表示未被充分利用的资源和超出的资源数，均未转化为价值和利润，所以引

进模型后它们在口标函数中的系数均为零

4．取值无约束的变量。如果变量二代表某产品当年计划数与上一年计划数之差，显

然二的取值可能是正也可能为负，这时可令二一了一了，共中了）。，二，'）。，将其代人线胜

规划模型即可

5．对二镇。的情况，令了一一二，显然了）。

例3将下述线性规划化为标准形式：

mlnz＝了1+2了2+3了3

卜2了＋了2＋了3毯9

一3了】＋了2+2了3李4

巨镇。，二：）。，二3取t直尤约束

解上述问题中令z’一一。石一一二，，二3一式一式，共中式）。，式）。，并按上述规

则，该问题的标准形式为

maxz’一二；一2二：一3二二＋3二飞＋。二＋。二5

{2力＋' 2＋了一班＋‘一9

L石，八，了3，了3，八，了5多O

第二节图解法

对模型中只含2个变量的线性规划问题，可以通过在平面上作图的方法求解。一个

线性规划问题有解，是指能找出一组二（j一1，⋯，们，满足约束条竹，称这组二，为问题的
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可行解。通常线性规划问题总是含有多个可行解，称全部可行解的集合为可行域，可行域

中使口标函数值达到最优的可行解称为最优解。对不存在可行解的线胜规划问题，称该

问题无解。图解法求解的口的，一是判别线胜规划问题的求解结局；二是在存在最优解

的条件下，把问题的最优解找出来

一、图解法的步骤

图解法的步骤可概括为：在平面上建立直角坐标系；图示约束条件，找出可行域或

判别是否存在可行域；图示口标函数和寻找最优解。下面通过上述例1来具体说明。先

将例1的数学模型重列如下：

maxz一2力＋了2

r sr，经乏15 (1几，、

一6了＋2了2毯24 (1 sb)

一了＋了毯5 (1. sc)

l了】，了：)O (1. od ,

1．以变量二为横坐标轴，二：为纵坐标轴画出直角平面坐标系，并适当选取单位坐标

长度。由变量的非负约束条件（1. sd）知，满足该约束条件的解（对应坐标系中的一个点）

均在第I象限内

2．图示约束条件，找出可行域。约束条件（1. 5a）可分解为5二2一15和5二2 < 15，前者

是平行于坐标轴二的直线二2一3，后者为位于这条直线下方的半平面，由此5二2镇15是

位于含直线二2一3的点及其下方的半平面，见图11。类似地，约束条件（1. 5b）在坐标系

中是含6二＋2二2一24这条直线上的点及其左下方的半平面，约束条件（1. sc）是含直线

二＋二2一5上的点及其左下方的半平面。同时满足约束条件（l . sa）一（l . sd）的点如图12

所示，图中凸多边形OQqQ3Q。所包含的区域（用阴影线标示）是例1线胜规划问题的

可行域

了，一1

对
滋

X

Q
2
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3．图示口标函数。由于二是一个要优化的口标函数值，随二的变化，二一ZJ+JZ

是斜率为（一2）的一族平行的直线，见图13，图中向量P代表口标函数值二的增大

方向

4．最优解的确定。因最优解是可行域中使口标函数值达，l］最优的点，将图12和

图13合井得到图14，可以看出，当代表口标函数的那条直线由原点开始向右上方移动

时，二的值逐渐增大，一直移动到口标函数的直线与约束条件包围成的凸多边形相切时为

止，切点就是代表最优解的点。因为再继续向右上方移动，二值仍然可以增大，但在口标

函数的直线仁找不出一个点位于约束条件包围成的凸多边形内部或边界上

丫/

g
4图l-3

本例中口标函数直线与凸多边形的切点是QZ，该点坐标可由求解直线方程6J+

2J2=24和J+JZ=5得全I]，为（J , JZ)=(3.5 , 1.5）。将其代人口标函数得二＝8.5，即美

佳公司每天制造3.5件家电1 , 1.5件家电11，能获利最大

二、线性规划问题求解的几种可能结局

例1用图解法得，l］的最优解是唯一的。但对线胜规划问题的求解还可能出现下列

结局：

1．无穷多最优解。如将例1中的口标函数改变为max二一3J+JZ，则表示口标函数

的直线族哈好与约束条件（1. sb）平行。当口标函数向优化方向移动时，与可行域不是在

一个点上，而是在QQ：线段上相切，见图15。这时点Q、Q：及Q与点Q：之间的所有

点都使口标函数二达，l］最大值，即有无穷多最优解，或多重最优解

2．无界解。如果例1中只包含约束条件（1.5 ; l）和（1. sd)，这时可行域可伸展，l］无穷，

即变量J的取值也可无限增大，不受限制，由此口标函数值也可增大至无穷（见图16)

这种睛况下问题的最优解无界。产生无界解的原因是由于在建立实际问题的数学模型时

遗漏了某些必要的资源约束条件
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3．无解，或无可行解。例如下述线胜规划模型：

maxz一2力＋了2

｛了】＋了2毯2

5.1．拭2了＋2了2李6

L二，二：)O

用图解法求解时看出不存在满足所有约束的公共区域（可行域），见图17，说明问题无

解。其原因是模型的约束条件之间存在矛后，建模时有错误。

蒸髯

犷～～一气犷戈寸产～～一～一育击一一～一一代
圈l一 图卜‘ 图卜7

三、由图解法得到的启示

图解法虽只能用来求解只具有两个变量的线性规划问题，但它的解题思路和几何
上直观得到的一些概念判断，对下面要讲的求解一般线胜规划问题的单纯形法有很
大启示：

1．求解线性规划问题时，解的倩况有：唯一最优解；无穷多最优解；无界解；无可
行解。

2．若线胜规划问题的可行域存在，则可行域是一个凸集。
3．若线胜规划问题的最优解存在，则最优解或最优解之一（如果有无穷多的话）一定

是可行域的凸集的某个顶点。
4．解题思路是，先找出凸集的任一顶点，计算在顶点处的口标函数值。比较周围相

邻顶点的口标函数值是否比这个值大，如果为否，则该顶点就是最优解的点或最优解的点
之一，否则转到比这个点的口标函数值更大的另一顶点，重复上述过程，一直到找出使口
标函数值达到最大的顶点为止。

在单纯形法原理一节中，将对上述第2、3两点进行证明，并建立起凸集顶点的代数概
念特征，然后通过代数计算实现第4点的解题思路。
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第三节单纯形法原理

一、线性规划问题的解的概念

给出标准形式的线胜规划问题

max二一艺〔声 (16)

、
一
…

艺“尸一b
J一1

J ,)O

(1=1.～二，z子）

: : ; :
勺一1，⋯，川

可行解满足卜述约束条件（1.7）和（1.8）的解X一（J，⋯，J)'，称为线性规划问题

的可行解。全部可行解的集合称为可行域

最优解使口标函数（1.6）达到最大值的可行解称为最优解

基设A为约束方程组（1.7）的，, , K，阶系数矩阵（设，> , , ,)，共秩为，, , , B是矩阵A

中的一个，, , K , ,，阶的满秩子矩阵，称B是线性规划问题的一个基。不失一般性，设

一⋯）：⋯万卜（P】，～一
B中的每一个列向量P(j一1，⋯，m）称为基向量，与基向量P对应的变量J称为

基变量。线胜规划中除基变量以外的变量称为非基变量

基解在约束方程组（l .7）中，令所有非基变量J．十，一J．十2一·一J一。，又因为有

一到护。，根据克莱姆规则（Cramer rule)，由，z子个约束方程可解出m个基变量的唯一解

x。一（J，⋯，J .)T。将这个解加卜非基变量取。的值有x一（J , JZ，⋯，J .，。，⋯，。）T，称

x为线胜规划问题的基解。导然在基解中变量取非零值的个数不大干方程数，, ,，故基解

的总数不超过C军个

基可行解满足变量非负约束条件（1.8）的基解称为基可行解

可行基对应于基可行解的基称为可行基

例碍找出下述线性规划问题的全部基解，指出共中的基可行解，并确定最优解

max二＝2JI+3J2+J3

{J +J 一5

一J+ZJ +J 一10

一 J +J一4

〔J , JZ , J3 , J , J :)O

解该线胜规划问题的全部基解见表14中的①一⑧，打丫者为基可行解，注＊者为
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是否基可行解

>

>

如
初

〉
丫

丫

〉
丫

〉

最优解，二“一19

表卜4

序号 Tl

① O

② O

③ 弓

① O

⑤ 10

⑥ 弓

⑦ 弓

冈 2

弓

17

1O

2O

1弓

17弓

22

1〔〕了

二、凸集及其顶点

凸集对简单的几何形体可以直观地判断艾凹凸胜，但在高维空间，只能给出点集的
解析表达式，因此只能用数学解析式判断。凸集的概念为：如果集合C中任意两个点
x , x :，共连线卜的所有点也都是集合C中的点，称C为凸集。由于x , x：的连线可表
示为

aXI+(l一a)XZ(O < a < l)

因此，凸集定义用数学解析式可表示为：对任何xeC , x : eC，有ax+(l一a)x : e

C(0 < a < 1)，则称C为凸集，在图18中（.）、（b）是凸集，(）、（d）不是凸集

了泛夕合＠
图卜8

顶点凸集C中满足下述条件的点x称为顶点：如果C中不存在任何两个不同的

点x , xZ，使x成为这两个点连线卜的一个点。或者这样叙述：对任何xeC , x : eC ,

不存在x一ax+(l一a)xZ(0 < a < 1)，则称x是凸集c的顶点

三、几个基本定理的证明

定理l若线胜规划问题存在可行解，则问题的可行域足凸集

证若满足线胜规划约束条件二只J一b的所有点组成的几何图形c是凸集，根
J一1

据凸集定义，C内任意两点X , XZ连线卜的点也必然在C内，下面给子证明
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设x一（二，门2，⋯，门）T , x：一（二2，二22，⋯，二2)T为C内任意两点，即x任已

xZ任C，将x , x：代人约束条件有

艺只二1一b；艺只二。一b (19)

x , x：连线上任意一点可以表示为

X="Xl+(l一“)XZ(O <"< l)

将式（1.9）代人式（1.10）得

(1 10)

艺只二一艺只仁。1+(1一“)‘们

一艺只～＋艺只二。一艺只“、
J一IJ一IJ一1

="b+b一“b=b

所以x一“x+(l一妇xZ任c。由于集合中任意两点连线上的点均在集合内，所以c为

凸集

引理线胜规划问题的可行解x一（二，⋯，二）为基可行解的充要条件是x的正分

量所对应的系数列向量是线胜独立的

证（l）必要胜。由基可行解的定义异然成立

(2）充分胜。若向量P , P :，⋯，P．线胜独立，则必有k镇n ,；当k一n，时，已们哈好构

成一个基，从而x一（二，二2，⋯，二．，。，⋯，0）为相应的基可行解。当k < n，时，则一定可以

从其余列向量中找出（n，一k）个与P , PZ，⋯，P．构成一个基，其对应的解恰为x，所以根

据定义它是基可行解

定理2线胜规划问题的基可行解x对应线胜规划问题可行域（凸集）的顶点

证本定理需要证明：x是可行域顶点拼x是基可行解。下面采用的是反证法，即

证明：x不是可行域的顶点拼x不是基可行解。下面分两步来证明

(l)x不是基可行解，x不是可行域的顶点

不失一般胜，假设X的前n，个分量为正，故有

艺只二一b

由引理知P，⋯，P．线胜相关，即存在一组不全为零的数占（，一1，⋯，n ,)，使得有

乙Pl＋饥PZ＋⋯＋占少．一0

式（l .12）乘仁一个不为零的数产得

产乙Pl＋产叭姨＋⋯＋产占．P．一0

式（1.13)＋式（1.11）得：（了＋产占）P+（了2＋产占2)PZ+～·＋（了．＋产占．)P一b

式（1.11）一式（1.13）得：（二一产占）P+（二2一产占2)PZ+～·＋（二一产占．)P一‘

令 x川一［（二＋户占）,（二2＋户占2)，⋯，（二．＋户占．)，。，⋯，。］

(1 12)

(1 13)
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丫2）一仁（J，一产占，),(JZ一产占2)，⋯，(J一产占．)，。，⋯，。］
又户可以这样来选取，使得对所有，一1，⋯，,]，有

由此x(l）。。，。）。。，又，一扣（】）＋告
士产占妻。

厂2)，即x不是可行域的顶点

(2)x不是可行域的顶点冷x不是基可行解

不失一般胜，设x一（J , JZ，⋯，J，。，⋯，0）不是可行域的顶点，因而可以找yl］可行域

内另外两个不问点Y和z，有x一ay+(l一a)z（。＜a < 1)，或可写为

J一ay+(l一a）二（0 < a < 1 ; j一1，⋯，)l)

因a＞。，1一a＞。，故当J一。时，必有，一二一。

因有

故有

(1 14)

艺月二一艺月二一b

艺（y一二）P一”

(1 15)

式（1.14）一式（1.15）得

因（y一毛）不全为零，故P，⋯，P线胜相关，即x不是基可行解

定理3若线胜规划问题有最优解，一定存在一个基可行解是最优解

证设厂旧一（J罕，J宝，⋯，J知是线性规划的一个最优解，z一cx‘旧一艺〔J了是口
J一1

标函数的最大值若厂旧不是基可行解，由定理2知厂旧不是顶点，一定能在可行域内找

到通过厂旧的直线仁的另外两个点（厂旧＋产引妻。和（厂旧一产引妻。将这两个点代人

口标函数有

c(x‘旧＋产引一以‘旧＋你占

c(X‘旧一产占）一以‘旧一你占
因C方阴为口标函数的最大值，故有

以‘旧妻以‘旧＋仰占

以‘旧妻以‘旧一你占

由此你占一。，即有c（厂旧＋产占）一cX阴一c（厂旧一产占）如果（厂旧＋产引或（厂旧一产占）仍

不是基可行解，按仁面的方法继续做下去，最后一定可以找yl］一个基可行解，其口标函数

值等于C方‘旧，问题得证

四、单纯形法迭代原理

由仁述定理3可知，如果线胜规划问题存在最优解，一定有一个基可行解是最优解
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因此单纯形法迭代的基本忍路是：先找出一个基可行解，判断其是否为最优解，如为否，

则转换到相邻的基可行解，并使口标函数值不断增大，一直找到最优解为止

1．确定初始基可行解

对标准型的线性规划问题

max二一艺〔二

｝又只二一b

"‘飞厂、。。少一1，一们
在约束条件（1.16）的变量的系数矩阵中总会存在一个单位矩阵

⋯：{l :

: : :):

(Pl , PZ，⋯，P , (1 18)

1 00⋯IJ

当线胜规划的约束条件均为镇号时，其松弛变量二，，一二，的系数矩阵即为单位矩阵
对约束条件为）或一的睛况，为便于找到初始基可行解，可以构造人l基，人为产生一个
单位矩阵，这将存本章第五节中讨论

式（1.18）中P，⋯，P，称为基向量，同其对应的变量二，⋯，二，称为基变量，模型中
的共他变量二，十，二，十2，⋯，二，称为非基变量。存式（1.16）中令所有非基变量等于零，即
可找＃lj一个解

x一（力，⋯，了，，了，+1，⋯，了，)T一（l , l，⋯，b ,，。，⋯，。）T
因有b)0，故x满足约束（1.17)，是一个基可行解

2．从一个基可行解转换为相邻的基可行解
定义：两个基可行解称为相邻的，如果它们之间变换且仅变换一个基变量
设初始基可行解中的前n，个为基变量，即

厂。）一（二罕，二霆，⋯，二二，。，⋯，0)T
代人约束条件（l .16）有

(1 19)

写出（1.19）系数矩阵的增广矩阵

P 1 PZ～·P ,

⋯：｛⋯｛

艺P式

P ,+1

a卜呐十1

aZ呐十1

a呐呐＋1

P⋯P , b

? .｛⋯⋯｛一｛
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因P，⋯，P．是一个基，其他向量只可用这个基的线性组合来表示，有

只一艺“。P

或

只一又“。P一。 (1 20)

将式（1.20）乘上一个正的数0 > O得

。（P一客二P）一。 (1 21)

式（1.19)＋式（1.21）井纤过整理后有

艺（才一。“。）P+0P一b

由式（l .22）找到满足约束方程组艺只二一b的另一个点x ' ')，有

(1 22)

厂’）一（二罕一oa ,，⋯，二二一oa .,，。，⋯，0，⋯，。）T

其中。是x ' ,）的第j个坐标的值。要使厂，）是一个基可行解，因规定。＞。，故应对所有

老一1，⋯，, , ,，存在

才一oa，妻O

令这，,，个不等式中至少有一个等号成立。因为当叭镇。时，式（1.

。一mz1n｛瓢。＞。｝一群

(1.23)

23）界然成立，故可令

(1 24)

由式（1.24)

'，一“二｛里：
(1=l)

(1并l)

故厂，）是一个可行解。又因与变量州，⋯，二），二）十，⋯，瑞，二对应的向量，纤重新排列

后加上b列有如下形式矩阵（不含b列）和增广矩阵（含b列）

P 1 PZ P卜IP Pl+1

O

O

O

O

l

O

Pob

：一：:

：一：:

I
J
Z
J

。
。
。

护

‘

a

a

a
a
al+1 l , l+1

a旧护 b。
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因蝴＞。，故由上述矩阵元素组成的行列式不为零，P , PZ，⋯，Pl，只，Pl十，⋯，P．是一

个基

存上述增广矩阵中进行行的初等变换，将第l行乘上（l／勺），再分别乘以（一a。）(，一

1，⋯，l一1 , l+1，⋯，n ,）加到各行上去，则增广矩阵左半部变成为单位矩阵，又因b／崛一

0，故

b一（l , l一0al，⋯，b卜1一oa卜均，0 , bl+1一oal+1，⋯，b．一oa .)T

由此厂’）是同厂。）相邻的基可行解，且由基向量组成的矩阵仍为单位矩阵

3．最优陛检验和解的判别

将基可行解厂。）和厂，）分别代人口标函数得

z明一又〔式

二‘,）一又〔（二罗一。“。）＋仄

一乡了，+“卜一郭。
一”明＋“卜一乡·。） (1 25

式‘，·25，中”办。为给定，所以只要“卜一壑·）＞。，就“z(l＞尹·卜一壑。）
通常简写为（〔一毛）或几，它是对线性规划问题的解进行最优胜检验的标志。由此可以

得出用单纯形法求解线胜规划问题时，结局为唯一最优解、无穷多最优解及无界解的判别

标志如下：

(l）当所有的几镇。时，表明现有顶点（基可行解）的口标函数值比起相邻各顶点（基

可行解）的口标函数值都大，根据线性规划问题的可行域是凸集的证明及凸集的陛质，可

以判定现有顶点对应的基可行解即为最优解

(2）当所有的几镇。，又对某个非基变量二有〔一z一。，且按式（1.24）可以找到

0＞。，这表明可以找到另一顶点（基可行解）口标函数值也达到最大。由于该两点连线上

的点也属可行域内的点，且口标函数值相等，即该线性规划问题有无穷多最优解。反之，

当所有非基变量的几＜。时，线陛规划问题具有唯一最优解

(3）如果存存某个几＞。，又只镇。，由式（1.23）看出对任意的0＞。，均有才一0a勺）

。，因而0的取值可无限增大不受限制。由式（1.25）看到牙’）也可无限增大，表明线性规

划有无界解

对线胜规划问题无可行解的判别将存本章第五节中讨论
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第四节单纯形法计算步骤

根据卜节中讲述的原理，单纯形法的计算步骤如下

第1步：求初始基可行解，列出初始单纯形表

对非标准型的线胜规划问题首先要化成标准形式。由于总可以设法使约束方程的系

数矩阵中包含一个单位矩阵（P , PZ，⋯，P .)，以此作为基求出问题的一个初始基可行解

为检验一个基可行解是否最优，需要将共口标函数值与相邻基可行解的口标函数值

进行比较。为了书写规范和便干计算，对单纯形法的计算设计了一种专门表格，称为单纯

形表（见表15）。迭代计算中每找出一个新的基可行解时，就重画一张单纯形表。含初

始基可行解的单纯形表称初始单纯形表；含最优解的单纯形表称最终单纯形表

表卜5

〔J～ 〔l 〔加 〔J 〔．

G基b

久 ］ O

/)z 00

口

蝙
．
艺
『

一

〔， 株 ／),

『

单纯形表结构为：表的第2一3列列出基可行解中的基变量及艾取值。接下来列出

问题中所有变量，基变量下面列是单位矩阵，非基变量J下面数丫是该变量系数向量几

表为基向量线胜组合时的系数。因P，⋯，P．是单位向量，故有

P一a1JPI+aZJPZ＋⋯＋a . JP .

表15最卜端的一行数是各变量在口标函数中的系数值，最左端一列数是与各基变

量对应的口标函数中的系数值场

对J只要将它下面这一列数丫与c。中同行的数丫分别相乘，冉用心卜端的〔值减

去卜述乘积之和有

。一〔一（〔“1＋〔2“。＋⋯＋〔．“砂一〔一艺〔“。 （l .26)
一1

对j一1，⋯，"，将分别按式（l .26）求得的检验数几，或写为（〔一二）记人表的最下面一行
第2步：最优胜检验

如表中所有检验数〔一二镇。，且基变量中不含有人l变量时，表中的基可行解即为

最优解，计算结束。对基变量中含人l变量时的解的最优胜检验将在下一节中讨论。当

表中存在〔一二＞。时，如有P镇。，则问题为无界解，计算结束；否则转下一步。
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第3步：从一个基可行解转换到相邻的口标函数值更大的基可行解，列出新的单纯形表

1．确定换人基的变量。只要有检验数自＞。，对应的变量J就可作为换人基的变

量，当有一个以卜检验数大于零时，一般从中找出最大一个．

山一max｛氏一氏＞。圣

其对应的变量J．作为换人基的变量（简称换人变量）

2．确定换出基的变量。根据卜一节中确定0的规则，对尸．列由式（1.24）计算得到

。一mz1n｛川二＞。｝一六 (1 27)

确定J是换出基的变量（简称换出变量）。元素alk决定了从一个基可行解到相邻基可行

解的转移去向，取名主元素

3．用换人变量J．替换基变量中的换出变量J，得到一个新的基（P，⋯，P , P .,

Pl十，⋯，P .）。对应这个基可以找出一个新的基可行解，并相应地可以画出一个新的单

纯形表（见表16)

在这个新的表中的基仍应是单位矩阵，即P．应变换成单位向量。为此在表15中进

行行的初等变换，井将运算结果填人表16相应格中

(l）将主元素所在／行数丫除以主元素a .，即有

：⋯驾川 （l28)

(2）将表16中刚计算得到的第／行数字乘卜（一a .）加到表15的第，行数丫卜，记

人表16的相应行。即有

一b一鱼

-a一光

·a .(1拼／)

·a .(1拼／) (1 29)

表卜6

勺
几

。

勺

双
味
甄
。

臼

石
G基 或
〔1 Tl 乙】一戊 黑 黑 。l一。·光

光工
勺
：

允

〔，T，乙，一戊 扮 扮 以加J一以加告 光
〔J一忿J 筑卫 。‘〔一，一淤‘〔。一，
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(3）表16中各变量的检验数求法见式（1.26）。其中：

（〔一）性〔一刹一乡二＋〔一剪·
井＋六菩
土（〔一二．) (1 30)

（〔，一z)‘一〔 ＋象·）一刹一拳 ＋〔一又〔“

〔一客〔二）一淤（〔一客〔·
一‘〔一二，一尝‘〔一Z·，‘少护‘, (1 31)

第4步：重复第2、3两步，一直到计算结束为止

例5用单纯形法求解线胜规划问题

maxz一2了1＋了2

「 ST，经乏15

一6了＋2了毯24

一了＋了毯5

｛了，了：)O

解先将上述问题化成标准形式有

maxz一2了＋了2+O了3+O了．+O了5

{ 5了＋了 一15

一6了＋2了 ＋了 一24

一了＋了 ＋了一5

｝了，了2，了3，了。，了5)O

其约束条件系数矩阵的增广矩阵为

P 1 PZ P3马Psb

⋯｝}{)｝一；：⋯
从，P。，PS是单位矩阵，构成一个基，对应变量二3，二。，二5是基变量。令非基变量二，二：等

于零，即找到一个初始基可行解

X=(O , O , 15 , 24 , 5)T

以此列出初始单纯形表，见表17
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‘誉

O1

可）

[6]

1

因表中有大于零的检验数，故表中基可行解不是最优解因。）。，故确定J，为换人变

量将b列除以P的同行数手得

l）一nUn 等寸）一臀一4
由此6为主元素，作为标志对卞元素6加卜方括号［]，卞元素所在行基变量J。为换出变

量用换人变量J替换出变量J。，得到一个新的基P , P , P，按卜述单纯形法i！算步骤

第3步的（l）一（3)，可以找到新的基可行解，并列出新的单纯形表，见表18

由于表18中还行在大于零的检验数。，故重复卜述步骤得表19

表19中所有。，（。，月基变量中不含人l变量，故表中的基可行解x一

l
一
2

8一

一
3
一
2

+7
一
2

只9
』

一

一

}}为最优解，代人口标函数得O尔丝厂31厂71厂

‘夏
:
 
:

[4 , 6]

可）

1魂

可）

1广6

一1广6

一1广几

‘夏
:
 
:

b

马广2

7广2

几广9

可）

14

马广4

1广4

一1广4

一1广J

可）

1J

一1马广2

一1广2

弓广2

一1广9
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第五节单纯形法的进一步讨论

一、人工变量法

在上述例5中，化为标准形式后约束条件的系数矩阵中含有单位矩阵，以此作初始

基，使求初始基可行解和建立初始单纯形表都十分方便。但在下述例6中，化为标准形后

的约束条件的系数矩阵中不存在单位矩阵

例6用单纯形法求解线胜规划问题

max之一一3JI+ J3

{J+J+J毯4

一ZJ】＋JZ一J3李1

一 3J2+J3=9

{J , JZ , J3)O

解先将其化成标准形式，有

1llaX

5t

之一一3们＋ J3+OJ今＋OJ二

}",+"2+"3+"'-
｝一“",+"2一“3一“一
一3众＋"3

-

〔Jl , JZ , J3 , J今，J二乡O

(1. 32a)

(1. 32b)

(1 32〔）

这种睛况可以添加两列单位向量P。，P，连问约束条件中的向量P构成单位矩阵

P‘叭P ,

曰

曰

，
．
卫

O

,
．
卫

O

,
．
卫

0
0

P。，P：是人为添加上去的，已相当于在上述问题的约束条件（1. 32b）中添加变量J。，

约束条件（1.32。）中添加变量J，变量J。，J相应称为人l变量。由于约束条件

(l . 32b）、（l .32。）在添加人l变量前已是等式，为使这些等式得，l］满足，因此在最优解中

人l变量取值必须为零。为此，令口标函数中人l变量的系数为任意大的负值，用‘一M"

代表。‘一M”称为‘罚因子”，即只要人l变量取值大于零，口标函数就不可能实现最优，

因而添加人l变量后，例6的数学模型形式就变为

max之一一3勺＋J3＋。J＋。J一M又。一八七：

〔J+J+J+J 一4

一ZJ、＋J，一J 一J+J 一1

一 3J+J +J一9

LJ)O(j一1，⋯，7)

该模型中与P , P。，P对应的变量J , J。，J为基变量，令非基变量J , , JZ , J3 , J等
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于零，即得到初始基可行解丫旧一（0，。，。，4，。，1 , 9)T，并列出初始单纯形表。在单纯形法

迭代运算中，M可当作一个数学符号一起参加运算。检验数中含M符号的，当M的系数

为正时，该检验数为正；当M的系数为负时，该项检验数为负。例6添加人l变量后，用

单纯形法求解的过程见表110

表1 10

' J～ 一3 0 1 00 一M 一M

G基b TI TZT： 翻 肠 八 朴

O 不瑞 4 1 1 1 1 0 00

一M二61 一2 [1］ 一10 一1 10

一M不， () 0 3 1 0 0 01

' J一二J 一ZM一3 4M 10 一M 00

O 不瑞 3 3 0 2 11 一10

O 不21 一21 一10 一1 10

一M二：6 [6] 0 4 03 一31

‘一二， 6M一3 o4M}lo3M 一4Mo

O 不瑞 0 0 0 01 一1/2 一1/2 一1/2

O 不2 3 0 11/3 0 0 01/3

一3二1 1 10 [2/3] 01/2 一1/21/6

‘一二， 。 。 3 03/2一M一3/2一M}1/2

O 不 0 0 0 01 一1/21/2 一1/2

O 不2弓／2 一1/2 1 00 一1/41/41/4

1 不：3/23/2 0 1 03/4 一3/41/4

‘一二， 一〔刀2 。 。 。 一3/4一M}3/4一M一1/4

二、两阶段法

用大M法处理人l变量，在用手l计算求解时不会碰到麻烦。但用电子计算机求解
时，对M就只能在计算机内输人一个机器最大手长的数字。如果线胜规划问题中的a。、
‘或〔等参数值与这个代表M的数相对比较接近，或远远小于这个数手，由于日算机计
算时取值卜的误差，有可能使计算结果发生错误。为了克服这个困难，可以对添加人l变
量后的线胜规划问题分两个阶段来日算，称两阶段法

两阶段法的第一阶段是先求解一个口标函数中只包含人l变量的线性规划问题，即
令口标函数中其他变量的系数取零，人l变量的系数取某个正的常数（一般取1)，在保持
原问题约束条件不变的清况下求这个口标函数极小化时的解。显然在第一阶段中，当人
l变量取值为。时，口标函数值也为。。这时候的最优解就是原线性规划问题的一个基
可行解。如果第一阶段求解结果最优解的口标函数值不为。，也即最优解的基变量中含
有非零的人l变量，表明原线胜规划问题无可行解

当第一阶段求解结果表明问题有可行解时，第二阶段是在原问题中去除人l变量，并
从此可行解（即第一阶段的最优解）出发，继续寻找问题的最优解
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例6用两阶段法求解时，第一阶段的线性规划问题可写为

汀1 In 7f一J6+J7

J .+J ?+

一ZJ .+JZ

3J2

J，李O

了飞＋J4

了飞 一J ,+J '

+J飞 +J ,

(）一1，⋯，7)

用单纯形法求解时，先将问题化成标准形式，单纯形法迭代的过程见表111

第二阶段是将表111中的人l变量J6 , J：除去，口标函数同归到

nMx二一一3J .+OJ ?+J ;+OJ4+OJ

冉从表111中的最后一个表出发，继续用单纯形法i｝算，求解过程见表112

表 ll

l
卜
。
。

了2场

O

一1

一1

‘荤

一
一

边
，

9
〕

6
6

一
仁

'’瓦几
_{

一1

1

O

9

一1

4

4

O

1尹号

2尹号

自

O

了J

O

一1

O

一1

1

一1

号

号

一1尹2

O

1尹2

自

一1

了5

O

1

O

O

一1

1

一号

一4

1尹2

O

一1尹2

一1

O

O

一1

'’瓦二’ _｛尹。

（竺二
：
尹
；

表 l2

场

O

O

一几

‘公

'’瓦二’

一号

了l

O

O

1

O

O

一UZ

号尹2

一〔Fg

了3

O

1尹号

[2尹号］

几

了魂

。

叭
。

O

弓尹2

几尹9

(J一影J

O

了J

一UZ

O

1尹2

号尹2

一1尹2

一1尹4

号尹4

一几尹J
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三、单纯形法计算中的几个问题

1．口标函数极小化时解的最优胜判别。有些书中规定求口标函数值的极小化作
为线胜规划的标准形式，这时只需以所有检验数伪）。作为判别表中解是否最优的
标志

2．退化。按最小L日直0来确定换出基的变量时，有时出现存存两个以上相同的最小
比值，从而使下一个表的基可行解中出现一个或多个基变量等于零的退化解。退化解的
出现原因是模型中存存多余的约束，使多个基可行解对应同一顶点。当存在退化解时，就
有可能出现迭代计算的循环，尽管可能胜极共微小。为避免出现计算的循环，1974年勃
兰特（Bland）提出了一个简便有效的规则：(l）当存在多个几＞。时，始终选取下标值为最
小的变量作为换人变量；(2）当计算0值出现两个以上相同的最小比值时，始终选取下标
值为最小的变量作为换出变量

3．无可行解的判别。本章第二节单纯形法迭代原理中，讲述了用单纯形法求解时如
何判别问题结局属唯一最优解、无穷多最优解和无界解。当线胜规划问题中添加人l变
量后，无论用人l变量法或两阶段法，初始单纯形表中的解因含非零人l变量，故实质上
是非可行解。当求解结果出现所有几簇。时，如基变量中仍含有非零的人I变量（两阶段
法求解时第一阶段口标函数值不等于零），表明问题无可行解

例7用单纯形法求解线胜规划问题
maxz一2力＋了2

｛了＋了或2

5. t．侧2了＋2了李6

〔了，了：)O

解存图解法一节中已看出本例无可行解（参见图17）。现用单纯形法求解。在添

加松弛变量和人I变量后，模型可写成

maxz一2力＋了2+O了3+O了书一八七5

｛了＋了＋了 一2

5. t．代2了＋2了 一了＋了一6

〔了，了2，了3，了，了。）O

以二3，二。为基变量列出初始单纯形表，进行迭代计算，过程见表113。表中当所有

〔一毛簇。时，基变量中仍含有非零的人l变量了。一2，故例7的线胜规划问题无可

行解
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表1 13

场

〔）

一M

‘葺
:

一M
:
 
'

}ZM

1

〔）

可）

1}12M
一1 一9一9八1

〔）

14

〔）

一1

一M

〔）

一1

一M

一M

勺
匡
？

四、单纯形法小结

1对给定的线性规划问题应首先化为标准形式，选取或构造一个单位矩阵作为基，
求出初始基可行解井列出初始单纯形表对各种类刑线胜规划｝nJ题如何化为标准形式及
如何选取初始基变量可参见表114

表1 IJ

线性规划摸型 化为标准形式

1乡〔）

七～〔）

，取值无约束

/）于〔）

/j厂日

不变

令卜一．则；于〔）

令，一；一了·其中；于比式于〔，

不变

约束条件两端乘．一1"

变
量

石
端
项

全“

全“

全“

1一／)

形

式

约
束
条
件

于／)

全“

全“

全“

不变

1}1一／)

令￡－一￡．化为求

加松弛变量1时

加人丁变量1。时

口认注X刀

〔）1

目
标
函
数

艺（，一M，·

极
大
或
极
小

变
量
前
的
系
数
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2．单纯形法的金t算步骤见图1

找出初始基“1矛丁解
夕叮出4)J红台单纯形衣

t｝算脸验数氏

所ff氏（O

J子

对某气＞O
们几‘O

否

巩“甲趴｛『！
x为换人蠕变峨

从变墩巾含仆
零的人下变鼠

无界解

曰
从二

九叮于r解

否存6朴从变威内唯

枝验敌为岑 最优解

是

九丫多品优解

，企m漪卜＞0
达代运算

1用勺搏换肠
29lJ出新的单纯形人

江、对主）〔素行《第l行）
b冲了“份“介刊J/u隆

夕／典他宁J才（l矛I)
b：动、，气角任。：二呱，叱／a

图l一单纯形法的计算步骤框图

第六节数据包络分析

一、有关概念

数据包络分析（data envelopment analy川、，DEA）是一种基于线性规划的用于评价同

类型组织1作绩效相对有效性的I具手段。这类组织例如学校、医院、银行的分支机构、

超市的各营业部等，各自具有相同的投人和相同的产出。衡量这类组织之间的绩效高低，

通常采用投人产出比这个指标，当各自的投人和产出均可折算成同一单位，如用货币来计

量时，很容易计算出各自的投人产出比并按其大小进行绩效排序。但当被衡量的同类型

组织有多项投人和多项产出，且不能折算成统一单位时，就无法算出投人产出比的数值，

因而就需要用下面的方法进行绩效比较。例如有4所小学、、、2、、。和、。，在校学生规模

相同，均为80。人，各校教职1数和建筑面积的投人见表115。

用横坐标表示教职I数，纵坐标表示建筑面积，则表115中各校数据可用图标示，见

图110
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表1 15

学校

投人

教职下数／名

建筑面积／m" 1。：: 1 : : : 7 : : 2 : : :

! 0 20 30

教职I数／名

图110

就培养800名学生来石，、、、2、、＝所学校的投人处于Pare10最优状态，即不可能保

持其中一项投人不变的睛况下，减少另一项投人的水平，达tl］培养80。名学生的口标。由

、，、：，、＝点连成的折线被称为生产前沿面，凡前沿面上的点的投人状态均处于Parelo

最优。例如点、和点、的连线的中间点M，艾坐标值为

。‘5(1、：;)＋。‘5(, 5 : :
2 2.5

2 150

即用22.5名教职l和2 15om”的建筑面积可组成培养800名学生的学校，并且不可能做

到在减少共中一项投人的睛况下而不增加另一项投人

从、点作垂线向卜延伸，从、：点作水平线向右延伸（见图110中的虚线部分），则位

于由虚线和折线包围的右卜方的点组成生产可行集，即按这个集合中的点坐标数子的教

职l和建筑面积的投人，按已列出学校的绩效水平，均能办成一个800名学生规模的学

校。由图110可以看出，所谓生产前沿面是生产可行集的一条数据包络线，它是有现有

绩效水平下举办800名学生规模学校，需要投人教职l和建筑面积的最低极限。称处于

生产前沿面上的点为DEA有效

学校、3并非DEA有效。例如从、3作一条垂线，交、、：连线于点（35 , 16。。）；通过、3

作一条水平线，交、、：连线于点（30 , 17。。）。这意味着若保持35名教职l不变，则只需

1 60om”建筑面积，或保持17。。m”建筑面积不变，则只需教职130人，就可以举办一个

80。名学生的学校。若从坐标原点作间、3的连线，交、，、，连线于点尸（33．洲，1 629.2)

对比尸点，司、3点的投人，有罕－
1 629.2

1 700一。．958，表明、3的绩效只相当于、或、2的
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9 5.8%

上面用作图方法衡量一个组织是否DEA有效，只适用于投人与产出变量数总和不

超过3个的倩况，当变量总数超过3个时，就需要借助线胜规划方法

二、线性规划的数学模型

在DEA中通常称被衡量绩效的组织为决策单元（de。IM0n makln只unll , DMU）。设

决策单元

J 11 J12 Jl .

J 21 J22 J2 .

产
出

、

…
厂
一
一
一
一
一
一
尹

: :：芝训二：

丛
丛
图

叭

有刀个决策单元（j一1，⋯，川，每个决策单元有相问

的，,，项投人（，一1，⋯，, , ,）和相问的、项产出（r一

1，⋯，、）。用J。表示第j决策单元的第，项投人，用

y。表示第j决策单元的第r项产出，图111比较形｛1 ?

象地表示出这，，个决策单元的投人产出关系现在投12 ?

要衡量某一决策单元）。是否DEA有效，即是否处人一

于由包络线组成的生产前沿面上，为此先构造一个、，Il一

由，，个决策单元线性组合成的假想决策单元。这个

假想决策单元的第，项投人为艺凡J。（，一1，⋯，
J一1

。，）且艺又一l（又）。），该假想决策单元的第r项
J一1

产出为艺又口。（r一1，⋯，、）且艺又一1以）。）如果这个假想单元的各项产出均不低
J一IJ一1

于）。决策单元的各项产出，已的各项投人均不高于）。决策单元的各项投人，即有

(r一1．·⋯、）

(1一1，⋯，m , E < 1)

又又一 又，)O

这说明j。决策单元不处在生产前沿面上
rn In厂

(j一1，⋯，刀）

基于上述可写出如下线性规划的数学模型：

、
一
…

艺凡儿）、· (r一1．·⋯、）

艺凡J

全又

镇凡。 (z一1．·⋯”门 (1 33)

又，)O(j一1，⋯，川
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当求解结果有E < 1时，则j。决策单元非DEA有效，否则j。决策单元DEA有效

例8振华银行的4个分理处的投人产出情况如表116所示（产出单位：处理

笔数厂月）。要求分别确定各分理处的运行是否DEA有效

表116

投人 产出
分理处

职员数／人昔廿面积八矿 储蓄存取 贷款 中l司业务

分钾处1 15 140 1800 200 1600

分钾处2 20 130 1000 350 1000

分钾处3 21 120 800 450 1300

分钾处4 20 135 900 420 1500

解若先确定分理处1的运行是否DEA有效。仿式（1.33）列出线胜规划模型

如下：

mlnE

{1 800入＋1 000入＋800入＋900入派1 800 (1只Jl

一200入】＋350入，+450入，+420入4李200 (13斗l)1

一1 600入＋1 000入＋1 300入＋1 500入李1 600 (134〔）

5.1．丫15入＋20入＋21入＋20入＜15E (1. 34d)

一1 40入＋130入＋120入＋135入蒙14OE (l . 34e)

一入＋入＋入＋入一1

｝入）。（j一1，⋯，4)

求解结果为E一1，说明分理处1的运行为DEA有效。在卜述模型中，只要将式（l .34 : .）一

式（1. 34e）的右端项数子分别更换为要确定的分理处的产出和投人的数子，就可以分别计

算出E的值。计算结果为对分理处3和分理处4 , E一1；但对分理处2，有E一。．966 ,

入一。．28，入3一。．72，入2一入一。，即分理处2运行非DEA有效。理由为：若将28％的分理

处1与72％的分理处3组合，其各项产出不低干分理处2的各项产出，但其投人只有分

理处2的96.6%

第七节其他应用例子

应用线胜规划解决纤济、管理领域的实际问题，最重要的一步是建立实际问题的线胜

规划模型。这是一项技巧胜很强的创造胜l作，既要求对研究的问题有深人了解，又要求

很好地掌握线胜规划模型的结构特点，并具有对实际问题进行数学描述的较强的能力

因此有研究建立一些较复杂的数学模型时，需要各方面专业人员的通力协作配合



第一章匆生规划及单纯形去南

一般来讲，一个经济、管理问题要满足下列条件，才能归结为线胜规划的模型：

①要求解的问题的口标能用某种效益指标度量大小，并能用线胜函数描述口标的要

求；②为达到这个口标存在多种方案；③要达到的口标是在一定约束条件下实现的，

这些条件可用线胜等式或不等式描述；④决策变量取值是连续的，可以是小数、分数或

任意实数

下面通过一些例子来说明如何将一些实际问题归结为线胜规划的数学模型

例，混合配料问题

某糖果厂用原料A、B、C加l成＝种不问牌号的糖果甲、乙、丙。已知各种牌号糖果

中原料A、B、C含量、原料成本、各种原料的每月限制用量，＝种牌号糖果的单位加l费及

售价，如表117所示。问该厂每月生产这＝种牌号糖果各多少kg，才能使共获利最大

试建立这个问题的线胜规划的数学模型

表117

原料 甲 乙 内 原料成本／（元／kg）每月限制川量／kg

A 扮60％ 扮30% 2 00 2000

H 1502500

C (20% (50% (60% 1 00 1200

加T费／（元／kg) 0 50 0 40 0 30

售价／（元／k只） 340 285 225

解用，一1 , 2 , 3分别代表原料A、B、C，用j一1 , 2 , 3分别代表甲、乙、丙＝种糖果，

二。为生产第j种糖果耗用的第！种原料的kg数量。该厂的获利为＝种牌号糖果的售价

减去相应的加l费和原料成本，＝种糖果的生产量二甲，二乙，二丙分别为：

了甲一了11＋了21＋了31

了乙一了12＋了22＋了32

了丙一了”＋了23＋了33

＝种糖果的生产量受到原材料月供应量和原料含量成分的限制。由此例9的数学模型可

归结为：

max之一（3.40一0.50)（了11＋了21＋了31)+(2.85一0.40)（了12＋了22＋了32)+

(2.25一0.30)（了”＋了23＋了33）一2.00（了11＋了12＋了13）一

1.50（了21＋了22＋了23）一1.00（了31＋了32＋了33)

一0.9了11+1.4了21+1.9了31+0.45了12+0.95了22+1.45了32一

0.05了3+0.45了23+0.95了33
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、
一…

J+JZ+J3簇2 000

JZ+J 22+J23簇2500

J3+J 32+J33簇1 200

J)0.6(J+JZ+J3)

J3簇0.2(J+JZ+J3)

JZ)0.3(JZ+J 22+J 32)

J 32簇0.5(JZ+J22+J32)

J 33簇0.6(J3+J23+J33)

石）。（，一1 , 2 , 3 ;）一

原料月供应量限制

2.3）⋯一
本题最优解为J=580 , JZ=386.66 , J3=o , JZ=1 420 , J22=2113.33 , J32=1200 ,

J3一。，J23一。，J33一。。即该糖果厂每月应生产甲种糖果966.66味，乙种糖来4 733.33味，

丙种糖果。kg，可获利545。元。

例10产品计划问题

某厂生产工、几、m＝种产品，都分别纤A、B两道l序加l。设AI序可分别在设

备A或A：卜完成，有B、BZ、B3＝种设备可用于完成BI序。已知产品工可在A、B任

何一种设备卜加l；产品几可在任何规格的A设备卜加l，但完成BI序时，只能在B

设备卜加l；产品m只能在A：与B：设备卜加l。加l单位产品所需l序时间及其他各

项数据见表118，试安排最优生产计划，使该厂获利最大。

表118

产品
设备 设备有效台时厂11设备加丁费厂（元厂1l)

} 11 川

AI 弓 1 0 6 000 00弓

A27 （〕 12 10000 0 03

HI 6 8 4 000 0 06

找 4 117000011

践 7 400000弓

原料费厂（元厂件） 。2弓 。3弓 。铂

售价厂（元厂行） 12弓 200 280

解设产品工，几，m的产量分别为J , JZ , J3件。产品工有6种加l方案，分别利用

设备（A , B）、（A , BZ）、（A , B3）、（AZ , B）、（AZ , B :）、（AZ , B3)，各方案加l的产品工数

量用J , JZ , J3 , J , J , J6表示；产品几有2种加l方案，即（A , B）、（AZ , B)，加l数
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量用JZ , J22表示；产品m只有1种加l方案（AZ , BZ)，加l数量等于J3。而

Jl一Jll+J12+J"+J14+J"+J场

JZ=J 21+J22

l厂的赢利为产品售价减去相应的原料费和设备加l费。产品加l量只受设备有效台时

的限制。故对例10可建立如下线胜规划模型：

max二＝(1.25一0.25)(Jll+J12+J13+J14+Jl二＋J16)+(2.00一0.35）人

(J 21+J22)+(2.80一0.50)J3一0.05(5Jll+5J12+5J13+IOJ21）一

0.03(7J14+7JI二＋7J16+gJ22+12J3）一0.06(6Jll+6J14+8J21+

SJ 22）一0.11(4J 12+4JI二＋llJ3）一0.05(7J13+7J16)

{SJ】】＋SJ】2+SJ】3 +IOJZ】 毯6 000

一 7J】4+7J】二＋7J】6 +gJ 22+12J3毯10000

一6J +6J +SJ+SJ 毯4 000

一 4J +4J +1 IJ毯7 000

一 7J】3 +7J】6 毯4 000

巨。）O

本题最优解为J一。，J：一628．沂，J3一沂1.42 , J一。，J：一230.05，妇。一。，翻一。，

J22=500 , J3=324.14。即该厂应生产产品11430件，产品耳500件，产品m324 .14件，

可获利1190.57元

例11海河市公交公司负责全市公交车辆的运行与维修管理，已知每天各时段所需

人数如表119所示，公司所有人员每天从卜研起连续l作6小时，每周安排一天休息

要求同答：

(l）该公司需配备多少人员，能满足公司的正常运转；

(2）由于l作时间差别，有的早卜5 : 00就卜研，有的到23 : 00才下研；又每周休息一

天，有的安排在周一到周五，有的安排在周六或周日，不够平等。因此提出如何安排一天

内的倒研及每周内一天的休息日的日期，关系公司人员的切身利益。怎样才能做到完全

公平合理

表1 19

时问段 弓00一7 00 7 00一9 00 9 00一11 00 11 00一13 00 13 00一1弓00

所需人数厂人 Zb 铂 34 40 38

时问段 1弓00一17 00 17 00一19 00 19 00一21 00 21 00一23 00

所需人数厂人 铂 4b 3b Zb
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解（l）设以J , JZ，⋯，J，分别表示各时段初开始上研人数，因19：。。和21 : 00不

冉有人员开始上研，故J，一J，一。。由此建立每天各研所需人员数的数学模型如下：

mln二一们＋JZ+J3+J4+J二＋J6+J7

（了】 二于26

求解得最优解如下：x“一（26 , 24，。，30 , 10 , 10 , 26)，二“一126。因所有人员每周休息

一天，故该公交公司总需人员。为，26人晋一，47（人）。
(2）为了做到排研公平，先考虑每周休息一天的公平。对147名人员进行编号，从

①、②、③⋯到⑩、＠、⑩号，每21人编一个组，即①一。、④一⑩、⑩一砂、⋯、＠一⑨、⑩一

⑩共分7个组，设第一周每天卜班及休包人员如表120所示。

表120

休息日 周一 周二

研人员 皿～网 曰～帅

休息人员
组合号 咒⑩①蕊“

周一

①～⑧

g～⑩

@～⑥

〔，

周四

①～⑥

曰～④

g ? e

〔‘

周五

①～e

肠～⑩

曰～匆

〔汽

周六

①～匆

涵～⑩

肠～晒

〔6

周日

①～晒

@～⑩

涵～@

〔，

到第二周时，周一至周日卜班及休息人员组合号调整为cZ , c3，⋯，c。，c , c，再到下

一周，周一至周日卜研及休息时间的人员依次组合号为c3 , c。，⋯，c , c , , cZ。这样经过

7周的轮换，每个l作人员刚好从周一至周日分别各休息一天。

做到卜研天数内l作人员在7个不问时段上研轮换的公平，原理问上述类似。以组

合号为C的这组人员（编号为①一＠）为例，他们依次卜研时间为第一周的周一、第二周

的周二、⋯⋯、第七周的周日，再轮转为第八周的周一，⋯⋯具体轮研安排见表121。
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表121

研时l司

弓00一］]00

7 00一］3 00

〔〕00一］弓00

]]00一］7 00

]3 00一］〔〕00

］弓00一2]00

]7 00一23 00

需求

人数第一周第二周

Zb①一④②一。

24④一⑩⑥一。

O - -

3。却一柳＠一娜

］。娜一⑩秘一。

］。。一汹①一④

Zb网～网网～网，困

组内人员轮研时l司安排

第｝一周 第七l五周

@～④ 。～汹

助～〔动 网～网

第一百二1六周

@，①～④

李巾～j吻

娜～⑩

。～汹

④～帅

帅～网，困～的

@@，①～⑥

卿～④

⑩～缈

j吻～泞刃

⑩～@

柳～卿

⑩～⑦

网～皿

由卜可知，该公交公司人员每7周才能在周一至周日的休研时间

轮换一个循环，而相同组合号人员需126个研才能在班次轮换卜做到

平衡。故总需要126人7一882（天）实现一个周内休息H安排平等和每

天倒班班次平等的大循环。
闻

习 题

1.1分别用图解法和单纯形法求解下列线性规划问题，(l）指出问题具有唯一最优
解、无穷多最优解、无界解还是无可行解；(2）当只有限最优解时，指出单纯形表中的各基
可行解对应图解法中可行域的哪一顶点。

(l)mln二＝2JI+3J2
「4J、＋6J，浮6

、t之3J、＋ZJ，浮4

吸，JZ）。

(3)m奋．x二＝5JI+6J2

〔J、＋J，派3

一3J、＋ZJ，派8

一O连乏了连乏6

}O葱JZ葱5

1.2将下述线胜规划问题化成标准形式。

(l)mln二＝一3JI+4J2一2J3+5J4

{4J一J ,+ZJ一J一一2

一J、＋J，一JQ+ZJ毯14

一一ZJ、＋3J ,+JQ一J浮2

}J , , JZ , J3）。，J。无约束

(2)m奋．x二＝3JI+2J2

{ZJ+JZ葱2

’·’·｛3“】＋斗JZ)' 2
吸，JZ乡O

(4)m奋．x二＝5JI+6J2

{ZJ一JZ妻2

、’·｛一ZJ】＋3J2 ' 2
吸，JZ乡O

(2)mln二＝2JI一2J2+3J3

｝一“,＋了2+J3一，
’·｝一2",+"，一“3乓6

以蕊O , JZ多O , J3尤约束
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1.3

(l)

14

对下述线胜规划问题找出所有基解，指出哪些是基可行解，并确定最优解

max二＝3J+5J2 (2)mln二＝SJ一2J2+3J3+ZJ

{"'+J3一’
二，.}2J2+J一12

一3“】＋2"'+“一’8
以多O了一1，⋯，5

{"’一2"’一3"3+'“一7
’州2"'+2J2+J3+ZJ一3

}J乡O（户一1，⋯，4)

题1.1(3）中，若口标函数变为max二一〔J+dJZ，讨论〔，d的值如何变化，使该

问题可行域的每个顶点依次使口标函数达到最优

1.5考虑下述线胜规划问题：

max二一〔IJI＋〔2J2

{aJ+aJ或阮

、．1．侧aJ+aJ毯仇

{J】，J :)O

式中，1镇〔镇3 , 4镇〔2镇6，一1镇a镇3 , 2镇aZ镇5 , 8镇为镇12 , 2镇a2镇4 , 4镇a22镇6 ,

10镇为2镇14，试确定口标函数最优值的下界和卜界

1.6分别用单纯形法中的大M法和两阶段法求解下列线胜规划问题，并指出属哪

一类解

(l)mln二＝2JI+3J2+J3 (2)max二＝IOJI+15JZ+12J3

{SJ+3J2+J3琢g

、
一
…

Jl+4J2+2J3

3J+2J2

妻8

乡6 一｝一5“】＋6一＋' 5一毛，5
一ZJ】＋众＋J3知
瓜1 , JZ，句乡O

曰妻JJJ

1.7已知某线胜规划问题的初始单纯形表和用单纯形法迭代后得到表122，试求

括弧中未知数a一／的值

表122

和
］

0
0

胆
胆
k
)

肠
（
d
J
们
2
刊
］
(
j
)

种
侧
3
州
2

项日

丁任 6

丁5 ]

〔J一gJ

丁l (j)

丁54

〔j一gj 里

T
l
(
/
）
一
（
a
馆
伪
。
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8线胜规划问题如下：

用单纯形法求解得表1

表123

项日

TI 弓／2

丁21

〔j一gj

max之一〔IJI＋〔2J2

旧J+a 2J2毯I , l

5.1．代aZ】J】＋a22J2毯bZ

段，J :）。

23（表中J3 , J为松弛变量）。

求a , aZ , a2 , a22，〔，〔2，为，为：的值。

1.，考虑线胜规划问题

max之一似1+2J2+J3一4J4

〔J+J 一J一4+2召 （门

5卜丫ZJ一J+3J一ZJ一5+7召 （11)

匕，JZ , J3 , J)O

模划中a谓为参数，要求：

(l）组成两个新的约束（1)’一（1)+(11),(11)’一（11）一2(1)，根据式（1)’和式（11)'，以

J , J：为基变量，列出初始单纯形表；

(2）在表中，假定月一。，则a为何值时，J , , JZ为问题的最优基；

(3）在表中，假定a一3，则月为何值时，J , , JZ为问题的最优基。

1.10试述线性规划模型中‘线胜”二子的含义，并用实例说明什么倩况下线胜的假

设将被违背。

1.11判断下列说法是否正确，为f｝么户

(l）含，个变量］，个约束的标准划的线胜规划问题，基解数恰好为C军个；

(2）线性规划问题的可行解如为最优解，则该可行解一定为基可行解；

(3）如线胜规划问题存在可行域，则可行域一定包含坐标的原点；

(4）单纯形法迭代计算中，必须选取同最大检验数自＞。对应的变量作为换人基的

变量。

1.12线性规划问题max二一《次，Ax一b , x)0，如x“是该问题的最优解，又又＞c

为某一常数，分别讨论下列情况时最优解的变化。

(l）口标函数变为max二一又《次；

(2）口标函数变为max二一（C＋又）X ;
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(3）口标函数变为n以一知，约束条。变为A、一劝
l”某饲养场饲养动物出售，设每头动物每天至少需7009蛋自质、309矿物质、

10omg维生素现有五种饲料可供选用，各种饲料每kg营养成分含量及单价如表12]

所示

表124

饲料 蛋自质乍 矿物质厂g

]

O弓

O2

9

维生素厂唱 价格厂（元厂k创

O弓 02

]0 07

0 2 04

2 03

自8 自8

要求确定既满足动物生长的营养需要，又使费用最省的选用饲料的力案

11碍辽源街邮局从周一到周日每天所需的职员人数如下表125所示

安排在周内某一天开始卜班，并连续l作5天，休息2天

表125

周 一 二
一

四 五 六

所需人数 ］7 ]3 ］弓 ］〔〕 ］4 ]6

职员分别

要求确定：

(l）该邮局至少应配备多少职员，才能满足值研需要；

(2）因从周一开始卜研的，双休日都能休息；周二或周日开始卜研的，双休日内只能

有一天得到休巳；艾他时间开始卜研的，两个双休日都得不到休息，很不合理因此邮局

准备对每周卜研的起始日进行轮换（但从起始日开始连续卜5天班的规定不变），问如何

安排轮换，才能做到在一个周期内每名职1享受到同等的双休日的休假天数；

(3）该邮局职员中有一名领研，一名副领班为便干领导，规定领研于每周一、＝、

四、五、六卜研，副领研干一、二、＝、五、日这5天卜班据此试重新对卜述要求（l）和（2)

建模和求解

115一艘货轮分前、中、后＝个舱位，它们的容积与最大允许载重量如表126所

示现有＝种货物待运，已知有关数据列于表127

表126

项日 前舱 中舱 后舱

最大允许载重量厂1 2000 3000 ］弓00

容积厂t了，3 4000 弓400 ］弓00
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表127

商品

A

H

〔

数量厂件 每件体积／(n、”／件）

]O

5

7

每件玉量厂（l厂件） 运价／（元／件）

1自自自

又为了航运安全，前、中、后舱的实际载重量大体保持各舱最大允许载重量的比例关

系。具体要求：前、后舱分别与中舱之间载重量比例的偏差不超过15%，前、后舱之间不

超过10％。问该货轮应装载A、B、C各多少件运费收人为最大，试建立这个问题的线胜

规划模型。

1.16长城通信公司拟对新推出的一款手机收费套餐服务进行调查，以便进一步设

门改进。调查对象设定为商界人十及大学生，要求：(1）总共调查600人，共中大学生不

少于25。人；(2）方式分电话调查和问卷调查，共中问卷调查人数不少于30%;(3）对大

学生电话调查80％以卜应安排在周六或周日，对商界人十电话调查80％以卜应安排在周

一至周五；(4）问卷调查时间不限。已知有关调查费用如表128所示，问该公司应如何

安排调查，使总的费用为最省。

表卜28 元／人次

电话调查
调查对象 问卷调查

周一至周五 周六、口

大学生 3 0 2 5 50

商界人十 35 30 50

1.17生产存储问题。某厂签订了5种产品（，一1，⋯，5）卜半年的交货合问。已知

各产品在第j月（j一1，⋯，6）的合问交货量D。，该月售价、。、成本价〔。及生产1件时所需

l时a。。该厂第j月的正常生产l时为I，但必要时可加班生产，第j月允许的最多加班

l时不超过小并且加研时间内生产出来的产品每件成本增加额外费用〔‘。元。若生产出

来的产品当月不交货，每件库存1个月交存储费p元。试为该厂设门一个保证完成合问

交货，又使卜半年预期赢利总额为最大的生产计划安排。

1.18宏银公司承诺为某建设项口从2。。3年起的4年中每年年初分别提供以下数

额贷款：2003年―100万元，2004年―150万元，2005年―120万元，2006年―

110万元。以卜贷款资金均需于2。。2年年底前筹集齐。但为了充分发挥这笔资金的作

用，在满足每年贷款额倩况下，可将多余资金分别用于下列投资项口：

(l）于2。。3年年初购买A种债券，期限3年，到期后本息合门为投资额的14。％，但

限购60万元；

(2）于2003年年初购买B种债券，期限2年，到期后本息合11为投资额的125%，且
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限购g0万元；

(3）于2004年年初购买C种债券，期限2年，到期后本息合计为投资额的13。％，但

限购50万元；

(4）于每年年初将任意数额的资金存放于银行，年息4%，于每年年底取出

求宏银公司应如何运用好这笔筹集到的资金，使2。。2年年底需筹集到的资金数额为

最少

1.”红显服装厂新推出一款时装，据经验和市场调查，预测今后6个月对该款时装

的需求为：1月―3。。。件；2月―3600件；3月―4000件；4月―4600件；

5月―48。。件；6月―5。。。件。生产每件需熟练l人l作4h，耗用原材料15。元，

售价为24。元／件。该厂1月初有熟练180人，每人每月l作16oh。为适应生产需要，

该厂可招收新l人培训，但培训一名新l人需占用熟练l人soh用于指导操作，培训期为

一个月，结束后即可卜岗。熟练l人每月l资2。。。元，新l人培训期间给子生活补贴

80。元，转正后l资与生产效书问熟练l人。又熟练l人（含转正一个月后的新l人）每

月初有2％因各种原因离职。已知该厂年初已加l出400件该款时装作为库存，要求

6月末存库1000件。又每月生产出来时装如不在当月交货，库存费用为每件每月10元

试为该厂设计一个满足各月及6月末库存要求，又使1一6月总收人为最大的劳动力安排

方案

1.20祥瑞贸易公司令门纤营某种杂粮的批发业务。公司现有库容5 000吨的仓

库。1月1日公司拥有库存1000吨的杂粮，井有资金2。。。。元。估计第一季度杂粮价格

如表129所示。如买进的杂粮当月到货，则需到下月才能卖出，且规定‘货到付款”。公

司希望本季末库存为2。。。吨，问应采取什么样的买进与卖出的策略使3个月总的获利

最大。要求列出本问题的线胜规划模型，但不需求解

表卜29 元／吨

月份 进货价 出货价

1 28弓0 3100

2 30弓0 32弓0

3 2900 29气0
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线性规划的对偶理论与灵敏度分析

第一节线性规划的对偶问题

一、对偶问题的提出

众现代汉语同典八修订本）中有关．对偶’的释义为．修辞力式，用对称的丫句加强语言

的效果伙中国企业管理百科全书户中，有关对偶理论同条的释义为．实质相同但从不同角

度提出的不同提法的一对互为对偶的问题如企业怎样充分利用现有人力、物力完成更

多任务和怎样用最少人力物力去完成给定的任务，就是互为对偶的一对｝nJ题对偶理论

是从数星关系卜研究这一对问题的性质、关系及应用的理论和方法’因此无论从理论或

实践角度，对偶理论都是线性规划中的一个最重要和有趣的概念对偶理论的基本思想

是，每一个线胜规划问题都存在一个与找对偶的问题，在求出一个问题解的时候，也卜1时

给出了另一｝nJ题的解下面先通过实际例子石对偶问题的经济意义

例l第一章例1美佳公司利用该公司资源生产两种家电产品时，其线性规划问

题为

(IPI)"l . x二＝2了＋了？

⋯6了、；:：重｛;
⋯”有’:？认

现从另一角度提出问题似定有某个公司想把美佳公司的资源收买过来，已至少应

付出多大代价，才能使美佳公司愿意放弃生产活动，出计自己的资源，界然美佳公司愿出

计自己资源的条件是，出计代价应不低于用同等数星资源由自己组织生产活动时获取的

赢利设分别用为，介和为代表单位时间（ll）设备A、设备B和调试l序的出计代价

因美佳公司用6h设备B和lh调试可生产一件家电工，赢利2元；用sh设备A、211设备

B及111调试可生产一件家电几，赢利1元由此户，户，少的取伯应满足

6卜＋卜李2一

5巧＋2卜＋卜李1)
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又该公司希望用最小代价把美佳公司的全部资源收买过来，故有

m In之＝15夕1+24夕2+5夕3 (2.2)

异然y）。（老一1 , 2 , 3)，冉综合式（2.1）和式（2.2)，有

(IPZ)mlnu=15夕1+24夕2+5夕3

} 6夕：＋夕3)2

、．t . < 5夕＋Zy :+y3)l

妙，yZ , y3）。

上述LPI和LPZ两个线胜规划问题，通常称前者为原问题，后者是前者的对偶问题

二、对称形式下对偶问题的一般形式

定义：满足下列条件的线性规划问题称为具有对称形式：其变量均具有非负约束，

其约束条件当口标函数求极大时均取．镇”号，当口标函数求极小时均取．)”号

对称形式下线性规划原问题的一般形式为

max之一〔1们＋〔2J2＋⋯＋〔杯，

旧J+a月＋⋯＋a叔毯阮

一aZ】J】＋a 22J2＋⋯＋aZ叔。毯bZ

一a . J+a翩J＋⋯＋a．叔毯b .

段）O(j一1，⋯，川

用y(，一1，⋯，m）代表第，种资源的估价，则其对偶问题的一般形式为

minu一l , l力＋仇脚＋⋯＋b , y ,

阳y+a Zy :＋⋯＋a , y ,）〔

一a Zy+a22y :+～·＋a , Zy ,)' 2

一a砂＋aZ砂：＋⋯＋a，刁，）〔

Ly)O（老一1，⋯，n子）

用矩阵形式表示，对称形式的线胜规划问题的原问题和对偶问题可分别表示为

max之一C岑

、．,.}“镇‘
LX乡0

m In”一YTh

一；ATY)c·
(Y乡0 ,

(26)

Y是列向量，Y一（y , , yZ，⋯，y ,)T

将上述对称形式下线胜规划的原问题与对偶问题进行比较，可以列出如表21所示

的对应关系
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表2

项日

A

b

C

日标函数

约束条件

决策变量

原问题

约束系数矩阵

约束条件的石端项向量

日标函数中的价格系数向量

mdx二一《火

AX(b

X)0

又士偶问题

其约束系数矩阵的转背

日标函数中的价格系数向量

约束条件的石端项向量

m川让一VTb

ATY乡d

Y)0

卜述式（2.6）对偶问题中令趾’一一趾，可改写为

max趾‘一一YTb

｝一ATY簇一d

' 1，、”
如将其作为原问题，井按表21所列对应关系写出它的对偶问题则有

m川了一一理1

一力方）一b

X妻0

冉令二一一了，则卜式可改写为

nl月X厂一理飞

力方簇b

X妻0

可见对偶问题的对偶即原问题。因此也可以把表21右端的线性规划问题作为原问

题，写出其左端形式的对偶问题

三、非对称形式的原一对偶问题关系

因为并非所有线胜规划问题只有对称形式，故下面讨论一般形式下线胜规划问题如

何写出其对偶问题。考虑下面的例子：

例2写出下述线性规划问题的对偶问题

max二一〔闷1＋〔2J2＋〔3J3

{aJ+aJ+a似毯为 （2 7a)

一a , J+a , , J ,+a，以一为， (27b)

一aJ+aJ+aJ浮为 （27曰

{J妻。，J：毛。，J3无约束 （2. 7d)
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先将式（2.7）转换成对称形式，再按表21的对应关系写出其对偶问题。为此：

(l）将约束（2. 7b）先转换成“2二，+a22二2+a23二3镇bZ和aZ二＋a22二2+a23二3)bZ，再

变换为a2二＋a22二2+a23二3镇b：和一a2二一a22二2一a23二3镇一bZ ;

(2）将约束（2. 7c）两端乘“一1"，得一a3二一a32二2一勺3二3镇一b3 ;

(3）在约束（2. 7d）中令二2一一式，由此成）。；令二3一式一式，其中式）。，式）。。

经上述变换后例2可重新表达为

maxz＝〔二一〔2二几＋〔3二飞一〔3式 对偶变量

冲二，一aZ二几＋a3二飞一a3式镇b , yl

一aZ了一a22了2+a23了3一a23了3镇b： 少2

、．1．长一aZ二＋a22二2一a23二3+a23二3镇一b： 少艳

一a3二一a32二2一a33二3+a33二3镇一b3 少3

厅）O，了2)O，了3)O，了3)O

令各约束对应的对偶变量分别为y，只，只和抓，按表21的对应关系写出其对偶问

题为

mlnw＝为少＋为2少几一为2关一为3少飞

(a少＋aZ少几一aZ只一a3少飞）〔 （2.5。）

卜aZ少一a22少2+a22少2一a32少3）一〔： (2. 8b)

5.1．长a3y+a23y2一a23少2一a33y3）〔3 （艺．sc)

一a3少一a23少2+a23少2+a33少3）一〔3 帐．sd)

〔少）O，少2)O，少2)O，少3)O

在式（2.5）中，令yZ＝只一买，y3＝一y二，将式（2. sc）和式（2. sd）转换为a3少，+a23少2+

勺3y3一〔3，将式（2. 8b）两端乘以“一1"，由此得

mlnw=bl少1+bZ少2+b3少3

{a少＋aZ少：+a3少3）〔

一aZ少＋a 22少：+a32少3镇〔2

一a3少＋a 23少：+a33少3＝〔3

{y)O , y：尤约束，y3镇O

将上述对偶问题同原问题对比发现，无论对称或非对称的线胜规划问题在写出其对

偶问题时，表21中前4行的对应关系都适用，区别的只是约束条件的形式与其对应变量

的取值。根据例2中约束和变量的对应关系，下面将对称或不对称线胜规划原问题同对

偶问题的对应关系，统一归纳为表22所示形式。
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表22

项日

A
 
b
 
C

日标函数

对偶问题（原问题）

约束系数矩阵的转晋

目标函数中的价格系数向量

约束条件石端项向量

约
束
条
件

/
)

1

J

J
J

艺
『
』
户
勺
『

原问题（刘议问题）

约束系数矩阵

约束条件石端项向量

日标函数中的价格系数向量

。、二一艺
J ? l

口nn双－

有夕．个（少

：少；
。刀）

1护久O

，无约束

艺气

全“

全“

变
量

变
量

有”了个（之

艺气” 飞儿

全“

全“

，少／)
少。一”'""{
荔束｝

约
束
条
件

第二节对偶问题的基本性质

本节的讨论先假定原问题及对偶问题为对称形式线胜规划问题．即原问题为

（了一1．·⋯胡）
(29)

(）一1．·⋯泪

了
．

.

·
艺
曰

尸
川

,

l
洲

妻

＝
·
E
问
叭

X

d
t

m

气

其对偶问题为

汀1 In7刃 又

E以。：

y妻O

召J

毛b

b少

）〔，(）一1．·⋯”
(2 10)

(I一1．·⋯胡）



良、运筹少川创第凡侧

然后说明对偶问题的基本胜质在非对称形式时也适用

为本节讨论及后面讲述的需要，这里先介绍有关单纯形法i｝算的矩阵描述

一、单纯形法计算的矩阵描述

对称形式线性规划问题式（29）的矩阵表达式加卜松弛变虽x，后为

max二一C飞＋OX ,

l月方＋」方，一b

IX)0 , X ,)O

卜式中x，为松弛变虽，x，一（J十．, J十，⋯，J十．)T , I为只单位矩阵

单纯形法日算时，急选取I为初始基，对应基变量为x，设迭代若干步后，基变量为

x。，x。在初始单纯形表中的系数矩阵为B将B在初始单纯形表中单独列出，而A中去

神B的若干列后剩下的列组成矩阵N，这样式（211）的初始单纯形表可列成如表23的

形式

表23

项日 非基变量 基变量

几 基 bX , X、 XS

0Xsb 召 Nl

‘一几 几 C、 0

当迭代若干步，基变量为x。时，则该步的单纯形表中由x。系数组成的矩阵为I又

因单纯形法的迭代是对约束增广矩阵进行的行的初等变换，对应x，的系数矩阵I存新表

中应为B‘故当基变量为x。时，新的单纯形表只有表24形式

表24

项日 基变量 」卜基变量

场 基 ‘ x , X、 XS

几 X． 召，bl 召’N 召，

‘一二， OC、一几召’N一几召’

从表23和表24石出，当迭代后基变量由x，变化为x。时，共存初始单纯形表同

迭代后单纯形表中的系数矩阵的变化有：

(l）对应初始单纯形表中的单位矩阵I，迭代后的单纯形表中为B ' ;

(2）初始单纯形表中基变虽x，一b，迭代后的表中

X。＝B lb : (2 12)
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(3）初始单纯形表中约束系数矩阵为仁A，列一［B , N，列，迭代后的表中约束系数矩阵

为［B , A , B’列一［B ' B , B ' N , B’列一［I , B ' N , B’〕

(4）若初始矩阵中变量二的系数向量为P，迭代后为州，则有

州＝召，P (2.13)

(5）当B为最优基时，存表24中应有

CN一C声，N簇。 （2.14)

一c，召，簇。 （2.15)

因二，的检验数可写为

C日一C日·I=O (2.16)

故式（2.14）一式（2.16）可重写为

C一C声，A簇。 （2.17)

一C声，簇。 （2.18)

岛B，称为单纯形乘子，若令YT一岛B ,，则式（2.17）和式（2.18）可改写为

「ATY乏C ,

{Y)0

看出这时检验数行，若取共相反数哈好是其对偶问题的一个可行解。将这个解代人对偶

问题的口标函数值，有

二＝yTb＝曰召，b＝二 （2.20)

由式（2.20）看出，当原问题为最优解时，这时对偶问题为可行解，且两者具有相同的

口标函数值。根据下一节讲述的对偶问题的基本性质，将看到这时对偶问题的解也为最

优解

下面通过例子说明两个问题的变量及解之间的对应关系，见例3

例3本章例1中列出了两个互为对偶的线性规划问题，两者分别加上松弛和剩余

变量后为

m"x二一2力＋了2＋。了。＋。了。＋。了。 对偶变量

{ 5二：＋二3 一15 力

一6了＋艺了： ＋了 一以 yZ

一了＋了： ＋了5一5 y3

｛了）。（j一1，⋯，5)

m , nu=15夕＋24夕2+5夕3+O夕＋Oys 对偶变量

} 6为＋为一为 一2 力

5. t．代sy＋艺y :+y3 一ys=l 了2

Ly)O（老一1，⋯，5)

用单纯形法和两阶段法求得两个问题的最终单纯形表分别见表25和表26
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表25

原问题变量
项 目

13

1l

12

X5

一1亏尹2

一1尹2

弓尹2

1尹9

刃
，
,

产
厂

产
厂

一
与

7

弓

瞻 对偶问题的剩余变量

原问题松弛变量

了4

亏尹J

1尹J

一1尹J

1尹J

又士偶问题变量

表26

对偶问额变量
项 目

尹
：

‘瘾’ 原问题松弛变量

1魂 1

对偶问题剩余变量

y4y '

一1尹J UJ

1尹2 一钊2

7尹2 弓尹2

原问题变量

1 1 12

闷
，

,

y
l

侧
引

灼

从表25和表26，可以清楚地石出两个问题变量之间的对应关系。同时石出只需

求解其中一个问题，从最优解的单纯形表中可得到另一个问题的最优解

二、对偶问题的基本性质

设原问题如式（29）所示，艾对偶问题如式（2 10）所示，则对偶问题只有以下胜质

1弱对偶性。如果至（］一1，⋯，们是原问题的可行解，夕（l一1，⋯，）是艾对偶问题

的可行解，则迫有

又丁‘又乃夕

（熟司
（窖、司

一EE。

一EE%

·
二
月
．
E

落

李

一
J

一
y

与

阮

·
E
月
．
E

为因证

所以

由弱对偶胜，可得出以下推论：

又丁‘又乃夕

(l）原问题最优解的口标函数伯是艾对偶问题口标函数值的下界；反之对偶问题最
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优解的口标函数值是其原问题口标函数值的上界

(2）如原问题有可行解且口标函数值无界（具有无界解），则其对偶问题无可行解；

反之对偶问题有可行解且口标函数值无界，则其原问题无可行解（注意：本点胜质的逆不

成立，当对偶问题无可行解时，其原问题或具有无界解或无可行解，反之亦然）

(3）若原问题有可行解而其对偶问题无可行解，则原问题口标函数值无界；反之对

偶问题有可行解而共原问题无可行解，则对偶问题的口标函数值无界

2．最优胜。如果多（j一1，⋯，, ,）是原问题的可行解，夕（，一1，⋯，n ,）是共对偶问题的

可行解，且有

艺〔了一艺b夕
J一1 一1

则子（j一1，⋯，们是原问题的最优解，多（，一1，⋯，n ,）是其对偶问题的最优解

证设了厂（j一1，⋯，川是原问题的最优解，厂（l一1，⋯，m）是其对偶问题的最优解

因为 艺〔夕簇艺〔声厂，艺by簇艺b歹
J一IJ一1 一1 一1

又知 艺〔式一艺b夕，艺〔声厂簇艺by
J一1 一IJ一1 一1

故 艺〔式一艺〔声厂一艺by广一艺b夕
J一IJ一1 一1 一1

3．强对偶胜（或称对偶定理）。若原问题及其对偶问题均具有可行解，则两者均具有

最优解，且它们最优解的口标函数值相等

证由于两者均有可行解，根据弱对偶胜的推论（1)，对原问题的口标函数值具有上

界，对偶问题的口标函数值具有下界，因此两者均具有最优解。又由本节的式（2.19）和

式（2.20）知，当原问题为最优解时，共对偶问题的解为可行解，且有二一二，由最优胜知，这

时两者的解均为最优解

4．互补松弛性。在线胜规划问题的最优解中，如果对应某一约束条件的对偶变量值

为非零，则该约束条件取严格等式；反之如果约束条件取严格不等式，则其对应的对偶变

量一定为零。也即

若多＞。，则有艺“。夕一b，即六一
J一1

若艺“勺夕＜b，即之＞。，则有多一
J一1

因此一定有么·多一。

证由弱对偶性知

艺〔夕簇艺艺“。夕歹簇艺b夕 (2 21)
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又根据最优胜艺〔式一艺b夕，故式（2.21）中应全为等式由式（2.21）右端等式得

客（争式一叼夕一。 (2 22)

因多）。，艺屿夕一b镇。，故式（2.22）成立必须对所有！一1，一m，有

宝“。：一。）：一。

由此当多＞。时，必有艺“。夕一b 当艺“。式一b＜。时，必有多一。

将互补松弛性质应用于其对偶问题时可以这样叙述：

如果有乌＞。，则艺“．夕

其证明方法同上所述

一〔；如果有又“U夕＞〔，则子一。

上述针对对称形式证明的对偶问题的胜质，同样适用于非对称形式，读者不妨自己找

一个例子来进行验证

从一些书籍的讲述中，将看％l］原问题最优解同对偶问题最优解之间的互补松弛胜质

是理解非线胜规划中库恩塔克条件的重要基础

第三节影子价格

从上节对偶问题的基本胜质可以看出，当线性规划原问题求得最优解二厂（j一1，⋯，
们时，共对偶问题也得％l］最优解丈（，一1，⋯，m)，且代人各自的口标函数后有

二’一艺〔、厂一艺b厂一二’ (2.23)
J一1 一1

式中b是线胜规划原问题约束条件的右端项，它代表第，种资源的拥有量；对偶变

量y的意义代表在资源最优利用条件下对单位第，种资源的估价。这种估价不是资源

的市场价格，而是单位第，种资源在所给问题的最优方案中作出的贡献的估价，为区别起

见，称为影子价格（、hadow pr，。e）·

1．资源的市场价格是共价值的客观体现，随供求关系的变化，价格围绕价值波动

而资源的影子价格则有赖于资源的利用睛况，它是当口前一组基变量用于获得原问题最

优解时，对偶变量y（即第，种资源）每单位对利润的贡献。这个贡献因不同企业或同一

企业生产任务、产品结构等情况发生变化，资源的影子价格也随之改变
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2．影子价格是一种边际价格，在式（2.23）中对z求b

厂的值理论上相当于在资源得到最优利用的生产条

件下，b每增加一个单位时口标函数z的增量

图21为例1用图解法求解时的隋形，图中阴影线

的偏导。得釜一、这说明

部分标出了问题的可行域，点（普，普）是最优解，代人

口标函，。Z一“合在该例口标函数和、他约束不百
变的条件下，如果第②个约束条件右端项增加1，变为。

6二＋2二2簇25，可行域边界线②将移至②‘，最优解的点

为（誓，刹，代人口标函数得一8寻，说明第2种资源

、 《33)
、 、

、、 口少

洲

导粤

卿②知＠

一
图21

的边际价格为1/4。又如第③个约束条件右端项增加1，可行域的边界线③将移至③‘，最

优解的点为（3 , 3)，代人口标函数得z一9，说明第3种资源的边际价格为1/2

3．资源的影子价格实际上又是一种机会成本。在完全市场纤济条件下，本章例1中

当第2种资源的市场价格低于资源成本加上1/4时，可以买进这种资源；相反，当市场价

格高于某种资源的成本加上其影子价格时，就可以卖出这种资源。随着资源的买进卖出，

它的影子价格也将随之发生变化，一直到上述两者之间保持同等水平时，才处于平衡

状态

在上一节对偶问题的互补松弛胜质中有艺“。夕＜b时，多一。；当多＞。时，有
J一1

一b，这表明生产过程中如果某种资源b未得到充分利用时，该种资源的影子价

格为零；又当资源的影子价格不为零时，表明该种资源在生产中已耗费完毕注意当出现

退化的最优解时，会出现某种资源！刚好耗尽，而井非稀缺，但影子价格y仍大于零的睛

况（对应y的第，个约束条件的松弛变量取值为零）这时b值的任何增加只会带来该种

资源的剩余，而不会增加利润值

5．从影子价格的含义上冉来考察单纯形表的计算。因为由表24得知

。一〔一‘召，只一〔一艺气y (2.24)
一1

式（2.24）中〔代表第少种产品的利润，艺“。y是生产该种产品所消耗各项资源的影子价
一1

格的急和，即产品的隐含成本。当产品利润大于各项资源隐含成本总和时，表明生产该项

产品有利，可在计划中安排，否则用这些资源来生产别的产品更为有利，就不在生产计划

中安排。这就是单纯形表中各个检验数的经济意义
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6．一般来说对线胜规划问题的求解是确定资源的最优分配方案，而对于对偶问题的

求解则是确定对资源的洽当估价，这种估价直接涉及资源的最有效利用。如在一个大公

司内部，可借助资源的影子价格确定一些内部结算价格，以便控制有限资源的使用和考核

下属企业纤营的好坏。又如在社会卜可对一些最紧缺的资源，借助影子价格规定使用这

种资源一单位时必须卜缴的利润额，以强制一些经济效益低的企业自觉地节约使用紧缺

资源，使有限资源发挥更大的纤济效益

第四节对偶单纯形法

一、对偶单纯形法的基本思路

对偶单纯形法是应用对偶理论求解线胜规划问题的方法。求解线胜规划的单纯形法

的思路是：对原问题的一个基可行解，判别是否所有检验数〔一二镇。（j一1，⋯，们。若

是，又基变量中无非零人l变量，即找到了问题最优解；若为否，冉找出相邻的口标函数

值更大的基可行解，并继续判别，只要最优解存在，就一直循环进行到找出最优解为止

根据对偶问题的性质，因为〔一毛一〔一场B , P，当〔一二镇0(j一1，⋯，们，即有

厂只）〔或艺“。y）〔（少一1，一川，也即共对偶问题的解为可行解，由此原问题和对
一1

偶问题均为最优解。反之，如果存在一个对偶问题的可行基B，即对j一1，⋯，刀，有

G心，只）〔或〔一毛镇。，这时只要有x。一场B ,)0，即原问题的解也为可行解，即

两者均为最优解否则保持对偶问题为可行解，找出原问题的相邻基解，冉判别是否有

x。）0，循环进行，一直使原问题也为可行解，从而两者均为最优解。卜述先找出一个对

偶问题的可行基，并保持对偶问题为基可行解条件下，如不存在X。）0，通过变换到一个

相邻的口标函数值较小的基可行解（因对偶问题是求口标函数极小化），并循环进行，一直

到原问题也为可行解（即x。）0)，这时对偶问题与原问题均为可行解这就是对偶单纯

形法的基本思路

二、对偶单纯形法的计算步骤

设对某标准形式的线胜规划问题

max二一C岑

｛月方一b

〔X)0

存在一个对偶问题的可行基B，不妨设B一（P , PZ，⋯，P .)，列出单纯形表（见表27)

表27中必须有〔一毛镇0(j一1，⋯，们，石（，一1，⋯，m）的值不要求为正。当对

，一1，⋯，, , ,，有石妻。时，即表中原问题和对偶问题均为最优解。否则，通过变换一个基变
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量，找出原问题的一个口标函数值较小的相邻基解

表27

G基 bTI T们 T们

O "1 ,+1

O ",+1

一
／
)

瑞加几

〔j一忿j O〔，+1一二，+1 〔―忿 〔．―忿．

1．确定换出基的变量

因为总存在＜。的石，令石一mln｛石｝，其对应变量J为换出基的变量

2．确定换人基的变量

(l）为了使下一个表中第r行基变量为正值，只有对应a。＜0(j一m+1，⋯，)l）的非

基变量才可以考虑作为换人基的变量

(2）为了使下一个表中对偶问题的解仍为可行解，令

。一：·｝号卜。卜导 (2 26)

称a。为主元素，J，为换人基的变量

设下一个表中的检验数为（〔一二，)'，由式（l .31)

“一二’‘一“一勺’一知一，一［饭三一策刊
分两种隋况说明满足式（2.26）来选取主元素时，式（2.27）中，('，一二，)‘簇0（对j一

一”一）J

‘·，对ar，到，因〔厂孔簇。，故短五簇。，又因主元素叽＜。，故景）。，由此
式（2.27）方括号内的值簇。，故有（〔一二，)‘簇。

' b，对二＜。，因［导一子〕＞。，故郁厂别飞。·
3．用换人变量替换换出变量，得到一个新的基

对新的基冉检查是否所有石（，一1，⋯，, ,)）。。如是，则找到了两者的最优解，如为

否，则同到第1步冉循环进行

因为由对偶问题的基本胜质1知，当对偶问题有可行解时，原问题可能有可行解，也

可能无可行解。对出现后一种清祝的判断准则是：对石＜。，而对所有）一1，⋯，,，有
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(2.28)

故原问题无

: : ; :

a。）。。因为这种晴祝，若把表中第r行的约束方程列出有

Jr+ar .+1 J .+1＋⋯＋aoJ。一I , r

因a。）0(j一阴＋1，⋯，们，又东＜。，故不可能存在J)0(j一1，⋯，,）的解

可行解，这时对偶问题的口标函数值无界

下面举例说明对偶单纯形法的日算步骤

例碍用对偶单纯形法求解下述线性规划问题：

mln趾＝15夕1+24夕2+5夕3

{ 6夕：＋夕3)2

、．[．代5夕＋2夕：+y3)l

沙，yZ , y3）。

解先将问题改写为

m肤记一一15力一24脚一5脚＋。为＋。y二

( 6脚＋脚一为 一2

、．[．《5夕＋2夕：＋夕3 一夕；=l

(y)O(r一1，⋯，助

约束条件（2.29.）和（2. 29b）两端乘一1”得

max趾‘一一15力一24脚一5脚＋。为＋。y二

｛ 一6y2一y3+y4 一一2

、．t．代一sy一Zy：一y3 +y；一一1

{y)O(r一1，⋯，5)

列出单纯形表，并用卜述对偶单纯形法求解步骤进行计算，其过程见表28

表28

'～ 一巧 一24 一弓 。

偏 基 b 夕l 夕2 夕： 为

o 夕 一20 ［一b］ 一］ ]

O 业 一］ 一弓 一2 一］ O

‘一几 一］弓 一24 一弓 O

一24 夕2 ]/30 ] ]/b 一］/b

o 夕 一］/3 一弓 o ［一2/3］ 一］/3

‘一二 一巧 O 一］ 一4

一24 夕2 ]/4 一弓／4 ] o 一］/4

一弓 夕： ]/2 ］弓／20 ] ]/2

‘一二， 一］弓／2 。 。 一7/2

O

]/4

一3/2

一3/2
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从表28中看出，用对偶单纯形法求解线性规划问题，当约束条件为‘)”时，不必引

进人l变量，使计算简化。但在初始单纯形表中其对偶问题应是基可行解这点，对多数线

性规划问题很难实现。因此对偶单纯形法一般不单独使用，而主要应用于灵敏度分析及

解整数规划的割平面法等有关章节中

第五节灵敏度分析

灵敏度分析一词的含义是指对系统或事物因周围条竹变化界示出来的敏感程度的

分析

在这之前讲的线胜规划问题中，都假定问题中的“。，b，〔是已知常数。但实际上这

些参数往往是一些估计和预测的数字。如随市场条件变化，〔值就会变化；“。随I艺技

术条竹的改变而改变；而b值则是根据资源投人后能产生多大纤济效果来决定的一种决

策选择。因此就会提出以下问题：当这些参数中的一个或几个发生变化时，问题的最优

解会有什么变化，或者这些参数在一个多大范围内变化时，问题的最优解或最优基不变

这就是灵敏度分析所要研究解决的问题

当然，当线胜规划问题中的一个或几个参数变化时，可以用单纯形法从头计算，看最

优解有无变化，但这样做既麻烦又没有必要。因为前面已经讲＃lj，单纯形法的迭代计算是

从一组基向量变换为另一组基向量，表中每步迭代得到的数字只随基向量的不同选择而

改变，因此有可能把个别参数的变化直接在计算得，lj最优解的最终单纯形表上反映出来

这样就不需要从头计算，而直接对计算得到最优解的单纯形表进行审查，看一些数字变化

后，是否仍满足最优解的条竹，如果不满足的话，再从这个表开始进行迭代计算，求得新的

最优解

灵敏度分析的步骤可归纳如下：

1．将参数的改变通过计算反映到最终单纯形表上来

具体计算方法是，按下列公式计算出由参数“。，b，〔的变化而引起的最终单纯形表

上有关数字的变化。由式（2.12）、式（2.13）和式（2.17）可得出下列各式：

△b ,=Bl△b (2.30)

△P：一B，留， (2.31)

（〔一z)

2．检查原问题是否仍为可行解

3．检查对偶问题是否仍为可行解

’一〔一又“。y广 (2 32)

4．按表29所列情况得出结论或决定继续计算的步骤
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表2 ,

原问题

可行解

可行解

1卜可行解

1卜可行解

对偶问题

可行解

非可行解

可行解

」卜可行解

结论或继续计算的步骤

问题的最优解或最优基不变

用单纯形法继续迭1七水最优解

用刘偶单纯形法继续迭f弋水最优解

引进人丁变量．编制新的单纯形表币新计算

下面分别就各个参数改变后的清形进行讨论

、分析c，的变化

线胜规划口标函数中变量系数的变化仅仅影响2l］检验数（一二）的变化。所以将
的变化直接反映到最终单纯形表中，只可能出现如表29中的前两种清况
下面举例说明
例5存第一章例1的美佳公司例子中：(l）若家电工的利润降至15元厂件，而家电几

的利润增至2元厂件时，美佳公司最优生产i｝划有何变化；(2）若家电工的利润不变，则家
电几的利润在fl么范围内变化时，该公司的最优生产i！划将不发生变化，

解（l）将家电工、几的利润变化直接反映2l］最终单纯形表（见表19）中得表210

表2 10

(J ? 1气 2 0 00

场 基 bllll : 11

。 ： 1甲2 。 。 1 ［甲月 一1甲2

1气 h 御2 1 00UJ 一UZ

21 ' 3/2 010 一1/J3/2

(J一几 000US 一甲J

因变星J。的检验数大于零，故需继续用单纯形法迭代i！算得表211

表2 11

场 基 bxlx ' x : x魂 瓜

01魂 6 0OJ／气 1 一6

1气 劝 2 10 一U气 01

21 ' 3 011／气 00

（护一二， 00 一U 100 一澎2
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即美佳公司随家电工、几的利润变化应调整为生产2件工，生产3件几。

(2）设家电几的利润为（l＋泪元，反映到最终单纯形表中，得表212。

表2 12

项日 2 ]｝又 00

G 基 b TI TZT： 如

o 丁： ]5/2 00 ] 5/4

2 丁17/2 ] 00 ]/4

]｝又 丁23/20 ] O 一］/4

〔j一忿j 李｝李、

一］5/2

一］厂2

3/2

告一告、

为使表212中的解仍为最优解，应有

解得

一于＋于入、。，一合一号入、。

一专、入、，
即家电几的利润〔：的变化范围应满足

普匆2蕊2
二、分析b，的变化

右端项为的变化在实际问题中反映为可用资源数量的变化。由式（2.30）石出为变
化反映到最终单纯形表卜将引起b列数字的变化，在表29中可能出现第一或第＝的两
种清况。出现第一种清况时，问题的最优基不变，变化后的b列值为最优解。出现第＝种
情祝时，用对偶单纯形法迭代继续找出最优解。

例6在卜述美佳公司的例子中：(l）若设备A和调试l序的每天能力不变，而设备B
每天的能力增加到32h，分析公司最优计划的变化；(2）若设备A和设备B每天可用能力
不变，则调试l序能力在什么范围内变化时，问题的最优基不变。

,(1）一⋯｛⋯，·一
△b’一Bl△b一 : _）厂：

13。因表2

一15/2

一1厂2

3/2 一2

暇
一

将其反映到最终单纯形表中得表2

形法继续计算得表214。

13中原问题为非可行解，故用对偶单纯
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表2 13

:
 
:

b

号马尹2

11/2

一1尹9

马尹4

1/4

［一1尹4]

一1尹J

〔）

了J

一1马尹2

一1尹2

号尹2

一1尹9

产
基场

表2 IJ

产
基场

:
 
:

〕

1

一4

一1 二：

由此美佳公司的最优i｝划改变为只生产5件家电工。

(2）设调试l序每天可用能力为（5＋几）11，因有

争

笋

争

一

一

门
一
一
一
一
一
一
一
一
一

附
―
阳
―
以

门
一
一
一
一
一
一
一
一
一

q
乙

么b，一。】一｛
万丰

_ : :
一15

一12

32 {
将Jt反映到最终单纯形表中，其b列数争为

{
争

争

争

一

一

＋

匹
傀
』
厅
肠
巨

当b李。时问题的最优基不变，解得一1（几（1。由此调试l序的能力应在4一6h之l句

三、增加一个变量x，的分析

增加一个变量在实际问题中反映为增加一种新的产品。找分析步骤如下

i｝算武一一二一一又、，
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2·i｝算州一B’只

3．若拭（。，原最优解不变，只需将i！算得il］的州和武直接写人最终单纯形表中；

若司）。，则按单纯形法继纹迭代i！算找出最优

例7在美佳公司例子中，设该公司又11划推出新塑号的家电m，生产一件所需设备

A、设备B及调试l序的时间分别为3h、4h、Zh，该产品的预期赢利为3元件，试分析该

种产品是否值得投产；如投产，对该公司的最优生产11划有何变化

解设该公司生产J。件家电m，有〔。一3 , P。一（3 , 4 , 2)T

员一3一（0，奈合
一7

一

一

「
一
一
一
一
一
一
一
一
一

o

阴
曰
咫
儿

「
一
一
一
一
一
一
一
一
一

一

4一15

4一12

4 32

9）中不导表

玩
价
。
田

P；一：一｝
将共反映il］最终单纯形表（见表1

表2 15

〔J ? 2

G 基 bl】

013 ］弓／200 ]

2 117/2 ] 00

] 1己 3/20 ] O

〔J一几 000

因。。＞。，故用单纯形法继续迭代i｝算得表216

表2 16

〔J ? 2 ] O

几 基 blll己 13

O 劝 引尹4 07尹2 ]

2 117/2 ] 00

3 153/40 ]/20

〔护一二护 O 一U 20

1魂

弓尹4

］尹4

一］尹4

一］尹4

1乙

一］引2

一］尹2

3尹2

一1尹夕

14

3尹8

］尹4

一］尹8

一］尹8

1乙

一〔〕尹4

一］尹2

3尹4

一弓尹4

由表2 16，二佳公司新的最优生产。！戈。应为每天生产子。家电工，乎。家电m

四、分析参数a。的变化

az）的变化使线性规划的约束系数矩阵A发生变化。若变量J，在最终单纯形表中为
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非基变虽，共约束条件中系数a。的变化分析步骤可参照本节之＝；若变量J在最终单纯

形表中为基变量，则a。的变化将使相应的B和B’发生变化，因此有可能出现原问题和

对偶问题均为非可行解的倩况。出现这种倩况时，需引进人l变量先将原问题的解转化

为可行解，冉用单纯形法求解，下面举例说明

例8在美佳公司的例子中，若家电几每件需设备A、设备B和调试l时变为sh、

4h、lh，该产品的利润变为3元，件，试重新确定该公司最优生产i｝划

解先将生产l时变化后的新家电几石作是一种新产品，生产量为J飞，仿照本节·标

题＝”的步骤直接i｝算员和武并反映到最终单纯形表中。艾中：

JZ=3一（O , l

／一⋯）
将共反映到最终单纯形表（见表

表2 17

一1

, 4 , 1 , 2）⋯）⋯一
二i州一⋯｛

9）中得表217

b

1弓厂2

7厂2

3厂2

不2

]］厂2

］厂2

[］厂2]

3厂2

不4

弓厂4

］厂4

一1厂4

一1厂4

不5

一1弓厂2

一1厂2

3厂2

一1厂夕

︸
基
肠
肠

几

0
2

一

因

冉保留

表

J：已变换为成，故用单纯形算法将几替换出基变量中的J :，并在下一个表中不

JZ，得表218

‘誉 不魂

4

］厂2

一1厂2

1厂夕

白
一

表218中原问题与对偶问题均为非可行解，故先设法使原问题变为可行解

表218第1行的约束可写为

J+4J一24) (2 33)
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J。得

+2 4J二＋J6=

19

(2 34)

T5

[24]

一夕

一M

T5

]

O

自

。
如
刊
川
州

o
伪
刊

0
0

式（2.33）两端乘以（一1)，冉加卜人1变虽

一J3一4J4

将式（2.34）替换表218的第l行，得表2

表2 19

〔J ? 2

偏 基 bTI

一M 几 〔〕 O

2 丁12 ]

3 二冬 30

〔护一二护 O 一、告一4、 一弓｛ZJ切

因对偶问题为非可行解，用单纯形法日算得表220

表220

o
如
U
场
o
卜

一
］

一

b 丁】

一M

T5

]/24

]/]2

一］尹8

︸
基偏

s
q

侣

澎
］
1
巧

肠
T
l
，
砚

〔J一忿J

T3

一U 24

一U枪

］尹8

一弓尹ZJ

由表220可知，美佳公司的最优生产计划为每天生产114件家电工

一M，去

158件新家

电几。

五、增加一个约束条件的分析

增加一个约束条件在实际问题中相当于增添一道l序。分析的方法是先将原问题最

优解的变虽值代人新增的约束条件，如满足，说明新增的约束未起到限制作用，原最优解

不变。否则，将新增的约束直接反映il］最终单纯形表中冉进一步分析

例，仍以美佳公司为例，设家电工、几纤调试后，还需纤过一道环境试验l序。家

电工每件需环境试验3h，家电几每件需Zh，又环境试验l序每天生产能力为12h。试分

析增加该l序后的美佳公司最优生产i｝划

解先将原问题的最优解J一72 , JZ一32代人环境试验l序的约束条件3J+

2·2、12因3只普＋2只号一譬、12，故原问题最优解不是、例的最优解
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(2 35)

①
已
③
①

在试验l序的约束条件中加松弛变量得

3J】＋2J2+J6=12

以J。为基变量，将式（23”反映到最终单纯形表（见表1”中得表221

表2 21

(J ? 21 〔） 〔） 〔） 〔）

仇 基 b 了l 了‘

〔） 劝 1呀尹2 〔） 〔） 1 甲4 一1甲2 〔）

2 h7尹21 〔） 〔） U4 一UZ 〔）

1 砚 钊2 〔） 1 〔） 一U4 钊2 〔）

〔） 八 12 号 2 〔） 〔） 〔） 1

（护一二， 〔） 〔） 〔） 一U4 一UZ 〔）

表221中J，、J列不是单位向量，故需进行变换，得表222表222中第①，②，

⑧，行同原表第①②⑧行，表中第④，行由以下初等变换得ilJ：④，一④一3只②一2只⑧

表2 22

产
基仇

①
已
③
①

0

0

0
1

:
 
:

:
 
:

b

1呀尹2

7尹2

号尹2

一几尹9

可） 可） 可）

〔）

了4

呀尹4

1尹4

一lq

一lq

一1尹J

了J

一1甲2

一1尹2

号尹2

［一钊2]

一1尹9

因表222中对偶问题为可行解，原问题为非可行解，故用对偶单纯形法迭代日算得

表223

2 23

:
 
2

〔）

了4

呀尹2

1尹号

一1坦

1尹6

一1尹6

〔）

了5

一呀

一U号

1

一2尹号

一1尹几

2

灼
。

1

b
巧
4

‘誉
:
 
:

:
 
;

由表223知，添加环境试验l序后，美佳公司的最优生产i｛划为只生产4件家电工
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第六节参数线性规划

灵敏度分析中研究〔，b等参数右保持最优解或最优基不变时的允许变化范围或改

变到某一值时对问题最优解的影响，若C按（C＋龙“）或b按（b＋劝“）连续变化，而口标

函数值以肋是参数又的线胜函数时，式（2.36）或式（2.37）被称为参数线胜规划

当口标函数中〔值连续变化时，其参数线胜规划的形式为

max二（又）=(C＋龙“)X

｛月方一b

{X)0

式（2.36）中C为原线胜规划问题的价值向量，C“为变动向量，又为参数

当约束条件右端项连续变化时，共参数线胜规划的形式为

max以肋一C方

（几方一b＋又b"

〔X)0

式（2.37）中b为原线胜规划问题的资源向量，b“为变动向量，又为参数

参数线胜规划问题的分析步骤是：

(l）令又一。求解得最终单纯形表；

(2）将龙“或劝“项反映到最终单纯形表中去；

(3）随又值的增大或减小，观察原问题或对偶问题，一是确定表中现有解（基）允许又

值的变动范围；二是当又值的变动超出这个范围时，用单纯形法或对偶单纯形法求取新

的解；

(4）重复第（3）步，一直％l］又值继续增大或减小时，表中的解（基）不再出现变化时

为止

下面通过例子只体说明

例10分析又值变化时，下述参数线胜规划问题最优解的变化

max以们一（2＋又）石＋(l+2又）了2

{ 5了，‘乏15

一6了＋2了，或24

一了＋了，或5

｛了，了：妻O

解

表2

先令又一。求得最优解，并将又C“反映到最终单纯形表中，得表2

24中，当一普、又、1时，表中解为最优，且一譬＋警又·
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当几二1时，变虽，。的检验数少。，用单纯形迭代日算得表2约

表22弓

G ‘誉 汾
{
2
"

［马4]

2
.
’
交 了2

79

一IJ

了J

一1马

一1

几9

～人～自

一于·于人李一知一

表2 25

‘誉 汾 了
少

一卜

一1

1马

11

万一万人

场

可）

2｝人

}2人

一2一人

表2 25

又在表2

表2 26

中只要几泛1，表中解即为最优解这时有二一7+8几

21中若几二一1时，变量，的检验数少O，这时用单纯形法迭代得表2肠

‘誉
2｝人 }2人

G

可）

2｝人

f、

1俐·专人

一2～人

一1卜

夕J 人～一2

2｝人 }2人
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表226中，当一2（又（一1时，二一8+4又；当又（一2时，二一。图22表明了例10
J

中口标函数值二（泪随又伯变化的清况

例11分析又值变化时，下述参数线性规划问题最

优解的变化

max二（又）一ZJ+JZ

⋯6J、；:：乏；；、又
一J+J？东5

{J , JZ李O

洲户）

72

一

一2一l恋。
、

2凡

图22

解令又一。求解得最终单纯形表（见表1 又因有

一

一

O

人

O△／一⋯｛
将其反映到最终单纯形表中，得表2

万丰

l

一1

27

9）。

一15

一1

32

54又

14又

一14又

表227

廿基肠

答｝子几

粤，李几

牛一李几
‘护一二护 O

气尹4 一1叹尹9

一1尹9 一6．飞几．飞6

一］尹4 3尹2

一］尹4 一1尹9

表227中最优基不变的条件为一6（又（6，这时表中最优解为 一譬＋于又
当又介6时，表227中基变虽J，将小于零，这时可用对偶单纯形法继续求解得

表228

表228

T
]
0

G 犷
几于6

‘
抓
气

T 一6｝几

几一影J
二
︷ 二：
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当人）6时，表228中的最优基将不变。因此当人）6时有二一10

当人＜一6时，表227中基变虽J3将小于零，用对偶单纯形法求解得表229

表229

G 基

一」一告几 一2」弓 一1尹6

o［一］尹］弓］］尹6 一18飞几飞一6岭
尹弓

一］」弓 一］尹3一

一7一告几

一4。一令几

一夕 一1尹夕

一1弓 一弓尹2 一24飞几飞一］8

」2｝告几
一1 一1尹夕一

当人＜一24时，J，将小干零，但J，所在行元素均为正，故这时问题无可行解

当一18、人、一6时，二一9＋专人；当一24、人、一18时，二一12＋合人综合表2 27-
表229，将例11中以泪随参数人的变化清祝图示如图23所示

到之l

Ino

7()

30

2418 一0

图23

6 12 式
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习题

2.1

偶问题

(1)

写出下列线胜规划问题的对偶问题，井以对偶问题为原问题，冉写出对偶的对

mmz一2们＋2了2+4了3

}‘】一3了2+4匀洲
、．,.}2‘】＋了2＋玩刻

一‘'+4"+3了3一5
l力，了2多O，了3尤约束

(2)maxz=5了1+6了2+3了3

}‘】＋2了2+2匀一5
、．,.｝一＋5了2一。、3

一4 ' '+7 ' 2+3了3簇8
l力尤约束，八多O，了3簇O

(3)max之＝ 全〔声

、
一
…

艺“．二镇b
J一1

艺“。二一b
J一1

几）O

了，无约束

(1一1，⋯，ml < m)

(l一ml+1 , ml+2，⋯，m)

(j一1，⋯，山＜川

(）一构＋1，⋯，们

2.2判断下列说法是否正确，井说明为什么

(l）如果线胜规划的原问题存在可行解，则其对偶问题也一定存在可行解；

(2）如果线胜规划的对偶问题无可行解，则原问题也一定无可行解；

(3）在互为对偶的一对原问题与对偶问题中，不管原问题是求极大或极小，原问题可

行解的口标函数值一定不超过其对偶问题可行解的口标函数值；

(4）任何线胜规划问题具有唯一的对偶问题

2.3对本章第＝节影子价格的6点叙述试分别举例说明其实际应用

2.4下列两个线胜规划问题

(IPI)maxz＝〔了＋〔2了2 (IPZ)maxz=100〔了＋100〔2了2

}“】】‘】一山幼
,’·｛"21‘】＋a一认

｛了，了2多O

{' 00“】】‘】＋' 00“】山勃】
“州’OOaZ】‘】＋' OOa22 ' 2簇bZ

｛了，了2多O

已知对（LPI）有最优解x一（5。，500), z一55。，求（LP2）的最优解

2.5已知某求极大化线胜规划问题用单纯形法求解时的初始单纯形表及最终单纯

形表如表230所示，求表中各括号内未知数（a）一（l）的值



．每毛筹学教程（第凡片反）

表230

G ‘誉
:
 
'

b

(/))

1弓

？自

(")

台）

几一忿J

(
d
J
们
（
j
J
甲

黑

〔J―忿J

O

O

]

（更）

O

T4

]

O

O

O

(l)

O

O

自

一］尹4

3尹4

兰’4

一］尹4

（之）

］尹2

（少）

如
T
l
几

2.6给出线胜规划问题

mln二＝2JI+3J2+5J3+6J4

〔J+2J2+3J3+J浮2

、．t．之一ZJ】＋JZ一J3+ 3J4毯一3

吸）O(）一1，⋯，4)

(l）写出共对偶问题；(2）用图解法求解对偶问题；(3）利用（2）的结果及根据对偶

问题胜质写出原问题最优解

2.7给出线胜规划问题

m奋．x二＝6JI+IOJZ+9J3+ZOJ4

{4J+gJ+7J+IOJ毯600

一J+J+3J+4OJ毯400

一3J+4J+ZJ+J毯500

〔J ,)O(）一1，⋯，4)

、优解为：、一（瞥。，。，鄂一缨·
(l）写出共对偶问题；(2）利用互补松弛胜质找出对偶问题的最优解

2.8已知线胜规划问题

max二一勺＋JZ

「一J+J+J毯2

、．t．之一ZJ+J一J毯1

吸，JZ , J3）。

试根据对偶问题性质证明卜述线性规划问题口标函数值无界
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2.，给出线胜规划问题

maxz一2了1+4了2＋了3＋了端

「了】＋3了2 ＋了嘴毯8

一2了】＋了2 毯6

5. t．侧 了2＋了3＋了嘴毯6

一了】＋了2＋了3 毯9

（了）O(j一1，⋯，4)

要求：(l）写出其对偶问题；(2）已知原问题最优解为x“一（2 , 2 , 4 , 0)，试根据对偶理论，

直接求出对偶问题的最优解

2.10已知线性规划问题A和B如下：

问题A 问题B

mox二一艺〔几 影子价格max二一艺〔J二 影子价格

八
y

八
y

1
 
,
 
1
1

万

一
。

一
一

一
一

」

山
︸

一
构
1
一
一
。

·
艺
问
·
艺
同

l , l 力

b3 夕3 艺（as+3a动二

一1．·⋯刀）

5
一
…

一b3+3l，多

二，妻O(）一1，⋯，, ,)

试分别写出多同y(，一1 , 2 , 3）间的关系式

2.11用对偶单纯形法求解下列线胜规划问题

(l)mlnz=4了＋12了2+18了3(2)mlnz=5了＋2了2+4了3

{‘】＋玩到
,’·｛艺‘2＋执扮

L力，了2，了3多O

2.12考虑如下线胜规划问题：

{3了】＋了2+2八到
、’·｛6‘】＋3 ' 2+5八多’。

厅，了2，了3乡O

mlnz=60了1+40了2+80了3

{3了＋2了＋了李2

一4了＋了＋3了李4

一2了＋2了＋2了李3

〔了，了2，了3)O

要求：(l）写出其对偶问题；(2）用对偶单纯形法求解原问题；(3）用单纯形法求解其对偶
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问题；(4）对比（2）与（3）中每步计算得到的结果

2.13已知线性规划问题：

maxz一2们一了2＋了3

「了】＋了2＋了3毯6

5. t．月一了＋2了2 毯4

厅，二2，二3）。

先用单纯形法求出最优解，再分析在下列条竹单独变化的情况下最优解的变化

(l）口标函数变为max二一2二，+3八＋了3 ;

' 2’约““端项由（{）变为（:);
(3）增添一个新的约束条件一二＋2二3)2

2.14给出线性规划问题

maxz＝一了1+18了2＋〔3了3＋〔嘴了嘴

（了＋2了＋3了＋4了毯15

5. t．之一3了＋4了一5了一6了毯5＋入

（了）。（j一1，⋯，4)

要求：

(l）以二，二：为基变量列出单纯形表（当入一。时）;

(2）若二，二：为最优基，确定问题最优解不变时〔3，〔。的变化范围；

(3）保持最优基不变时的入的变化范围；

(4）增加一个新变量，其系数为（〔．, 2 , 3)T，试求问题最优解不变时〔．的取值范围

2.15分析下列线胜规划问题中，当入变化时（入）0）最优解的变化，并画出z（入）对入

的变化关系图

(1)mmz一力＋了2一入了3+2入了。

r了、 ＋了＋2了，一2

、1习2了、＋了， +3了，一5

l二）。（j一1，⋯，4)

(3)maxz（入）=3了1+2了2+5了3

{‘】＋2了2＋八到。一“
」3‘】＋执钊0+"

"'}‘】＋饥到。一7"
｛几多O‘少一，，艺，3)

(2)maxz（入）=(8＋入）了1+(24一2入）了2

r了、＋2了，长10

厅，二2)O

(4)maxz（入）=2了1＋了2

{‘】引。＋以
、．,.}‘】＋八乓25一入

一‘2乓10＋以
｝了】，了2乡O

2.16某厂生产A、B、C＝种产品，其所需劳动力、材料等有关数据见表231。要

求：(l）确定获利最大的产品生产计划；(2）产品A的利润在什么范围内变动时，上述最
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优i｝划不变；(3）如果设计一种新产品D，单件劳动力消耗为sh，材料消耗为Zkg，每件可

获利3元，问该种产品是否f肖得生产，(4）如果原材料数量不增，劳动力不足时可从市场

购买，为1.8元h。问：该厂要不要招收劳动力打大生产，以购多少为官，

表231

消耗定额产品
资掠

可用量

劳动力尹卜

材料尹kg

产品利润尹（元尹件）

2.17已知线性规划问题：

max二一（〔】＋I】）J】＋〔2J2＋〔3J3+OJ4+OJ二

al IJI+a12J2+a13J3+J4

aZ】J】＋a 22J2+a23J3+J二

一I , l+312

一为2＋儿

J，妻O（了一1，⋯，脚

当I一12一。时求解得最终单纯形表见表232

232

：
尹
：

T
 
; 几

一1尹夕 一1尹6

〔J一忿J

竺
：

表
项

(l）确定〔，〔2，〔3 , a , aZ , a3 , a2 , a22 , a23和为汤：的值；

(2）当12一。时，I在什么范围内变化卜述最优解不变；

(3）当I一。时，12在什么范围内变化卜述最优基不变

2.18某文教用品厂利用原材料自坯纸生产原稿纸、日记本和练习本＝种产品。该

厂现有1人10。人，每天自坯纸的供应量为30000kg。如单独生产各种产品时，每个1人

每天可生产原稿纸30捆，或日记本30打，或练习本30箱。已知原材料消耗为：每捆原

稿纸用自坯纸3音kg；每打。记、用自坯纸13音kg；每箱练习、用自坯纸26普kg已
知生产各种产品的赢利为：每捆原稿纸1元，每扫H记本2元，每箱练习本3元。试决

定：(l）在现有生产条件下使该厂赢利最大的方案；(2）如自坯纸供应量不变，而1人数

量不足时可从市场卜招收临时l川台时l费用为每人每天40元。问：该厂应否招临时l

及招收多少人为官户
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2.19某厂生产l、几、m＝种产品，分别经过A、B、C＝种设备加l。已知生产单位

各种产品所需的设备台时、设备的现有加1能力及每件产品的预期利润见表233

表233

{ 11 川 设备能力／台·卜

气 ］ ] ] ]00

H ]04 味 600

C 2 2 6 300

单位产品利润／元 ］0 64

要求：

(l）求获利最大的生产i｝划；

(2）产品m每件的利润增加到多大时才俏得安排生产，如产品m每件利润增加到

劝厂6元，求最优计划的变化；

(3）产品工的利润在多大范围内变化时，原最优i｝划保持不变；

(4）设备A的能力为10。＋入，求保持最优基不变时的入的变化范围；

（助如有一种新产品，加1一件需设备A、B、C的台时分别为1、4、3h，预训每件的利

润为8元，是否值得安排生产；

(6）如合同规定该厂至少生产10件产品m，试重新确定最优生产计划
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一．汉七．

二二．早．

运输问题

在社会生产和消费过程中，离不开人员、物资、资金和信巳的合理组织和流动，其中实体

物品的流动一直受ilJ人们特别的重视，并于20世纪功年代开始明确形成了物流的概念

物流包括物品的分拣、包装、搬运、装卸、仓储、运输、保管、信巳联系与处理等各项基本活动

Jt中，运输是要改变物品的空间位置以创造其场所效用，已是物流活动中的一个不可或缺的重

要环节随着社会和纤济的发展，运输变得越来越复杂，运输量有时非市户大，科学组织运输

可有效降低物流活动的成本，及时实现需要的物品空间位置的变动，以有效提升Jt空间价伯

第一节运输问题及其数学模型

、运输问题的数学模型

本章研究单一品种物资的运输调度问题，找典到清况是：设某种物品有，j个产地

A , A，⋯，A .，各产地的产量分别是，，⋯，.；有个悄地B , B，⋯，B .，各销地的

销量分别为乃，，乃，⋯，乃．假定从产地A(l一1 , 2，⋯，）向销地B(］一1 , 2，⋯，们运输单

位物品的运价是。，问怎样调运这些物品才能使总运费最小，

为直观青楚起见，可列出该问题的运输表，如表31所示表中的变星J。（l一1 ,

乙一胡；j一1 , 2，一们为由产地A运往销地B的物品数星，。为Ail]B的单位运价

有时，将单位运价单独列人另一个表中，并称找为单位运价表

表3

销地
产地 产量

泛蝙
久

蜘
／
)
l

雳誉
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如果运输问题的总产量等于井总销量，即有

艺“一艺八 (31)

则称该运输问题为产销平衡运输问题；反之，称产销不平衡运输问题

产销平衡运输问题的数学模型可表示如下：

mi。二一艺艺〔。八

一
一

一
一

了

了

·
艺
问
．
艺

、
一
…

(1一1 , 2，⋯，m)

(）一1 , 2，⋯，刀）

(3 Za)

(3 Zb)

了妻O , （老一 一”一）Z子 一”一尹了 (32〔）

其中，约束条件右侧常数a和b满足式（3.1)

有模型（3.2）中，口标函数表示运输总费用，要求其极小化；约束条件（3.2 ; l）的意义

是由某一产地运往各个销地的物品数量之和等于该产地的产量；约束条件（3. 2b）指由各

产地运往某一销地的物品数量之和等于该销地的销量；约束条件（3.2。）为变量非负

条件

模型（3.2）是一种线性规划模型，因而可用单纯形法求解。但是，当用单纯形法求解

运输问题时，先得有每个约束条件中引人一个人l变量，这样一来，即使对于，，一3、，，一4

这样简单的运输问题，变量数口也会达到19个之多（未考虑去神一个多余约束条件），因

而需要寻求更简便的解法

为了说明适于求解运输问题的更好的解法，先分析一下运输问题数学模型的特点

二、产销平衡运输问题数学模型的特点

由于运输问题的结构和胜质，使其具有以下几个特点
1．运输问题有有限最优解
对运输问题（3.2)，若令其变量

了，一

其中，Q一又a一又八

(33)

则式（3.3）就是运输问题（3.2）的一个可行解；这说明运输问

题（3.2）的口标函数有下界，口标函数值不会趋于一。由此可知，运输问题必存在有限

最优解

2．运输问题约束条件的系数矩阵

将式（3.2）的结构约束加以整理，可知其系数矩阵具有下述形式：
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J 11）理⋯J卜J21 J22 , , JZ。”J用IJ用2 , , J用。

”了行

(34)

共系数列向量的结构是：

第。个几 仁第（"}j）个
A。一（。，⋯，。，1，。，⋯，。，1，。，⋯，。）T (3．洲

即除第，个和第（, J+)）个分量为1外，艾他分量个等于。

由此可知，运输问题的约束条件只有下述特点：

(l）约束条件系数矩阵的元素等干。或1 ;

(2）约束条件系数矩阵的每一列有两个非零元素，这对应于每一个变量在前m个约

束方程中出现一次，在后，个约束方程中也出现一次

对产销平衡运输问题，除卜述两个特点外，还有以下特点：

(l）所有结构约束条件都是等式约束；

(2）各产地产量之和等于各销地销量之和

例1某部门有3个生产同类产品的l厂（产地），生产的产品由4个销售点（销地）

出售，各l厂的生产量、各销售点的销售量（假定单位均为［）以及各l厂到各销售点的单

位运价（元厂［）示干表32中。要求研究产品如何调运才能使急运费最小

表32

销地

产地
产量

销量
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由于总产量和总销量均为48，故知这是一个产销平衡运输问题

用J勺表示由第，个产地运往第j个销地的产品数量，即可写出该问题的数学模型

如下：

mm之一艺艺〔。J。一4J ,+1 2J2+4J。＋lh。＋2J2

+IOJ22+3J23+9J24+8J31+5J32+llJ33+6J34

巨】】＋J】2+J】3+J】魂一16

一JZ】＋J 22+J23+JZ魂＝10

一J3】＋J 32+J33+J3魂一22

一J】】＋JZ】＋J3】一8

一J】2+J 22+J32=14

一J】3+J 23+J33一12

一J】魂＋JZ魂＋J3魂一14

{J。妻O ,(1=l , 2 , 3；少＝l , 2 , 3 , 4)

3．运输问题的解

根据运输问题的数学模型求出的运输问题的解X一（J。），代表着一个运输方案，其

中每一个变量J。的值表示由A调运数量为J。的物品给B。前已指出运输问题是一种

线性规划问题，可设想用迭代法进行求解，即先找出已的某一个基可行解，再进行解的最

优性检验，若它不是最优解，就进行迭代调整，以得，l］一个新的更好的解，继续检验和调整

改进，直至得，l］最优解为止

为了能按上述思路求解运输问题，要求每步得，lJ的解X一（J .）都必须是其基可行

解，这意味着：(l）解x必须满足模型中的所有约束条件；(2）基变量对应的约束方程组

的系数列向量线性无关；(3）解中非零变量J。的个数不能大于（m+”一l）个，原因是运输

问题中虽有（m＋们个结构约束条件，但由于总产量等于总销量，故只有（m+”一l）个结

构约束条件是线性独立的；(4）为使迭代顺利进行，基变量的个数在迭代过程中应始终保

持为（n ,+，一l）个

运输问题解的每一个分量，都唯一对应其运输表中的一个格。得出运输问题的一个

基可行解后，就将基变量的值J。填人运输表相应的格（A，城）内，井将这种格称为填有数

字的格（含填数字。的格，这时的解为退化解）；非基变量对应的格不填人数字，称为

幸格

第二节用表上作业法求解运输问题

表上作业法是求解运输问题的一种简便而有效的方法，其求解l作在运输表上进行

臼是一种迭代法，迭代步骤为：先按某种规则找出一个初始解（初始调运方案）；冉对现
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行解作最优胜判别；若这个解不是最优解，就在运输表上对它进行调整改进，得出一个新

解；冉判别，冉改进；直至得到运输问题的最优解为止。如前所述，迭代过程中得出的所

有解都要求是运输问题的基可行解。下面阐明这几个步骤，并结合例1详细加以说明

当用一般单纯形法求解运输问题时，应去掉一个多余的约束等式（任一个约束等式均

可）；当用表上作业法求解时，因有运输表上进行，不必写出其上述数学模型

一、给出运输问题的初始基可行解（初始调运方案）

下面介绍两种常用的方法

1．最小元素法

人们容易直观想到，为了减少运费，应优先考虑单位运价最小（或运距最短）的供销业

务，最大限度地满足其供销量即对所有，和j，找出〔创。一mm（〔勺），并将二创。一

mm(a。，八。）的物品量由A。供应给城。若二0J。一“。，则产地A。的可供物品已用完，以

后不再继续考虑这个产地，且BJ。的需求量由气减少为气一“。；如果二创。一气，则销地

城。的需求已全部得到满足，以后不冉考虑这个销地，且A。的可供量由“。减少为“。一

八。然后，在余下的供、销地的供销关系中，继续按上述方法安排调运，直至安排完所有

供销任务，得到一个完整的调运方案（完整的解）为止。这样就得到了运输问题的一个初

始基可行解（初始调运方案）

由于该方法基于优先满足单位运价（或运距）最小的供销业务，故称为最小元素法

有例1中，因A：到B的单位运价2最小，故首先考虑这项运输业务。由于例n(a2 , b）一

b一8，所以令二2一8，有表32的（AZ , B）格中填人数字8，见表33这时A：的可供量变

为aZ一b一10一8一2 ; B的需求量全部得到满足，有以后运输量分配时不再考虑，故划去

B列（见虚线①）

有表33尚未划去的各格中冉寻求最小单位运价，它等于3，对应（AZ , B3）格。由于

A：供应B后其供应能力变为2，小于b3一12，故在格（AZ , B3）中填人数字2。这时A：的

供应能力已用尽，划去AZ行（见虚线②）

表33

销地
产地

～一气一－一－一－

2

E－一一一

－一了－一－-----

lO

B、 B4

l 咭 1 11
l

10一一一一一一一一6一一一一一一

}
3

!
,

2 ～一～一一一二一一一一一

1 11 16
一

凡

产员

16一一一的劝

10一一一么

22 州为

48

曰

日

生

l

,
．

、
，

A

A
A

钥份
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继续如上进行，在（A , B3）格中填人数字10，划去B3列（见虚线③）；在（A3 , BZ）格中

填人数字14，划去B：列（见虚线④）；存（A3 , B）格中填人数字8，划去A3行（见虚线⑤）;

至此，只有（A , B）格未被划去，在共中填人数字6，使A的可供量和B的需求量同时得

到满足，并同时划去A行和B列（见虚线⑥）。这时，运输表中的全部格子均被划去，所

有供销要求均得到满足。上述过程和结果示于表33中，该表中下部和右侧小圆圈中的

数字①，②，⋯，⑥表示各列和各行划去的先后顺序

这时得到了该运输问题的一个初始基可行解：们3一10，们一6，众一8，二23一2，二32一

14，二3一8，其他变量全等于零。即由A运10个单位物品给B3，运6个单位物品给B

等。读者可以验证这6个数字对应的约束方程组的系数列向量线胜无关。总运费（口标

函数值）

二一艺艺〔。、

=10火4+6火11+8火2+2火3+14火5+8火6=246

这个解满足所有约束条件，其非零变量的个数为6（等于n ,+,，一1一3+4一1一6)

2．沃格尔（Vogel）法

初看起来，最小元素法十分合理。但是，有时按某一最小单位运价优先安排物品调运

时，却可能导致不得不采用运费很高的其他供销点对，从而使整个运输费用增加。对每一

个供应地或销售地，均可由它＃lj各销售地或到各供应地的单位运价中找出最小单位运价

和次小单位运价，井称这两个单位运价之差为该供应地或销售地的罚数。若罚数的值不

大，当不能按最小单位运价安排运输时造成的运费损失不大；反之，如果罚数的值很大，

不按最小运价组织运输就会造成很大损失，故应尽量按最小单位运价安排运输。沃格尔

法就是基于这种考虑提出来的

现再结合例1说明这种方法

首先计算运输表中每一行和每一列的次小单位运价和最小单位运价之间的差值，井

分别称为相应的行罚数和列罚数。将算出的行罚数填人位于运输表右侧行罚数栏的左边

第一列的相应格子中，列罚数填人位于运输表下边列罚数栏的第一行的相应格子中（见

表34）。例如，A行中的次小和最小单位运价均为4，故共行罚数等于。；A：行中的次

小和最小单位运价分别为3和2，其行罚数等于3一2一1 ; B列中的次小单位运价和最小

单位运价分别为4和2，其列罚数等于2。如此进行，计算出本例A、A：和A3行的行罚

数分别为。、1和1 ; B、BZ、B3和B列的列罚数分别为2、5、1和3。在这些罚数中，最大

者为5（在表34中用小圆圈示出），它位于B：列。由于B：列中的最小单位运价是位于

(A3 , BZ）格中的5，故在（A3 , BZ）格中填人尽可能大的运量14，此时B：的需要量得＃lj满

足，划去BZ列
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表34

销地

产地

行罚数
产量

4

2
8
]
4
3

③

2
2

②

]
4

]
4
⑤

列
罚
数

在尚未划去的各行和各列中，如卜重新日算各行罚数和列罚数，并分别填人行罚数栏

的第2列和列罚数栏的第2行。例如，在A3行中剩下的次小单位运价和最小单位运价分

别为8和6，故共罚数等于2。由表34中填人这一轮计算出的各罚数可知，最大者等于

3，位于B列，由干B列中的最小单位运价为6，故在共相应的格中填人这时可能的最大

调运量8，划去A3行

用卜述方法继续做下去，依次算出每次迭代的行罚数和列罚数，根据共最大罚数值的

位置在运输表中的适当格中填人一个尽可能大的运输量，井划去对应的一行或一列。在

本例中，依次在运输表中填人运输量：J32一14 , J3一8 , JZ，一8 , J3一12 , JZ。一2，井相应地

依次划去：B：列、A3行、B列、B3列、A：行。最后未划去的格仅为（A , B)，在这个格中

填人数丫4，并同时划去A行和B列

用这种方法得到的初始基可行解是：J3一12 , J一4 , JZ，一8 , J24一2 ,"32一14 ,"3一

8，共他变量的值等于零。这个解的口标函数值

二＝12人4+4人11+8人2+2人9+14人5+8人6=244

在例1中，比较卜述两种方法给出的初始基可行解，以沃格尔法给出的解的口标函数

值较小。一般来说，沃格尔法得出的初始解的质量较好，常用来作为规模较小时运输问题

最优解的近似解

二、解的最优性检验

得到了运输问题的初始基可行解之后，即应对这个解进行最优胜判别，石已是不是最
优解。下面介绍两种常用的判别方法：闭回路法和对偶变量法（也称位势法）
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1．闭同路法（。yole method)

要判定运输问题的某个解是否为最优解，可仿照一般单纯形法，检验这个解的各非基

变量（对应于运输表中的空格）的检验数，若有某空格（A，找）的检验数为负，说明将石变

为基变量将使运输费用减少，故当前这个解不是最优解。若所有空格的检验数全非负，则

不管怎样变换解均不能使运输费用降低，即这时的口标函数俏已无法加以改进，这个解就

是最优解

现结合例1中用最小元素法给出的初始解（参看表33）说明检验数的计算方法

首先考虑表33中的空格（A , B)，设想由产地A供应1个单位的物品给销地B ,

为使运人销地B的物品总数量不大于它的销量，就应将A：运到B的物品数量减去1个

单位，即将格子（AZ , B）中填人的数字8改为7；为了使由产地A：运出的物品数量正好

等于它的产量，且保持新得到的解仍为基可行解，需将二23由原来的2增加1，即改为3 ;

然后将力3由10减去1，即变为9，以使运人销地B3的物品数量正好等于它的销量，同时

使由A运出的物品数量正好等于它的产量。显然，这样的调整将影响到二、八、二23和

力3这四个变量的取值，即（A , B）、（AZ , B）、（AZ , B3）和（A , B3）这四个格子中填人的数

据。这些格子除（A , B）为空格外，其他都是填有数字的格。在运输表中，每一个空格总

可以和一些填有数字的格用水平线段和垂直线段交替连在一闭合同路上（见表35）。按

照上述设想，由产地A供给1个单位物品给销地B，由此引起的急运费变化是：

‘一‘21+' 23一‘3一4一2+3一4一1，根据检验数的定义，它正是非基变量力，（或说空格

(A , B”的检验数

现再看空格（AZ , B :)，它的闭同路（表35中的虚线）的顶点由以下各格组成：

(A : , BZ),(A3 , BZ),(A3 , B),(A , B),(A , B3),(AZ , B3),(AZ , BZ)，其检验数。2：一

, 22一〔32＋〔34一，14+, 13一〔23一1。一5+6一11+4一3一1

按照同样的方法，可得表33中共他各空格（非基变量）的检验数如下：

山2一，12一〔32＋〔34一，14一12一5+6一11一2

山4一〔24一，l4+, l3一〔23一9一11+4一3一一1

山一〔3一〔2＋〔23一〔3＋〔一〔3一8一2+3一4+11一6一10

J33

表35

乍肖地

一〔33一〔3＋〔一〔3一11一6+11一4一12

，￡地
产缺

12

】O

5

_ _ _ _ _ 2}3}
＿盗

A
l

九

占

挤甘
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由于火一一1＜。，故知表33中的解不是最优解

用卜述闭同路法算出的例1初始调运方案（见表33）各空格的检验数示于表36的

检验数表中

表3 '

销地
产地

A
l
气
戈

由卜可知，为了求某个空格（非基变量）的检验数，先要找出心在运输表卜的闭同路，

这个闭同路的顶点，除这个空格外，其他均为填有数子的格（基变量格），它是由水平线段

和竖直线段依次连接这些顶点构成的一封闭多边形。可以证明，每个空格都唯一存在这

样的一条闭同路

闭同路可以是一个简单的矩形，也可以是由水平和竖直边线组成的共他封闭多边形，

图31示出了几种较简单的闭同路的可能图形，更为复杂的闭同路是卜述图形的组合

尸毕肠
蕾3 ,

位于闭同路卜的一组变量，它们对应的运输问题约束条件的系数列向量线胜相关，因

而在运输问题基可行解的迭代过程中，不允许出现全部顶点由填有数子的格构成的闭同

路。这就是说，在确定运输问题的基可行解时，除要求基变量的个数为（, J ,+,，一l）个外，

还要求运输表中填有数子的格不构成闭同路（当然还要满足所有约束条件）。用前述最小

元素法和Vogel法得到的解都满足这些条件

2．对偶变量法（位势法）(dual varlable melhod)

用闭同路法判定一个运输方案是否为最优方案，需要找出所有空格的闭同路，并计算

出其检验数。当运输问题的产地和销地很多时，空格的数口很大，计算检验数的l作十分

繁重，而用对偶变量法（位势法）就要简便得多

对产悄平衡运输问题（3.2)，若用。，，。12，⋯，。，．分别表示前，J，个约束等式相应的对

偶变量（或称行位势），用：), :)2，⋯，:）。分别表示后，，个等式约束相应的对偶变量（或称列

位势），即有对偶变量向量
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Y一（111 , 112，⋯，I '，切，砚，⋯，刀）

这时可将运输问题（3.2）的对偶规划写为

5
一
…
；

一艺“11＋艺祝、

＋马镇〔。

一1．·⋯m
(37)

一”一尹哥

，二，的符号不限

由第二章公式（2.17）推导知，线胜规划问题变量J的检验数可表示为

伪一〔一毛一〔一场B，只一〔一YP

由此可写出运输问题某变量J勺（对应于运输表中的（A , B）格）的检验数如下：

口。一〔勺一z勺一〔。一飞于。

一〔勺一（111 , 112，⋯，I编，劝，讥，⋯，刀）P。

＝〔勺一（11＋马） (3.8)

现设我们已得到了运输问题（3.2）的一个基可行解，其基变量为

JIJ , , JZJ。，"' , J , ,，一m＋刀一1

由于基变量的检验数等于零，故对这组基变量可写出方程组

「11＋刀一〔

一11＋刀一〔

L叭＋马，一气

显然，这个方程组有（。，+,，一l）个方程。运输表中每个产地和每个销地都对应原运

输问题的一个约束条件，从而也对应各自的一个对偶变量。由于运输表中每行和每列都

含有基变量，可知这样构造的方程组（3.9）中含有全部（。，+, ,）个对偶变量

可以证明，方程组（3.9）有解，且由于对偶变量数比方程数多一个，故解不唯一。从而

位势的值也不唯一

若由方程组（3.9）解得的某组解满足式（3.7）的所有约束条件，即对所有，和j均有

口。一〔。一（11＋马））。

即这组对偶变量（位势）对偶可行，则互补松弛条竹（YA一C)x一。成立（请读者说明理

由），从而这时得到的解

x一（X ,，肠）T一（气人一与，。，。，一0)T
和

Y一（111 , 112，⋯，I编，劝，姚，⋯，刀）

分别为原运输问题及其对偶问题的最优解
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若由式（3.9）解得的解不满足约束条件式（3.7)，即非基变量的检验数有负值存在，则

卜面得到的运输问题的解不足最优解，需要进行解的调整

现仍用前面的例子（见表33）说明用位势法求检验数的方法和步骤

例2用位势法对表33给出的运输问题的解作最优性检验

解（l）在表33卜增加一位势列。，和位势行：,，得表37

表37

销地
产地

产量

lb "(1)

10 "2(O)

22 之廿（一4)

销量

刀（2) )1几’ )1二） ){：。）

(2）日算位势。可先建立方程组（3.9)，并据此计算出运输表各行和各列的位势。在

本例中，J3 , J , JZ , J23 , J32 , J3这6个变量为基变量，故有

〔“】＋即3一4

一“＋即一11

一“＋即一2

一“＋即一3

一“＋即一5

｛战＋7)4一6

在求解力程组（3.9）时，为计算简便，常任意指定某一位势等于一个较小的整数或零

在本例求解力程组（3.1。）时，任意指定。，2一。，由此可算出：

t)l一2，巧一3 , 111一1 , t)4一10，崛一一4，巧一9

卜述各位势的值示于表38中相应的格子内

在实际计算时，不必在形式卜列出力程组（3.10)，可在运输表卜凭观察直接日算，井

填人。，和：）相应的值

(3）日算检验数

有了位势。，和：）之后，即可由式（3.8）日算各空格的检验数。本例算出的各空格的

检验数示于表38中（基变量的检验数等干。，表中不冉列出）
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表38

销地
产地

比较表38和表36，可知用位势法（对偶变量法）与用闭同路法算出的检验数完全

相同。因脚一一1＜。，故这个解不是最优解

三、解的改进

对运输问题的一个解来说，若最优胜检验时某非基变虽J。（空格（A , B)）的检验数
J。为负，说明将这个非基变量变为基变量时运费会更小，因而这个解不是最优解，还可以
进一步改进。改进的方法是在运输表中找出这个空格对应的闭同路L。，在满足所有约束
条件的前提下，使J勺尽虽增大并相应调整此闭同路卜艾他顶点的运输虽，以得到另一个
更好的基可行解

解改进的具体步骤为：
(l）以J。为换人变量，找出已在运输表中的闭同路；
(2）以空格（A , B）为第一个奇数顶点，沿闭回路的川尔或逆）时针方向前进，对闭同

路卜的顶点依次编号；

(3）在闭同路卜的所有偶数顶点集合州。）中，找出运输量最小（畏少J。）的顶点（格
子），以该格中的变量为换出变量；

(4）以哭异“勺为调整虽，将该闭同路卜所有奇数顶点处的运输虽都增加这一数值，所
有偶数顶点处的运输虽都减去这一数值，从而得出一新的运输方案。该运输方案的总运

费比原运输方案减少，改变量等于。勺（哭尸·）o
然后，冉对得到的新解进行最优胜检验，如不是最优解，就重复以卜步骤继续进行调

整，一直到得出最优解为止
例3对例1中用最小元素法得出的解（见表33）进行改进
解在例1和例2中已算出了这个解的检验数（见表36或表38)，由于火一

一1 < O，故以JZ为换人变虽，它对应的闭回路示于表39中
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表39

销地
产地 产饿

6(2)

(42)

A
l
九

A
l

销肚

该闭同路的偶数顶点位干格（A , B）和（AZ , B3)，由干

mln{, , , 23｝一mln{6 , 2｝一2

故应对解作如下调整：

, 2：加2 ,：减2

, 3：加2 , 23：减2

得到的新的基可行解是（见表310):，。一10+2一12 ,，。一6一2一4 , , 2，一8 , , 2。一。＋

2一2 , , 32一14 , , 3一8，其他为非基变量。原来的基变量，23变为非基变量，基变量的个数

仍维持为6个。这时的口标函数俏等于246+2（一l）一244

表310

销地

产地
产量

销量

现冉用位势法或闭同路法求这个新解各非基变量的检验数，结果示干表310中各空

格的小圆圈内。由于所有非基变量的检验数全非负，故这个解为最优解

对这个解来说，因。一。，若以，为换人变量可冉得一解，已与卜面最优解的口标函

数俏相等，故它也是一个最优解。例1的运输问题有两个最优基解，由第一章第＝节有关

单纯形法迭代结果的最优胜检验和解的判别的讨论，可知自有无穷多个最优解
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四、几点说明

1．若运输问题的某一基可行解有多个非基变量的检验数为负，在继续进行迭代时，

取心们中的任一变量为换人变量均可使口标函数值得到改善，但通常取。。＜。中最小者

对应的变量为换人变量

2．当迭代，lJ运输问题的最优解时，如果有某非基变量的检验数等于零，则说明该运

输问题有多重最优解

3．当运输问题某部分产地的产量和，与某一部分销地的销量和相等时，在迭代过程

中间有可能在某个格填人一个运量时需问时划去运输表的一行和一列，这时就出现了退

化。在运输问题中，退化解是时常发生的。为了使表上作业法的迭代l作能顺利进行下

去，退化时应在问时划去的一行或一列中的某个格中填人数字。，表示这个格中的变量是

取值为。的基变量，以使迭代过程中基变量个数始终恰好为（, ,+，一l）个

第三节运输问题的进一步讨论

一、产销不平衡的运输问题

第二节讲述的运输问题的算法，是以总产量等于总销量（产悄平衡）为前提的。实际

卜，在很多实际运输问题中，总产量不等于总销量。这时，为了能使用前述表上作业法求

解，就需将产销不平衡运输问题化为产悄平衡运输问题

如果总产量大于总销量，即

艺“＞艺阮
一IJ一1

这时的数学模型为

11lln之

、
一
…

一艺艺〔。J

毛a ,(，一 ”门

(3 11)

·
艺
同
用
艺

了，)O

为借助于产销平衡时的表卜作业法求解，可增加一个假想的悄地B十，由于实际卜

心不存在，因而由产地A(，一1 , 2，⋯，, ,）调运到这个假想销地的物品数量J（相当于

松弛变量），实际卜是就地存储在A的物品数量。就地存储的物品不经运输，故可令艾单
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位运价〔一。（一1 , 2，⋯，,])

若令假想销地的销星为乃十，月

仄＋1一二“一二忆 (3 12)

则模塑（3.11）变为

nlln厂一 二二〔勺J。

a .（尹一

乃，，勺一1 , 2，⋯，"+l)
(3 13)

总销星大干急产星的清形可仿照卜述方法类似处理，即增加一个假想的产地A．十，

白的产星等干

"．十，一二乃一二“ (3 14)

由于这个假想的产地并不存在，求出由已发往各个销地的物品数虽J．十（］一1 ,

2，⋯，)，实际卜是各销地乃所需物品的欠缺额，异然有

〔耐卜一O ,(］一1 , 2，⋯，们

例碍某市有＝个造纸厂A、A：和A3，共纸的产量分别为8个单位、5个单位和9个

单位，有4个集中用户B、B：、B3和B，共需用星分别为4个单位、3个单位、5个单位和6

个单位。由各造纸厂到各用户的单位运价如表311所示，请确定急运费最少的调运

方案

表311

销地

产地
产量

销量
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解由于总产量22大于急销量18，故本问题是个产销不平衡运输问题。为用表上

作业法求解，需增加一假想销地BS，并参照上面的叙述写出其运输表，冉用表上作业法求

解。请读者自己完成写出运输表和求解过程

二、有转运的运输问题

在以上讨论中，我们假定物品由产地直接运送到销售口的地，不纤中间转运

(lran、hlpmenl）。但是，常常会遇到这种睛形：需先将物品由产地运到某个中间转运站

（可能是另外的产地、销地或中间转运仓库），然后冉转运到销售口的地。有时，经转运比

直接运到口的地更为纤济。总之，在很多情况下，在决定运输方案时有必要把转运也考虑

进去。界然，考虑转运将使运输问题变得更为复杂（参着图32)

A IA二
了丫地

销地

《a）无与（达

B ,

(b）包含转迪

图32

假定n，个产地A , AZ，⋯，A，和，，个销地B , BZ，⋯，B，都可以作为中间转运站使

用，从而发送物品的地点和接收物品的地点都有n ,+,，个。这样一来，我们就得到了一个

妇大了的运输问题。令

"：第，个产地的产量（净供应量）;

b：第j个销地的销量（净需要量）;

二。：由第！个发送地运到第j个接收地的物品数量；

〔。：由第，个发送地到第j个接收地的单位运价；

〔：第，个地点转运单位物品的费用

若将产地和销地统一编号，井把产地排在前面，销地排在后面，则有

",+1一“,+2一’·’一“，十，一O

l , l一仇一···一b，一O

假定为产销平衡运输问题，即有
呐 呐十时

又“一又b一Q

有转运运输问题的运输表和运价表分别示于表312和表313中
当不考虑转运费时，可令〔一0(，一1 , 2，一m＋们
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表3 12

接收 产地 销地
发送量

发送

:’⋯止 Tl们＋. O}"

产
地

”丫1
T启l

1汾＋11

1瑞＋.1

接收量

T启启

T启＋l启

T启＋。启

O

T启启＋。

T启＋l启＋。

T启＋。启＋。

O}'，、

O}",

销
地

表3 13

接收 产地 销地

〔
二

”丫1

接收量

发送量

Q}"

Q}",

}
︸
·
一
』
︸
︸
·
︸
︸
·
一
』

疑
产
地
销
地

例5图33示出了一个运输系统，已包括两个产

地（①和③）、两个销地（④和③）及一个中间转运站 ‘

（③），各产地的产量和各销地的销量用相应节点处箭线旧l
旁的数丫表示，节点连线卜的数丫表示共间的运输单4 , 3
价，节点旁的数丫为该地的转运单价，试确定最优运输
方案

解在本例中：
山一10，咖一40，叽一峋一叽一O
阮一伪一仇一O，饥一30，饥一20
Q=10+40=30+20=50
妇一4，灼一1，价一3，妇一3，七一5

4 飞叹）

现以M表示足够大的正数，可将该运输问题的运输表列出，如表314所示



98’毛寿子教程（拭训反，

表31名

士妾收 产地 铂地
发送量

发送

M
4

产地

转运
一几

一几

怕地

才妾收量

根据表314，用最小元素法得出本例的初始还输方案（见表315)，冉纤过两次迭代

得最优解（示于表316中）共运输方案是：由①地还l。个单位物品到④地；由⑧地运

2。个单位物品2l］③地；由⑧地运2。个单位物品到③地，冉由③地转还到④地总还费为

二一t】4了】4+t ?：了？:+t？飞了？飞＋t？飞了飞4+t飞4了飞4

一2只10+4只2（〕＋2只2（〕＋3只20+5只2（〕一3()（〕

表3 15

才妾收
发送量

:
 
:
 
,

4
H
即

发送

才妾收量

表3 16

才妾收
发送量

4
H

扣
洲

发送

才妾收量



第三章：乙输问题呼卜

第四节应用问题举例

由于运输问题的表卜作业法概念清晰、直观，且通常比一般单纯形法日算简单，因而

人们在解决有些实际问题时，常设法将艾转化为运输问题的数学模型求解，下面通过几个

例子加以说明。

例6有＝个产地A、A：和A3生产同一种物品，使用者为B、B：和B3，各产地到各

使用者的单位运价示于表317中。这＝个使用者的需求量分别为10个单位、4个单位和

6个单位。由于销售需要和客观条件的限制，产地A至少要发出6个单位的产品，已最

多只能生产11个单位的产品；A：必须发出7个单位的产品；A3至少要发出4个单位的

产品。试根据卜述条件用表卜作业法求该运输问题的最优运输力案。

表317

使用
HI HZH： 生产量

生产
2 43

气 b叉d叉11

dZ一7

d ,)

使用量

解由表317可知，当A的产量a取最小值6时，A和A：的产量之和等于13 ,

而急需量为20，故在产销平衡的条件下产地A3的产量a3最多等于7。如果产地A和

A3的产量都取各自的最大值11和7，急产量可达25，已大于总需量20，这时应增设一个

虚销点B，其需用量为5。

为考虑可能出现的各种倩况，将A和A3这两个产地的产量都分成两部分，其中一

部分是必须发出的，应运至实在的需用地，而不能运往虚销点B，从而应将这部分产品运

往虚销点B的单位运价取为充分大的正数M；另一部分产品可以运往虚销点，但由于这

时实际卜不需运输，故取相应的单位运价等于零。

基于卜述分析，可将该运输问题的运输表写成表318的形式。用表318求解该运

输问题的过程请读者完成。
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表3 18

使川

牛产 牛产量

使用量

例7某公司承扣4条航线的运输任务，已知：(l）各条航线的起点城市和终点城市

及每天的航班数（见表31 ,);(2）各城市间的航行时间（见表32。）;(3）所有航线都使用

同一种船只，每次装铅和卸船时间均为1天问该公司至少应配备多少条船才能满足所

有航线运输的需要户

表3 19

航线 起点城巾 终点城巾 每天航班数量

1 ED 号

ZH ( 2

号 气 Fl

J 曰 Hl

表3 20

至
D

14

1号

1马

〔）

17

夕可）

气

0
1
,
 
1
]

7
7

入

日

（

日

F
F

解所需铅只可分为两部分：

(l）各航线航行、装船、卸铅所占用的船只对各航线逐一分析，所需铅只数列人

表321中，累日共需叭条船
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表321

航线 装铅时l司尹灭卸船时l司尹灭

1 11

2 11

弓 11

J 11

航行时l司尹灭

17

弓

7

小计尹灭

1〔〕

呀

〔〕

航价数量所需铅只尹条

弓 呀7

2 10

1 〔〕

11气

(2）各港n之间调度所需船只数量这由每天到达某一港n的船只数量与已所需发出的

船只数量不相等向产生各港n城市每天到达船只、需求船只数量及其差额示于表322中

表322

城巾

每灭到达

每灭需要

余缺数

将船由多余船只的港n调往需用船只的港n为空船行驶，应采用合理的调度方案，以

使．调运量’最小为此，建立表323所示的运输｝nJ题，Jt单位运价取为相应一对港n城

市间的航行时间（天）

表323

多余铅只尹条

缺少船只

用表卜作业法求解这一运输问题，可得如下两个最优解：

了（r=2，了nA=l，了nH=l，了rr=l

和 了，=l，了F=l，了n。＝l，了nr=l，了FF=l

按这两个方案调运多余船只，Jt口标函数伯等于4。，说明各港n

之间调度所需船只至少为4。艘综合以卜两个方面的要求，在不考虑

维修、储备等清况下，该公司至少要配备131条船，才能满足4条航线

正常运输的需要
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习 题

3.1下列说法中正确的有：

(l）运输问题是一类特殊的线胜规划模刑．因而对模塑（3.1）的求解结果可能有：唯一

最优解．无穷多最优解．无界解．无可行解；

(2）表卜作业法实质卜就是求解运输问题的单纯形法；

(3）如果表32单位运价的某一行均加卜常数k．最优调运方案不会改变；

(4）如果表32单位运价的某一行均乘卜常数k．最优调运方案不会改变

3.2运输问题的基可行解应满足子｝么条件，试判断表324和表325中给出的调

运方案可否作为表卜作业法迭代时的基可行解，为子｝么，

表324

产地钧地
入l

入
2
入
3

铂量

产量

]O

1自

1弓

2弓

弓

氏

巧

巧

线

巧

表325

限
4
0
0
 
G
0
0
 
4
0
0
4
0
0
]
0
0

产地悄地 2
立入l

入
2
入
3
入
入

销量

3.3试对给出运输问题初始基可行解的最小元素法和V。即l法进行比较．分析给出

的解之质员不l司的原因。

3．碍简要说明用位势法（对偶变虽法）求检验数的原理

3.5用表卜作业法求解运输问题时．在fl么清况下会出现退化解，当出现退化解时

应如何处理产

3.6一般线胜规划问题具备什么特征才能将其转化为运输问题求解．请举例说明



第三享运输问题

37表326和表327分别给出了各产地和各销地的产量和销量，以及各产地至各

销地的单位运价，试用表卜作业法求最优解

表326

产地销地
戈

气

气

怕量

产量

表327

产地销地
戈

气

气

怕量

产量

38某企业和用户签订了设备交货合同，已知该企业各季度的生产能力、每台设备

的生产成本和每季度末的交货量（见表328)，若生产出的设备当季度不交货，每台设备

每季度需支付保管维护费。1万元，试问在遵守合同的条件下，企业应如何安排生产日

划，才能使年消耗费用最低，

表328

于度 丁厂生产能力尹台 交货量尹台 每台设备生产成本尹万元

12马 1马 1 20

2 号马 20 1 10

号 号02马 11马

Jg自 9自 19弓

3，某市有3个面粉厂，已们供给3个面食加I厂所需的面粉。各面粉厂的产

量、各面食加l厂加I面粉的能力、各面食加l厂和各面粉厂之间的单位运价，均示于

表329中。假定在第1、2和3面食加l厂制作单位面粉食品的利润分别为12、16和

11，试确定使总效益最大的面粉分配i！划（假定面粉厂和面食加l厂都属于同一个卞

管单位）
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表3 29

食品厂
面粉厂

面粉厂产量

ili

食品厂需量

10

11

11

夕呀

310表330示出一个运输InJ题及已的一个解，试问：

(l）表中给出的解是否为最优解，请用位势法进行检验

(2）若价值系数。由1变为3，所给的解是否仍为最优解，若不是，请求出最优解

(3）若所有价伯系数均增加1，最优解是否改变，为了1么，

(4）若所有价伯系数均乘以2，最优解是否改变，为了1么，

（助写出该运输问题的对偶问题，并说明二者最优解的关系

表330

产地的地 产量

梢量

3 111、2、3＝个城币丹年需分别供应电力320个单位、2沁个单位和3沁个单位，

由I、几两个电站提供，已们的最大可供电量分别为400个单位和4沁个单位，单位费用

如表331所示。由于需要量大于可供量，决定城市1的供应量可减少。一30个单位，城

市2的供应量不变，城市3的供应量不能少于27。个单位，试求急费用最低的分配方案

（将可供电量用完）

表331

号

”
一
仆

电站
城巾

{
:

{
)
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第四章

目标规划

第一节目标规划问题及其数学模型

一、目标规划问题的提出

应用线胜规划，可以处理许多线胜系统的最优化问题但是，线性规划作为一种决策

I只，在解决实际问题时，存在着一定的局限胜

例l某l厂生产两种产品，受到原材料供应和设备I时的限制在单件利润等有

关数据已知的条件下，要求制订一个获利最大的生产i！划只体数据见表41

表礴l

产品 IU 限量件

原材料（kg件） 马 106。

设备丁时（上1件） JJ 扣

利润（元什） 68

设产品工和产品几的产量分别为J，和J，当用线胜规划来描述和解决这个问题时，

Jt数学模型为

mdx二一6J+SJ

1 SJ+IOJ？东60

、［之4J】＋4J？东40

IJ , J：李O

Jt最优解，即最优生产i！划为J，一8（件）, J一2（件）, mdx二一64（元）

从线胜规划的角度来石，问题似乎已经得到了圆满的解决但是，如果站在l厂领导

的立场卜对此进行评价的话，问题就不是这么简单了

第一，一般来说，一个计划问题要满足多方面的要求例如，财务部门可能希望有尽

可能大的利润，以实现找年度利润口标；物资部门可能希望有尽可能小的物资消耗，以节

约储备资金占用；悄售部门可能希望产品品种多样，适销对路；日划部门可能希望有尽

可能大的产品批量，便于安排生产等也就是说，一个计划问题实际卜是一个多口标决策

105
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问题。只是由于需要用线胜规划来处理，计划人员才不得不从众多口标要求中硬胜选择

其一，作为线胜规划的口标函数

第二，线胜规划有最优解的必要条件是其可行解集非空，即各约束条件彼此相容。但

是，实际问题有时不能满足这样的要求。例如，在生产计划中，由于储备资金的限制，原材

料的最大供应量不能满足计划产量的需要时，从供给和需求两方面产生的约束条件彼此

就是互不相容的；或者，由于设备维修、能源供应、其他产品生产需要等原因，计划期内可

以提供的设备l时不能满足计划产量l时需要时，也会产生彼此互不相容的情况

第＝，线胜规划解的可行胜和最优胜只有十分明确的意义，但那都是针对特定数学模

型而言的。在实际问题中，决策者需要计划人员提供的不是严格的数学上的最优解，而是

可以帮助作出最优决策的参考胜的计划，或是提供多种计划方案，供最终决策时选择

上述分析表明，同任何其他决策l具一样，线性规划井不是完美无缺的。在处理实际

问题时，线性规划存在着由其‘刚性”本质所注定的某些固有的局限性。现代决策强调定

量分析和定胜分析相结合，强调硬技术和软技术相结合，强调矛后和冲突的合理胜，强调

妥协和让步的必要性。线胜规划无法胜任这些要求

1961年，查恩斯（凡Cham。）和库伯（W . W . CooPer）提出口标规划（goalprogramming),

得到广泛重视和较决发展。口标规划有处理实际决策问题时，承认各项决策要求（即使是

冲突的）的存有有共合理性；在做最终决策时，不强调共绝对意义上的最优胜。由于口标

规划有一定程度上弥补了线胜规划的上述局限胜，因此，口标规划被认为是一种较之线胜

规划更接近于实际决策过程的决策l具

二、目标规划的数学模型

例2假设在例1中，计划人员被要求考虑如下的意见：

(l）由于产品耳销售疲软，故希望产品耳的产量不超过产品I的一半；

(2）原材料严重短缺，生产中应避免过量消耗；

(3）最好能节约4h设备l时；

(4）计划利润不少于48元

面对这些意见，计划人员需要会同有关各方作进一步的协调，最后达成了一致意见：

原材料使用限额不得突破；产品耳产量要求必须优先考虑；设备l时问题其次考虑；最

后考虑计划利润的要求。类似这样的多口标决策问题是典型的口标规划问题

口标规划数学模型涉及下述基本概念：

1．偏差变量

对每一个决策口标，引人正、负偏差变量d十和d，分别表示决策值超过或不足口标

值的部分按定义应有d十）。，d）。，d+. d一。

2．绝对约束和口标约束

绝对约束是指必须严格满足的约束条件，如线胜规划中的约束条件都是绝对约束
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绝对约束是硬约束，对它的满足与否，决定了解的可行胜。口标约束是口标规划特有的概

念，是一种软约束，口标约束中决策值和口标值之间的差异用偏差变量表示

3．优先因子和权系数

不同口标的主次轻重有两种差别。一种差别是绝对的，可用优先因子尸来表示。只

有在高级优先因子对应的口标已满足的基础上，才能考虑较低级优先因子对应的口标；

在考虑低级优先因子对应的口标时，绝不允许违背已满足的高级优先因子对应的口标

优先因子间的关系为尸》尸十，即尸对应的口标比尸十对应的口标有绝对的优先胜

另一种差别是相对的，这些口标具有相同的优先因子，它们的重要程度可用权系数的不同

来表示

4．口标规划的口标函数

口标规划的口标函数（又称为准则函数或达成函数）由各口标约束的偏差变量及相应

的优先因子和权系数构成。由于口标规划追求的是尽可能接近各既定口标值，也就是使

各有关偏差变量尽可能小，所以其口标函数只能是极小化。应用时，有＝种基本表达式：

(l）要求哈好达到口标值。这时，决策值超过或不足口标值都是不希望的，因此有

min{j(d十＋d)}

(2）要求不超过口标值，但允许不足口标值。这时，不希望决策值超过口标值，因

此有

mln{j(d+)}

(3）要求不低于口标值，但允许超过口标值。这时，不希望决策值低于口标值，因

此有

mln{j(d)}

除以上二种基本表达式外，口标规划的口标函数还可以有其他表达式，如

mm{d一d十｝和ml川d十一d｝等，但很少使用

根据上述概念，例2的口标规划数学模型如下：

mm｛尸d不，尸Zd玄，尸3d歹｝

「5了、＋10了， 或60 (4. la)

一了一2了＋d于一d节 一OL4 . lb)

5. t．侧4了、＋4了， +d歹一d丁 一36 、任．且）

一6了、＋8了， +d歹一d丁一48
曰·川）

l了，了2 , d二，d丁）O(l一1 , 2 , 3)

其中，式（4. la）为绝对约束，式（4. lb）、式（4.1。）、式（4. ld）为口标约束。根据题意，尸为

两种产品产量要求的优先因子；尸：为节约l时要求的优先因子；尸3为计划利润要求的

优先因子，它们应满足尸》尸2》尸3

口标规划数学模型的一般形式为
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州州善‘w ' J不＋w
艺〔、J+‘一时一。

又、J镇（一，妻）b(,

(k一1.2．·⋯K)

一1.2．·⋯”门 (42)

J妻O(j一1 , 2，⋯，尹J)

石，时妻。（k一1 , 2，⋯，K)

…

…
了

…

l
n

卜

m

卜

模型式（4.2）中9．为第k个口标约束的预期口标值，w而和w志为尸优先因子对应各口

标的权系数

在建立口标规划数学模型时，需要确定预期口标值、优先级和权系数等，应当综合运

用各种决策技术，尽可能地减少主观片面性

第二节目标规划的图解法

对于只有两个决策变量的口标规划问题，可以用咚l解方法来求解

在用图解法解口标规划时，首先必须满足所有绝对约束。在此基础卜，再按照优先级

从高yl］低的顺序，逐个地考虑各个口标约束。一般地，若优先因子尸对应的解空间为R ,

则优先因子尸对应的解空间只能在R中考虑，即凡十里R。若R护②，而凡十一②，

则R中的解为口标规划的满意解，它只能保证满足尸，尸2，⋯，尸级口标，而不保证满足

其后的各级口标

例3用图解法解例2的口标规划模型

解解题过程见图41

，
几

6刀

9 12rl

图千l
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图41中，△‘从B区域是满足绝对约束（4. la）和非负条件的解空间。对于所有口标

约束，去神偏差变量，画出相应直线，然后标出偏差变量变化时直线平移方向，见图41

所示

按优先级高低，首先考虑尸，此时要求mlnd「，因而解空间R为△‘从C区域；冉考

虑尸2，此时要求mmd才，因而解空间R：为△oDc区域；最后考虑尸3，此时要求mlnd牙，

因而解空间R3为四边形EDCF区域。容易求得E , D , C , F四点的坐标分别为（8 , 0）、

(9 , 0）、（6 , 3）、（4.8 , 2.4)，故问题的解可表示为

al(8 , O)+aZ(9 , O)+a3(6 , 3)+a书（4.8 , 2.4)

=(8al+9a2+6a3+4. sa书，3a3+2. 4a书）

其中：a , aZ , a3 , a）。，a+aZ+a3+a一1

本题解能满足式（4.1）的所有口标的要求，即能使mlnz一。，这种倩况并不总是出

现，即很多口标规划问题只能满足前面尸级口标的要求

例4用图解法解下面的口标规划

ml川尸d不，尸Zd玄，尸3(sd牙＋3d不），尸d节｝

｝二＋2二＋d不一d寸 一6(43a)

一了＋2了 ＋d歹一d丁 一9 (43b)

5. t．侧了一2了 ＋d歹一d丁 一4 (43门

一 了 ＋d丁一d丁一2 (43d)

｝二，二2 , d二，d丁）。（l一1 , 2 , 3 , 4)

解解题过程见图42

几”
石dl

G

绪 B

69 了l

图千2

从图42可见，在考虑尸和尸：的口标后，解空间R：为四边形ABCD区域。在考虑

尸3的口标时，为使d歹尽可能小，应在EF右下方；为使d不尽可能小，应存GH上方，

在四边形ABCD内两者无公共区域。比较两个最接近的点G和E，解出G点坐标为

(5 , 2), E点坐标为（6.5 , 1.25)，将其分别代人式（4.3。）和式（4. 3d)，可得G点处d牙一1 ,
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d不一。，sd歹＋3d不一5 , E点处d歹一。，d不一。．75 , sd歹＋3d不一2.25，比较找出小者为点

E(6.5 , 1.25）。所以，问题的满意解为J一6.5 , JZ一1.25

在用图解法解口标规划时，可能会遇到下面两种倩况

一种睛况是像例3那样，最后一级口标的解空间非空。这时得到的解能满足所有口

标的要求。当解不唯一时（如例3 , R3为四边形EDCF区域），决策者在作实际决策时究

竞选择哪一个解，完全取决于决策者自身的考虑

另一种倩况是像例4那样，得yl］的解不能满足所有口标。这时，我们要做的是寻找满

意解，使已尽可能满足高级别的口标，问时又使它对那些不能满足的较低级别口标的偏离

程度尽可能的小。如在例4中，解空间R3一②。于是我们在RZ（四边形ABcD区域）中

选择了E点，它满足尸和尸：的口标。对尸3的口标，已只满足d歹一。，而d不一。未能满

足（d不一。．75）。至于更低级的尸口标d产一。，它也不能满足（d产一3）。必须注意的是，

在考虑低级别口标时，不能破坏已纤满足的高级别口标，这是口标规划的基本原则。但

是，也不能因此认为，当高级别口标不能满足时，其后的低级别口标也一定不能被满足

事实卜，在有些口标规划中，当某一优先级的口标不能满足时，共后的某些低级别口标仍

有可能被满足

第三节解目标规划的单纯形法

口标规划的数学模型实际仁是最小化型的线性规划，可以用单纯形法求解，下面分＝

种不问方法求解

一、检验数分列的单纯形法

因口标规划中的口标函数是各偏差变量乘仁相应优先因子的线性组合。因此，在判

别各检验数的正负及大小时，必须注意尸》尸2》尸3》⋯当所有检验数都已满足最优胜

条件（〔一二）。）时，从最终单纯形表卜就可以得到口标规划的解

例5用单纯形法解例2

解引人松弛变量J3，将例2的口标规划模型化为线胜规划标准形式：

mln｛尸d不，尸Zd玄，尸3d歹｝

{SJ+IOJ+J =60

一J一ZJ +d丁一d节 一O

5.1．之4J+4J +d万一d丁 一36

一6J+SJ +d歹一d才一48

巨，J : , J3 , d丁，d亡）。！一1 , 2 , 3

用单纯形法解卜面的标准形式。解题过程的单纯形表见表42
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36

48
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24尹弓

36尹弓

12尹弓

尸l
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尸

肠
肠
南
丙

2尹弓

一2尹弓

一3尹10

1

O

一1

1/10

一3巧
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3尹弓
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︸
勺
肠
几
的
御
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l
厂

…
l

厂
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n
U

川

〔j一忿j

表42中，单纯形表工为初始单纯形表。其中，非基变量J的检验数一尸一6尸3＜。，

其他非基变量检验数均非负，故确定J为换人变量。按最小比值规则，确定基变量d「

为换出变量。经迭代变换得单纯形表几。在单纯形表几中，非基变量J：和d产的检验数

皆负，但J：的检验数更小些，故确定J：为换人变量。按最小比值规则，d歹为换出变量

经迭代变换得单纯形表m。由干单纯形表m中所有非基变量检验数皆非负，故单纯形表

m为最终单纯形表。因此，从单纯形表m得例2的一个满意解J一24厂5一4.8 , J：一

12厂5一2.4，此即图41中F点

在单纯形表m中，由于非基变量d节和d梦的检验数都是零，故知例2有多重最优解

（满意解）。如以d产为换人变量继续迭代，可得计算结果11；如以d梦为换人变量继续迭

代，可得计算结果、。冉从11或、的结果继续迭代可得结果U。下面将11、、八工的计算

结果及对应图41中的点列表导示，见表43
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表43W、V、M的计算结果及对应图41中的点

1 1 12
:
 
;

d产d歹d少d d才又寸应图4］中的点
d
i
。
。

（〕 O ］弓 O （〕 0006

综卜所述，例2的解为以卜四个满意解（即C , D , E , F四点）的凸组合。而片，由单纯

形表m、11、凡、M中可知，各非基变量检验数中＝个优先因子的系数全部非负，这表示任

何一个满意解都能满足所有口标的要求。单纯形法和图解法的解题结果完全一致

例6用单纯形法解例4

解解题过程见表44。表44给出了单纯形法求解时的初始单纯形表（工）和纤5

步迭代后的最终单纯形表（M)

表4礴

0
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古

0
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几
时

o

战
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时
刊
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］
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几
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一弓

自
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]
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已
已
已

一

]3/2

012

自 自

自 自

］尹2

]

一］闷

］尹4

O

O

3尹4

一1

一UZ

一］

］尹4

一U4

O

]

一3闷

1

］尹2

O

］尹4

一U4

O

O

]7/4

自

一］尹2

O

一］尹4

］尹4

O

O

3尹4

自

1

d
d

。
已
尸

自 自

月
翎

月
翎

1

2
3

魂

刀
引
尸
尸
尸
尸

一

从表44的最终单纯形表可以石到，所有非基变量的检验数都已非负。从线胜规划

的角度石，该解为最优解，它对应图42中的E点。但是，作为口标规划，该解只是一个

满意解，因为它并没有能满足所有的口标要求。事实卜在检验数〔，一二，中，虽蛾优先因
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mlnd不

「5了】＋10了2＋了3

一力一2了， +d于一d丁

5卜侧4了＋4了 ＋d万一d丁

一6了】＋8了2 +d牙

厅，了2，了3)Od二，d丁）O（老一1 , 2 , 3)

解得二一。，二2一。，二3一60 , d「一。，d产一。，d矛一36 , d才一。，珑

加到第一层级的优化模型中，写出第二层级的优化模型：

mmd玄

{5了＋10了2＋了3

一了、一2了， +d丁一d丁

一4了＋4了 ＋d万一d丁

一6了＋8了2 +d牙

一d丁一O

｝二，二2，二3妻Od二，d丁妻O(，一1 , 2 , 3)

一d士 骥

一48 , d犷一。。将d「一。

=36

一d士一48

解得二一。，二2一。，二3一60 , d「一。，d产一。，d孚一36 , d才一。，d歹一48 , d犷一

d才一。加到第二层级的优化模型中，写出第＝层级的优化模型：

mlnd歹

「5了＋10了＋了 一60

一了一2了 ＋d于一d节 一O

一4了＋4了 ＋d万一d丁 一36

5. t．之6了＋8了 ＋d歹一d百一48

一d丁一O

一d丁一O

｛二，二2，二3）。，d二，d丁）。（，一1 , 2 , 3)

解得二一4.8，二2一2.4，二3一12 , d「一。，d产一。，d孚一7.2 , d才一。，d歹一。，d犷

个解对应图41中的F点或表42的计算结果m。

O。冉将

一O。这

第四节目标规划的灵敏度分析

右口标规划建模时，口标优先级和权系数的确定往往带有一定的主观性，因此，对它

们的灵敏度分析是口标规划灵敏度分析的主要内容。口标规划灵敏度分析的方法、原理

同线胜规划的灵敏度分析本质上相同，下面通过例子讲述。

例7对例4的口标规划问题，已求得满意解为二一13/2，二2一5/4（见表44）。现
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决策者想知道，口标函数中各口标的优先因子和权系数对最终解的影响为此，提出了下

面两个灵敏度分析问题，即口标函数分别变为：

(1)ml川月d于，几d犷，只d亡，只（sd歹＋3d矛）{

(2)ml川尸d于，尸Zd犷，尸3(wd歹＋wZd矛），尸d亡｛(w , wZ介。）

解口标函数的变化仅影响原解的最优胜，即各变量的检验数因此，应当先考察检

验数的变化，然后冉作适当的处理

1．当口标函数变为（1)，就是要了解交换第＝和第四优先级口标对原解的影响此

时，单纯形表变为表46

表46
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从表’6可见，原解最优性已被破坏（战的检验数一尸3＋子尸 < O故应用单纯形

法继续求解见表47

表47
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从表47可知，第＝和第四优先级口标交换后，原满意解已失去了最优胜。新的满意

解为J一5 , JZ一1厂2，即图42中F点

2．当口标函数变为（2)，就是要了解第＝优先级中两口标权系数取值对原解的影响

此时，单纯形表变为表48

从表48可知，原解是否改变取决于d歹的检验数W一WZ厂4。因此：

当W一WZ厂4＞。，即W尹WZ > 1厂4时，原解不变，仍为J一13厂2 , JZ一5厂4，即咚142

中E点；

表48

〔， 0 0 PIP瑞 0 PZ WIP3 0 WZP3o

GX , b TI TZ dfd才d矛 d才 d子 d才d不d才

O 丁1 13/2 1 0 0 01/2 一1/21/2 一1/2 00

Pd才3 00一1 11 一1 0 0 00

W ZP : d不3尹4 0 0 00一1尹41尹41尹4 一1尹41一1

O 丁25/4 0 1 0 01/4一1/4一1/41/4 00

P 1 0 0 1 0 0 0 0 0 00

P 2 0 0 0 0 0 1 0 0 00

〔，一忿，尸3。。。。wZ尹4一wZ尹4 wl一wZ尹4 wZ尹4 0 wZ
P 0 0 10 一1 1 0 0 00

当W尹WZ < 1厂4时，原解改变。用单纯形法继续求解，可得新的满意解J一5 , JZ一2

（此时，d歹一3 , d不一。），即图42中G点；

当W尹WZ一1厂4时，E点和G点皆为满意解

从卜面的分析可知，第＝优先级两口标权系数的改变有可能会影响所得的满意解。解

的变化取决于两口标权系数的比值W尹姚，共临界点为1厂4。事实卜，在前两优先级口标均

已被满足的条件下，如满足d歹一。，则使d不一3厂4；如满足d不一。，则使d歹一3。d不尹d歹一

1厂4。如将w尹姚石作问一优先级下两口标重要程度的比较，而将d不厂d歹看作因此而引

起的不满足程度的比较，则两者的一致哈好说明了口标规划中权系数的作用和意义

若用图解法作灵敏度分析，当1厂4 < W尹WZ < 1时，因W < WZ，我们会以为满意解是

G点，这是错误的。图解法虽然有直观形象的优点，但不能识别权系数取值的微妙作用和

意义，往往将口标权系数的大小差别混问于优先级的高低

第五节目标规划应用举例

口标规划是一种十分有用的多口标决策l只，有着广泛的实际应用

列8运输问题一章的例1中给出了产地A、AZ、A3和销地B、BZ、B3、B的各自产
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销量及各产悄地之间的单位运价，见表49（同表32）。现假定：

尸：B足重点单位，希望销量增至12单位，并尽量满足；

尸：: B需求量中至少有6个单位来自AZ ;

尸3 : B：、B3、B的需求量应均不少于9。％得到满足；

尸：因路况较差，从A3至B的运量不要超过8单位；

尸；：使急运费尽可能节省

试找出问题的满意解

表千，

产地销地 产量

销量

解原运输问题的最小运费为244。设从A运往B的物品数量为，。（，一

j一1 , 2 , 3 , 4)，问题的口标规划模型为：

mln二一｛尸d不，尸Zd了，尸3(d牙＋d牙＋d不），尸d吉，尸d吉

.2.3

一 …
了＋J :+J3+J镇16

了2+JZ :+J 23+JZ镇10

了3+J3 :+J 33+J3镇22

了＋, 2+, 3+d不一d节一12

了：+, 2 :+, 3 :+d牙一d玄一12.6

了3+J23+J33+d歹一d才一10.8

了＋JZ+J3+d一d才一12.6

了2+d歹一d才一6

了3+d言一d吉一8

34

二二〔。，。＋'＋时一2 44
一IJ一1

(4.4毛．)

(4. 4b)

(4. 4t)

(4. 4d)

(4. 4e)

(4.4工）

(4.49)

(4. 4h)

(44门

(4.4])

, , d不，d丈）0(，一1 , 2 , 3 ; j一，⋯，4 ; k一1，⋯，7)

模塑中各约束的含义为：

式（4.4 : .）至式（4.4）足产量的约束；
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式（44d）至式（449）是考虑了实际清况后的需求虽约束；

式（44h）为B由A，供应量的口标约束；

式（441）为由A3至B。路况对运虽的限制；

式（44J）使运费尽可能节省的口标约束

口标函数则反映了使优先级各不相同的5项口标不被满足的程度尽可能小的总口标

解卜面的口标规划，可得使各方面尽可能满意的调运方案，见表410。相应的急运

费为238.4元

表4 10

欣才
]08

{: :

艺

]6

]O

夕夕

]08 ]26

戈
戈
气
艺

该调运方案满足尸，尸2，尸3，尸，尸；各优先级口标，总运费的减少

主要足因为B需求量的增加，而从AZ至B的单位运价又较低的

原因

终

闻
即全东即侧

习 题

碍．1若用以下表达式作为口标规划的口标函数，其逻辑是否正确，为什么，
(1)ma刻d+d十｛ (2)max{d一d十｛
(3)mm{d+d十｛ (4)mm{d一d十｛
碍．2下列说法中正确的有：
(l）口标规划中正偏差变虽应取正值，负偏差变量应取负值；
(2）口标规划的口标函数中含决策变量与偏差变量；
(3）同一口标约束中的一对偏差变量d厂、d广至少一个取值为零；
(4）只含口标约束的口标规划模型一定存在满意解
碍．3用图解法解下列口标规划问题：
(1) ml司尸d于，尸2(Zd士＋d吉），尸3d节｛

2JI+JZ

J1

了1 , JZ , d

+d丁一d节一15。

+d牙一d步一40

+d歹一d才一4。

, d少妻。（r一2.3)
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(2) ml司尸（d才＋d才），尸：d节，尸3d牙，尸（d歹＋1. 5d不）

〔J+JZ+d于一d节一40

一J】＋JZ+d牙一d歹一100

、．t．拭J】 ＋d牙一d歹一30

一 J+d了一d丁一15

IJ , J : , d二，d丁）。（r一1 , 2 , 3 , 4)

碍．碍用单纯形法解下列口标规划问题：

(1) ml州尸（d不＋d寸），尸Zd牙，尸3d牙，尸（sd士＋3d步）}

J+J :+d不一d节一8。。

SJ +d牙一d查一25。。

3J :+d歹一d才＝1400

, , J : , d二，d少妻。（，一1 , 2 , 3)

(2）对（l）作灵敏度分析，若口标函数改变为

mln｛尸沂，尸：(d不＋时），尸3石，尸（耐吉＋3时）{

碍．5某成品酒有＝种商标（红、黄、蓝），都是由＝种原料酒（等级工、几、m）兑制而

成。＝种等级的原料酒的日供应量和成本见表411 ,＝种商标的成品酒的兑制要求和售

价见表412。决策者规定：首先是必须严格按规定比例兑制各商标的酒；其次是获利最

大；最后是红商标的酒每天至少生产Zo00kg。试列出该问题的数学模型

表千n

等级 口供应量厂kg 成本厂元厂kg

{ ］弓006

11 20004弓

}{} ]0003

表千12

商标 兑制要水厂％

ili少十］O

I多十功

ili少十70

I多十20

ili少十功

I多十］0

售价厂（元厂k曰

碍．6公司决定使用1。。。万元新产品开发基金开发A、B、C＝种新产品。经预测估

，开发A、B、C＝种新产品的投资利润率分别为5％、7％、10％。由于新产品开发有一
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定风险，公司研究后确定了下列优先顺序口标：

第一，A产品至少投资300万元；

第二，为分散投资风险，任何一种新产品的开发投资不超过开发基金总额的35%;

第＝，应至少留有10％的开发基金，以备急用；

第四，使总的投资利润最大

试建立投资分配方案的口标规划模塑

碍7已知单位牛奶、牛肉、鸡蛋中的维生素及胆固醉含虽等有关数据见表413如

梁只考虑这＝种食物，并月设立了下列＝个口标：

第一，满足＝种维生素的每日最小需要量；

第二，使每日摄人的胆固配最少；

第＝，使每日购买食品的费用最少

要求建立问题的口标规划模刑

表千”

项日 牛奶巧009）牛肉巧009）鸡蛋巧009）每口最小需要量尹g

维生素气尹”g ] ] ]0 ]

维生素（尹，g ]00 ]o ]0 30

维生素。尹，g ]o ]00 ]o ]o

胆固醇尹单位 70 弓o ]20

费用尹元 ］弓 84

碍8金源公司生产＝种产品，共整个i！划期分为＝个阶段现需编制生产11划，确

定各个阶段各种产品的生产数量

i卜戈哆受市场需求、设备台时、财务资金等方面条件的约束，有关数据如表414和表415

所示假设i！划期初及期末各种产品的库存量皆为零

表414 台

阶段
弓00
680
800

7弓O

800

〔）弓O

3

〔〕00

800

自自自

表千15

产品 每台产品资源消耗（占川）量

项日

设备丁作台时尹卜

流动资金占用量尹元

每阶段资惊消耗（占用）限额

夕自
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公司设定以下只个优先等级的口标：

尸：及时供货，保证需求，尽量减少缺货，井且第＝种产品及时供货的重要性相当于

第一种、第二种产品的2倍；

尸：：尽量使各阶段加l设备不超负荷；

尸3：流动资金占用量不超过限额；

要求建立口标规划的模型。
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第五章

整数规划

第一节整数规划的数学模型及解的特点

一、整数规划数学模型的一般形式

要求一部分或全部决策变虽必须取整数值的规划问题称为整数规划（Inleger

Prog。。皿Ing , IP）。不考虑整数条件，由余下的口标函数和约束条件构成的规划问题称为该

整数规划问题的松弛问题（旅比kproblenl）。若松弛问题是一个线性规划，则称该整数规

划为整数线胜规划（Inleger 11nedr prog阳mmlng）。整数线胜规划数学模刑的一般形式为

mdx（或mln）二一EJ (5.1.)
J ? 1

E“。J '（或一，或派功（，一1 , 2，⋯，, j)
J ? 1

了派O (］一1 , 2，⋯，们

, , ,",’·’,"．中部分或个部取整数

(5 lb)

: : : ; :
整数线胜规划问题可以分为下列几种类型：

1．纯整数线胜规划（Pure Inleger 11nedr Prog阳mmlng)：指全部决策变虽都必须取整

数伯的整数线胜规划。有时，也称为全整数规划

2混合整数线胜规划（mlxed Inleger hnedr Prog阳mmlng)：指决策变量中有一部分

必须取整数俏，另一部分可以不取整数俏的整数线胜规划

3 01刑整数线胜规划（zerooneln[egerllne . rprogr . nnlng)：指决策变量只能取

伯。或1的整数线性规划

本章仅讨论整数线胜规划。后面提到的整数规划，一般都是指整数线性规划

二、整数规划的例子

例l本书第一章例11给出了一个海河市公交公司人员各时间段研次安排问题

表51给出了该公司卜班时间段及所需人员数，问题中提出该公司需配备多少人员，才能

满足公司的正常运转
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表5

时问段

所需人数

时问段

所需人数

自自―7自自 自自―〔〕自自 自自―11自自 ]]00一］3 00 ]3 00一］气00

2b

］弓00一］7 00

气O

弓0 34

17自自―1〔〕自自 1〔〕自自一？1自自 2]00一23 00

设J , J :，⋯，J，分别为从5：。。至17 : 00各时段开始时卜班人数，该题列出了如下线

性规划模型：

mm二一Jl+JZ＋⋯＋J7

{J 派2 6J+J+J‘ 派50

一J+J 浮SOJ+J '+J浮46

5.1．之J】＋JZ+J3 浮34 J6+J7浮36

一 J+J+J 派4OJ派26

} J3+J+J)38 )）。（）一1，⋯，7)

实际卜要求J(）一1，⋯，7）必须取整数值，所以这是一个整数规划问题。

例2现有资金急额为B。可供选择的投资项口有”个，项口j所需投资额和预期收

益分别为a和〔（）一1 , 2，⋯，川。此外，由于种种原因，有＝个附加条件：第一，若选择项

口1，就必须同时选择项口2。反之，则不一定；第二，项口3和项口4中至少选择一个；

第＝，项口5、项口6和项口7中恰好选择两个。应当怎样选择投资项口，才能使急预期

收益最大？

解每一个投资项口都有被选择和不被选择两种可能，为此令

{1对项口，投资

旧对项口j不投资

这样，问题可表示为

max二一艺〔J

艺屿J簇B
J一1

J :)J

八＋J)1

J二＋J6+J：一2

J ,=O或l（少＝

！
厂

…
这是一个01规划问题。艾中，中间＝个约束条件分别对应＝个附加条件。
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例31厂A和A：生产某种物资。由于该种物资供不应求，故需要冉建一家l厂

相应的建厂方案有A3和A两个。这种物资的需求地有B , BZ , B3 , B四个。各l厂年

生产能力、各地年需求量、各厂至各需求地的单位物资运费〔。（, , j一1 , 2 , 3 , 4）见表52

表52

‘厂（万元厂kl)

入

生产能力厂

(kl／年）

需求量（kl厂年）

l厂A3或A开l后，每年的生产费用估计分别为1200万元或15。。万元。现要决

定应该建设l厂A3还是A，才能使今后每年的总费用（即全部物资运费和新l厂生产费

用之和）最少

解这是一个物资运输问题，共特点是事先不能确定应该建A3和A中的哪一个，

因而不知道新厂投产后的实际生产费用。为此，引人。1变量

{1若建l厂A3
y一久

旧若建l厂A

冉设J勺为由A运往找的物资数量（, , j一1 , 2 , 3 , 4)，单位是千吨；二表示总费用，单

位是万元

问题的数学模型为

m In二一艺艺〔。J。＋仁1 200 ,+1 500(l一，)]

………
+J21

+J 22

+J 23

+J24

+J12

+J 22

+J 32

+J42

妻O

+J 31

+J 32

+J 33

+J 34

+J"

+J 23

+J 33

+J招

(1，了

+J41

+J42

+J招

+J44

+J14

+J24

+J 34

+J 44

=350

=400

=300

=1 50

=400

=600

=ZOOy

=200(l一y)

3。4)

一O或1

(5.2毛l)

(5. Zb)

(5.2〔）

(5. Zd)

(5. Ze)

(5.2工）

(5.29)

(5. Zh)

(5.21)

(5.2])
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上述数学模型中，口标函数由两部分组成，和式部分为由各l厂运往各需求地的物资

总运费，加号后的中括号部分为建l厂A3或A后相应的生产费用。约束条竹（5. Za）一

约束条件（5. Zh）为供需平衡条竹。约束条竹（5.29）和约束条件（5. Zh）中含。1变量儿

若y一1，表示建I厂A3。此时，约束条件（5.29）就是对I厂A3的运出量约束。再由约

束条件（5. 2h)，必有泊一泊2一泊3一泊一。；反之，若y一。，表示建I厂A

界然，这是一个混合整数规划问题

三、解的特点

整数线胜规划及其松弛问题，从解的特点上来说，二者之间既有密切的联系，又有本

质的区别

松弛问题作为一个线胜规划问题，其可行解的集合是一个凸集，任意两个可行解的凸

组合仍为可行解。整数规划问题的可行解集合是它的松弛问题可行解集合的一个子集，

任意两个可行解的凸组合不一定满足整数约束条竹，因而不一定仍为可行解。由于整数

规划问题的可行解一定也是它的松弛问题的可行解（反之则不一定），所以，前者最优解的

口标函数值不会优于后者最优解的口标函数值

在一般倩况下，松弛问题的最优解不会刚好满足变量的整数约束条件，因而不是整数

规划的可行解，自然就不是整数规划的最优解。此时，若对松弛问题的这个最优解中不符

合整数要求的分量简单地取整，所得到的解不一定是整数规划问题的最优解，甚至也不一

定是整数规划问题的可行解

例4考虑下面的整数规划问题：

maxz一力＋4了2

｛一2了＋3了或3

5. t．拭了＋2了毯8

｛二，二：乒O且取整数

图51中四边形‘)B尸C及其内部为松弛问题的可行域，共中那些整数格点为整数

规划问题的可行解。根据口标函数等值线的优化方向，从直观可知，尸点（二一18/7 ,

二2一19/7）是其松弛问题的最优解，其口标函数值z一94/7。在尸点附近对二和二：简

单取整，可得四点：A、AZ、A3和A。共中，A和A：为非可行解；A3和A虽为整数

可行解，但不是最优解。本例整数规划的最优解为A“点（二一4，二2一2)，其口标函数

值z一12

由于整数规划及其松弛问题之间的上述特殊关系，像例4中先求松弛问题最优解，再

用简单取整的方法虽然直观简单，却并不是求解整数规划的有效方法
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二

研飞书J

. ． ⋯

2 3 4 5 6 7 8 Tl

图51

第二节解纯整数规划的割平面法

考虑纯整数规划问题

mox二一艺〔声 (5 3a)

、
一
︷

艺““一b
J一1

了）O

二，取整数

(1一1 , 2，⋯，m)

(j一1 , 2，⋯，")

(）一1 , 2，⋯，")

3b)

拭乌：
设其中a。（，一1 , 2，⋯，, , ; j一1 , 2，⋯，,）和b(，一1 , 2，⋯，, ,）皆为整数（若不为整数时，可

乘卜一个倍数化为整数）

纯整数规划的松弛问题由式（5. 3a）、式（5. 3b）和式（5.3。）构成，是一个线胜规划问

题，可以用单纯形法求解。在松弛问题的最优单纯形表中，记Q为，，个基变量的下标集

合，K为，一，，个非基变量的下标集合，则，，个约束方程可表示为

二＋艺武二一石，eQ (5.4)
J任K

而对应的最优解x“一（二厂，二子，⋯，二J)T，其中

｝石，)eQ

{0 jeK

若各石（jeQ）皆为整数，则x“满足式（5. 3d)，因而就是纯整数规划的最优解；若各

石（j eQ）不全为整数，则x“不满足式（5. 3d)，因而就不是纯整数规划的可行解，自然也

不是原整数规划的最优解

用割平面法（。ulling plan。aPProa。h）解整数规划时，若共松弛问题的最优解x“不满
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足式（5. 3d)，则从x．的非整分量中选取一个，用以构造一个线胜约束条竹，将其加人原

松弛问题中，形成一个新的线胜规划，然后求解之。若新的最优解满足整数要求，则它就

是整数规划的最优解；否则，重复上述步骤，直到获得整数最优解为止

为最终获得整数最优解，每次增加的线胜约束条竹应当具备两个基本性质：其一是

已获得的不符合整数要求的线胜规划最优解不满足该线性约束条件，从而不可能在以后

的解中再出现；其二是凡整数可行解均满足该线性约束条件，因而整数最优解始终被保

留在每次形成的线性规划可行域中

为此，若氏（，。任Q）不是整数，在式（5.4）中对应的约束方程为

。＋艺虱声一石

其中，二0和几（j任K）按式（5. 3d）应为整数；石。按假设不是整数；万。（j任K）可能是整
数，也可能不是整数

分解万。和万。成两部分一部分是不超过该数的最大整数，另一部分是余下的小

数。即

虱一NO+jo , NO镇JO且为整数，。镇jo < 1(j任K)(5.7)

氏一N。＋jo , N。＜石。且为整数，。＜j。＜1 (5.8)

把式（5.7）和式（5.8）代人式（5.6)，移项后得

气＋艺N、一N一几一艺八声 （5.9)

式（5.9）中，左边是一个整数，右边是一个小于1的数，因此有j

艺（一几）二镇一八

一艺八声镇。，即

10)

现在，来考察线胜约束条件（5.10）的性质：

一方面，由于式（5.10）中j任K，所以，如将X．代人，各二作为非基变量皆为。，因

而有

。镇一jo
这和式（5.8）矛后。由此可见，x．不满足式（5.10)

另外，满足式（5. 3b）、式（5.3。）和式（5. 3d）的任何一个整数可行解x一定也满足

式（5.4）。式（5.6）是式（5.4）中的一个表达式，当然也满足。因而x必定满足式（5.9）和

式（5.10）。由此可知，任何整数可行解一定能满足式（5.10)

综上所述，线胜约束条件（5.10）具备上述两个基本胜质。将式（5.10）和式（5. 3a）、

式（5. 3b）、式（5.3。）合并，构成一个新的线胜规划。记R为原松弛问题可行域，R’为新的

线胜规划可行域。从几何意义上看，式（5.10）实际上对R做了一次‘切割”，在留下的R '

中，保留了整数规划的所有整数可行解，但不符合整数要求的x．被‘切割”掉了。随着
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．切俐”过程的不断继续，整数规划最优解最终有机会成为某个线胜规划可行域的顶点，作

为该线胜规划的最优解而被解得

割平面法在1958年由高莫瑞（R . E . Gomory）首先提出，故又称Gomory害U平面法

在害U平面法中，每次增加的用于．切害U”的线胜约束称为俐平面约束或Gomory约束。构

造害U平面约束的方法很多，但式（5.10）是最常用的一种，它可以从相应线胜规划的最终单

纯形表中直接产生

实际解题时，经验表明若从最优单纯形表中选择只有最大小（分）数部分的非整分量

所在行构造俐平面约束，往往可以提高．切割”效果，减少．切害U”次数

例5用割平面法求解纯整数规划

max二＝3JI一JZ

{3了一2了，‘乏3

一SJ+4J派10

5. t．之ZJ+J蒙5

⋯黑丈霆数
解引人松弛变量J3 , J , J，将问题化为标准形式，用单纯形法解共松弛问题，得最

优单纯形表，见表53

表53

〔尹 3 一1 0 00

Q X . b 丁l 丁2 丁： 丁任 丁5

3 丁1 13/7 1 01/7 02/7

一1 丁29/7 01 一2/7 03/7

O 丁任 31/7 00 一3/7 1 22/7

〔】一影 。 。 一弓／7 。 一3/7

由于b列各分数中J一13厂7有最大小数部分6厂7，故从表54中第一行产生害U平面

约束。按照式（5.10)，害口平面约束为

一令一号·、一粤 (5 lla)

引人松弛变量J6，得害U平面方程

一令一号·＋·。一粤 (5 llb)

将式（5. 11b）并人表53，然后用对偶单纯形法求解，得表5
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表5名

(J

肠 X"

了1 1几尹7 { ) : )
夕尹7

。
价
峥

了2 〔〕尹7 一9尹7 几尹7

了斗 几1尹7 一几尹7 夕9尹7

了卜 一6尹7 一1尹7 ［一2尹7]

(J一刀J 一吓尹7 一几尹7

了1

吓尹J 一1尹J 一吓尹J

吓尹9 一1尹9 一11尹9

7/J 尹J 一几尹J

(J一刀J 一1尹J 一17/J

类似地，从表54中最后一个单纯形表的第四行产生＊l］平面约束

（万11 ')1种1种
引人松弛变量J :，得害U平面力程

于一于J、J了 （万11 ' l)

将式（5 lld）井人表54中最后一个单纯形表，然后用对偶单纯形法解之，得表

表55

。
补
。
月
刁
1
刊
月

(J

肠 X"

了2 一1

一马

一1

(J一刀J 一1 一J
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响：1

｝一77

表55给出的最优解（二，，二2，二3，二。，二，二。，二）T一

(1 , 2 , 4 , 3 , 1，。，。）T已满足整数要求，因而，原整数规划

问题的最优解为

了1一1，了2一2 , maxz一1.

如果，在先后构造的割平面约束（5. lla）和（5. lh)

中，将各变量用原整数规划的决策变量二和二：来表

示，则式（5. 11a）和式（5.11。）成为二镇1和二＋二2)3

在这种形式下，‘切割”的几何意义是异而易见的，见

图52

有用割平面法解整数规划时，常会遇到收敛很慢的

情形。因此，有实际使用时，有时往往和下一节中讲述

的分支定界法配合使用

,(，寻）(

第三节分支定界法

分支定界法（bran。h and bound method）是一种隐枚举法（lmpl川t enumeratlon）或部

分枚举法，它不是一种有效算法，是枚举法基础上的改进。分支定界法的关键是分支和

定界

若整数规划的松弛问题的最优解不符合整数要求，假设二一石不符合整数要求，

吓〕是不超过石的最大整数，则构造两个约束条件：二镇［石〕和二）［石〕＋1。分别将共

并人上述松弛问题中，从而形成两个分支，即两个后继问题。两个后继问题的可行域中包

含原整数规划问题的所有可行解。而有原松弛问题可行域中，满足［石〕＜二＜［石〕＋1

的一部分区域在以后的求解过程中被遗弃了，然而它不包含整数规划的任何可行解。根

据需要，各后继问题可以类似地产生自己的分支，即自己的后继问题。如此不断继续，直

到获得整数规划的最优解。这就是所谓的‘分支”

所谓‘定界”，是在分支过程中，若某个后继问题恰巧获得整数规划问题的一个可行

解，那么，它的口标函数值就是一个‘界限”，可作为衡量处理其他分支的一个依据。因为

整数规划问题的可行解集是它的松弛问题可行解集的一个子集，前者最优解的口标函数

值不会优于后者最优解的口标函数值。所以，对于那些相应松弛问题最优解的口标函数

值劣于上述‘界限”值的后继问题，就可以剔除而不再考虑了。当然，如果有以后的分支过

程中出现了更好的‘界限”，则以它来取代原来的界限，这样可以提高求解的效率

‘分支”为整数规划最优解的出现缩减了搜索范围，而‘定界”则可以提高搜索的效率

经验表明，在可能的倩况下，根据对实际问题的了解，事先选择一个合理的‘界限”，可以提

高分支定界法的搜索效率

下面，通过例子来阐明分支定界法的基本忍想和一般步骤
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例6求解

111月XZ一了＋了2

了】＋ 若了2、斋

一2了】＋八镇音
了，，了2)O

了，，众取整数

l
才

…
解记整数规划问题为（IP)，它的松弛问题为（LP）。图53中5为（LP）的可行域，

黑点表示（IP）的可行解。用单纯形法解（LP)，最优解为二一3/2，二：一10/3，即点A ,

max之一29/6

(LP）的最优解不符合整数要求，可任选一个变量，如选择二一3/2进行分支。由于

最接近3/2的整数是1和2，因而可以构造两个约束条件

了】）2 (5. 12a)

和

了】镇l (5. 12b)

将式（5.12 ; l）和式（5. 12b）分别井人例6的松弛问题（LP）中，形成两个分支，即后继问题

(LP）和（LPZ)，分别由（LP）及式（5.12 ; l）和（LP）及式（5. 12b）组成。图54中5和52

分别为（LP）和（LPZ）的可行域。不连通的域5 US：中包含了（IP）的所有可行解，5中

被舍去的一部分5\5 U52中不包含（IP）的任何可行解

梢‘
黝
冲

23 23

图53 图54

解（LP)，最优解为二一2，二：一23/9，即点B , max二一41/9。点B仍不符合整数要

求，再解（LPZ）。（LPZ）最优解为了一1，了2一7/3，即点C , max之一1。／3。点C也不符合整

数要求。因此，必须继续分支

由于41/9 > 1。／3，所以优先选择5分支。因B点二一2，而二2一23/9不符合整数要

求，故可以构造两个约束条件

二2妻3 (5.12。）
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和

了：镇2 (5. 12d)

将式（5.12。）和式（5. 12d）分别并人（LP)，形成两个新分支，即（LP）的后继问题（LP)

和（IPZ)，分别由（IP）及式（5.12。）和（IP）及式（5. 12d）组成。1$1 55中52为（IPZ）的

可行域。由于式（5.12。）和（LP）不相容，故（LP）无可行解，也就是说，(LPI）的可行域

Sl为空集，所以只需考虑后继问题（LP12)

右512上解（LP12)，最优解为二一33/14，二2一2，即图55中点D , maxz一61/14

对于原整数规划（IP）来说，至此还剩两个分支：后继问题（LPZ）和（LP12）。因为

(LP12）的最优解口标函数俏比（LPZ）的大，所以优先考虑对（LP12）进行分支

两个新约束条竹为

了】）3 (5. 12e)

和

了】镇2 (5.12工）

类似地，形成（LP12）的两个后继问题（LP12）和（LP122）。图56中512和5122分别为它们

的可行域，其中5122是一条直线段

(LP12）的最优解是二一3，二2一1，即图56中点E , maxz一4 ;(LP122）的最优解是

二一2，二2一2，即图56中点F , maxz一4。这两个解都是（IP）的可行解，且口标函数俏相

等。至此，可以肯定两点：第一，右512和5122中不可能存在比E点和F点更好的（IP）的

可行解，因此不必再在它们中继续搜索；第二，既然点E和点F都是（IP）的可行解，那

么，它们的口标函数值z一4就可看作（IP）最优解的口标函数俏的一个界限（对于最大化

问题，是下界；对于最小化问题，是上界）

JZ人 赴止

23 丫1 23 卜

图55 图5 '

现右，尚未检查的后继问题只有（LPZ）了。但（LPZ）的最优解的口标函数值是1。／3 ,

比界限4小。因此，5：中不存右口标函数俏比4大的（IP）的可行解，也就是说，不必冉对

(LPZ）进行分支搜索了
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综上所述，我们已经求得了整数规划（IP）的两个最优解。它们分别是二一3，二2一1

和二一2，二2一2 , maxz一4。

上述分支定界法求解的过程可用图57来表示。

月

Sx ,＝〕趁xZ="J闪

忿＝2切6

r．共1 rl〕2

CB

凡补习．勺＝7/3凡卜犯．处＝2〕闪
二＝1 0/3 万引闪

卜蕊Zx．要3

D

凡：为！33/! 4r产2凡无叮才丁解
下61厂14

殉〔2 卜）3

F

凡刀rl竺2 rZ竺
夕刁

E

叭引x1竺3．处竺！
巴二4

图57

分支定界法解整数规划的一般步骤如下：

步骤1：称整数规划问题为问题A，它的松弛问题为问题B，以z，表示问题A的日标

函数的初始界（如已知问题A的一个可行解，则可取它的日标函数值为z ,）。对最大化问

题A，孙为下界；对最小化问题A , z，为上界。解问题B。转步骤2 ;

步骤2：如问题B无可行解，则问题A也无可行解；如问题B的最优解符合问题A

的整数要求，则它就是问题A的最优解。对于这两种清况，求解过程到此结束。如问题

B的最优解存在，但不符合问题A的整数要求，则转步骤3 ;

步骤3：对问题B，任选一个不符合整数要求的变量进行分支。设选择二一石，且设

［石〕为不超过石的最大整数。对问题B分别增加下面两个约束条件中的一个：

二簇仁石〕和二）仁石〕＋1 ,

从而形成两个后继问题。解这两个后继问题。转步骤4 ;

步骤4：考查所有后继问题，如其中有某几个存在最优解，且其最优解满足问题A的

整数要求，则以它们中最优的日标函数值和界z，作比较。若比界z，更优，则以其取代原

来的界z ,，并称相应的后继问题为问题C。否则，原来的界z，不变。转步骤5 ;

步骤5：不属于C的后继问题中，称存在最优解且其日标函数值比界z，更优的后继

问题为待检查的后继问题。
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若不存在待检查的后继问题，当问题C存在时，问题C的最优解就是问题A的最优

解；当问题C不存在时，和界之。对应的可行解就是问题A的最优解。之。即为问题A的

最优解的口标函数值，求解到此结束

若存右待检查的后继问题，则选择其中口标函数值最优的一个后继问题，改称其为问

题B。同到步骤3

分支定界法是求解整数规划的较好方法，很多求解整数规划的计算机软件是根据分

支定界法原理编写的，问时这种方法也适用于求解混合整数规划问题，右实际中有着广泛

I叔用

第四节0一l型整数规划

一、0一1变量及其应用

若变量只能取值。或1，称其为。1变量。。1变量作为逻辑变量（1091。；ll vZlrl ; lb le),

常被用来表示系统是否处于某个特定状态，或者决策时是否取某个特定方案。例如

了一｛;
当决策取方案尸时

当决策不取方案尸时（即取户时）

当问题含有多项要素，而每项要素皆有两种选择时，可用一组。1变量来描述。一般

地，设问题有有限项要素E , EZ，⋯，E，其中每项E有两种选择A和互（j一1 , 2，⋯，

)l)，则可令

日若E，选择A

阳若瓦选择A

右应用中，有时会遇到变量可以取多个整数值的问题。这时，利用。1变量是二进制

变量（blnZlry vZlrl ; lb le）的性质，可以用一组。1变量来取代该变量。例如，变量了可取。

与9之间的任意整数时，可令

二一2。二。＋2’二＋2”二：+23二3镇9

其中，二。，二，二2，二3皆为。1变量

。1变量不仅广泛应用于科学技术问题，在纤济管理问题中也有十分重要的应用

例7含有相互排斥的约束条件的问题

设l序B的每周l时约束条件为

0.3了】＋0.5了：镇150 (5. 13a)

现在假设l序B还有一种新的加l方式，相应的每周l时约束变成

0.2二＋0.4二：毛120 (5. 13b)
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如果l序B只能从两种加l方式中选择一种，那么，式（5.13 ; l）和式（5. 13b）就成为两个

相互排斥的约束条竹。为了统一在一个问题中，引人。1变量

闪若I序B采用原加l方式
yl一气

以若I序B不采用原加I方式

和

旧若I序B采用新加l方式
yZ＝气

以若I序B不采用新加I方式

于是，相互排斥的约束条竹（5.13 ; l）和约束条竹（5. 13b）可用下列＝个约束条件统一起来：

{0.3二＋0.5二：镇150+M〕 （5.13。）

拭0.2了＋0.4了或120+Mv (5. 13d)

｝夕＋夕：=l (5. 13e)

共中M是充分大的数。由于式（5. 13e), y和y：中必定有一个是1，另一个是。。若y一1 ,

而夕2=o，即采用新加l方式，此时式（5. 13d）就是式（5. 13b)，而式（5.13。）fl然成立，因

而是多余的；反之，若y一。，yZ一1，即采用原加I方式，此时式（5.13。）就是式（5.13 ; l),

而式（5. 13d）自然成立，因而是多余的

一般地，若需要从p个约束条件

艺““镇b(，一1 , 2，⋯，P)
J一1

中恰好选择，(, < p）个约束条竹，则可以引人p个。

阳若选择第，个约束条件
y一叹

}1若不选择第，个约束条件

那么，约束条件组

变谙

p)

⋯
艺““镇b＋崎

(1=

又y一p一。
p)

就可以达到这个口的。因为上述约束条件组保证了在p个。1变量中有p一，个为1 , ,

个为。。凡取。值的y对应的约束条件即为原约束条件；而取1值的y对应的约束条件

将f｝然满足，因而是多余的

例8固定费用问题

有＝种资源被用于生产＝种产品，资源量、产品单件可变费用及售价、资源单耗量及

组织＝种产品生产的固定费用见表56。要求制订一个生产计划，使总收益最大
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表56

产品
资掠量单耗量

资源

A

H

单件可变费用

固定费川

单件售价

4

3

2

5

]50

1自 渭

解总收益等于销售收人减去生产卜述产品的固定费用和可变费用之和。建模碰到

的困难主要是事先不能确切知道某种产品是否生产，因而不能确定相应的固定费用是否

发生。下面借助。1变量解决这个困难

设J是第j种产品的产量，j一1 , 2 , 3；冉设

以若生产第）种产品（即J , > 0)

｛。若不生产第j种产品（即J一0)

则问题的整数规划模型是

m毛．x二＝(8一4)Jl+(10一5)JZ+(12一6)J3一IOOyl一15OyZ一ZOOy3

{ZJ+4J+SJ毯500

一ZJ+3J+4J毯300

一J+ZJ+3J毯100

一J】或M】v】

一J，或M , v ,

一J飞或M飞v飞

⋯二重：昙鳄“' :：北：东
共中从为J的某个卜界。例如，根据第3个约束条件，可取M一100 , M：一沁，

M3一34

如果生产第j种产品，则共产量J＞。。此时，由约束条件J簇M沙，知y一1。因

此，相应的固定费用在口标函数中将被考虑。如果不生产第j种产品，则共产量J一。

此时，由约束条件J簇从y可知，关可以是。，也可以是1。但y一1不利于口标函数二

的最大化，因而在问题的最优解中必然是y一。，从而相应的固定费用在口标函数中将不

被考虑

例，l件排序问题

用4台机床加13件产品。各产品的机床加l顺序，以及产品老在机床）卜的加l
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l时a，见表5

表57

产品1 簇3
产品2

"11

机床1

"21

机床1

产品3

"22
口

机床2

"32

机床2

"1告

机床4

"2告

机床4

嵌3

由于某种原因，产品2的加l总时间不得超过d。现要求确定各件产品在机床卜的

加l方案，使在最短的时间内加l完全部产品

解设J。表示产品！在机床j卜开始加l的时间（，一1 , 2 , 3 ; j一1 , 2 , 3 , 4)

下面将逐步列出问题的整数规划模型

1．问一件产品在不问机床卜的加l川贞序约束

对于问一件产品，在下一台机床卜加l的开始时间不得早于在卜一台机床卜加l的

结束时间，故应有

产品1 : J+a镇J3及J3+a3镇J

产品2 : JZ+aZ镇JZ：及J22+a22镇JZ

产品3 : J32＋心2镇J33

2．每一台机床对不问产品的加l川贞序约束

一台机床在l作中，如已开始的加l还没有结束，则不能开始另一件产品的加l。对

于机床1，有两种加l顺序。或先加l产品1，后加l产品2；或反之。对于其他3台机

床，倩况也类似。为了容纳两种相互排斥的约束条件，对于每台机床，分别引人。1变量：

｛。先加l某件产品
又一气 曰一1 , '，。，注）

{1先加l另一件产品

那么，每台机床卜加l产品的顺序可用下列四组约束条件来保证：

机床1 : J+a镇JZ+My及JZ+aZ镇J+M(l一y)

机床2 : J22+a22镇J32+M夕：及J32+a32镇J22+M(l一夕2)

机床3 : J3+a3镇J33+My3及J33+a33镇J3+M(l一y3)

机床4 : J+a镇JZ+My及JZ+aZ镇J+M(l一y)

其中M是一个足够大的数

各y的意义是明显的。如当y一。时，表示机床1先加l产品1，后加l产品2；当

y一1时，表示机床1先加l产品2，后加l产品1。yZ , y3 , y的意义类似

3．产品2的加l总时间约束

产品2的开始加l时间是JZ，结束加l时间是JZ＋哟，故应有
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了2布＋"2布一了2】镇d

4．口标函数的建立

设全部产品加I完毕的结束时间为W

由于＝件产品的加l结束时间分别为们＋"，二2+"2，二33+"33，故全部产品的实

际加l结束时间为：

W一max（了“+""，了2布＋"2布，了33+"33)

因此，口标函数z的线胜表达式为

mlnz=W

〔W李力＋"

5. t．拭W李了2+"2

(W）二33+"33

综上所述，例9的整数规划模型为

mlnz=W

二＋“镇力3 力3+"3镇二33+M脚

力3+"3镇力 了33＋勺3镇力3+M(l一y3)

八＋心镇二2： 力＋“镇二2+M脚

了2 :＋心：镇了2 了2＋心镇力＋M(l一y)

了3 :＋勺：镇了33 了2＋心一了2镇d

、．t．二＋“镇二2+M〕 W）力＋"

八＋心镇力＋M(l一y)W）了2+"2

了2 :+"2：镇了3 :+M〕： W）了33+"33

了3 :+"3：镇了2 :+M(l一夕2)

了，力3，力，八，八2，八，匀2，匀3 , W)O

夕＝O或l ,（少＝l , 2 , 3 , 4)

二、0一1型整数规划的解法

01塑整数规划是一神特妹的整数规划，着代有刀个变量，则n」以严生罗个n】能的

变量组合。当，，较大时，采用完全枚举法解题几乎是不可能的。已有的求解。1型整数

规划的方法一般都属于隐枚举法

存2”个可能的变量组合中，往往只有一部分是可行解。只要发现某个变量组合不满

足其中一个约束条竹时，就不必再去检验其他约束条件是否可行。对于可行解，其口标函

数值也有优劣之分。若已发现一个可行解，则根据它的口标函数值可以产生一个过滤条

竹（flltering。on从ramt)，即对于口标函数值比它差的变量组合就不必再去检验它的可行

性。存以后的求解过程中，每当发现比原来更好的可行解，则以此替换原来的过滤条件
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卜述这些做法，都可以减少运算次数，使最优解能较决地被发现

例10求解。1整数规划

m奋．x二＝3JI一2J2+5J3

〔J+2J2一J3毯2

一J】＋4J2+J3毯4

、．t．拭J+JZ 毯3

⋯J , JZ ' :：箕买
解求解过程可以列表表示（见表58)

(5.14奋．)

(5. 14b)

(5.14〔）

(5 14d)

表58

(Tl，种，肠）

(O , O , O)

(O , O ,])

(O ,], O)

(O ,],])

(], O , O)

(], O ,])

(],], O)

(].].1)

约束条件
d卜【d 过滤条件

：重｛>

>

>

>

>

>

>

>

二）8

所以，最优解（J , J : , J3)T一（1，。，1)T , m二二一8

由于采用卜述算法，实际只做了20次运算

为了进一步减少运算星，常按口标函数中各变星系数的大小顺序重新排列各变星，以

使最优解有可能较早出现。对于最大化问题，可按由小到大的顺序排列；对干最小化问

题，则相反。为此卜例可写成下列形式：

m奋．x二＝5J3+3JI一2J2

｛一J+J+ZJ毯2 （几1形门

一J ,+J】＋4J？毯4 (5 151))

、［侧 J】＋J？毯3 (5 15〔）

⋯六，六忿｛
‘川5d)

求解时先令排在前面的变星取值为1，如本例中可取（J3 , J , JZ）一（1，。，。），若不满

足约束条件时，可调整取值为（0 , 1，。）；若仍不满足约束条件，可退为取值（。，。，l）等，依

次类推。据此改写后模型的求解过程可见表59
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表5 ,

（肠，翻，御）

(O , O , O)

(1 , O , O)

门．1.0)

约束条件
d bL戈l

甲甲甲甲

甲甲甲甲

甲 甲 甲 甲

过滤条件

2乡O

2乡弓

2)8

值
0
弓
8

2

从口标函数方程石到，洲直已不可能冉增大，(J3 , J , JZ）一（1 , 1 , 0）即为本例的最优解

采取这样的形式用卜法解此例，可以很大程度减少运算次数。一般问题的规模越大，

这样做的好处就越明显

第五节指派问题

一、指派问题的标准形式及其数学模型

在现实生活中，有各种性质的指派问题（、、gnmenl problem）。例如，有若干项l作

需要分配给若下人（或部门）来完成；有若干项合问需要选择若干个投标者来承包；有若

干班级需要安排在各教室里卜课等。诸如此类问题，已们的基本要求是在满足特定的指

派要求条件下，使指派方案的总体效果最佳。由于指派问题的多样胜，有必要定义指派问

题的标准形式

指派问题的标准形式（以人和事为例）是：有，个人和，件事，已知第，人做第j事的

费用为〔。（, , j一1 , 2，⋯，)l)，要求确定人和事之间的一一对应的指派方案，使完成这”件

事的总费用最少

一般称矩阵c一（〔。）为指派问题的系数矩阵（。oefflolenlm爪rlx）在实际问题中，

根据〔。的只体意义，矩阵C可以有不问的含义，如费用、成本、时间等。系数矩阵C中，第

，行中各元素表示第，人做各事的费用，第j列各元素表示第j事由各人做的费用

为了建立标准指派问题的数学模型，引人护个。1变量：

{1若指派第，人做第了事

阳若不指派第！人做第j事
这样，问题的数学模型可写成

mi。二一艺艺〔。J (5 16a)

(5 16b)

(5 16〔）
(1一1.2．·⋯”

(1，了一1 , 2，⋯，"
(5 16d)
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模型中，约束条件（5. 16b）表示每件事必有且只有一个人去做，约束条件（5.16。）表示每个

人必做且只做一件事

对于问题的每一个可行解，可用解矩阵x一（J。）来表示。当然，作为可行解，矩阵

每列各元素中都有且只有一个1，以满足约束条件（5. 16b)；每行各元素中都有且只有一

个1，以满足约束条件（5.16。）。指派问题有，！个可行解

例11某商业公司计划开办5家新商店，决定由5家建筑公司分别承建。已知建筑

公司A(，一1 , 2，⋯，5）对新商店城（）一1 , 2，⋯，”的建造费用的报价（万元）为〔勺（, , j一

1 , 2，⋯，5)，见表510。如仅考虑节省费用，商业公司应当对5家建筑公司怎样分配建造

任务，才能使总的建造费用最少？

表5 10

HJ HI HZ H3H 践

气

入1 4 8 71弓 12

入2 7 9 17 14 10

入3 b 9 12 87

入 b 7 14 b 10

入‘ b 9 12 10b

这是一个标准的指派问题

J一｝'
若设。1变虽

当A承建B时
(1 , j=

当A不承建B，时

则问题的数学模型为

mm二一4J+8J2＋⋯＋IOJ+6J

(1，了

二、匈牙利解法

从卜述数学模型可知，标准的指派问题是一类特殊的整数规划问题，又是特殊的。1

规划问题和特殊的运输问题，因此，已可以用多种相应的解法来求解。但是，这些解法都

没有充分利用指派问题的特殊胜质，有效地减少艾计算量。1955年，库恩（W . W . Kuhn)

利用匈牙利数学家康尼格（D . Korng）的关于矩阵中独立零元素的定理，提出了解指派问

题的一种算法，习惯卜称之为匈牙利解法
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匈牙利解法的关键是利用了指派问题最优解的以下胜质：若从指派问题的系数矩阵

c一（〔勺）, x，的某行（或某列）各元素分别减去一个常数k，得＃lj一个新的矩阵c’一（〔二）, x ,

则以c‘和c为系数矩阵的两个指派问题有相同的最优解。这个性质是容易理解的。由

于系数矩阵的这种变化井不影响数学模型的约束方程组，而只是使口标函数值减少了常

数k。所以，最优解井不改变

下面结合例11具体讲述匈牙利解法的计算步骤

步骤1：变换系数矩阵。先对各行元素分别减去本行中的最小元素得矩阵c '，冉对

c’的各列元素分别减去本列中最小元素得c“。这样，系数矩阵c“中每行及每列至少有一

个零元素，同时不出现负元素。转步骤2

已知例11指派问题的系数矩阵为

8 7 15

9 17 14

9 128

7 146

9 12 10

l2

lO

7

lO

6

先对各行元素分别减去本行的最小元素，然后对各列也如此，即

0 11八
刁

I
C
尹

曰

n
尹

0

0

0

0
0

一

一C}

8

八
刁

1

刁
汗

O

C
，
一
…
：

8O }
此时，C“中各行和各列都已出现零元素

步骤2：在变换后的系数矩阵中确定独立零元素。若独立零元素有，，个，则已得出最

优解；若独立零元素少于，，个，则做能覆盖所有零元素的最少直线数口的直线集合，理由

是对于系数矩阵非负的指派问题来说，若能在系数矩阵中找＃lj ,，个位于不同行和不同列

的零元素，则对应的指派方案急费用为零，从而一定是最优的。在选择零元素时，当同一

行（或列）上有多个零元素时，如选择其一，则共余的零元素就不能再被选择，而成为多余

的。所以，关键井不在于有多少个零元素，而要看它们是否恰当地分布在不同行和不同列

上，即独立零元素的数口。

为了确定独立零元素，可以在只有一个零元素的行（或列）中加圈（标记为⑩），因为这

表示此人只能做该事（或此事只能由该人来做）。每圈一个“0 ' '，同时把位于同列（或同行）的

共他零元素划去（标记为山，这表示此事已不能再由其他人来做（或此人已不能做共他事）

如此反复进行，直至系数矩阵中所有零元素都被圈去或划去为止。在此过程中，如遇到在所

有的行和列中，零元素都不止一个时（存在零元素的闭同路），可任选共中一个零元素加圈，

同时划去同行和同列中其他零元素。当过程结束时，被画圈的零元素即是独立零元素

如独立零元素有，，个，则表示已可确定最优指派方案。此时，令解矩阵中和独立零元
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素对应位置上的元素为“1"，其他元素为“。”，即得最优解矩阵。但如独立零元素少于，,

个，则表示还不能确定最优指派方案。此时，需要确定能覆盖所有零元素的最少直线数口

的直线集合。可按下面的方法来进行：

(l）对没有⑨的行打“丫”;

(2）在已打“丫”的行中，对必所在列于厂‘丫”;

(3）在已打“丫”的列中，对⑨所在行打“丫”;

(4）重复（2）和（3)，直到冉也不能找到可以打“丫”的行或列为止；

(5）对没有打“丫”的行画一横线，对打“丫”的列画一垂线，这样就得到了覆盖所有零

元素的最少直线数口的直线集合

为了确定C“中的独立零元素个数，对C“中的零元素加圈，即有

1 18

73

2l

必4

4幼

由于只有4个独立零元素，少于系数矩阵阶数，，一5，故需要确定能覆盖所有零元素的最

少直线数口的直线集合。采用上述（l）一（5）的步骤的方法，结果如下：

幼⋯11⋯8

〔，'

必⋯⑨⋯5⋯必⋯4

必⋯2⋯3⋯4⋯⑨

丫

步骤3：继续变换系数矩阵。方法是在未被直线覆盖的元素中找出一个最小元素

对未被直线覆盖的元素所存行（或列）中各元素都减去这一最小元素。这样，在未被直线

覆盖的元素中势必会出现零元素，但同时却又使已被直线覆盖的元素中出现负元素。为

了消除负元素，只要对它们所存列（或行）中各元素都加上这一最小元素（可以看作减去这

一最小元素的相反数）即可。返同步骤2

为了使C‘中未被直线覆盖的元素中出现零元素，将第二行和第二行中各元素都减去

未被直线覆盖的元素中的最小元素l。但这样一来，第一列中出现了负元素。为了消除
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0 11

OO …
…
一〕〕

负元素，冉对第一列各元素分别加上1，即

c’一⋯二斌’川－
同＃l］步骤2，对C“加圈：

︷…
l
l
6

⑨
6

3
⑨

,
．
卫

侧

9

⑨

1
1

〔，'

c“中已有5个独立零元素，故可确定例11指派问题的最优指派方案为

一
…
：

OO

0 00

OO

0 00

：…
让A承建B3 , A：承建BZ , A3承建B , A承建B , A承建B。这样安排能使总的建造

费用最少，为7+9+6+6+6一34（万元）

三、非标准形式的指派问题

在实际应用中，常会遇到各种非标准形式的指派问题。通常的处理方法是先将它们
转化为标准形式，然后冉用匈牙利解法解之

1．最大化指派问题
设最大化指派问题系数矩阵c一（’。）x，其中最大元素为m。令矩阵B一（l，。）x一

(m一〔勺）x，则以B为系数矩阵的最小化指派问题和以c为系数矩阵的原最大化指派问
题有相同最优解

2．人数和事数不等的指派问题
若人少事多，则添上一些虚拟的‘人”。这些虚拟的‘人”做各事的费用系数可取。，理

解为这些费用实际上不会发生。若人多事少，则添上一些虚拟的‘事”。这些虚拟的‘事”
被各人做的费用系数同样也取。

3．一个人可做几件事的指派问题
若某个人可做几件事，则可将该人化作相同的几个‘人”来接受指派。这几个‘人”做

同一件事的费用系数当然都一样
4．某事一定不能由某人做的指派问题
若某事一定不能由某个人做，则可将相应的费用系数取作足够大的数M
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例12对于例11的指派问题，为了保证l程质量，经研究决定，舍弃建筑公司A和

A，而让技术力量较强的建筑公司A、A：和A3来承建。根据实际隋况，可以允许每家

建筑公司承建一家或两家商店。求使总费用最少的指派方案

反映投标费用的系数矩阵为M
H】肠比H ' H汽

M一⋯｛) 1 71斗
2乃八1
:｛之

由于每家建筑公司最多可承建两家商店，因此，把每家建筑公司化作相问的两家建筑

公司（A和A厂，，一1 , 2 , 3）。这样，系数矩阵变为M '
H肠比H氏

7 ' 5 ' 2）八1

1乙己l」A3

人”和·事”的数口相问，引人一件虚事B。，使之

一

一M

〕
摊
欲

卜面的系数矩阵有6行5列，为了使‘

成为标准指派问题的系数矩阵耐产：

Hl HZ H3H瑞
7 15

71万

: : : :
1 28

1 ZR

n
n

C
n

0

0

0
0

一

一M

用匈才利解法解以C为系数矩阵的最小化指派问题，得最优指派方

案为由A承建B和践，A：承建践，A3承建践和B。这样，急的建造

费用最省，为4+7+9+8+7一3冠万元） 闻
习 题

5.1下列说法中正确的有：
(l）用分枝定界法求解一个极大化的整数规划问题时，任何一个可行解的口标函数

值是该问题口标函数值的下界；
(2）用俐平面法求解整数规划时，构造的俐平面有可能切去一些不属于最优解的整数值；
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(3）指派问题可用求解运输问题的表卜作业法求解，反过来运输问题纤处理后也可

用匈牙利解法求解；

(4）一个整数规划问题如存在两个以卜最优解，则一定有无穷多最优解。

5.2篮球队需要选择5名队员组成出场阵容参加比赛。8名队员的身高及擅长位

置见表511。

表511

队员 1 2 3 4 5 6 78

牙高八 1 92 1 90 1 88 1 86 1 85 1 83 1 80 1 78

擅长位苦 中锋 中锋 前锋 前锋 前锋 后卫 后卫 后卫

出场阵容应满足以下条件：

(l）必须且只有一名中锋卜场；

(2）至少有一名后卫；

(3）如1号或4号上场，则6号不出场，反之如6号上场，则1号和4号均不出场；

(4)2号和8号至少有一个不出场。

问应当选择哪5名队员卜场，才能使出场队员平均身高最高，试建立数学模型。

5.3一个旅行者要在共背包里装一些最有用的旅行物品。背包容积为a，携带物品

总重量最多为b。现有物品m件，第！件物品体积为a，重量为b(，一1 , 2，⋯，m）。为了

比较物品的有用程度，假设第，件物品的价值为〔（，一1 , 2，⋯，n ,）。若每件物品只能整件

携带，每件物品都能放人背包中，并且不考虑物品放人背包后相互的间隙。问旅行者应当

携带哪几件物品，才能使携带物品的总价值最大，要求建立本问题的数学模型。

5．碍分别用割平面法和用分支定界法解下列整数规划：

(l)maxz=ZJ+JZ (2)mlnz=SJ+JZ

{J+J，毯5

一一J+J，毯O

一6J+ZJ，毯21

{J , JZ妻O，且为整数

5.5用隐枚举法解下列。1型整数规划：

(l)mlnz=SJ+7J2+IOJ3+3J+J

{3J】＋JZ妻9
、．,.}J】＋JZ、5

一“'+8"2多“
｛妇，JZ妻。，且为整数

、
一
…

J一3J2+5J3+J一4J妻2

一ZJ+6J2一3J3一ZJ+ZJ妻。

一2J2+2J3一J一J妻1

J , JZ , J3 , J , J一O或1

(2)maxz=2JI+JZ一J3

{",+3"2+J3铆

⋯北扮口蓄1
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5.6某城市可划分为11个防火区，已设有4个消防站，如图58所示

'，一二令一尸

·、一、＼一’0
4 '------－一又二二二二

、，.

图58

图58中，虚线表示该消防站可以在消防允许时间内到达该防火区进行有效的消防

灭火。问能否关闭若下消防站，但仍不影响任何一个防火区的消防救灾l作（提示：对每

一个消防站建立一个表示是否将关闭的。1变虽）

57现有p个约束条件

二“。J
J一1

妻b(，一 p)

需要从中选择，个约束条件，试借助。1变虽列出表达式

5洲健下＃ll率散拓阵的最小什指派ln1撷

}
}
}
4
3
7
 
2
4
3
7
G
2

(l)

59

10 11 42

7 11 10 14

5 6 912

1 3 15 11 10

(2)8
 
1
2

n
7

需要分派5人去做

分派，才能使总的得分最大户

5工贝1作，每人做各项1作的能力评分见表511。应如何

试分别用匈才利法和表卜作业法求解

表512

亚务
人员

O8

]2

O

]O弓

自〔〕

气
气
气
气
气
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5.10上题的指派问题也可用分支定界法求解，试说明求解思路

5.11考虑下列问题：

max(3了＋7夕）

{2 '+y镇25

,’·1二＋2，刻
式中。镇y镇10，为整数值，且二的值只能等于。、1、4和6

(l）请用一等价的整数规划模型来表达这个问题

(2）如果在口标函数中，用3尹来代替3二，请相应地修改（l）的答案

5.12卡车送货问题（覆盖问题）。龙运公司口前必须向5家用户送货，需在用户A

处卸下1个单位重量的货物，在用户B处卸下2个单位重量的货物，在用户C处卸下3个

单位重量的货物，在用户D处卸下4个单位重量的货物，在用户E处卸下8个单位重量

的货物。公司有各种卡车四辆：1号车载重能力为2个单位，2号车载重能力为6个单位，

3号车载重能力为8个单位，4号车载重能力为11个单位。每辆车只运货一次，卡车j的

一次运费为〔。假定一辆卡车不能同时给用户A和C二者送货；同样，也不能同时给用

户B和D二者送货

(l）请列出一个整数规划模型表达式，以确定装运全部货物应如何配置卡车，使其运

费为最小

(2）如果卡车j只要给用户！运货时需收附加费K勺（同卸货量无关），试述应如何修

改这一表达式
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非线性规划

线胜规划的口标函数和约束条件都是其自变量的线性函数，如果口标函数或约束条

件中包含有自变量的非线胜函数，则这样的规划问题就属于非线胜规划。很多1程设i}

优化问题的表达式中，含有变量的非线胜函数。在管理问题中，如著名的马可维茨

(M盯kowl[z）投资优化组合模划，存储论中平均总费用同订货批量的关系，产品定价的决

策及车间设施布局等，都涉及非线胜函数的清祝，这些问题均需用非线胜规划的模刑来表

达，并借助于非线胜规划的解法来求解

第一节基本概念

一、非线性规划的数学模型

非线胜规划数学模划的一般形式是

(mlnf(X)

丫 h(X）一O(I一1 , 2，⋯，阴） (61)

｛月（X）派O(j=l , 2 ,～·，i)

其中，x一（J , J，⋯，J .)T是维欧氏空间E．中的点（向量），口标函数／(x）和约束函数

h(X）、月（X）为x的实函数

有时，也将非线胜规划的数学模型写成

{mlnf(X)

｛月（X）派O(j=l , 2 ,～·，i)

即约束条件中不出现等式，如果有某一约束条件为等式月（X）一。，则可用如下两个不等

式约束替代已：

{"(X’派。
）一月（x）派。

模划（6.2）也常表示成另一种形式：

lmln/(X), XeR二E。

{R一｛X一月（X）派。，(j一1 , 2，⋯，l)

149
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上式中R为问题的可行域

若某个约束条竹是‘镇”不等式的形式，只需用‘一1”乘这个约束的两端，即可将其变

成‘)”的形式。此外，由于mZlxj(x）一一min仁一j(x）〕，且这两种睛况下求出的最优解

相同（如有最优解存在），故当需使口标函数极大化时，只需求其负函数极小化即可

二、二维问题的图解

当只有两个自变量时，求解非线胜规划也可像对线胜规划那样借助于图解法

考虑非线胜规划问题

「mln了（X)=（了、一2)2+（了，一l)2

一 了＋了鑫一5了2一O

代 了】＋了2一5李O (6.4)

一 T、尧O

｛了：)O

如对线胜规划所作的那样，在二‘万：坐标平面上画出口标函数的等值线，它是以点

(2 , l）为圆心的同合圆，再根据约束条件画出可

行域，它是抛物线段ABCD（见图61）。现分析

当自变量存可行域内变化时口标函数值的变化

情况

令动点从A出发沿抛物线ABCD移动，当

动点从A移向B时，口标函数值下降；当动点由

B移向C时，口标函数值上升。从而可知，存可

行域AC这一范围内，B点的口标函数值j(B)

最小，因而点B是一个极小点。当动点由C向

D移动时，口标函数值冉次下降，在D点（其坐

标为（4 , 1”口标函数值最小。在本例中，口标函

数值f(B）仅是口标函数f(x）存一部分可行域

'
}

·：二I _乡“气，' ' '
22厂厂

，
夕

、

万
产
！
1
1
、

? ?～一一一

图‘l

上的极小值，而不是在整个可行域上的极小值，这样的极小值称为局部极小值（或相对极

小值）。像B这样的点称为局部极小点（或相对极小点）。j(D）是口标函数在整个可行

域上的极小值，称全局极小值（最小值），或绝对极小值；像D这样的点称全局极小点（最

小点），或绝对极小点。全局极小点当然也是局部极小点，但局部极小点不一定是全局极

小点

三、几个定义

下面给出有关局部极小和全局极小的定义

设f(x）为定义在，维欧氏空间E，的某一区域R上的，元实函数（可记为f(x):
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2．二次型

二次型是x一（J , JZ，⋯，J)T的二次齐次函数：

j(x）一aJ甲＋ZaZJJ :＋⋯＋2a杯J。＋a22）毛＋2a23J2J3＋⋯＋

2a2超ZJ .＋⋯＋a二J芝

一艺艺“。JJ一丫AX (68)

式中，a勺一屿，A为”K”对称矩阵。若A的所有元素都是实数，则称上述二次型为实二

次型

一个二次型唯一对应一个对称矩阵A；反之，一个对称矩阵A也唯一确定一个二

次型

若对任意x护0（即x的元素不全等于零），实二次型j(x）一xTAx总为正，则称该二

次型是正定的。若对任意x护。，实二次型j(x）一xTAx总为负，则称该二次型是负定

的。若对某些x护。，实二次型j(x）一xTAx＞。；而对另一些x护。，实二次型j(x）一

xTAx＜。，即它既非正定，又非负定，则称它是不定的。若对任意x护。，总有j(x）一

xTAx妻。，即对某些x护。，j(x)=xTAx > o，对另外一些x护。，j(x)=xTAx=o，则称

该实二次型半正定。类似地，若对任意x护。，总有j(x）一xTAx镇。，则称其为半负定

如果实二次型xTAx为正定、负定、不定、半正定或半负定，则称它的对称矩阵A分

别为正定、负定、不定、半正定或半负定

由线胜代数学知道，实二次型xTAx为正定的充要条件，是它的矩阵A的左上角各

阶主子式都大于零。即

一眯川）2】）燕23一
all"a卜

)O

a们”a。。

实二次型xTAx为负定的充要条件是，它的矩阵A的左上角顺序各阶主子式负、正相间，

即有

＜。，一：黑哪】
判定以下矩阵的正定胜

洲＜。，一
all"a卜

)O

例1

⋯一｛一：
5＜。，一

2

O

一4

l

O

一3

l

一3

O

解对矩阵A :

all一一 器川一；一：一 26)O ,
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. A一 一：
故A负定

对矩阵B :

1 , 11一O ,

故知B不定

3．多元函数的泰勒（Taylor）公式

设”元实函数j(x）在厂（J）的某一邻域内有连续二阶偏导数，则可写出它在厂（J）处的

泰勒展开式如下：

, ' x，一，' x("),+v , ' x("), T ' x一x("),＋合‘x一x（。））·vZ ,(,)(x一x（。）
(69)

其中，x一厂（J)+0(x一x印）)，。＜0 < 1

若以x一厂（J)+P代人，则式（6.9）变为

,(x（。）+,）一，(x（。）)+v ,(x（。））·，＋合，·vZ ,(,), (6 10)

其中，叉一厂（J)+0P

也可将式（6.9）写成

, ' X，一，' X("),+v , ' X("), T ' X一X("),＋合‘X一X("), T vZ , ' X("), ' X一X("),+
(,(｝一X一x '(J)｝一”)

其中，当x ? x '(J）时，(,(｝一x一厂（J)｝一”）是州x一厂（J)｝一”的高阶无穷小，即

之界(,(｝一X一X明}IX一X明

充分条件

“是f(x）的极小点的充分条件由下面的定理2给出

定理2设R是，维欧氏空间E。上的某一开集，j(x）在R卜具有连续二阶偏导数，

若vf(X"）一。，且v"f(X"）正定，则x"eR为f(x）的严格局部极小点。此处

vZf(x" (6 11)
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为j(x）在点x“处的黑塞（H比、。）矩阵

本定理证明略，请参看有关著作

若将v"j(x"）正定改为负定，定理2就变成了x“为j(x）的严格局部极大点的充分

条件

例2研究函数j(x）一对一端是否存在极俏点

解先由极值点存在的必要条件求出稳定点

臀 2了1 丫 一一2了2

令vj(x）一。，即：2二一。和一2二2一。，得稳定点

X=（了1，了2)T=(O , O)T

再用充分条件进行检验

了刁nL了刁nL了刁了刁架尹一2 刁‘j(X)刁二墓_ _ 2．叮巡翌＿叮巡翌＿。
从而

vZf(x)=
{O

由于共黑塞矩阵v"j(x）不定，故x一（。，0)T

五、凸函数和凹函数

O

一2

不是极值点，而是一个鞍点

1．定义

设j(x）为定义在刀维欧氏空间E。中某个凸集R。卜的函数，若对任何实数a（。＜

a < l）以及R。中的任意两点x ' ,）和厂2)，恒有

j(ax ' ')+(l一a)x ' 2)）镇aj(x ' ,))+(l一a)j(x ' 2)) (6.12)

则称j(x）为定义在R。卜的凸函数

若对每一个a（。＜a < l）和任意两点厂，）护厂2）任R。，恒有

j(ax ' ')+(l一a)x ' 2))< aj(x ' ,))+(l一a)j(x ' 2)) (6.13)

则称j(X）为定义在R。卜的严格凸函数

若式（6.12）和式（6.13）中的不等号反向，即可得，l］凹函数和严格凹函数的定义

异然，若函数j(x）一一解x）是凸函数（严格凸函数），则解x）一定是凹函数（严格凹

函数）

凸函数和凹函数的几何意义很明界。若函数图形卜任意两点的连线都不在这个图形

的下方，已就是向下凸的（见图62(a)）。凹函数则是向下凹的（卜凸的）（见图62(b))

线性函数既可以看成凸函数，也可以看成凹函数
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l

!
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《a】凸田敌

图‘2

2．凸函数的性质

性质1设j(x）为定义在凸集R。上的凸函数，则对任意实数月）。，函数浏（x）也是

定义在R。上的凸函数

性质2设j(x）和jZ(x）为定义在凸集R。上的两个凸函数，则这两个凸函数的和

j(X)=j(X)+jZ(X）仍为定义在R。上的凸函数

由以上两个性质可以推得：有限个凸函数的非负线胜组合

月j(X)＋尽jZ(X)+～·＋月，j ,(X)

尽）。（老一1 , 2，⋯，n ,)

仍为凸函数

性质3设j(X）为定义在凸集R。上的凸函数，则对每一实数月，集合（称为水平集）

S ,={X 1 X eR , j(X）镇月｝ (6.14)

是凸集

3．凸函数的判定

要判定一个函数是不是凸函数，可直接依据定义；对于可微凸函数，也可利用下述两

个条件

(l）一阶条件

设R。为E，上的开凸集，j(x）在R。上可微，则j(x）为R。上的凸函数的充要条件

是：对任意不同两点厂’)eR。和厂2)eR。，恒有

j(x ' 2)))j(x ' ,))+vj(x ' '))T(x ' 2）一x ' ')) (6.15)

若式（6.15）为严格不等式，它就是严格凸函数的充要条件。如将上式中的不等号反

向，就可得到凹函数（严格不等号时为严格凹函数）的充要条竹

(2）二阶条件

设R。为E，上的开凸集，j(x）在R。上二阶可微，则j(x）为R。上的凸函数（凹函数）

的充要条件是：对所有XeR，艾黑塞矩阵半正定（半负定）
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若j(x）的黑塞矩阵对所有x任R。都是正定（负定）的，则j(x）是R。上的严格凸函

数（严格凹函数）

证明从略。读者可从有关文献中查找

例3证明j(x）一片＋端为严格凸函数

证明先用一阶条件证明

任取两个不同的点丫，）一（", , b)T和丫2）一（a2 , bZ)T，有

j（厂’)）一武＋对，j(x ' 2)）一砖＋醚，vj(x川）一（2a , 2l ,)T

现看下式是否成立

·‘+b '＞·，+b ,+' 2一2‘】，(
a 2 we al

bZ一l , l

武＋醚＞武＋对＋ZaaZ一2a甲＋ZI , bZ一2对

(aZ一a)2+(bZ一b)2 > o
或
或
由于厂’）护厂2)，故上式成立，从而得证

下面用二阶条件证明：

臀 2了1

碧一2了2 ,刁‘j(X)刁二甲一刁‘j(X)刁二墓_ 2．翌巡卫＿叮巡卫＿。
其黑塞矩阵为： v"j(x）一

因v"j(x）正定，故j(x）为严格凸函数

4．凸函数的极值

2O

O2

前已指出，函数的局部极小值井不一定等于它的最小值。前者只不过反映了函数的

局部胜质。而最优化的口的，往往是要求函数存整个域中的最小值（或最大值）。为此，必

须求出其所有的极小值井加以比较（有时尚需考虑共边界值），以便从中选出最小者。然

而，对于定义存凸集上的凸函数来说，则用不着进行这种麻烦的I作，它的任一极小值就

等于其最小值。而且，它的极小点形成一个凸集

现设j(x）是定义在凸集R。上的可微凸函数，如果存在点x“任R，使得对于所有的

X任R，都有 一

vj(x")T(x一x"))o (6.16)

则x“就是j(x）在R。上的最小点（全局极小点）。请参看

图63

上述结论可由凸函数的一阶判定条件直接推出

若x“是R。的内点，则向量x一x“在，，维欧氏空间E

中可取任一方向，这意味着这时可用式vf(x"）一。代替

尺 X

～一～一一一一一一一

一甲f花X ' 1/



第肆’卜’冰规划含

式（6.16)，可知存这种倩况下，vj(x）一。不仅是极值点存存的必要条件，它同时也是其

充分条件

六、凸规划

现考虑非线性规划式（6.2)，若其中的j(x）为凸函数，g(X)(j一1 , 2，⋯，l）全是凹函

数（即所有一g(x）全为凸函数），就称这种规划为凸规划

凸规划具有人们希望的下述很好的胜质：

(l）可行解集为凸集

(2）最优解集为凸集（假定最优解存存）

(3）任何局部最优解也是其全局最优解

(4）若口标函数为严格凸函数，且最优解存在，则其最优解必唯一

考虑凸规划
{mln子（X)

之 u(X)> O(J=1.2.～二l) (6 17)

{j(X）和一局（X）为凸函数

以R。表示其可行解的集合。若任取厂，）任R，厂2）任R，则对任意a任（0 , 1)，有

g(ax ' ,)+(l一a)x ' 2)))ag(x ' '))+(l一a)g(x ' 2)))o

j一1 , 2，⋯，l

即ax ' ,)+(l一a)x川任R。这就证明了胜质（1)

由于凸规划的可行域为凸集，j(x）为凸函数，可知胜质（2）和胜质（3）成立。下面用

反证法证明胜质（4)

设其最优解不唯一即存存最优解厂，）任R和厂2）任R，且厂，）护厂2)，而j（厂，)）一

j（厂2)）。现任取a任（。，1)，由于R。为凸集，故

ax川＋(l一a)x川任R

根据严格凸函数的定义，

j(ax ' ,)+(l一a)x ' 2))< aj(x ' '))+(l一a)j(x ' 2))=j(x ' ,))

这说明还有比厂，）和厂2）更好的解，从而引出矛后。

容易想到，线胜规划也是一种凸规划

例4验证下述非线胜规划为凸规划：

「mln了（X)=J丫＋J姜一4J+4

一 盯（X）一J一J+2李O

拭 f(X)＝一J宁＋J一l李O

一 盯q(X）一J】夯O

{g(X)=J :)O

解第一、第＝和第四个约束条件都是自变量的线胜函数，把它们看成凸函数和凹函
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(3）确定步长。沿尸引方向前进一个步长，得新点丫抖’）。即在由丫引出发的射线

x一x川＋又P任）又）。

上，通过选定步长（因子玖一又．，得下一个迭代点

厂抖1）一x川＋石P川

使得

j(x‘去＋,))=j(x‘去）＋又．P‘去）)< j(x‘去）)
(4）检验新得到的点是否为要求的极小点或近似极小点，如满足要求，迭代停止。否

则，令k，一k+1，返同第（2）步继续迭代

存以上步骤中，选定搜索方向对算法起着关键性的作用，各种算法的区分，主要在于

确定搜索方向的方法不同

存许多算法中，步长的选定是由使口标函数值沿搜索方向下降最多（在极小化问题

中）为依据的，即沿射线厂引＋又到引求j(x）的极小，即选取又．，使

j(x‘去）＋又．P‘去）)=m Inj(x‘去）＋又P‘去）) (6.19)
孟

由于这一l作是求以又为变量的一元函数j（厂引＋又到引）的极小点又．，故称这一过程为
（最优）一维搜索或线搜索，由此确定的步长称为最佳步长

上述一维搜索有个重要的胜质，就是在搜索方向上所得最优点处的梯度和该搜索方

向正交。这可表述成如下定理：

定理3设口标函数j(x）只有连续一阶偏导数，厂抖’）按下述规则产生
〔了（X‘去）＋又P‘去）)=m In了（X‘去）＋又P‘去）)

〔X」卞尹一X⋯＋而P⋯

则有

vj(x‘去＋,))TP‘去）=o (6.20)

证构造函数娜肋一j（厂引＋又P"))，则

娜耐一四n爷（A)
40、

广

｛丫抖，）一x川＋而P川

即又．为爷（肋的极小点。另外

爷‘（又）一vj(x")＋又P"))TP")

由了（肋一，一，。一。，得
vj(X‘去）＋又．P‘去）)TP‘去）=vj(x‘去＋,))TP‘去）=o

由于函数j(x）在某点的梯度和过该点的等值

面的切线正交，从而一维（最优）搜索的搜索方向和

其上最优点处函数的等值面相切（见图65)

因真正的极值点x“事先并不知道，故在实

用上只能根据相继两次迭代得到的计算结果的

、、w(x{‘十l

j(X〕一，厂认

\
\
\
\

f(X)=J()

图‘5
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变化来判断是否已达，l］要求，从而建立终止迭代计算的准则。常用的终止迭代准则有以

下几种

(l）根据相继两次迭代结果的绝对误差

｝一厂k+1）一x川｝一镇。

lj(x"+,)）一j(x"))l镇。2

(2）根据相继两次迭代结果的相对误差

｝一丫川）一x川｝l
｝一厂引｝l

lj(x‘去＋,)）一j(x‘去）)l
一f（厂去）川

毛￡3 (6 21)

毛￡ (6 22)

式（6.21）和式（6.22）中的分母要求不等于和不接近于零

(3）根据函数梯度的模足够小

｝一vj(x任）川一镇自

以卜各式中的。，。2，。3，。和。为足够小的正数

第二节一维搜索

一维搜索用于求解单变量的无约束极值问题，它问时也为求解后面各节中更复杂的

问题提供基础

一维搜索的方法很多，这里仅介绍斐波那契（Flbona。。1）法和。．618法。这两种方法

属直接法，仅需计算函数值，不必计算函数的导数

一、斐波那契法（分数法）

设y一j(I）是区间仁“，司卜的单变量下单峰函数，它在该区间仁有唯一极小点I"，而

且函数有I“之左严格下降，在I“之右严格仁升。若有此区间之内任取两点“和b，且

"< b，井计算函数值j("）和j(l ,)，则可能有以下两种睛况：

(l)j(")< j(l ,)：这时极小点I“必有区间仁“, b〕内（见图66(a))

(2)f("）妻f(l ,)：这时极小点I“必有区间仁“，司内（见图66(b))

厂“止“‘一
图“



第六章’卜线比规划仓

这说明，只要存搜索区间［a，司内取两个不同点，并算出它们的函数值加以比较，即可

把包含极小点的区间由［a，司缩小为［a , b〕或［a，司。这时，如要继续缩小搜索区间

仁a , b〕或仁a，司，就只需存新的区间内再取一点算出其函数值，与j(a）或j(l ,）加以比

较即可。只要按上述方法使缩小后的区间始终包含极小点I"，则区间缩得越小，就越接

近于函数的极小点；当然，区间缩得越小，要计算函数值的次数也就越多。这表明，区间

的缩短率和函数值的计算次数有关。现存要问，计算刀次函数值能把区间（包含极小点）

缩小，lj什么程度？或者说，计算函数值刀次能把至多多大的原区间缩小为长度为1个单

位的区间呢，

现用F，表示计算，，次函数值能将其缩短为1个单位长度区间的最大原区间长度，则

导然有

F。＝Fl=l (6.23)

其原因是，只有当原区间长度本来就等于一个单位区间长度时才不必计算函数值；此外，

只计算一次函数值无法将区间缩短，只有原区间长度本来就是一个单位区间长度时才行

现考虑FZ。存区间仁a，司内设想取两个不同点a和b，并计算它们的函数值以缩短

区间，缩短后的区间为［a , b〕或［a，司。由于a和b是不同的二个点，因而［a , b〕和

仁a，司这两个区间长度之和必大于［a，司的长度。这说明计算两次函数值一般无法把长

度大于2个单位长度的区间缩成单位区间。但是，可以把计算函数值的点（今后称为试

点）选得尽量靠近区间仁“，司的中点，对于长度等于2个单位01一：11+' 2
长度的区间，缩短后的区间长度等于单位长度的（1＋。）倍厂一一一一一一一爪，

（。为任意小的正数），从而使缩短后的区间长度接近于1个 图‘7
单位长度，由此得，lj FZ一2（见图67)

用上述的类似分析方法可得

F3一3 , F书一5 , F‘一8 ,

在图68中示出了刀一3 , 4 , 5这＝种倩况，图中小圆圈中的数字表示选取这个试点的先后

顺序，分数为该点存整个区间的相对位置

健月妇J

{ ;

卿l娜夕 脚 上

3
1
 
,

2
一
，

！
一
，

J夕！叹幼必

;3
一
8

2
一
8

l
一
8

图‘8
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序列｛F｝服从于一个一般递推公式：

F。一Fl+FZ ,

使用式（6.24）可依次计算出各F。的值（见表61)

表61

2. 0 1 2 3 4 56

F . 1 1 2 3 5 8 13

刀妻2 (6 24)

34 55

1 0 1 1 12

89 144 233

由卜面的讨论可知，计算，次函数值所能得到的最大缩短率（缩短后的区间长度与原

区间长度之比）为1/F。要想把区间［a，乃〕的长度缩短为原来区间长度的创占＜l）倍或

更小，即缩短后的区间长度

久一叽镇（I，一a）占 （6.25)

只要，足够大，能使下式成立即可：

(6 26)

卜式中占为区间缩短的相对精度

有时给出区间缩短的绝对精度个即要求

气一“镇，

异然占和，之间应有如下关系：

，一（阮一由）占

现将用斐波那契法缩短区间的步骤总结如下：

(l）确定试点的个数，

根据缩短率占，即可用式（6.26）算出F，然后由表61确定最小的刀

(2）选取前两个试点的位置

由式（6.24)，可知第一次缩短时的两个试点位置为（见咚1 69):

(6 27)

11一a+

一阮＋ (6 28)

由

阮

断

一
一
一
1
1

仇

山

阮
式
‘

货
鲁
赞

卜

；一a。＋

十

l
才

…
探．早甄 子卜2

图69
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它们在区间内的位置是对称的

(3）计算函数值j(I）和j(I

若j(I)< j(I ;)，则取

a1

并令

;)，并比较它们的大小

一a。，b，一乙

12一b】＋ (al一l , l)凡
一
凡

否则，取

al一11 , l , l一玩，肠一

并令

一＋分‘l , l一
(4）计算j(12）或j(I鑫）（其中的一个已经算出），如第（3）步那样一步步迭代。计算试

点的一般公式为
( F
一八一协1十＝一一一一一La去1一协

习 厂丁川
一尹 十‘
一I盗一a盗1十干万一一一一一Lb盗1一a盗
〔 厂时去＋1

(6 29)

其中k一1 , 2，一刀一lo

(5）当进行至k=,，一l时

，】一，二】一合（"2+bZ)
这就无法借比较函数值f(I）和f(I几）的大小以确定最终区间，为此，取

】一合（"2+bZ ,
】一卜2+（合＋·）(b卜2一卜2)

(6 30)

瓜

试

其中。为任意小的数。在I和I几这两点中，以函数值较小者为近似极小点，相应的函

数值为近似极小值。井得最终区间［aZ , I二〕或［I , bZ〕

由上述分析可知，斐波那契法使用对称搜索的方法，逐步缩短所考察的区间，它能以

尽量少的函数求值次数，达到预定的某一缩短率

例5试用斐波那契法求函数j(I）一产一I+2的近似极小点和近似极小值，要求缩
短后的区间不大于区间仁一1 , 3〕的。．08倍

解容易验证在此区间上函数j(I）一产一I+2为严格凸函数。为了进行比较，我们

给出其精确解是：I‘一。．5 , j(I '）一1.75
已知a。一一1 , b。一3洁一0.08 , F)l／占一1/0.08一12.5，查表61，得，，一6

，】一‘。＋叠‘一‘。，一3＋矗‘一，一3，一。‘538
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，、一＋鬓“一，一，＋矗仁3一‘一，，〕一，·4 62
j(I)=0.5352一0.535+2
j(I几）=1.4622一1.462＋乞

由于f(I)< f(I ;)，故取a一一1 , b一1 4 62.1

751

6 75

妾＝0.538

八一l , l＋叠（a】一l , l，一，·462＋音‘一’一’·4"2 , 0 077

f(12)=（一0.077)”一（一0.077)+2=2.083

由于f(12)> f(I鑫）=1.751，故取aZ＝一0.077泊2=1.462 , 13=0.538

，犷一＋叠“2一，一。·。77＋普（1·4 62＋。·。77）一。．846
j(I犷）=0.5462一0.546+2=1.570

由于f(I犷）> f(13)=1.751，故取a3＝一0.077泊3=0.546 , I了＝0.535

八一‘3＋叠‘一‘3，一。·546＋普（一。 077一0 846)=0 231

j(I。）=0.231”一0.231+2=1.822

由于j（八）> j(I了）=1.751，故取a。＝0.231泊。＝0.546 , 15=0.538
现令。一。．01，则

，、一＋（合＋·）（。一卜。·23 ,+' o·5+o·O , , ' O·84卜O·2川一O 545

j(I认）=0.5452一0.545+2=1.752 > j(15)=1.751
故取as=0.231，为5=0.545。由于j(15)=1.751 < j(I二）=1.752，所以以15为近似极小
点，近似极小值为1.751

缩短后的区间长度为。．545一。．231一。．314，。．314/4一。．0785＜。．08，其整个计算
过程示于图610中

一1 orl 113
动、 八1

t , t ,

"l一一～? ? ? ?～洲气

111飞
仍一～? ?～叫石2

I礴I魂
山卜．曰～? '～叫卜

t , I、
山‘～山～叫肠

a、卜州石气

圈610
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二、0.618法（黄金分割法）

由上节的论述可知，当用斐波那契法以，，个试点来缩短某一区间时，区间长度的第一
次缩短率为F ,/F ,，其后各次分别为

F , ZF , 3 Fl

瓦万’瓦二”' '’瓦

现将以上数列分为奇数项凡卜／凡．和偶数项F2 .／凡。，可以证明，这两个数列收敛于同

一个极限0.6180339887418948

以不变的区间缩短率。．618代替斐波那契法每次不同的缩短率，就得到了。．618法

可以把这个方法看成是斐波那契法的近似，它比较容易实现，效果也很好，因而更易于为

人们所接受

用。．618法时，计算，，个试点的函数值可以把原区间仁a。，b。〕连续缩短，，一1次，由于

每次的缩短率均相同，为产，故最后的区间长度为

b , 1一a , 1=(b。一a。）产时1 (6.31)

。．618法是一种等速对称消去区间的方法，每次的试点均取在区间相对长度的。．618

和0.382处

例6用。．618法求函数

(1/2． 书I < 2

（一I+3，气I > 2

在区间［。，3〕上的极大点，要求缩短后的区间长度不大于原区间长度的10%

解已知a。一。，玩一3

I=0.382(3一。）=1.146 , I几＝0.618(3一。）=1.854

j(I)=0.5(1.146)=0.573 , j(I几）=0.5(1.554)=0.927

a=I=1.146 , b=b。＝3 , I :=I几＝1.854

I毛＝1.146+0.618(3一1.146)=2.292

j(I几）＝一2.292+3=0.705

a :=a=1.146 , b :=I几＝2.292 , I扩＝I :=1.854

13=1.146+0.382(2.292一1.146)=1.584

j(13)=1.584/2=0.792

a3=13=1.584 , b3=b :=2.292 , I=I扩＝1.854

I犷＝1.554+0.615(2.292一1.554)=2.022

j(I矛）=0.978

a=I=1.854 , b=b3=2.292 , 15=I矛＝2.022

I二＝1.554+0.615(2.292一1.554)=2.125

j(I飞）=0.575

as=a。＝1.854 , bs=I飞＝2.125
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由于

2 125一1854
3一O 臀 0.090 < 0.100

从而可知区间仁a , b］为最终区间（当然也可事先求出需要的试点数，, ,[a , b］即为

最终区间）。近似极大点为I一2.022，近似极大值j(I）一。．978。读者可仿照图610画

出本例的全部缩短过程

第三节无约束极值问题

无约束极值问题可表述为

mlnj(X), X eE。 （6.32)

在求解卜述问题时常使用迭代法。迭代法大体可分为两大类：一类要用tl］函数的一阶铮

数和（或）二阶导数，由于用到了函数的解析性质，故称为解析法；另一类在迭代过程中仅

用到函数值，而不要求函数的解析胜质，这类方法称为直接法。一般说来，直接法的收敛

速度较噢，只是在变量较少时才适用。但直接法的迭代步骤简单，特别是当口标函数的解

析表达式十分复杂，甚至写不出只体表达式时，它们的导数很难求得，或根本不存在，这

时，就只有用直接法了。下面介绍两种基本的解析法

一、梯度法（最速下降法）

梯度法是一种占老的方法，但由于它的迭代过程简单，使用方便，而且又是理解其他

非线胜最优化方法的基础，所以先来说明这一方法

假定问题（6.32）中的口标函数j(x）具有一阶连续偏导数，已存在极小点x“。以

厂引表示极小点的第k次近似，为了求其第k+1次近似厂去＋1)，在厂引点沿方向尸引作

射线

x一x川＋建‘去）入）。 （6.33)

将j(x）在厂去）处作泰勒展开，得

j(x)=j(x‘去）＋入P‘去）)=j(x‘去）)＋入Vj(x‘去）)TP‘去）+o（入）

其中vj(x任））为函数j(x）在厂引点的梯度，可以假定vj（厂引）护0（否则厂引已是平稳

点）。对于充分小的入，(,（肋是入的高阶无穷小。这时，只要

vj(x‘去）)TP‘去）< o (6.34)

即可保证j（厂引＋护任）)< j（厂引）。在这种情况下，若取下一个迭代点为厂抖’）一厂引＋

入尸引，就能使口标函数值得到改善。下面设法寻求使式（6.34）左端取最小值的尸引。由

线性代数学知

vj(x‘去）)TP‘去）=｝一vj(x‘去）)｝一｝一P‘去）｝一。o、o (6.35)

其中0为向量vf（厂引）与尸引的夹角
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不妨设尸引的模一定。当尸引与vj（丫钧同向，即取尸引为梯度方向时，0一。，。o刃一1 ,

vj(x‘去）)TP‘去）最大；当P‘去）与vj(x‘去））反向时，o=1800，。o、o＝一l , vj(x‘去）)TP‘去）< o，且

其俏最小，这一方向为负梯度方向。前曾指出，负梯度方向是函数俏下降最决的方向（通

常指有厂引的某一小范围内），沿这一方向搜索，有可能较决地达到极小点，梯度法就采用

这样的方向为搜索方向

为了得，lJ下一个近似极小点，有选定了搜索方向之后，还要确定步长。选取步长的一

种方法是通过试算，即先取又为某一个数，检验下式是否满足：

j(x"）一又Vj(x")))< j(x")) (6.36)

若满足，就可以取这个又俏进行迭代；若不满足，就减小又的值使满足上式。由于采用负

梯度方向为搜索方向，满足式（6.36）的又总是存在的

另一种方法是

又．: mlnj(X‘去）一又Vt(x‘去）)) (6.37)
孟）O

这可通过有负梯度方向的一维搜索（例如用。．618法），来确定使j(X）最小的又．。这样得

到的步长称为最佳步长，有时把采用最佳步长时的梯度法称为最速下降法

现将用梯度法求函数j(X）的极小点的步骤总结如下：

(l）给定初始点厂旧和允许误差。＞。，令k：一。

(2）计算j(x任））和vj（厂去）)，若州vj（厂引川一”簇。，停止迭代，得近似极小点厂去）和

近似极小值j（厂去）)；否则，转下一步

(3）做一维搜索（也可直接使用下面给出的式（6.38）或式（6.40))

又一mlnj(X"）一又Vj(x")))
孟

并i！算x任十’）一x川一又．vj(x任）)，然后令k，一k+1，转同第（2）步

现设j(x）具有二阶连续偏导数，将j（厂们一又vj（厂去）”在厂们作泰勒展开：

f(x‘去）一又vf(x‘去）)）幻f(x‘去））一vf(x‘去）)T又vf(x‘去）)

＋合又二（x（一）·vZ , ' x（一，又二‘X"),
使上式对又求导，并令艾等于零，即可得近似最佳步长的如下计算公式：

vf(x‘去）)T vf(x‘去）)
vf(x‘去）)T vZf(x‘去）)vf(x‘去）)

(6 38)

有时，把搜索方向尸川的模规格化为1，即取

洲引一＿Vj(X‘去）)
Vf(X‘去）)

(6 39)

在这种隋况下，式（6.38）就变为

又。一婴犁黑军丝犁其里嘿黑上
VI（人JV ' l（人J VI（人J

(6 40)
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例7用梯度法求函数j(x）一片＋5端的极小点，取允许误差。

解取初始点厂。）一（2 , 1)T

vf(x)=(2二，10二2)T , vf(x‘。）)=(4 , 10)T。其黑塞矩阵

一07

vZf(x)
2O

人。
(4 , 1。）（森）

=0 1124

(_ : : ; : :一

一

1
.

1
.

(4.10) : 1 :
x（】一（:）一。‘, , 24 1O

vf（丫，)）一 _ : : : : : vf(x ' ,)) 1 1.1526）￡

(3 1008．一12400)
3.1008

一1 2400

)(--:
又1

(3 1008，一12400) : 1 : ; : : :
0 3223

x(2一（_ : : ; : : 一0 3223 _ : : : : : ; : : :
Vf(X ' 2) ; : : : ,｝一vf(x川 =8.815）￡

(1 102.2757)

麟
又2

; : : :
=0 1124

(1 102 , 2 757)

X川

Vf(

0 5510

一、0.2757)

X ' 3’一（_ :

一0 1124 ; : : :一（_ : : : : : 9
: : : : Vf(X ' 3) =0.8466）￡

(0 8542，一0 3419)

)(--:
又3

0.8542

一0 3419

(0 854 2．一0 3419) : 1 : : : : :
=0 3221

X"）一 (_ : : : : : 9 一0 3221 _ : : : : :

)

(: : :：。
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Vf(X ' : : : ; vf(x ' 4))1 12=0.6685＜￡

故以丫4）一（。．152，。．0759)T为近似极小点，此时的函数值j（丫4)）一。．0519。该问题

的精确解是x“一（0 , 0)T , j(x"）一。。可知，要得，l］真正的精确解，需无限迭代下去

由于沿负梯度方向口标函数的最速下降性，很容易使人们误认为负梯度方向是最理

想的搜索方向，最速下降法是一种理想的极小化方法。必须指出的是，某点的负梯度方

向，通常只是有该点附近才只有这种最速下降的胜质。在一般睛况下，当用最速下降法寻

找极小点时，共搜索路径呈直角锯齿状（请回忆定理3)，在开头几步，口标函数值下降较

决；但在接近极小点时，收敛速度常就不理想了。特别是当口标函数的等值线为比较扁

平的椭圆时，收敛就更慢了。因此，有实用中常将梯度法和共他方法联合应用，在前期使

用梯度法，而有接近极小点时，可改用收敛较决的艾他方法

二、牛顿法

首先考虑正定二次函数

,(x）一合x·。＋。·x＋〔 (6 41)

此处A为，, K ,，对称正定阵，x任E , B任E，〔为常数

假定该函数的极小点是x"，则必有

Vj(X")＝月方“+B=0

从而，Ax“一一B。另外，对任一点厂。）任E，函数在该点的梯度vj（厂。））一A厂。）+B

消去B，这就得到

vj（厂0)）一月方‘。）一月方

由此可解出

x"=x‘。）一A , vj(x‘。）) (6.42)

这说明，对于正定二次函数，从任意近似点厂。）出发，沿一A ' vj（厂。））方向搜索，以1为

步长，迭代一步即可达极小点

例8用牛顿法求例7的极小点

解任取初始点厂。）一（2 , 1)T，算出vf（厂。））一（4 , 10)T。有本例中，

1/2

1只。0
l
0

Q
O

l一

一

x一x（。）一A】v ,(x（。））一（:）一（’。2 1只。)(1 :）一（:)
vj(x"）一（0 , 0)T，可知x“确实为极小点

将本例与例7进行比较，可知牛顿法的搜索方向与最速下降法的搜索方向不问

现考虑一般，，元实函数f(x)，假定它有连续二阶偏导数，厂引为其极小点的某一近
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似。在这个点附近取f(x）的二阶泰勒多项式逼近：

,(x）幻，(x（一）+v ,(x（一）·。＋合。·vZ ,(x（一）△x (6 43)

其中，△X一x一尸）

这个近似函数的极小点应满足一阶必要条件，即

vj(x‘去）)+vZj(x‘去））△x=o

设v"j（厂引）的逆阵存在，可得

x=x‘去）一仁vZj(x‘去））〕，vj(x‘去）) (6.44)

由于式（6.43）仅是j(x）的近似表达式，由式（6.44）解得的该近似函数的极小点，也就仅

是j(x）极小点的近似。为求得j(x）的极小点，可以一［v"j（厂＊)）〕’vj（厂＊)）为搜索方
向（牛顿方向），按下述公式进行迭代：

(P‘去）＝一厂VZ了（X‘去）)], V了（X‘去）)

夕入盗：mlnZ(X⋯＋刀J、耳，） 了只」只、

〔X、～’一X⋯＋石P⋯

这就是所谓的阻尼牛顿法（广义牛顿法），可用于求解非正定二次函数的极小点

牛顿法的优点是收敛速度决；缺点是有时进行不下去而需采取改进措施（可参看有

关参考文献）。此外，当维数较高时，计算［v"j（厂引）〕’的l作量很大

为克服梯度法收敛速度慢及牛顿法有时失效和在维数较高时计算l作量大的缺点，

不少学者提出了一些更加实用的其他算法，如共扼梯度法、变尺度法等，限于篇幅此处从

略，读者可参阅有关文献

第四节约束极值问题

绝大部分实际问题都受到某些条件的限制，这些限制条件（约束）常给寻优l作带来

很大困难。下面首先说明约束极值问题解的最优性条件，然后研究几种基本的解法

一、最优性条件

1．可行下降方向

(l）起作用约束

假定厂。）是问题（6.3）的一个可行解，心满足所有约束条件。对某一个约束条件

g(x)）。来说，厂卜茜足心有两种睛况：一种情况g（厂。）)＞。，这时，厂。）不在由这个约

束条件形成的可行域边界卜，我们称这一约束为厂。）点的不起作用约束（或无效约束）;

另一种睛况是g（厂。））一。，这时，厂。）点处于由这个约束条件形成的可行域边界卜，对

厂。）点的进一步摄动来说，这一约束起到了某种限制作用，故称心为厂。）点的起作用约束

（或有效约束）。异然，等式约束条件对所有可行点都是起作用约束
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(2）可行方向

设厂。）为任一可行点，对某一方向P来说，若存在实数入。＞。，使对任意的入任［。，入。〕

均有下式成立：

厂。）＋入P任R

就称方向P为丫。）点的一个可行方向。

以J记丫。）点所有起作用约束下标的集合，即

J一｛j一g(x‘。））一。，1镇j镇料

异然，如果P为x‘。）点的可行方向，则存在入。＞。，使对任意入任［。，入。〕，有

g(x‘。）＋入P))g(x‘。）)=O少任J

从而

dg(x（。）＋入P)
d入 =vg(x‘。）)TP妻。）任J

式中vg（厂。））为约束函数g(x）在厂。）点的梯度。

另外，由泰勒公式，

岛（厂。）＋入P）一g(x印）)＋入玫（x印）)TP+(,（肋

对厂。）点的所有起作用约束，当入＞。足够小时，只要

vg(x‘。）)TP > o少任J (6.46)

就有

g(x‘。）＋护）)o少任J

此外，对厂。）点的所有不起作用约束，g（厂。）)＞。，由g(x）的连续胜，当入＞。足够

小时，亦有

g(x‘。）＋入P))o少百J

从而，只要方向P满足式（6.46)，即可保证它为厂。）点的可行方向。

(3）下降方向

设厂。）任R，对某一方向P来说，若存在实数石＞。，使对任意的入任［。，入厂〕均有下式

成立：

j(X‘。）＋入P)< j(x‘。）)

就称方向P为x‘。）点的一个下降方向。

由泰勒展开式

j(x‘。）＋入P)=j(x‘。）)＋入Vj(x‘。）)TP+o（入）

当入足够小时，只要

vj(x‘。）)TP < o (6.47)

就有j（厂。）＋入P)< j（厂。））。这说明，只要方向P满足式（6.47)，即可保证它为厂。）点的

下降方向。
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(4）可行下降方向

若厂。）点的某一方向P，既是该点的可行方向，又是该点的下降方向，就称它为这个

点的可行下降方向。设厂。）不是极小点，为求其极小点，继续搜索时当然应沿该点的可行

下降方向进行。异然，对某一点x．来说，若该点不存在可行下降方向，它就可能是局部

极小点；若存在可行下降方向，它当然就不是极小点。下面的定理4从另一角度说明了

这一问题

定理4设x．是问题（6.3）的一个局部极小点，j(x）在x．处可微，而且

g(X）在X．处可微，当j任J时

g(X）在X．处连续，当j百J时

则在x．点不存在可行下降方向，从而不存在尸同时满足

}vf(x .)TP < o

(Vg(X一）P > O少任j

其中，指标集J一｛川g(x .）一。，1簇j簇l}

这个定理是界然的。若存在满足式（6.48）的方向P，则沿P搜索可找至U比x．更好的

可行点，这与x．为局部极小点矛后

从几何上说，满足式（6.48）的方向P，与该点口标函数负梯度方向的夹角成锐角，而

且，与该点起作用约束梯度方向的夹角也成锐角

2．库恩塔克（Kuh介Tu〔ker）条竹

库恩塔克条件是非线胜规划领域中最重要的理论成果之一，只有很重要的理论价

值。下面就来导出这个条件

(l)Gordan引理设A , AZ，⋯，A是l个刀维向量，不存在向量P使

A沪＜。（j一1 , 2，⋯，l)

成立的充要条件是，存在不全为零的非负实数户甲2，⋯明，使

艺肠A一。

本式的几何意义说明如下。设A , AZ , A3是＝个二维向量，若它们均位于某条直线

H的同一侧，则可找到某一向量P，使A阳＜0(j一

1 , 2 , 3)（参看图611(a)）。但是，若A , AZ , A3不

在任一条直线的同一侧（见图611(b))，就无法找

到使A了P < 0(j一1 , 2 , 3）均满足的向量P。这时总

可以适当缩小或放大各向量A的长度，使它们合

成为零向量，即可找到不全为零的非负实数产（j一
1.2.3)．柿

P一资拭
H、

图611
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艺角A一。

(2)Fr三tz John定理

设x．是非线胜规划（6.3）的局部最优点，函数j(x）和g(x)(j一1 , 2，⋯，l）在x．点

有连续一阶偏导数，则必存在不全为零的数户。，户明2，⋯明，使

，。vj(X '）一艺，玫（X '）一

灼g(X
户）O

(j一1 , 2，⋯，l)

(）一1 , 2，⋯，l)

(6 49)

证明从略，读者可参看有关著作

该定理给出了非线胜规划（6.3）的（局部）最优点应满足的必要条件。式（6.49）称为

Fntz John条件，满足这个条件的点称为Fntz John点

如果产。一。，vj(X .）就从式（6.54）中消去，说明在所讨论的点x．处，起作用约束的

梯度线胜相关。这时Fn比John条件失效。人们自然想到，对讨论点处起作用约束的梯

度附加上线胜无关的条件，以保证产。＞。。这样一来，就引出了下面的库恩塔克条件

(3）库恩塔克条件

设x．是非线胜规划（6.3）的局部极小点，j(x）和g(x)(j一1 , 2，⋯，l）在点x．处有

一阶连续偏导数，而且x．处的所有起作用约束的梯度线胜无关，则存在数产厂，产子，⋯，

。厂，使

v了（X '）一艺，厂玫（X '）一
J一1

产厂g(X .)=o（少＝l , 2 ,～·，l)

户厂）。 （j一1 , 2，⋯，l)

(6 50)

因由Fn比John定理，存在不全为零的非负数产。，产，，⋯，产，使式（6.49）中的各式成立

又因vg(x .)(j任J）线性无关，故产。护。，即产。＞。。现用产。除式（6.49）中各式的两边，

并令‘一产／产。，j一1 , 2，⋯，l，即可得条件（6.50)

条件（6.50）称为库恩塔克条件（简称为KT条件），满足这个条件的点称为库恩塔

克点或KT点

现在考虑非线性规划

「mln子（X)

习 h(X)=O(1=l , 2 ,～·，n子） (6 51)

〔g(X))O（少＝l , 2 ,～·，l)

其中，函数j(x)，人（x)(，一1 , 2，⋯，n ,）和g(x)(j一1 , 2，⋯，l）都只有一阶连续偏导数

对每一个，，我们以
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（人（X）夯O

（一人（X))O

代替人（x）一。，这样一来，即可由条件（6.5。）得到问题（6.51）的库恩塔克条件如下：

若x“是非线胜规划（6．对）的极小点，且x“点的所有起作用约束的梯度v人（x")

(，一1 , 2，⋯，n ,）和v局（x")(j任J）线胜无关，则存在向量r“一（万，万，⋯，式）T和

M“一蜘犷甲尝，⋯明厂）T使下述条件成立：

{v , '"＿一菩·
}“必’万’一。
卜J多。

·马（x）一艺可玫（x）一

(j一1 , 2，⋯，门

(）一1 , 2，⋯，幻

(6 52)

其中yl*，对，⋯，万和尸厂明尝，⋯甲厂称为广义拉格朗日（Iagrange）乘子

库恩塔克条件是确定某点为最优点的必要条件，只要是最优点，且此处起作用约束

的梯度线胜无关，就必须满足这个条件。但一般说来它并不是充分条件，因而，满足这个

条件的点不一定就是最优点。可是，对于凸规划，库恩塔克条件不但是最优点存在的必

要条件，它同时也是充分条件

又I（月＝O 一vl（刀左）
、J尸

黔
户

6
-
l
2

为加深对库恩塔克条件的直观理解，考虑某非线

性规划的可行解厂引，假定此处有两个起作用约束，即

g（厂引）一。，92(x任））一。。若厂引是极小点，则vj（厂引）

必处于vg（厂去））和vgZ（厂引）的夹角之内（见图612)

如若不然，厂引点处必存在可行下降方向，它就不会是极小

点。这说明，若厂引点是极小点，而且此处起作用约束的

梯度vg（厂引）和vgZ（厂均线胜无关，则可将vj（厂引）表

示成vg（厂去））和vg :（厂去））的非负线性组合，即存在数

户）。和户2）。，使下式成立

v小（分‘卜，

？知少‘.)

处（川＝O

vj(x‘去））一尸vg(x‘去））一尸：vgZ(x‘去）)=o

如此推论，并考虑到包含不起作用约束在内的所有约束条件，也可从另一角度得出著名的

库恩塔克条件

例，用库恩塔克条件解非线性规划

⋯m“丫彗：乙誉一4 ' 2
解先将其变为问题（6.2）或问题（6.3）的形式：

)mm或狱二匕忿；
1 92（二）一6一二妻O
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VgZ（了）＝一l

今

设库恩塔克点为二“，各函数的梯度为

Vf（二）＝一2（二一4), Vg（二）=l ,

对第一个和第二个约束条件分别引人广义拉格朗日乘子产厂

塔克条件如下：

卜2（二“一4）一厂＋川一。

一产1、沈一土夕一U

一产2、U一沈户一U

毕犷）。，产子）。

为解该方程组，需分别考虑以下几种倩况：

(l）产厂＞。，川＞。：无解；

(2）产厂＞。，产子一。：二“一1 , j（二“）一9 ;

(3）产厂一。，产子一。：了“一4 , j（了“）一。；

(4）产厂一。，产子＞。：了“一6 , j（二“）一4

对应于上述（2）、（3）和（4)＝种情形，我们得＃lj了＝个

库恩塔克点，其中二“一1和二“一6为极大点，而二“一1

为最大点，最大值j（二“）一9（参看图613)；二“一4为可

行域的内点，‘它不是该问题的极大点，而是极小点

和‘，则得该问题的库恩

“忿

0 1 2 3 4 5 6x

图613

二、制约函数法

制约函数法是通过构造某种制约函数，并将它加到非线性规划的口标函数上，从而
将原来的约束极值问题，转化为无约束极值问题来求解。由于这里介绍的方法需要求
解一系列无约束问题，故称为序列无约束极小化技术（、equemlalun田n、lra , ned
mlmmlzallonle。hnlque , suMT）。下面简要介绍其中最基本的两种：罚函数法（也称外
点法）和障碍函数法（也称内点法）

1．罚函数法（外点法）
考虑非线胜规划（6.3)
构造函数训I):

必（I) 一⋯。
当I）。

当I < O
(6 53)

现把某一约束函数局（x）视为I，显然，当x满足该约束时，局（X)）。，从而娜g(X)）一。；当

x不满足该约束条件时，哪g(x”一）。将各个约束条竹的上述函数加到式（6.3）的口

标函数上，得一新函数如下：

爷（X）一了（X)＋艺必（。（X)) (6 54)
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以式（6.54）为新的口标函数，求解无约束问题

m In爷（X）一了（X)＋艺沪（、（X)) (6 55)

假定问题（6.5的的极小点是x"，由式（6.53）可知，必有局（x"))0（对所有j)，即x“任R

从而，x“不仅是问题（6.5劝的极小点，它同时也是原来的非线性规划问题（6.3）的极小点

通过上述这种方法，即可把求解非线胜规划（6.3）转化成为求解无约束极值问题（6.5劝

但是，如上构造的函数哪I）在I一。处不连续，更没有导数，这就无法使用很多有效的
无约束极小化方法进行求解。为此，将该函数做如下修改：

必（I) 一｛:
修改后的函数哪I)，当I）。时导数等于零，当
任意I都连续。当X任R时仍有

当I）。
(6.56)

当I < O

I＜。时，导数等于21，而且训I）和训（I）对

艺沪（、（X)）一O

当X百R时

。＜艺沪（、（x))＜。

这时，问题（6.5劝的极小点不一定就是原非线胜规划问题（6.3）的极小点。但是，如果选

取很大的实数M＞。，将式（6.54）改为

尸（x , M）一了（x)+M艺沪（、（x)) (6 57)

则很容易看出：当x任R时，有尸（x , M）一j(x)；当x百R时，由于M很大，将使

l

M艺哪、（x)）很大，从而使尸（x , M）的值也很大，这就相当于对非可行点的·惩罚’，而
J一1

l

且，x点离可行域越远，M艺哪、（x)）就越大，即惩罚越严厉（注意，对可行点没有也不
J一1

应有任何惩罚作用）。可以想见，当M变得足够大时，相应于这样的M值，式（6．脚）的无

约束极小点x(M)，就会和原来的约束问题的极小点足够接近。而当x(M）任R时，它就

成为原约束问题的极小点

这种方法称为（惩）罚函数法，M称为（惩）罚因子，

尸（x , M）为（惩）罚函数

式（6．脚）也可改写成另一形式：

M艺沪（、（x)）为（惩）罚项，

P(X．八们 钊（x)+M艺仁mln(o，、（x川2 (6 58)
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和式（6.57）一样，当x任R时，P(x , M)=j(x)；而当x百R时，P(x , M)=j(x)+
l

M艺（。（x))2注意，此处的二（x）为x点不满足的那些约束异而易见，式（6.57）和
J一1

式（6.58）是等价的

现引进阶跃函数

11(g(X))= {
:

当g(x)

当g(x)

妻O
(6 59)

< O

这样即可将式（6.57）改写为：

尸（x , M）一了（x)+M艺（。（x))2。，（。（x)) (6 60)

假定对某一个罚因子，例如说M , x(M）百R，就加大罚因子的值。随着罚因子数值
l

的增加，罚函数P(x , M）中的罚项M艺娜二（x”所起的作用随之增大，mmP(x , M）的解
J一1

x(M）离可行域R的·距离”就会越来越近，当

O < Ml < MZ＜⋯＜M去＜⋯

趋于无穷大时，点列｛x（呱）｝就从可行域R的外部趋于原非线胜规划问题的极小点（此

处假设点列｛x（呱）｝收敛）。正是由于在达＃l］最优解之前，迭代点往往处于可行域之外，

故常把上述罚函数法称为外点法

和不等式约束问题类似，对于等式约束问题，即

{
mlnj(X)

石（X）一O（尹一1.2．·⋯川）
(6 61)

采用以下形式的罚函数：

尸（x , M）一j(x)+M又队（x）〕2 (6 62)

对于既包含等式约束又包含不等式约束的一般非线性规划问题（6.1)，找罚函数为

尸（X . M)一了（x)+M艺仁人（x）〕2+M艺仁mln(o，。（x)）〕2

一了（x)+M艺仁人（x）〕2+M艺仁。（x）〕2。，（。（x))

(6 63)

尸（X . M) (6 64)

对外点法可做如下经济解释：把口标函数j(X）看成一种．价格”，约束条件看作某种

．规定”，采购人可在规定范围内购置物品。对违反规定采取某种‘罚款”政策：若符合规

定，罚款为零；反之，征收罚款。此时，采购人付出的总代价应是价格和罚款的总和。采

购者的口标是使总代价最小，这就是上述的无约束问题。当罚款规定得很苛刻时，违反规

定支付的罚款很高，这就迫使采购人符合规定，在数学上表现为，当罚因子M．足够大时，

上述无约束问题的最优解应满足约束条件，而成为约束问题的最优解
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罚函数法的迭代步骤如下：

(l）取第一个罚因子M > 0（例如说取M一1)，允许误差。＞。，并令k，一1。

(2）求下述无约束极值问题的最优解：

mlnP(X , M奋）

其中尸（x , M。）可取式（6.63）或式（6.64）的形式。设其极小点为丫引。

(3）若存在某一个j(1镇j镇l)，有

一g(X（奋）)＞￡

或（和）存在某一个，(l镇，镇m)，有

一人（丫引川＞。

则取风十＞风（例如，M。十一〔M。，〔一5或1。），并令k，一k+1。然后，转同第（2）步。

否则，停止迭代，得所要的点厂引。

例10用罚函数法求解

m ' nj‘了’一（了一合）
了毛O

'

l
吸

！
解构造罚函数

P（了，M)=f（了）+M[mln(o , g（了））〕”

一（了一合）2+M仁ml·‘。，一，〕2
对于固定的M，令

d尸（了，M)
日T

对于不满足约束条件的点二，有

2（了一合）一ZM仁mln ' O，一，〕一O

2（了一韵＋2，一。
从而，求得其极小点二（M）如下：

r（八种＝2(l+M)

当M一。时，了（M）一告 八x '{
当M一1时，二（M）一 了

，
谱

J
-
0
︷
麟

1
一
4
’
分

当M一

当M一

10时，二（M)

脚时，了（M)? O

说明原约束问题的极小点是了一。。图614表示出了M

取。、1和10时罚函数尸（二，M）的图像。

0了
025

图

///

命
05

614
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R。＝{x一g(x)> o少＝l , 2 ,～·，j} (6.70)

式（6.68）和式（6.69）右端的第二项称为障碍项，协称为障碍因子。函数户（x , r。）称

为障碍函数

如果从某一点厂。）任R。出发，按无约束极小化方法（但在进行一维搜索时需注意控

制步长，不要使迭代点越出R。）对问题（6.67）进行迭代，则随着障碍因子r。的逐渐减

小，即

r1 > r2＞⋯＞"＞⋯＞O

障碍项所起的作用也越来越小，因而，求出的问题（6.67）的解X（介）就会逐步逼近原约束

问题（6.3）的极小解。若式（6.3）的极小点在可行域R的边界上，则随着介的减小，“障

碍”作用逐步降低，所求出的障碍函数的极小点就会不断靠近R的边界，直到满足某一精

度要求时为止

障碍函数法的迭代步骤如下：

(l）取第一个障碍因子r > 0（例如取r一1)，允许误差。＞。，井令k，一1

(2）构造障碍函数，障碍项可采用倒数函数（见式（6.68))，也可采用对数函数（见

式（6.69))

(3）对障碍函数进行无约束极小化（注意，迭代点必须在R。内），设所得极小解为

厂引任R。。

(4）检查是否满足收敛准则：

r。女一典一、。
｛酬g（人J

(6 71)

卜艺19仁。（x"）〕一镇。 (6 72)

如果满足此准则，则以厂引为原约束问题的近似极小解，停止迭代；否则，取协十＜协

（例如取协十】一器或刹，令‘：一走＋1，转回第（3）步继续进行迭代
例11用障碍函数法求解

mlnj（了）＝了一2

二妻O

解构造如下形式的障碍函数

户（二，r。）一二一2＋旦

对某一固定的几，由

dP（了，r去）
dT ，一多一。
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得J一士娜。令。～。，并考虑到约束条件，即可

得该问题的极小点X“一O。图615示出了r一

1 , 0.1和0.01时障碍函数的图像。

前已述及，内点法的迭代过程必须由某个严

格内点开始，在处理实际问题时，如果凭直观即可

找到一个初始内点，这当然十分方便；如果找不

到，则可使用下述方法。

先任找一点厂。）eE，如果它以严格不等式

满足所有约束，则可以把它作为初始内点。若该

点以严格不等式满足一部分约束，而不能以严格

不等式满足另外的约束，则以不能严格满足的这

些约束函数为假拟口标函数，而以严格满足的那

些约束函数形成障碍项，构成一无约束性质的问

八r几）

，价
0 10〕16

，梦

勺司01

图615

题。求解这一问题，可得一新点丫，)，若丫’）仍不为内点，就如卜继续进行，并减小障碍因

子，直至求出一个初始内点为止。

求初始内点的迭代步骤如下：

(l）任取一点厂’)eE , r > 0（例如取r一1)，令k，一1。

(2）确定指标集几和丁．:

几一｛j一g(x任）)＞。，1镇j镇／}

丁．一｛j一g(x任））镇。，1镇j镇／}

(3）检查几是否为空集，若为空集，则取厂引为初始内点，迭代停止；否则，转下一步。

(4）构造函数

尸（x，。）一又、（x)＋。又
J任T告 J任几 痴‘几＞。，

以x川为初始点，求解

mlnP(X , r去）
X任R告

其中，R一｛X一g(X)＞。，jeT .｝。

设求出的极小点为厂抖’)，则厂抖’)eR．。令

k+1，转同第（2）步。

O＜一＜二（例如说一器）, k

前已述及，当要求在迭代过程中始终满足某些约束条件时，就需要使用内点法（对这

些约束条件而言）；然而，内点法不能处理等式约束。因此，人们rl然

希望将外点法和内点法结合起来使用。即对等式约束和当前不被满足

的不等式约束，使用罚函数法；对所满足的那些不等式约束，使用障碍

函数法。这就是所谓的混合法（也称联合算法）。 即练即侧
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习 题

6.1下列说法中正确的有：
(l）若函数在驻点处的黑塞矩阵为正定，则函数值在该点处为极小；
(2）两个凹函数之和仍为凹函数；
(3）若／(J）为凸函数，则1厂／（川为凹函数；
(4）一个线胜函数既可看作是凹函数，也可石作是凸函数
6.2如何判定函数的凸凹胜？说明各种判定方法的适用胜和优缺点
6.3说明一维搜索的基本概念，试比较斐波那契法与。．618法。一维搜索还有哪些

其他方法？
6.4说明梯度法、牛顿法的基本原理，并对这两种方法的迭代步骤、适用范围和优缺

点加以对比
6.5阐明以下概念，并绘图加以解释：
(l）起作用约束 （2）下降方向
(3）可行方向 （4）可行下降方向
(5）库恩塔克条件
6.6试举出一适当的经济问题的实例，在简要分析的基础卜写出共非线胜规划的数

学模型
6.7说明罚函数法和障碍函数法的基本原理，其各自的适用条件如何？怎样将已们

联合起来应用，
6.8某l地有4个l点，各l点的位置及对混凝土的需要量列人表62，现需建一

中心混凝土搅拌站，以供给各l点所需要的混凝土，要求混凝土的急运输量（运量人运距）
最小，试决定搅拌站的位置。要求分别考虑以下两种倩况：

(l）搅拌站到各l点的道路均为直线；
(2）道路为互相垂直或平行的网格

表‘2

丁点的位置 （TI , yl) (TZ , yZ) (T3 , y3) (T , y)

混凝土需要量 0020 : O

6.，欲用无约束极小化方法解线胜方程组

}“】一2J2+3J3-
{3"’一艺“'+"3-
}Jl+JZ一J3一
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试建立数学模型并说明计算过程

6.10对凸规划进行直观说明，并判定下述非线胜规划是否为凸规划：

'
”
…

maxj(X)＝二＋2二2

对＋端毛9

二2妻O

' 2 '[m ' n了‘x，厂2了甲＋了毛＋了聋

l了】，了2，了3乡O

6.11分别用斐波那契法和。．618法求函数

j(I)=12一61+2

在区间［。，10〕上的极小点，要求缩短后的区间长度不大于原区间长度的3%

6.12试用梯度法（最速下降法）求函数

j(x）一二甲＋二毛＋2二聋

的极小点，选初始点丫。）一（2，一2 , 1)T，要求进行二次迭代，并验证相邻两步的搜索方向

正交

6.13以x明一（0，。）T为初始点，分别使用最速下降法（迭代＝次）和牛顿法求解无

约束问题

mmj(x）一2二甲＋二毛＋2二二：＋二一二2

并绘图表示使用这两种方法的寻优过程

6.14试分析非线胜规划

{mlnt(X)=（了一2)2+（了2一3)2

拭了宁＋（了一2)‘李4

L了：镇2

在以下各点的可行下降方向，井绘图表示共可行下降方向的范围：

(l)x(1)=(2 , 2)T ;(2)x(2)=(3 , 2)T ;(3)X(3)=(o , o)T

6.15试写出下述二次规划的库恩塔克条竹：

{maxt(X)=CTX+XT月方

侧 月方连乏b

{X)0

共中，变量x为，维列向量，C和b分别为，维和n，维列向量，A为n，火，矩阵，H为，火，

矩阵

6.16已知非线胜规划

(max了（X)＝了】

衬 （1一了）“一了，> O

〔二，二：)O

的极大点为（1 , 0)，试检验它是否满足库恩塔克条件，并说明其原因
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6.17试用库恩塔克条件求解问题

(mln子（X)=（了一4)2

(1镇了镇6

并与本章例9进行比较

6.18写出下述问题的库恩塔克条件

「mln t(X）一2二甲一4二二2+4二墓一6二一3二2

一 了＋了长3

一 4了＋了2毯9

L二，二）O

6.19试用罚函数法（SUMT外点法）求解

⋯m’咒1一二：＋二：
并写出当罚因子M一1和M一10时的近似解

6.20试用罚函数法（SUMT外点法）分析

maxj(X)＝了＋了2

「二丫一二，< O

｛一了镇O

6.21用罚函数法求解

(mln了（X)＝一了】

一 u、（X）一2一了，一（了、一1)“乏O

炙 u ,(X）一了，一2一（了】一1)J > O

一 u交（X）一了】＞O

(g(X)＝了：)O

6.22试用障碍函数法（SUMT内点法）求解

'
”
…

mln ,(x）一音（了】＋1)3＋了2
g(X）一了一1)O

92(X)＝二2)O

试用SUMT的混合法求解

m Inj(X)＝了

O毛了毛1叫

6 23

⋯
mlnf(X)=（二一l)"+（二：一2)"

了2一了1一

了＋了：镇2

二，二：妻O
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第七章

动态规划

动态规划是解决多阶段决策过程最优化问题的一种方法，该方法由美国数学家贝尔

曼（R . Bellm湘）等人在20世纪沁年代初提出。他们针对多阶段决策问题的特点，提出

了解决这类问题的最优化原理，并成功地解决了生产管理、l程技术等方面的许多实际问

题，从而建立了运筹学的一个新分支。1957年，R . Bellman发表了该分支领域的第一本

令著《动态规划》（D尹“，尸r()gra , , g)

动态规划是现代企业管理中的一种重要决策方法，可用于解决最优路径问题、资源分

配问题、生产计划与库存、投资、装载、排序等问题及生产过程的最优控制等。由干自有独

特的解题忍路，在处理某些优化问题时，比线胜规划或非线胜规划方法更有效

动态规划模划的分类：①离散确定划；②离散随机划；③连续确定型；④连续随机

划。共中离散确定划是最基本的，本章主要针对这种类型的问题，介绍动态规划的基本忍

想、原理和方法，这些对共他类型的问题也适用。然后通过几个典划的动态规划模划来介

绍自的应用

第一节多阶段决策过程的最优化

多阶段决策过程，本意是指这样一类特殊的活动过程，它们可以按时间顺序分解成若

千相互联系的阶段，称为邹寸段”，在每一个时段都要做出决策，全部过程的决策形成一个

决策序列，所以多阶段决策问题属序贯决策问题

多阶段决策过程最优化的口标是要达到整个活动过程的总体效果最优。由干各段决

策间有机地联系着，本段决策的执行将影响到下一段的决策，以至于影响总体效果，所以

决策者在每段决策时不应仅考虑本阶段最优，还应考虑对最终口标的影响，从而做出对全

局来讲是最优的决策。动态规划就是符合这种要求的一种决策方法

由卜述可知，动态规划方法与‘时间”关系很密切，随着时间过程的发展而决定各时段

的决策，产生一个决策序列，这就是．动态”的意思。然而它也可以处理与时间无关的静态

问题，如某些线胜规划或非线胜规划问题，只要在问题中人为地引人．时段”因素，将问题

看成多阶段的决策过程即可

多阶段决策过程问题很多，现举出以下几个例子

185
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例1最短路线问题

如图71所示，给定一个线路网络图，要从A地向F地铺设一条输油管道，各点间连

线上的数字表示距离，问应选择什么路线，可使总距离最短？这是一个多阶段的决策

问题。

图71

例2投资决策问题

某公司有资金10万元，若投资于项口，(，一1 , 2 , 3）的投资额为二时，其收益分别为

g（二）一4二，92（二2）一9二2 , g。（二。）一2二兰，问应如何分配投资数额才能使总收益最大？

这是一个与时间无明显关系的静态最优化问题，可列出其静态模型：

求二，二2，二。，使

maxz一4二＋9二：+2端且满足约束

（了＋了＋了一10

（了）O(l一1 , 2 , 3)

为了应用动态规划方法求解，我们可以人为地赋予它“时段”的概念，将本例转化成一

个只阶段的决策问题。

例3设备更新问题

企业在使用设备时都要考虑设备的更新问题，因为设备越陈旧所需的维修费用越多，

但购买新设备则要一次胜支出较大的费用。现某企业要决定一台设备未来8年的更新计

划，已预侧了第j年购买设备的价格为K，设G为设备经过j年后的残值，〔飞为设备连

续使用j一1年后在第j年的维修费（j一1 , 2，⋯，8)，问应在哪些年更新设备可使总费用

最小。

这是一个8阶段决策问题，每年年初要做出决策，是继续使用旧设备，还是购买新

设备。

更多的例子将在后面结合求解介绍。
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第二节动态规划的基本概念和基本原理

一、动态规划的基本概念

使用动态规划方法解决多阶段决策问题，首先要将实际问题写成动态规划模型，此时
要用yl］以下概念：

（川价段；(2）状态；(3）决策和策略；(4）状态转移方程；（助指标函数
例碍下面我们结合例1最短路线问题（见图71）说明这些概念
(1）阶段

将所给问题的过程，按时间或空间特征分解成若干互相联系的阶段，以便按次序去求

每阶段的解，常用字母k表示阶段变量。图71中，从A到F可以分成从A到B(B有两

种选择B , BZ)，从Byl]C(C有四种选择C , CZ , C3 , C)，从C到D(D有＝种选择D ,

DZ , D3)，从D到E(E有两种选择E , EZ)，冉从E yl]F五个阶段。k一1 , 2 , 3 , 4 , 5

(2）状态

各阶段开始时的客观条件叫作状态。描述各阶段状态的变量称为状态变量，常用、．

表示第k阶段的状态变量，状态变量、．的取值集合称为状态集合，用5．表示

动态规划中的状态应具有如下胜质：当某阶段状态给定以后，在这阶段以后过程的

发展不受这段以前各段状态的影响。也就是说，当前的状态是过去历史的一个完整总结，

过程的过去历史只能通过当前状态去影响它未来的发展，这称为无后效胜。如果所选定

的变量不具备无后效胜，就不能作为状态变量来构造动态规划模型

在图71中，第一阶段状态为A，第二阶段则有两个状态：B , BZ。状态变量、的集

合5一｛A}，后面各段的状态集合分别是

5：一｛B , BZ}

53一｛C , CZ , C3 , C}

5一｛D , DZ , D3}

5：一｛E , EZ}

当某段的初始状态已选定某个点时，从这个点以后的铺管路线只与该点有关，不受以前的

铺管路线影响，所以满足状态的无后效胜

(3）决策和策略

当各段的状态取定以后，就可以做出不同的决策（或选择），从而确定下一阶段的状

态，这种决定称为决策。表示决策的变量，称为决策变量，常用。，.（、．）表示第k阶段当状

态为、．时的决策变量。在实际问题中，决策变量的取俏往往限制在一定范围内，我们称

此范围为允许决策集合，常用D .（、．）表示第k阶段从状态、．出发的允许决策集合，导然

有。，.（、．)eD .（、．)
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有图71中，从第二阶段的状态B出发，可选择下一段的C , CZ , C3，即共允许决策

集合为

DZ(B）一｛C , CZ , C3}

如我们决定选择姚，则可表示为

112(Bl)＝〔3

各段决策确定后，整个问题的决策序列就构成一个策略，用p。｛u（、）, uZ（、2)，⋯

u（、）｝表示。对每个实际问题，可供选择的策略有一定范围，称为允许策略集合，记作

尸，使整个问题达到最优效果的策略就是最优策略

(4）状态转移方程

动态规划中本阶段的状态往往是卜一阶段状态和卜一阶段的决策结果。如果给定了

第k段的状态、．，本阶段决策为。1.（、．)，则第k+1段的状态、．十也就完全确定，它们的关

系可用式（7.1）表示：

、去＋1＝几（、去，11去） (7.1)

由于它表示了由k段，l]k+1段的状态转移规律，所以称为状态转移方程

图71中，从k , l]k+1段的状态转移方程为

、去＋1=11去（、去）

(5）指标函数

用于衡量所选定策略优劣的数量指标称为指标函数。它分为阶段指标函数和过程指

标函数两种。阶段指标函数是指第k段，从状态、．出发；采取决策u．时的效益，用d（、．,

u .）表示。而一个刀段决策过程，从1 , l］刀叫作问题的原过程，对于任意一个给定的k(1镇

k镇，,)，从第k段，l］第，，段的过程称为原过程的一个后部子过程。V（、，p）表示初始

状态为、采用策略p时原过程的指标函数值，而V标（、．，九）表示在第k段，状态为、．

采用策略如时，后部子过程的指标函数值。最优指标函数记为j .（、．)，它表示从第k段

状态、．采用最优策略p砍到过程终止时的最佳效益值。j .（、．）与v .（、．，力）间的关

系为

j .（、．)=V .（、．, p砍）=opl V .（、．, p .) (7.2)
气时任几时

式（7.2）中oPI全称oPllmum，表示最优化，根据具体问题分别表示为max或mlno

当k一1时，j（、）就是从初始状态、，l］全过程结束的整体最优函数

有图71中，指标函数是距离。如第2阶段，状态为B时d(B , CZ）表示由B出发

采用决策，l］下一段c：点的两点间距离，vZ(B）表示从B到F的距离，而jZ(B）则表

示从B , l]F的最短距离。本问题的总口标是求j(A)，即从A到终点F的最短距离

二、动态规划的基本思想与最优化原理

1．动态规划的基本忍想

下面结合例4最短路线问题介绍动态规划的基本忍想
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为了求出最短路线，一种简单的方法是求出所有从A至F的可能铺设的路长并加以

比较。从A至F共有24条不同路径，要求出最短路线需要做66次加法，23次比较运算，

这种方法称穷举法。不难知道，当问题的段数很多、各段的状态也很多时，穷举法的计算

量会大大增加，甚至使得求优成为不可能。下面介绍动态规划方法。注意本方法是从过

程的最后一段开始，用逆序递推方法求解，逐步求出各段各点到终点F的最短路线，最后

求得A点到F点的最短路线

第1步，从k一5开始，状态变量、。可取两种状态E , EZ，它们到F点的路长分别为

4 , 3。即

j。（E)=4j。（EZ)=3

第2步，k一4，状态变量、可取＝个值D , DZ , D3，这是经过一个中途点到达终点F

的两级决策问题，从D到F有两条路线，需加以比较，取艾中最短的，即

{d(Dl , El)＋九（E)) {3+4)
九（刀，一mm气 ｝一mm气｝一丫

〔d（刀1，七2〕＋八（七2川 〔。＋3J

这说明由D到终点F最短距离为7，其路径为D ? E ? F。相应决策为

。I犷（D)=E。

{d(D2 , El)＋九（E)) {6+4)
九（刀2，一mm气 ｝一mm气｝一。

(d（刀2，七2〕＋八（七2月 （匕＋3J

即D：到终点最短距离为5，艾路径为DZ ? EZ ? F。相应决策为。，犷（DZ）一EZ

八（D3)=ml"' D3 , El '＋九‘El '}_J(D。，EZ)+f。（EZ){-mln ; '+'｝一5(3+3J

即D3到终点最短距离为5，其路径为D3 ? E ? F。相应决策为。，犷（D3）一E。

类似地，可得

走＝3时，有j3（〔’)=12。，犷（〔’)=D

j3（〔、）=10。，犷（〔’2)=DZ

j3（〔、）=8。，犷（〔’3)=DZ

j3（〔飞）=9。，犷（〔’)=D3

k=2时，有jZ(B)=13。，尝（B)＝〔’2

jZ(BZ)=15。I尝（BZ)＝〔、3

k一1时，只有一个状态点A，因有

{d(A , B)+jZ(B)
j(A)=mln成

〔d(A，召2)＋八（召2)
｛一mln}4+' 3｛一，7
) l。＋l。了

即从A到F的最短距离为17。本段决策为。，厂（A）一B。

再按计算顺序反推可得最优决策序列｛。1.}，即。，厂（A）一B ,，。，犷（B ,）一cZ，。，犷（cZ）一
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DZ，。，犷（DZ）一EZ，。衬（EZ）一F。所以最优路线为

A ? Bl ? CZ ? DZ ? EZ ? F

从例4的计算过程中可以看出，在求解的各阶段，都利用了第k段和第k+1段的如

下关系：

⋯：:：、：｛一尸“"' ' ' '"'+'*+1 ' '*+1"‘一5 ' 4 ' 3 ' 2": :．戴
这种递推关系称为动态规划的基本方程，式（7. 3b）称为边界条件

上述最短路线的计算过程也可用图直观表示出来，如图72，每个结点上方的括号内

的数，表示该点到终点F的最短距离。连结各点到F点的线表示最短路径。这种在图上

直接计算的方法叫标号法。动态规划法较之穷举法的优点：第一，容易算出，这种方法只

进行了22次加法运算，12次比较运算，比穷举法计算量小。而且随着问题段数的增加和

复杂程度的提高，相对的计算量将更为减少。第二，动态规划的计算结果不仅得到了从A

到F的最短路线，而且得到了中间段任一点到F的最短路线，这对许多实际问题来讲，是

很有意义的

〔12〕
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山
尽
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）
马
（
5
)
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场
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《8)
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图72

现将动态规划方法的基本思想总结如下：

(l）将多阶段决策过程划分阶段，洽当地选取状态变量、决策变量及定义最优指标函

数，从而把问题化成一族同类型的子问题，然后逐个求解

(2）求解时从边界条竹开始，逆（或顺）过程行进方向，逐段递推寻优。在每一个子问

题求解时，都要使用它前面已求出的子问题的最优结果，最后一个子问题的最优解，就是

整个问题的最优解

(3）动态规划方法是既把当前一段与未来各段分开，又把气前效益和未来效益结合

起来考虑的一种最优化方法，因此每段的最优决策选取是从全局考虑的，与该段的最优选

择一般是不同的



第七章动态规划。言，

动态规划的基本方程是递推逐段求解的根据，一般的动态规划基本方程可以表示为

j*(’·’一、卿）仁，伙，IIk '+j*＋】（妇’〕k一小刀一卜一1 (7 4a)

厂（、）一O

式中OPI可根据题意取mm或max，协（、．，。1.）为状态、．，决策

的指标函数值。

2．动态规划的最优化原理

(7. 4b)

。1．时对应的第k阶段

动态规划方法基于贝尔曼（R . Bdlman）等人提出的最优化原理。最优化原理可表述

为：‘一个过程的最优策略具有这样的胜质：即无论初始状态及初始决策如何，对于先前

决策所形成的状态而言，其以后的所有决策应构成最优策略。”

例4正是根据这一原理求解的，从图72可以看出，无论从哪一段的某状态出发到终

点F的最短路线，只与此状态有关，而与这点以前的状态、路线无关，即不受从A点是如

何到达该点的决策影响。

利用卜述最优化原理，可以把多阶段决策问题求解过程表示成一个连续的递排过程，

由后向前逐步计算。有求解时，前面的各状态与决策，对后面的子过程来说，只相当于初

始条件，并不影响后面子过程的最优决策。

第三节动态规划模型的建立与求解

一、动态规划模型的建立

建立动态规划的模型，就是分析问题并建立问题的动态规划基本方程。成功地应用

动态规划方法的关键，在于识别问题的多阶段特征，将问题分解成为可用递排关系式联系

起来的若下子问题，而正确建立基本递推关系方程的关键又在于正确选择状态变量，保证

各阶段的状态变量只有递排的状态转移关系、．十一几（、．，。1.）。

下面以资源分配问题为例介绍动态规划的建模条件及解法。资源分配问题是动态规

划的典型应用之一，资源可以是资金、原材料、设备、劳力等，资源分配就是将一定数量的

一种或几种资源恰当地分配给若干使用者，以获取最大效益。

例5见例2，前面已列出了一个非线胜规划模型，为了应用动态规划方法求解，可以

人为地赋子它叩寸段”的概念。将投资项口排序，依次对项口1、2、3投资，即把问题划分为

3个阶段，每个阶段只决定对一个项口应投资的金额，从而转化为一个3段决策过程。下

面的关键是如何正确选择状态变量，使各后部子过程之间只有递排关系。

通常可以把决策变量。1．定为原静态问题中的变量J .，即设

11去＝J去（k=l , 2 , 3)

状态变量和决策变量有密切关系，状态变量一般为累计量或随递推过程变化的量。这里

可以把每阶段可供使用的资金定为状态变量、．，初始状态、一10。。，为可分配用于第一
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种项口的最大资金，则气第一阶段（k一l）时，有

、1一10

111一了1

第二阶段（k一2）时，状态变量、：为余下可投资于艾余两个项口的资金，即

、2一、1-111

L 112＝了2

一般地，当第k段时

⋯三l一‘I .1
于是有

阶段k：本例中取1 , 2 , 3

状态变量、．：第k段可以投资于第k项到第3个项口的资金

决策变量二．：决定给第k个项口投资的资金

状态转移方程：、．＋一”一几

指标函数：V．。一艺、

最优指标函数j .（、．):

基本方程为

（了）

气可投资金为、．时，投资第k一3项所得的最大收益

八（、．)=max{9.（二．)＋八＋（、．+)}k=
。蕊几蕊J否

一O协

用动态规划方法逐段求解，便可得到各项口最佳投资金额，j(10）就是所求的最大收益

一般地，建立动态规划模型的要点如下：

1．分析题意，识别问题的多阶段特胜，按时间或空间的先后顺序适当地划分为满足

递推关系的若于阶段，对非时序的静态问题要人为地赋予，' 6寸段”概念

2．正确地选择状态变量，使其具备两个必要特征：

(l）可知胜：即过程演变的各阶段状态变量的取值，能直接或间接地确定

(2）能够确切地描述过程的演变且满足无后效胜。即由第k阶段的状态、．出发的后

部子过程，可以看作是一个以、．为初始状态的独立过程。这一点井不是每个问题都很容

易满足的，例如，本章第四节中讲述的著名的‘货郎担问题”，不能像前面处理最短路问题

一样，把城镇位置作为状态变量，而需把含该城镇在内及以前走过的全部城镇的集合定义

为状态，才能实现无后效性

3．根据状态变量与决策变量的含义，正确写出状态转移方程、．十一T .（、．, 11.）或转移

规则
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4．根据题意明确指标函数v .，最优指标函数j .（、．）以及k阶段指标二．（、．，。1.）的含

义，并正确列出最优指标函数的递推关系及边界条件（即基本方程）

上面指出的是建立动态规划模型的一般步骤，实际建模需要纤验与技巧，关键是灵活

地运用最优化原理

二、逆序解法与顺序解法

动态规划的求解有两种基本方法：逆序解法（后向动态规划方法）、顺序解法（前向动

态规划方法）

例4所使用的解法，由于寻优的方向与多阶段决策过程的实际行进方向相反，从最后

一段开始计算逐段前推，求得全过程的最优策略，称为逆序解法。与之相反，顺序解法的

寻优方向与过程的行进方向相同，计算时从第一段开始逐段向后递推，计算后一阶段要用

到前一阶段的求优结果，最后一段计算的结果就是全过程的最优结果

我们再次用例4来说明顺序解法。由于此问题的始点A与终点F都是固定的，计算

由A点到F点的最短路线与由F点到A点的最短路线没有什么不同。若设j .（、．十）表

示从起点A , lj第k阶段状态、．十的最短距离，我们就可以由前向后逐步求出起点A到各

阶段起点的最短距离，最后求出A点到F点的最短距离及路径。计算步骤如下：

k一。时，j。（、）一j。（A）一。，这是边界条件

k一1时，按f（、2）的定义有

;"'"2’一刁
(11（召2)=A

k=2时，

}' 2‘犷”一J '"”〔”'+"'"”一2+’一6
L 112（〔1)＝月1

性
厂⋯

fZ（〔、2) 一｛
d(B，〔、2)+j(B)

d(BZ，〔、2)+f(BZ)

。12（〔、）=B

性
厂⋯

fZ（〔、3) 一｛
d(B , C3)+j(B)

d(BZ，〔、3)+f(BZ)

ml·｛

ml·｝

{
之12（〔飞）=B

jZ（〔’)=d(BZ，〔’)+j(BZ)=7+5=12

。12（〔飞）=BZ

类似地，可算得
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j3(D】）=11 之13(D】）＝〔、】或〔、2

j3(DZ)=12之13(DZ)＝〔、2

j3(D3)=14之13(D3)＝〔、3

j(E)=14 01(E)=D

j(EZ)=14 01(EZ)=DZ

js(F)=17 之13(F)=EZ

按定义知j。（F）一17为所求最短路长，而路径则为A ? B ? CZ ? DZ ? EZ ? F，与前

节逆序解法结论相同。全部计算情况如图73所示。图中每节点上方括号内的数表示该

点到A点的最短距离，粗黑线表示该点，ljA点的路径

' 6、

肠5

:
 
7
 
,

火
’ (14)

5￡14

｝一

) R

5 ' 12)

D、 ‘梦，

'{{, ' 4‘盆，'｝卜
图73

类似于逆序解法，可以把上述解法写成如下的递推方程：

锐、万）毛哭州协‘' .+1 ' '"'+’川‘' '"‘一”2 ' 3"' 5 : :．戴
这里状态转移方程为：、一几（、．十，II .)

顺序解法与逆序解法本质上并无区别，一般来说，当初始状态给定时可用逆序解法，

当终止状态给定时可用顺序解法。若问题给定了一个初始状态与一个终止状态，则两种

方法均可使用，如例4。但若初始状态虽已给定，终点状态有多个，需比较，lj达不同终点

状态的各个路径及最优指标函数值，以选取总效益最佳的终点状态时，使用顺序解法比较

简便。总之，针对问题的不同特点，灵活地选用这两种方法之一，可以使求解过程简化

使用上述两种方法求解时，除了求解的行进方向不同外，在建模时要注意以下区别：

1．状态转移方式不同

如图74所示，逆序解法中第k段的输人状态为、．，决策为。1.，由此确定输出为、．十，

即第k+1段的状态，所以状态转移方程为

、盗＋1=T盗（、盗，11盗） (7.6)
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式（7.6）称为状态、．到、．十的顺序转移方程

而顺序解法中第k段的输人状态为、．十，决策u .，输出为、．，如图75所示，所以状态

转移方程为

、去＝T去（、去＋1 , u去） (7.7)

式（7.7）称为由状态、．十到、．的逆序状态转移的方程

同样道理，逆序解法中的阶段指标协（、．, u .）在顺序解法中应表为二．（、．十，u .)

状红忽；拐尝裂几亩裂
欢益巧‘、，ltlj ),（勺勺》 盆以嘛叭）

图74

状勺合二刽冲月泳
效益7)l〔、内“.） 劝（、凌二l ,’〕 1以、卜“刁

图75

2．指标函数的定义不同

逆序解法中，我们定义最优指标函数j .（、．）表示第k段从状态、．出发，到终点后部

子过程最优效益值，j（、）是整体最优函数值

顺序解法中，应定义最优指标函数j .（、．十）表示第k段时从起点到状态、．十的前部

子过程最优效益值。j ,（、，十）是整体最优函数值

3．基本方程形式不同

(l）当指标函数为阶段指标和形式，在逆序解法中

V杨一艺二（、，。

则基本方程为

⋯：龙’二）斟协‘' ' '"' '+' k+1 ' ' k+1"
(k＝尹哥．尹哥一1.～二2.1)(7. sa)

(7 sb)

顺序解法中，v一艺二（、，，。），基本方程为

}

⋯
=opt｛二．（、．+, u .)+j卜（、．)}(k=l , 2 ,～·，，。） (7. ga)

、任几

f。（、）=O (7 gb)

(2)当指标函数为阶段指标积形式，在逆序解法中

V杨一开二（、，u)
护一去
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则基本方程为

了．（、．’一桃
厂计】（、计】）一

｛协（、．，。1.）·f .+（、．+)}(k=, , , ,，一l ,～·，2 , l)(7. IOa)

(7 IOb)

在顺序解法中，

基本方程为

v一TI二（, , 11)

j '(' '+,）一槛｛"'(' '+, ,"')' j , ,（、‘)}(k-
f。（、）=l

．·⋯”) (7 11a)

(7 llb)

应指出的是，这里有关顺序解法的表达式，是在原状态变量符号不变条竹下得出的，

若将状态变量记法改为、。，、，⋯，、，则最优指标函数也可表示为j .（、．)，即符号同于逆序

解法，但含义不同

三、基本方程分段求解时的几种常用算法

动态规划模型建立后，对基本方程分段求解，不像线胜规划或非线胜规划那样有固定
的解法，必须根据具体问题的特点，结合数学技巧灵活求解，大体有以下几种方法

1．离散变量的分段穷举算法
动态规划模型中的状态变量与决策变量若被限定只能取离散值，则可采用分段穷举

法。如例4的求解方法就是分段穷举算法，由于每段的状态变量和决策变量离散取值个
数较少，所以动态规划的穷举法要比一般的穷举法有效。用分段穷举法求最优指标函数
值时，最重要的是正确确定每段状态变量取值范围和允许决策集合的范围

2．连续变量的解法

当动态规划模型中状态变量与决策变量为连续变量，就要根据方程的具体情况灵活

选取求解方法，如经典解析方法、线胜规划方法、非线胜规划法或其他数值计算方法等

如在例5中，状态变量与决策变量均可取连续值而不是离散值，所以每阶段求优时不能用

穷举方法处理。下面分别用逆序解法和顺序解法来求解例5

(l）用逆序解法

由前面分析得知，例5为＝段决策问题，状态变量、．为第k段初拥有的可以分配给

第ktl］第3个项口的资金；决策变量二．为决定投给第k个项口的资金；状态转移方程为

、．十一、一二．；最优指标函数j .（、．）表示第k阶段，初始状态为、．时，从第k , lJ第3个项

口所获最大收益，j（、）即为所求的总收益。递推方程为

⋯：'：、’｛一份’"“八’+’川‘’川”“一3 ' 2"'
k一3时， f3（、3）一max{2二聋｝

。蕊石蕊J几
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这是一个简单的函数求极值问题，易知当二犷一

j3（、3)=

/2（、2)=

。黑慧{2了

、3时，取得极大值2指，即

一2、兰

k一2时， 黑瑟2{”了2+j3（、3)}
max{g了2+2火（、2一了2)2}

。‘凡‘勺

方2（、2，了2)=g了2+2火（、2一了2)2

恶一9+4（、2一2)（一1）一。
令

由

解得

而 一4)O

所以二2 －、2一子是极小点。
极大值只可能在［。，、2〕端点取得，

jZ(o)=2、毛jZ（、2)=g , 2

当jZ(o)=jZ（、2）时，解得、2=9/2。

当、2 > 9/2时，jZ(o)> jZ（、2)，此时二尝＝o

、2 < 9/2时，jZ(o)< jZ（、2)，此时二g＝、2

k=l时， /（、）=max{4二＋/2（、2)}
。蕊，蕊勺

当／2（、2)=9、：时，/(10)= nlaX
。‘忑1 ' 1。

nlaX
。蕊忑1蕊1。

{4了＋9、一9了｝

9、一5二｝一9、

但此时 、2一、一二一10一。一10 > 9/2

与、2 < 9/2矛盾，所以舍去。

当八（、2）一2诺时，/(10）一。黑瞥。 {4二＋2火（、

方（、，了）一4了＋2火（、

一二）"}

一了）2

绘一4+4（、一）卜1）一。
令

由

解得

而 鲁一1列
所以二一、一1是极小点。

比较仁。，10〕两个端点，二＝o时，j(10)=200

二＝10时，/(10)=40
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所以 二厂一O

再由状态转移方程顺推 、2一、一二厂一10一。一10

因为 、2 > 9/2

所以 二子一。，、3一、2一二子一10一。一10

由此 二犷一、3一10

最优投资方案为全部资金投于第3个项日，可得最大收益20。万元。

(2）用顺序解法

阶段划分和决策变量的设置同逆序解法，令状态变量、。十表示可用于第1到第k个

项目投资的金额，则有

、4一10、3一、4一了3、2一、3一了2、1一、2一了1

即状态转移方程为 、。一、。十一介

令最优指标函数j。（、。十）表示第k段投资额为、。十时第1到第k项日所获的最大收

益，此时顺序解法的基本方程为

⋯
f。（、叶）一nlaX

。‘几‘、＋1
[g。（二。）+f卜（、。）〕k=l , 2 ,

f。（、）=O

当k一1时，有

=nlaX

。蕊勺蕊几

=nlaX

。蕊勺蕊勺

[g（二）+j。（、）〕

「4二］=4、2

}

当k一2时，有

=nlaX

。蕊勺蕊与

=nlaX

。蕊勺蕊与

=nlaX

。蕊勺蕊与

一9、3

[9二：+j（、2）〕

「9二：+4（、3一二2)]

}

5了2+4、3

了犷一、3

当k一3时，有

=nlaX

。蕊与蕊与

=1llnX

[2二聋＋jZ（、3）〕

「2式＋g（、．一二3)]

『

。‘与‘与

方（、．，二3）一2二置＋9（、一二3)

瓷一4了3一9一。
令

由
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解得

因为

所以，此点为极小点

自一不

会一4列

极大值应在［。，、。〕一［。，1。〕端点取得

当二3=O时，j3(10)=90

当二3=10时，j3(10)=200

所以 二犷一10

再由状态转移方程逆推：

、3一10一了犷一。了尝一。

、”一、3一二尝一O

即 二厂＝O

所以最优投资方案与逆序解法结果相同，只投资于项口3，最大收益为200万元。比较两

种解法的过程，可以发现，对本题而言，顺序解法比逆序解法简单

关于连续变量的其他求解方法将在以后各节中结合例题介绍

3．连续变量的离散化解法

先介绍连续变量离散化的概念。如投资分配问题的一般静态模型为

max二一又。（二）

艺二镇“

二妻O(，一

建立它的动态规划模型，其基本方程为

⋯：龙’二）。赞‘肠‘了。）一歼】（嚼】）一”, ,，一1，⋯，2 , 1
其状态转移方程为 铸十，一铸一八

由于、。与二。都是连续变量，当各阶段指标g。（二。）没有特殊胜质而较为复杂时，要求

出j。（、。）会比较困难，因而求全过程的最优策略也就相当不容易，这时常常采用把连续变

量离散化的办法求其数值解。具体做法如下：

(1）令、。一。，乙，2乙，⋯，m乙一“，把区间［。，司进行分割，乙的大小可依据问题所要求

的精度以及计算机的容量来定

(2）规定状态变量、。及决策变量二。只在离散点。，乙，2乙，⋯，m乙上取值，相应的指标

函数f。（、。）就被定义在这些离散值上，于是递推方程就变为



260，之筹少教程（第、片反）

户（’盖’一，一思竖产盖（川’+/l＋】（、盖一川’{
}/．十，（、．十，）一。

其中印△一、．, J一沁

(3）按逆序方法，逐步递推求出／.（、．)，⋯，/,（、，)，最后求出最优资金分配方案

作为离散化例子，仍使用例5，即用连续变虽的离散化求解

m奋‘X二＝4J+gJ :+ZJ盖

\1·｝：止；2＋二月：, 3)
解规定状态变虽和决策变量只在给出的离散点卜取值，令乙一2，将区间［。，10］分

害U成。，2 , 4 , 6 , 8 , 10六个点，即状态变虽、．集合为｛。，2 , 4 , 6 , 8 , 1。｛

允许决策集合为。（J .（、．, J．与、．均在分＊l］点卜取值

动态规划基本方程为

{／盖（’盖’一〔票；竖｛“盖（“盖’+／盖＋】（、盖一“盖’{k一3 , 2 , l
}/（、）一。

当k一3时， /3（、3）一mx{2端｛
〔（T3(, 3

式中、3和J3的集合均为｛。，2 , 4 , 6 , 8 , 10{

i｝算结果见表71

当k=2时， /2（、2)=m . x{9J2+/3（、2一JZ){
〔（,（犯

i｝算结果见表72

表71

02 J 68 ]O

j3（、3) 08 弓2 72 ]28 200

1犷 02 J 68 ]O

表72

、2 02 J 68 ]O

1 2 002 02 J 02 J 6 02 J 6 8 02 J 68]O

召2}j : 08]8弓2 26弓6 72气0 JJ气J]28〔〕0 68 62 72 200]J6]08 86 80〔〕o

j 20 ]8 弓6 72 ]28 200

1矛02 JO00

当k一1时， /（、）一mx{4J+/2（、一J){
〔（Tl(1〔

i｝算结果见表73



第七章动愁规划，重1
表73

1l

91}jZ

jl
子

11

计算结果表明，最优决策为：J厂一。，J犷一。，J犷一10，最大收益为f(10）一200，与卜

述用逆序和顺序算法得到的结论完个相问

应指出的足，这种方法有可能丢失最优解，一般得到原问题的近似解

第四节动态规划在经济管理中的应用

除了前面讲到的最优路径、资源分配问题外，动态规划在经济管理中还有许多应用，

本节通过其中一些典型例子来说明这方面的应用

一、背包问题

背包问题又称装载问题，一般提法足：一位旅行者携带背包去登山，已知他所能承受

的背包重量限度为akg，现有、种物品可供他选择装人背包，第！种物品的单件重量为

akg，其价值（可以足表明本物品对登山的重要胜的数量指标）是携带数量J的函数

〔（J)(，一1 , 2，⋯，,)，问旅行者应如何选择携带各种物品的件数，以使急价值最大，

背包问题等同于车、船、人造卫早等l具的最优装载，有广泛的实用意义

设J为第，种物品装人的件数，则背包问题可归结为如下形式的整数规划模型：

max二一又〔（J) (7. 12a)

＼户“蕊·
{J妻O且为整数（，一

(7 12b)

(7 12t)

下面用动态规划顺序解法的式（7.9）建模求解

阶段k：将可装人物品按1 , 2，⋯，，排序，每段装一种物品，共划分为，个阶段，即

k一1 , 2，二’，从

状态变量、．十：在第k段开始时，背包中允许装人前k种物品的总重量

决策变量J .：装人第k种物品的件数

状态转移方程：

、一、去十1一a去J去

允许决策集合为
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D .（、。）一｛J一。簇J．簇［、．十厂a .], J．为整数｝

共中［、．十厂a .］表示不超过、．十厂a．的最大整数

最优指标函数八（、．十）表示在背包中允许装人物品的总重量不超过、．十kg，采用最

优策略只装前k种物品时的最大使用价值

则可得到动态规划的顺序递推方程为

{/*（嚼）一
}/（、）一。

nlax｛〔．(J .)+／卜（、．＋一a . J .)} (k=
几一。卜L、＋1尹、」

用顺序解法逐步计算出／（、：),/:（、3)，⋯，/（、十）及相应的决策函数J（、2),

JZ（、3)，⋯，J（、十），最后得到的／(a）即为所求的最大价值，相应的最优策略则由反推

日算得出。

当J仅表示装人（取l）和不装（取0）第种物品，则模型就成了。1背包问题

例6有一辆最大货运量为10t的卡车，用以装载3种货物，每种货物的单位重量及

相应单位价值如表74所示。应如何装载可使总价值最大？

表74

货物编号（) ] 23

单位重量厂t 3J 弓

单位价俏（〔） J 弓 b

设第种货物装载的件数为J（一1 , 2 , 3)，则问题可表示为

nlax二＝4J+5J2+6J3

3J+4J :+5J3簇10

J妻。且为整数（一1 , 2 , 3)

可按前述力式建立动态规划模刑，由于决策变量取离散俏，所以可以用列表法求解

当k=l时，/（、2)=nox{4J｝或／（、2)=nox{4J}=4仁、2/3]
。蕊脸l蕊犯 。蕊勺蕊沦尹3
勺为彼数 几为整胜

计算结果见表75

表75

、20 ] 2 3J 弓 b 78 （〕 ］O

jl（、2) 0 0 0 J J J 8 88 ]2 ]2

丁子 0 00 ] ] ] 2 2 2 33

当k=2时， /2（、3)=nlax{5J2+/（、3一4J2)}
。蕊几蕊剐4
几为彼数

计算结果见表76
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表，6

、30

1己 O

〔2}jZ。

j己（、3)O

1少O

2O

]O]2

]O]2

9自

当k=3时，

/3(10)= {6之3+/(10一5之3)

=nl . x{/(10), 6+/(5), 12+/(o)

一mdx{13 , 6+5 , 12＋。

=13

此时“一。，逆推可得全部策略为：

‘一2，之犷一1，之犷一。，最大价值为13

当约束条件不止一个时，就是多维背包问题，共解法与一维背包问题类似，只是状态

变量是多维的

二、生产经营问题

例7生产与存储问题
某l厂生产井销售某种产品，已知今后四个月市场需求预测如表77所示，又每月生

产j单位产品费用为

侧少）一｛:+,}：买’2，⋯，6)（千元）
每月库存j单位产品的费用为E(]）一。．为（千元），该厂最大库存容量为3单位，每月最

大生产能力为6单位，i！划开始和i｝划期末库存虽都是零。试制订四个月的生产i｝划，在

满足用户需求条件下总费用最小。假设第＋1个月的库存量是第个月可悄售量与该

月用户需求量之差；而第个月的可销售虽是本月初库存虽与产量之和

表，,

之（月） ] 2 34

又（需求） 2 3 24

用动态规划法求解时，对有关概念做如下分析：

(1）阶段：每个月为一个阶段，k一1 , 2 , 3 , 4

(2）状态变虽：、．为第k个月初的库存量
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(3）决策变虽：．为第k个月的生产量

(4）状态转移力程：、．十一、．＋一爪

(”最优指标函数：八（、．）表示第k月状态为、．时，采取最佳策略生产，从本月到if

划结束（第4月末）的生产与存储最低费用

考虑k一4，因为要求四月辰库存为零，本月需求为4，所以本月产虽应为“一4一、，

由于库存虽最大为3，所以、取伯只能是。，1 , 2 , 3

/4（、4）一mln｛〔（"4)+E（、4){，可以列出／4（、4）与“4（、4)，见表78

表78

O ] 23

j（、） 76弓 6 弓弓

"（、） J 32 ]

当k一3时，先分析状态变量、3的取伯范围，已与库存能力、生产能力、需求虽均有

关，在此由最大库存量决定、3一｛。，1 , 2 , 3｛。冉分析决策变虽3的允许决策集合，为满足

本月需求，产虽3至少为93一、3一2一、3，若库存量、3介2，则3应取。。为保证期末库存

量为零，"3不能超过93+g一、3一6一、3，另外“3还受最大库存量3的限制，即不能超过

93+3一、3一5一、3，问时还受最大生产能力6的限制，急之有

mdx（。，2一、3）簇3簇m1n(6 , 5一、3 , 6一、3）的整数

/3（、3）一mln［〔义“3)+E（、3)+/（、3+"3一93）〕

我们对、3一O , 1 , 2 , 3分别求出／3（、3）的值，当、3一O时，

/3(o)=nln仁（3+3)+0.5只。＋/(3一2）〕
2（晰（二的妞敌

一

一

7

民
6

击

+
+
+
+

工
J
 
6

7
8＿。州：:：二
犷（O)=2

这就是说，若第＝个月初库存为零，则＝、四两个月最低费用为12（千元），第＝个月

最优产虽为2个单位。依此类推，可得表79

表7 ,

O ] 23

之廿3（、3) 2 3J弓］2 3 JO]2 30]2

〔｝厂｝j ]2]2弓］3]3弓］］弓］2]2弓］38]］弓］2]2弓8]］弓］2

j3（、3) ]2 ]］弓 88

“子（、） 2 ] 00
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当k一2时，有

/（、）一mln［〔（)+E（、）+/3（、，+，一月）]

其中状态变量、一｛。，1 , 2 , 3。

决策变虽为

n二（。，月，一、）落，落nln(6明，+3一、，月，＋月3＋月。一、）的整数，即

nx（。，3一、）落落nn(6 , 6一、，9一、）的整数

本段11算结果见表710

当k一1时，有

/,（、，）一mln［〔（",)+E（、，)+/（、，+"，一月，)]

由于状态、，一。，本月产量，同样要受本月需求虽、最大库存容量、最大生产能力等

约束限制，应为2落I落5的整数，则

表7 10

、20 ] 23

2才2（、2)3J 气b 2 3J 气 ］ 2 3 JO ] 23

〔｝厂｝j :]8]8气］b]7]7气］8］气气］b气］7]7气］气］b]3气］7]J气］气气

jZ（、2） 场 巧气 抓 招气

“少（、2） 气 J 30

/(O)=nlln
?(,（二的懊沪（lll)+/e(111一2)j

11算结果见表711

表7 11

夕1叹 夕9 夕1叹

2

引

引

，

、l

2才l（、l)

〔｝jZ

jl（、l)

才子（、）

由表711可知，急最低费用为／(0）一21（千元），第一个月最佳产量为2单位。而

需求月，一2，所以第二个月初库存虽为零，冉由表710中查、一。列可得第二个月最佳产

量为5单位，同理通过查表79、表78可得第＝、第四月的最佳产量

即最佳生产11划为：第一个月生产2单位，第二个月生产5单位，第＝个月不生产，

第四个月生产4单位

总结卜述解题过程，可得此类生产存储问题的基本力程为

⋯｛+1（、厂）竺‘"'+E ' ' ' '＋黑：一｛'；〕（).){;
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若最大库存量为叮，每月最大生产能力为p，则状态集合为

。、《ml如身，塾一）
允许决策集合为

max(O , g去一、．）镇

例8采购与销售问题

。，．镇mln(,，艺。一，。．＋、一）

某商店在未来的4个月里，准备利用心的一个仓库来令门纤销某种商品，仓库最大容

量能储存这种商品1000单位。假定该商店每月只能出卖仓库现有的货。当商店在某月

购货时，下月初才能到货。预测该商品未来四个月的买卖价格如表712所示，假定商店

在1月开始纤销时，仓库储有该商品500单位。试问若不计库存费用，该商店应如何制订

1月至4月的订购与销售计划，使预期获利最大

表7 12

月份（k） 购买单价（〔） 销售单价（p)

1 10 12

2 98

3 11 13

41弓 17

解按月份划分为4个阶段，k一1 , 2 , 3 , 4

状态变量、．：第k月初时仓库中的存货量（含卜月订货）

决策变量二．：第k月卖出的货物数量

y .：第k月订购的货物数量

状态转移方程：

、抖1一、去＋儿一了去

最优指标函数j .（、．)：第k月初存货量为、．时，从第k月到4月末所获最大利润

则有逆序递推关系式为

⋯：'）、‘）一：·翰。一仁户‘'‘一“夕‘+' '"' ' '"’〕“一’, 3 , 2 ,"
当k=4时

j（、）=max仁17二一15y〕
。毛J‘毛、

。毛y‘毛1 000。‘J尸

显然，决策应取二犷一、，刃一。时才有最大值j（、）一17、

当k=3时
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／。（、。）= nlaX

。‘J。‘与

。‘为‘】阴。。，一护

[13二。一11，。＋17（、。＋，。一二。）〕

=max［一4二。＋6，。＋17、。〕
。‘J。‘与

。‘与‘】阴。叭一护

这个阶段需求解一个线胜规划问题：

maxz＝一4了3+6少3+17 ' 3

(T交经、交

、．t．弓y。一二。镇1 000一‘。

厅。，y。）。

二3 '＝、。，, 3 '=1 000时有最大值／。（、。）=6000+13、。

当k=2时

/2(' 2)= nlaX

。‘几‘勺

。‘为‘】。。卜臼2J2 ,

[8二：一9 , :+6 000+13（、：+,：一二2）〕

=
nlaX

。‘几‘勺
。蕊为蕊】。。卜臼2J2 ,

[6 000+13、：一5二：+4 , 2〕

求解线胜规划问题：

maxz=6 000+13、2一5了2+4y2

｝了，丈、，

、．t．长少：一二：镇1 000一‘2

｛了2 , y :)O

得 了2 '=O，少2 '=1 000一，2

jZ(' 2)=6 000+13 ' 2+4 000一4 ' 2=10000+g ' 2

当k=l时

j】（500)=max[12二】一10少】＋10 000+9（、】＋少】一二】）〕
。蕊Jl蕊5阴

。‘为‘5。叶Jl

=max[3二】一少】＋14 500〕
。‘Jl ' 5阴

。‘为‘5。叶Jl

解线胜规划问题：

maxz=14 500+3了］一y]

rT经污00

5. t．拭y】一了】镇500

｛了】，y】）O

得决策 二］'=500心］'=o , j】（500)=14 500+3火500=16000

最优策略见表713。最大利润为16000。
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表7 13

月份 期前存货（、）

500

自

售出量（二）

500

自

购进量物告）

: : : : : :
: : :

三、设备更新问题

企业中纤常会遇到一台设备应该使用多少年更新最合算的问题。一般来说，一台设
备在比较新时，年运转量大，纤济收人高，故障少，维修费用少，但随着使用年限的增加，年
运转量减少因而收人减少，故障变多维修费用增加。如果更新可提高年净收人，但是当年
要支出一笔数额较大的购买费。设备更新问题的一般提法：在已知一台设备的效益函数
r(I)，维修费用函数ll(I）及更新费用函数〔（I）条件下，要求在，年内的每年年初做出决
策，是继续使用旧设备还是更换一台新的，使，年总效益最大。

设r .(I)：在第k年设备已使用过I年（或称役龄为I年），冉使用1年时的效益。
u .(I)：在第k年设备役龄为I年，冉使用一年的维修费用。
〔．(I)：在第k年卖掉一台役龄为I年的设备，买进一台新设备的更新净费用。
a为折扣因子（0毛a毛1)，表示一年以后的单位收入价值相当于现年的a单位。
下面建立动态规划模型。
阶段k(k一1 , 2，⋯，)l）表示计划使用该设备的年限数。
状态变量、．：第k年年初，设备已使用过的年数，即役龄。
决策变量J .：是第k年年初更新（r叩l、emenl)，还是保留使用（keep）旧设备，分别用

R与K表示。
状态转移方程为

K
R

当J．一

当J．一

诩

阶段指标为

K
R

飞）（、去，J去）=
r .（、．）一。，.（、．） 当J .=

r .(o）一。，.(o）一〔．（、．）当J .=

指标函数为

v．一艺：（、一J .)（走一

最优指标函数f .（、．）表示第k年年初，拥有一台役龄为、．年的设备，采用最优更新
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策略时到第，年年末的最大收益，则可得如下的逆序动态规划力程：

f .（、．)=

八＋1（、＋1

脚彭州，J·’＋。f*＋】（妇’〕k一从一卜～ (7.14.)

(7 141))

实际卜，

{r（、）一。（、）+a了＋（、＋l） 当J一K

}r .(O）一。．(O）一〔．（、．)+a f .+(l）当J .=R

例，设某台新设备的年效益及年均维修费、更新净费用如表714所示。试确定今

后5年内的更新策略，使急收益最大（设a一1)

表714 万元

役龄

项日

效益“(l)

维修费之廿（l)

史新费‘告（l)

37气

夕夕 2气

3

2弓

3

2弓

3

3气

解如前述建立动态规划模划，，一5

当k=5时，

‘引一x｛厂‘”一心‘动当
}r(0）一。（0）一〔（、）当

状态变以、：可取1 , 2 , 3 , 4

r二（l）一I产二（l)
(l)=m .

r二（O）一I产二（O）一〔二（l)

当J一K

当J一R

45一1
35 (1)=K

；二：
5一1 5{-

(2) 25 (2)=K

5一0.5一2.

3 75一2

2{-
(3) (3)=R

：二：
5一2 5{-

卜
厂

(4)=ml (4)=R

5一05一3

当k=4时，
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, 4（、。卜m。衬r ' ' ' 4’一“4‘、4 '+, 5‘、4+,，当了。一K
(r啼（O）一u啼（O）一〔啼（、啼）+js(l）当了啼＝R

这时、。可取1 , 2 , 3

「45一1+25 飞
子d(l)=ma沼 鉴＝65了d(l)=R

{5一0.5一1.5+3.5)

，。（2）一袱
，。（3）一弓

4一15+2

5一0.5一2.2+3.

3.75一2+1.5

5一05一25+3

5{-5·8了4(2）一
5{-5·5了4(3）一

当k=3时，

, 3（、3）一。衬r3 ' ' 3’一‘、3 ,+, 4（、3+1)
(r3(O）一u3(O）一〔3（、3)+j啼（l)

此时、3可取1或2

「45一1+58 飞

}5一0.5一1.5+6．别

「4一15+55 飞

{5一0.5一2.2+6.5{

当k=2时，

(r ,（、，）一u ,（、，)＋子（、，+l)

{rZ(O）一uZ(O）一〔2（、2)+j3(l)

由于、2只能取1，所以

当了3一K

当二3一R

了3(l)=R

了3(2)=R

当了2一K

当二2一R

{4·5一1+8·8)
jZ(l ,=ma州 ｝=l艺·刁了2(l ,=K

{5一0.5一1.5+9. SJ

当k=l时，

〔r、（、、）一u、（、）＋子，（、、＋1)

{r(O）一u(O）一〔（、）+jZ(l)

由于、只能取。，所以

当了一K

当二一R

f(O)= m·弓
5一0.5+1 2.5

5一0.5一0.5+12.5

(0）一K时，由状态转移方程

了（O)=K

上述计算递推同去，当二厂
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了1一K

了1一R
知、2=l，查fZ(l）得二子＝R

:：二 推出、3一

则查j3(l）得： 二犷一R

推出、一1，查j(1)：二犷一R

状态、一1，查j(1)：二犷一K

可得本例最优策略为：{K , R , R , R , K}，即第一年年初购买的设备到第二、第＝、第四

年年初各更新一次，用到第5年年末，共总效益为17万元

四、复合系统工作可靠性问题

某种机器的I作系统由，，个部件串联组成，只要有一个部件失灵，整个系统就不能正
常I作。为提高系统l作的可靠性，在每个部件上均装有主要元件的备用件，并设计了备
用元件自动投人装置。淤然，备用元件越多，整个系统l作的可靠胜越大，但备用元件增
多也会导致系统的成本、重量、体积相应增大，l作精度降低。因此，在考虑上述限制条件
下，如何选择各部件的备用元件数，使整个系统的I作可靠胜最大

设部件，(，一1 , 2，⋯，们上装有二个备用元件时，正常l作的概率为p（二）。因此，
整个系统正常l作的可靠胜，可用它正常I作的概率来衡量，即

尸一耳p（二）
一1

设一个部件，的备用元件费用为〔，重量为二，要求整个系统所装备用元件的总费用

不超过C，总重量不超过W，则这个问题的静态规划模型为

求二，二2，⋯，二，使得

max尸一耳户（二） (7. 15a)
一1

且满足约束

艺〔二镇C

又二二镇w

(7 1511)

(7 15〔）

了妻。且为整数（老一1 , 2，⋯，尹J

这是一个非线性整数规划问题，求解比较困难，如用动态规划的方法求解相对是比较

容易的。下面来构造它的动态规划模型

淤然，决策变量。1．应选定为部件k上所装的备用元件数二．，问题可以分为，，个阶段，

每个阶段解决一个部件应装备用元件数
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由于有两个约束条件，所以状态变量是二维的，令、．为第k个到第，，个部件容许使

用的总费用，介为第k个到第刀个部件容许的总重量。因此状态转移方程为

二
＝、盗一11盗〔盗

＝夕去一11去切去

允许决策集合为

D .（、．，介）=｛。，一o镇。，．镇mln（仁、．／〔．〕，仁夕．／二．〕），。，．为整数｝

共中仁、．／〔．〕表示不超过、．／〔．的最大整数，[y .／二．〕意义相同

指标函数为

v .，一TI户（。，)
一去

最优指标函数j一（、．, y .）为由状态、．, y．出发，从部件k到部件，，的系统l作可靠

性的最大值

由此可得整机可靠胜的动态规划基本方程为

⋯｝、（、｛, l"""’抖’黑二："（⋯．){;
这个例子的特点是，指标函数是连乘的递推关系，边界条件为1。这是因为j，十取值

与我们所讨论的问题无关，1为乘法恒量的缘故。当求出j(C , W）时即为整个系统l作

的最大可靠胜

五、货郎担问题

货郎担问题一般提法为：一个货郎从某城镇出发，纤过若下个城镇一次，且仅一次，

最后仍同到原出发的城镇，问应如何选择行走路线可使总行程最短，这是运筹学的一个著

名问题，实际中有很多问题可以归结为这类问题

设二，二：，⋯，二，是已知的刀个城镇，城镇二到城镇二的距离为d勺，现求从二出发，

经各城镇一次且仅一次返同二的最短路程。若对，，个城镇进行排列，有（,，一1),/2种

方案，所以穷举法是不现实的

货郎担问题也是求最短路径问题，但与例4的最短路问题有很大不同，建动态规划模

型时，虽然也可按城镇数口，，将问题分为，，个阶段。但是状态变量不好选择，不容易满足

无后效胜。为保持状态间相互独立，可按以下方法建模：

设5表示从二到二中间所有可能纤过的城市集合，5实际上是包含除二与二两个

点之外其余点的集合，但5中的点的个数要随阶段数改变

状态变量（, , S）表示：从二点出发，经过5集合中所有点一次最后到达二

最优指标函数f .(, , S）为从二出发经由k个城镇的5集合到二的最短距离
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决策变量尸．(, , S）表示：从u纤k个中间城镇的5集合到u城镇的最短路线仁邻

接u的前一个城镇，则动态规划的顺序递推关系为

j*(, , S）一嗯酬介，(j . S＼川）＋姚｝ (7 17a)

f。（,，②）一dl②为空集（k一1 , 2，⋯，,，一1 ,，一2 , 3，⋯，, ,)(7. 17b)

货郎担问题当城市数口增加时，用动态规划方法求解，无论是计算量还是存储量都会

大大增加，所以本方法只适合于，，较小的隋况

第五节马氏决策规划简介

前面讨论了确定型动态规划问题。本节将简单介绍处理随机系统多阶段决策的马尔

可夫决策规划（Markov deol、lon programmlng，简称马氏决策规划）

确定型系统与随机胜系统的区别在于系统的状态转移过程是确定的还是随机的（但

有某种随机规律）。确定型系统，当第k段的状态二．与决策。，.（二．）确定后，第k+1段的

状态二．十就完全确定了。对整个过程来说，若初始状态二给定，又给定某一策略

｛。，（二），⋯，。1.（二．)，⋯｝，则整个过程就完全确定了。而在随机系统中，即使给定第k段

的状态二．和决策。，.（二．)，第k+1段的状态也不能完全确定，而是一个随机变量，只知道

其概率分布在初始状态二，给定时，相应策略为｛。，,（二，)，。，2(22)，⋯，u .(2.)，⋯｝，其中

乙为系统在第k段的状态集合，表明。1.（乙）要对第k段状态的一切可能值给定相应的

决策

一、马尔可夫过程

有一类动态随机系统，其系统状态的转移规律具有无后效胜，即已知现时系统所处的

状态，采取决策后虽不能预知下次系统将转移，l］哪个状态，但下次转移，l］的状态所服从的

概乍规律是已知的，且与系统以前的发展历史无关，我们称这种系统状态的转移规律只有

马尔可夫胜质，称这种过程为马尔可夫过程（以下简称马氏过程）

下面考虑一种简单的马氏过程，即状态和时间参数都是离散的马氏过程。为方便起

见，假定相继两次转移之间的时间间隔为常数1；系统是有限的，即有N个状态，标以1

至N的编号。记系统在时刻I处于状态！，而在下一时刻I+1转移，l］状态j的概率为

户。，应有
N

艺p勺一1。镇p。镇1
J一1

其中p勺表示系统逗留在状态！的概乍，我们称P一［p。〕N , N为状态转移矩阵
例如有一l厂为市场生产某种产品，每月月初对产品的销售睛况进行一次检查，其

结果有二：销路好（记为状态1)；也可能销路差（记为状态2）。若处于状态1，由于各种

随机因素的干扰，下月月初仍处于销路好的概率为。．5，转为销路差的概率也为。．5；若处
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于状态2，则下月初转为销路好的概率为。．4，仍处于销路差的概率为。．6。则状态转移

矩阵为

P一［: :{: :：〕一［: . : :
 
;

二、赋值马氏过程

若上面所述的只有N个状态的马氏过程，当它在任意时刻从状态，转移到状态j时
可以获得相应的效益，记为r勺。这种马氏过程随着状态转移可得，lJ一系列的报酬（效
益），我们称其为赋值马氏过程。称R一［r。〕NxN为报酬矩阵

上述l厂若某月初销路好，下月初仍销路好可获利9千元，下月初转为销路差可获利
3千元；若某月初销路差，下月初转为销路好可获利3千元，下月初仍为销路差要亏本
7千元

则报酬矩阵为

一7

下面考虑系统经过一定阶段的运行后的总期望报酬

记砰，）为由状态！做出一次转移的期望报酬，则有
N

。（l）一艺九r。（，一1 , 2，⋯，N)
J一1

称Q一［抓1)，抓2)，⋯，抓N）〕T为一次转移的期望报酬向量

(7 18)

记u(,）为系统由状态

，经过，，次转移之后的总期望报酬，则有

u(,）一艺户U仁rU+u ,（少）〕一。（,)＋艺户。u（少）(，一 ～二N)(7 19)

其中p。表示由状态！转移，l］状态j的概率，r。表示由状态！转移，l］状态j的相应报酬

称v一［u(1), u(2)，⋯，u(N）〕T为刀次转移的总期望报酬向量

对 P＝仁p。〕NxN，只＝仁r勺〕NxN

定义乘法O :

POR一〔窖，。·。〕Nx
则有

“一四只一〔颧一争· (7 20)

V。一Q+PV

V一Q

仍以上述l厂为例，由前已知

: : :{:
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: ;，一［: _ :
由式（7.20）可知

。一P、，一［: ; :；〕、［: _：〕一［_：〕
即如果当前悄路好，则下月获利600。元，否则下月损失3 000元

一

一

日

『
刁

一

尸
一
一
一
匕

一

一Q
一

一

万
．

V

vZ一。＋Pv】一［_：〕＋[: ; :；〕［_：〕一［_ ;；〕
利用式（7.21）依此类推，可以得出该l厂在不问的初始状态（销路好或销路差）下，纤

过若下月后的总期望获利清况，如表715所示

表7 15

2.（月） 1 2 34 弓

。（1)（开始悄路好） b7弓 8书 9弓书 10弓弓”

侧．(2)（开始销路差） 一3 一24 一144 一04440弓弓弓b

三、马氏决策规划

在赋值马氏过程中，如巢在某状态选用不问的决策能够改变相应的状态转移矩阵及
报酬矩阵，就产生了动态随机系统求最优策略的问题。马氏决策规划就是研究这类问
题的。

下面我们通过实例来介绍马氏决策规划中有限阶段模型的一种求解方法―值迭代

法。设系统口标为急期望报酬最大化。

例10仍以卜述l厂为例，设该l厂在每个状态可选的决策是不登广告（记作方式

l）或登广告（记作方式2）。若不登广告，自然无广告费；若登广告，要花额外的广告费，但

下月初销路好的概书可增加。

选决策方式1的状态转移矩阵及报酬矩阵为

: ; 一7弓
选决策方式2的状态转移矩阵及报酬矩阵为

:) :
 
: 一19

问题是在若干月内采取f｝么决策才能使艾总期望报酬最大

用，表示系统的阶段数。此表示系统当前处干状态，，下一步以d种决策方式转移
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到状态j的概率

j ,(,）表示系统初始状态为，，采取最优策略时的总期望报酬最大值

则有如下方程：

f ,(1) 勺）},，一2，⋯

f(1)
一思：’了‘, '＋粤为·
一署夯｛和，)}

(7. 23a)

(7 23b)

由于

Q ,
_
 
:

Q2

一眺：〕一（Pl）二（Rl）一比．; :．沙
一［: : : ;：〕一（'）二（RZ）一［: .): .：〕二_ 1 :

一［一：〕
〕一［_：〕

因而

j(l)=max｛叮，(l)，叮2(l)}=max{6 , 4}=6

dl(l)=l

j(2)=max｛叮，(2)，叮2(2)}=max｛一3，一5}＝一3

dl(2)=l

d ,（老）为第刀阶段处于，状态时的决策

这表明，该厂不论处于状态1还是状态2，如果冉继续生产1个月，都应采取决策1 ,

即不论销路好还是销路差都不登广告

如果继续生产两个月：

, 2(1卜m二｛一（1)＋睿，;，】（少），一（1)＋睿，:，】（少）
一max{6＋。．

一max{7.5 , 8.

5火6+0.5火（一3), 4+0.8火6+0.2火（一3)}

2}=8.2

dZ(l)=2

, 2(2卜m二｛一（2)＋客，:，】（少），一（2)＋客，。，】（少）
=max｛一3+0.4火6+0.6火（一3)，一5+0.7火6+0.3火（一3)}

一max｛一2.4，一1.7｝一一1.7

dZ(2)=2

这表明，如果继续生产两个月，第1个月不登广告，第2个月登广告

同样可以计算出经3步、4步、⋯⋯转移时的结果，将计算结果列于表716中

利用上述的值迭代法，可以算出系统当前处于状态，，经任意，，步转移应采取怎样的

最优策略以及所获得的急报酬期望值



引
、

回

第七章动愁规划

表7 16

.（经昔时l司厂月）

j们）（目前销路好，2．月后停、｝卜的最大营

期华报酬）

d(1)（目前销路好，若．月后停廿应采取

的最优决策）

j(2)（目前销路差，．月后停、｝卜的最大营

期华报酬）

d(2)（目前销路差，若．月后停廿应采取

的最优决策）

8 2 10 22 12 222

一3 一1 23 2 223

一般来说，大多数不断运行的系统没有明异的终点，对于迭代中的d(,)，如巢直到

充分大的，才能停止过程，那么，值迭代法就不是很有效的。对于无限期的过程或做多次

转移后才结束的过程，可以用一种直接分析的方法―策略迭代法来求解，这里不

冉介绍

马氏决策规划的基本概念于20世纪60年代建立，几十年来，无论是理论卜还是应用

方面都有很大进展。根据共报酬函数和口标函数的不问，建立了不问类型的优化模型，如

有限阶段模型、折扣模型、平均模到、无界报酬模到等。对这些模型的理论研究已取得了

较好的成果。另外，马氏决策规划也被成功地应用于许多实际问题，如

机器的最优更换、维修问题、质量控制问题、水库最优调度问题、随机旅

行售货点问题、电话网络中的最优线路问题、最优投资与消费问题等

nIJ练即侧
习题

7.1现有天然气站A，需敷设管道到用气单位E，可以选择的设计路线如图76所

示，B，⋯，D：各点是中间加压站，各线路的费用已标在线段旁（单位：万元），试设训费用

最低的路线。要求分别用动态规划的逆序和顺序算法求解

衅7

图76
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7.2一艘货轮在A港装货后驶往F港，中途需靠港加油、淡水＝次，从A港到F港

全部可能的航运路线及两港之间距离如图77 , F港有3个码头F、FZ、F3，试求最合理停

靠的码头及航线，使总路程最短

f
0『

，

O
沁
6
0

O 4

C

0
0
3

，
工

B

60〔，1〔）

图77

7.3某厂每月生产某种产品最多600件，当月生产的产品若未销出，就需存储（当月

人库的产品，该月不付存储费）。月初就已存储的产品需支付存储费，每10。件每月1千

元。已知每10。件产品的生产费为5千元，在进行生产的月份l厂要支出经营费4千元，

市场需求如表717所示，假定1月初及4月底库存量为零，试问每月应生产多少产品，才

能在满足需求条件下，使急生产及存储费用之和最小

表7 17

月份 1 2 34

产品／百件 5 3 21

7.4某公司有资金4力兀，nJ同A、B、C＝个欢日投资，已知谷项日小同投资额的相

应效益值如表718所示，问如何分配资金可使总效益最大。列出动态规划模型，并分别

用逆序和川贞序解法求解

表718 万元

投资额
项日

0 1 2 34

A 0 41 48 bo bb

H 0 42 50 bo bb

( 0 64 68 78 76

7.5为保证某设备正常运转，需对串联l作的＝种不问零件A、AZ、A3分别确定备

件数虽。若增加备用零件的数量，可提高设备正常运转的可靠性，但费用要增加，而总投

资额为8千元。已知备用零件数与已的可靠胜和费用关系如表719所示，求A、AZ、A3

的备用零件数量各为多少时，可使设备运转的可靠胜最高
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表7 19

可靠性
备件数

AI AZ A3

1 03 02 01

2 04 05 02

30弓 0 9 07

备川零件费用／千元

A AZA

7.6某l］有1 000台机器，川以在简、低曲种小同负荷卜进行生产。假设在简负

荷下生产时，产品的年产量、和投人的机器数量y的关系为、一sy，机器的完好书为

。．7；在低负荷下生产时，产品的年产量、：和投人的机器数量y：的关系为、2一5y2，机器

的完好率为。．9。现在要求制订一个5年生产计划，问应如何安排使在5年内的产品总

产量最高。

7.7某l厂接受一项特殊产品订货，要在3个月后提供某种产品1 o00kg，一次交

货。由于该产品用途特殊，该厂原无存货，交货后也不留库存。已知生产费用与月产量关

系为：c一1。。。＋3d＋。．。。5护，共中d为月产量（kg); c为该月费用（元）。每月库存成

本为2元／kg，库存量按月初与月末存储量的平均数计算，问如何决定3个月的产量使总

费用最小。

7.8将数48分成3个正数之和，使共乘积为最大。试用动态规划方法求解。

7.，分别用动态规划的顺序和逆序解法求解下列非线性规划问题：

(1) maxF一J·J毛·J3

政＋J ,+J一4

{J)O(,=l , 2 , 3)

(2) mlnF=J甲＋ZJ毛＋J卜ZJ一4J2一2J3

政＋J ,+J一3

{J , JZ , J3)O且为整数

(3) maxF=JIJZJ3

政＋SJ ,+ZJ蒙20

{J , JZ , J3)O

7.10限期采购问题（随机型）。某部门欲采购一批原料，原料价格在5周内可能有

所变动，已预测得该种原料今后5周内取不同单价的概率如表720所示。试确定该部门

在5周内购进这批原料的最优策略，使采购价格的期望值最小。

提示：阶段k：可按采购期限（周）分为5段。

状态变量、．：第k周的原料实际价格。

决策变量J .：第k周如采购则J一1，若不采购则J一。。
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另外用、．F表示：当第k周决定等待，而在以后采购时的采购价格期望值

最优指标函数／.（、．)：第k周实际价格为、．时，从第k周至第5周采取最优策略所

花费的最低期望价格

逆序递推关系式为

〔f .（、．）一ml川、．，、。｝、．eD . k一4 , 3 , 2 , 1 D．为状态集合

、二）一、二 、二eD二

表720

原料单价尹元 概率

O3

O3

O4

7.11某电子企业流水线生产A、A：两种产品，每天流水线l作5小时，组装产品

A或A：的生产能力都是每小时1件，产品A、A：的成本分别为4（千元）、3（千元），每件

产品售价与产量有以下的线性关系：产品A：每件售价尸一12一J，产品AZ：每件售价

尸2一13一ZJ : , J、J：分别为产品A、A：的产量

问：每天应如何安排生产，才能使总利润最大户

(l）建立该问题的数学模型；

(2）用动态规划力法求解

7.12某罐头制造公司在近5周内需要一次胜地购买一批原料，估计未来5周内价

格有波动，共浮动价格及概书如表721所示，试求各周的采购策略，使采购这批原料价格

的数学期望值最小

表721

批单价 概率

〔） 04

8 03

7 03

7.13某企业有1 000万元资金可在3年内每年年初对项口A、B投资，若每年初投

资项口A，则年末以。．6的概率回收本利2000万元，或以。．4概率丧失全部资金；若投

资项口B，则年末以。．1的概率同收本利200。万元或以。．9概率同收100。万元。假定

每年只能投资一个项口，每次1000万元（有多余资金也不使用），试给出＝年末期望总资

金最大的投资策略

7.14某公司购买一辆某型号汽车，该汽车年均利润函数r(I）与年均维修费用函数
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I(I）如表722所示，购买该刑号新汽车每辆20万元，如果该公司将汽车卖出，不同役龄

价格如表723，试给出该公司四年赢利最大的更新i！划

表722

宝璧龄
项日

2（护） 2018 17马 1马

试才（护） 22马 J6

表723

宝璧龄 12 弓 J

价格，万元 17 161马马 1马

715已知4个城市间距离如表724所示，求从，出发，纤其余城市一次月仅一次

最后返同：）的最知路径与距离。要求用动态规划求解

表72)

1场

距离 12 弓 J

1气

1 067 （〕

2 80 （〕 7

弓 马 8 08

J6 弓 弓 自

7.16试述动态规划的最优化原理，目举例说明

7.17下列说法中正确的有：

(l）动态规划中定义状态应保证在各阶段中所作决策的独方胜；

(2）对一个动态规划问题，应用逆序解法和顺序解法可能会得出不同的最优解；

(3）一个含5个变量和3个约束的标准化线胜规划问题，用动态规划求解时将找转

化为3个阶段，每个阶段的状态变星由一个5维向星组成；

(4）建立动态规划模刑时，阶段的划分是最关键和最重要一步
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图与网络分析

18世纪的哥尼斯谬城中流过一条河（普雷·格尔河）河卜有七座桥连接着河的两

岸和河中的两个小岛，如图81所示当时那里的人们热衷于这样的游戏：一个游戏者怎

样才能一次连续走过这七座桥而每座桥只走一次，同到原出发点没有人想出这种走法，又

无法说明走法不存在，这就是著名的·七桥”难题瑞十数学家欧拉（E . Euler）在1736年

发表了一篇题为．依据几何位置的解题力法”的论义，有效地解决了哥尼斯谬七桥难题，这

是有记载的第一篇图论论文，欧拉被公认为图论的创始人欧拉的求解思路足将这个问

题归结为如图82所示的问题他用A、B、〔、D四点表示河的两岸和小岛，用两点间的

连线表示桥匕桥问题变为：从A、B、〔、D任一点出发，能否通过每条边一次月仅一次，

冉同到该点产欧拉证明了这样的走法是不存在的，并给出了这觉问题的一般结论

t

龙凌
刀

图81 图82

1857年，英国数学家哈密尔顿（Hom山。n）发明了一种游戏，他用一个实心正12面体

象征地球，正12面体的20个顶点分别表示世界卜20座名城，要求游戏者从任一城市出

发，寻找一条可经由每个城市一次月仅一次冉回到原出发点的路，这就足‘环球旅行”问

题，如图83所示已与七桥问题不同，前者要在图中找一条经过每边一次片仅一次的

路，通称欧拉回路，而后者是要在图中找一条经过每个点一次片仅一次的路，通称为哈密

尔顿回路哈密尔顿根据这个问题的特点，给出了一种解法，如咚｛84粗箭线所示

在这一时期，还有许多诸如迷宫问题、博弈问题以及棋盘卜马的行走路线之类的游戏

难题，吸引了许多学者这些石起来似乎无足轻重的游戏却引出了许多有实用意义的新

问题，开辟了图论这门新学科

运筹学中的．中国邮路问题”：一个邮递员从邮局出发要走遍他所负责的每条街道去

送信，问应如何选择适当的路线可使所走的急路程最短这个问题就与欧拉同路有密切

的关系而著名的．货郎担问题”则是一个带权的哈密尔顿回路问题

222
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巧公z ' l公
图83 图8协

图论的第一本令著是匈习利数学家0. Komg写的《有限图与无限图的理论》，发表于

1936年。从1736年欧拉的第一篇论文到这本令著，前后经历了200年之久，总的来讲这

一时期图论的发展是缓漫的。直到20世纪中期，电子计算机的发展以及离散的数学问题

只有越来越重要的地位，使得作为提供离散数学模型的图论得以迅速发展，成为运筹学中

十分活跃的重要分支。口前图论被广泛地应用于管理科学、计算机科学、信息论、控制论、

物理、化学、生物学、合理学等各个领域，井取得了丰硕的成果

第一节图与网络的基本知识

一、图与网络的基本概念

1．图及其分类

自然界和人类社会中，大量的事物以及事物之间的关系，常可以用图形来描述。例

如，为了反映5家企业的业务往来关系，可以用点表示企业，用点间连线表示两家企业有

业务联系，如图85所示。又例如l作分配问题，我们可以用点表示l人与需要完成的l

作，点间连线表示每个人可以胜任哪些项l作，如图86所示

·于
l人

于
甲
乙
内
r
戍

图85 图8 '

这样的例子很多，物质结构、电路网络、城市规划、交通运输、信息传递、物资调配等也

都可以用点和线连接起来的图进行模拟



血运筹学糊呈（第气版）

由上面的例子可以看出，这里所研究的图与平面几何中的图不同，这里只关合图中有

多少个点，点与点之间有无连线，至于连线的方式是直线还是曲线，点与点的相对位置如

何，都是无关紧要的。总之，这里所讲的图是反映对象之间关系的一种l具。图的理论和

方法，就是从形形色色的具体的图以及与它们相关的实际问题中，抽象出共同胜的东西，

找出其规律、胜质、方法，冉应用到要解决的实际问题中去

定义1一个图是由点集V一｛二｝和V中元素的无序对的一个集合E一｛。．｝所构成

的二元组，记为G一（V , E), V中的元素二叫作顶点，E中的元素。．叫作边

当V , E为有限集合时，G称为有限图，否则，称为无限图。本章只讨论有限图

例1存图87中：V一｛二，二2，二3，二，二5}E一｛。，。2，。3，。，。5，。。｝

其中： 。＝（二，二）。：=（二，二2）。3=（二，二3)

已布＝（刀2，刀3）已5=（刀2，刀3）已6=（刀3，刀布）

两个点。，，二属于V，如果边（。，，们属于E，则称

11，二两点相邻。11，二称为边（。，，们的端点

两条边已，已属于E，如果它们有一个公共端 ：． 玫

点II．则称。，芍相邻边。，芍称为点11的关联边 “, "，心

用n ,(G）一引表示图G中的边数，用，,(G）一

一VI表示图G的顶点个数。存不引起混淆倩况下

简记为n , , , ,

对于任一条边（二，马）属于E，如果边（二，马） 图87

端点无序，则它是无向边，此时图G称为无向图

图87是无向图。如果边（二，马）的端点有序，即它表示以二为始点，马为终点的有向边

（或称弧），这时图G称为有向图。图86是有向图

一条边的两个端点如果相同，称此边为环（自同路）。如图87中的。。

两个点之间多于一条边的，称为多重边。如图87中的。，。5

定义2不含环和多重边的图称为简单图，含有多重边的图称为多重图。以后我们

讨论的图，如不特别说明，都是简单图

有向图中两点之间有不同方向的两条边，不是多重边。如图88中的（a）、（b）均为简

单图，（。）、（d）为多重图

△么乙么
图88
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定义3每一对顶点间都有边相连的无向简单图称为完全图。有，，个顶点的无向完

全图记作K ,

有向完全图则是指每一对顶点间有且仅有一条有向边的简单图

定义4图G一（V , E）的点集V可以分为两个非空子集X , Y，即XUY一V , XnY一②，

使得E中每条边的两个端点必有一个端点属于X，另一个端点属于Y，则称G为二部图

（偶图），有时记作G一（x , Y , E)

例如图89中的（a）是明界的二部图，点集X :｛二，二3，二｝, Y :｛二2，二，二。｝。（b）也是

二部图，但是不像（a）那样明异，改画为（。）时可以清楚地看出

了卜 叭

王场 ：。区：
苗b ' 8 '

2．顶点的次

定义5以点刀为端点的边数叫作点刀的次（degree)，记作deg（刀），简记为d（刀）

如图87中点二的次d（二）一4，因为边e要计算两次。点二3的次d（二3）一4，点叭

的次d（二）一1

次为1的点称为悬挂点，连接悬挂点的边称为悬挂边。如图87中二，e。。次为零的

点称为孤立点，如图87中的点二。次为奇数的点称为奇点；次为偶数的点称为偶点

定理1任何图中，顶点次数的急和等于边数的2倍

证明由于每条边必与两个顶点关联，在计算点的次时，每条边均被计算了两次，所

以顶点次数的总和等于边数的2倍

定理2任何图中，次为奇数的顶点必为偶数个

证明设V和V：分别为图G中奇点与偶点的集合（VUVZ一V）。由定理1知

又d（二）＋又d（二）一又d（二）一Zn ,
u任vl u任VZ

由于Zm为偶数，而艺d（们是若干个偶数之和，也是偶数，所以艺d（们必为偶数，即
u任价 硬vl

一V一是偶数

定义6有向图中，以二为始点的边数称为点二的出次，用d十（二）表示，以二为终

点的边数称为点二的人次，用d（二）表示。二点的出次与人次之和就是该点的次。容易

证明有向图中，所有顶点的人次之和等于所有顶点的出次之和

3．子图

定义7图G一（V , E)，若E’是E的子集，v’是V的子集，且E’中的边仅与v’中的顶
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点相关联，则称G’一（v ' , E '）是G的一个子图。特别是，若v’一V，则G’称为G的生成子

图（支撑子图）

如图810中（b）为（a）的子图，（〔）为（a）生成子图

子图在描述图的胜质和局部结构中有重要作用

到5 补， 卜‘

＼价＼巧屯7J飞叭七叭
〔al ' b) (cl

图810

4．网络

在实际问题中，往往只用图来描述所研究对象之间的关系还是不够的，与图联系在一

起的，通常还有与点或边有关的某些数量指标，我们常称之为“权”，权可以代表如距离、费

用、通过能力（容量）等。这种点或边带有某种数量指标的图称为网络（赋权图）

与无向图和有向图相对应，网络又分为无向网络和有向网络，图811(a）、图811(b)

是常见的网络例子。图811(a）给出了物资供应站二，与用户（二，二2，⋯，二）之间的公路

网络图，边上的权表示各点间的距离，从优化角度出发存在一个寻求二，到各点的最短路

问题。图811(b）是一个从饥到二的管道运输网络，边上的权表示物流的最大容量，我

们要求出从饥到刀的可运送的最大流方案。这些网络模型将在后面各节中讨论

实际上，许多网络优化问题都可以用规划的数学模型来表述，如本章中的最短路问

题、最大流问题、最小费用流问题等，都可以通过建立线性规划或整数规划的模型求

解。但是借助网络模型求解会更简便，可以说网络优化模型为管理决策提供了更有效

的l具

了、

鬓安汾，
811
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二、连通图

定义8无向图G一（V , E)，若图G中某些点与边的交替序列可以排成（、，气，叭，

气，一、，，气，、）的形式，且气一（叭，，叭）(I一1，一k)，则称这个点边序列为连接气
与认。的一条链，链长为k

点边列中没有重复的点和重复边者为初等链
图812中，5一｛u。，。。，us，。，u，。，, us，。，u，。，, u，。，u3｝为一条连接u。，u3的链

Sl一｛u。，心，us，。5 , u。，。。，u3｝为初等链

定义，无向图G中，连接、与、的一条链，当气与、是同一个点时，称此链为
圈。圈中既无重复点也无重复边者为初等圈

如图812中｛u，。：, us，。，, u，。，, u，约。，uZ，。2 , u｝为一个圈
对于有向图可以类似于无向图定义链和圈，初等链、圈，此时不考虑边的方向。而当

链（圈）上的边方向相同时，称为道路（同路）
图813中，5一｛u。，。。，us，。，, u，。，, u，自。，uZ，。3 , u3｝为一条链

Sl一｛”。，心，us，自，u ,，。，, u。，。。，u3｝为一条道路
52一｛u，。2 , uZ，。，u，。5 , us，。，, u｝为一个圈
53一｛劝，红，姚，约。，u。，。5 , us，。，u ,｝为一个回路

山

fJ

山

fJ

T ,

约
七
介

空，卜扩，亡．

T、 f、 t与 T、 f、 t与

图812 图813

对于无向图来说，道路与链、同路与圈意义相同

定义10一个图中任意两点间至少有一条链相连，则称此图为连通图。任何一个不

连通图都可以分为若下个连通子图，每一个称为原图的一个分图

三、图的矩阵表示

用矩阵表示图对研究图的性质及应用常常是比较方便的，图的矩阵表示方法有权矩

阵、邻接矩阵、关联矩阵、同路矩阵、割集矩阵等，这里只介绍共中两种常用矩阵

定义11网络（赋权图）G一（V , E)，其边（u，马）有权趾勺，构造矩阵A一（a。）, ,

共中：

｛趾，(u , u)eE

{O其他
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称矩阵A为网络G的权矩阵

定义12对于图G一（V , E)，一V一，,，构造一个矩阵A一（“。）,，其中：

{l（刀，刀，）任E 了2 吕 丫、

}o其他 ，·4 5 93
则称矩阵A为图“的邻接矩阵。 62

例2对图814所表示的图构造其权矩阵（见

Al）和邻接矩阵（见AZ）如下：
图814

J
 
0
 
0
 
1

1
0
︸
姚

OO

0 1 00

OO

0 00

0 10

0 00
刀2刀3刀古刀二

当G为无向图时，邻接矩阵为对称矩阵

四、欧拉回路与中国邮路问题

1．欧拉回路与道路

定义13连通图G中，若存在一条道路，纤过每边一次且仅一次，则称这条路为欧拉

道路。若存在一条同路，纤过每边一次且仅一次，则称这条同路为欧拉同路

具有欧拉回路的图称为欧拉图（E图）。在引言中提到的哥尼斯堡七桥问题就是要有

图中寻找一条欧拉同路

定理3无向连通图G是欧拉图，当且仅当G中无奇点

证明必要性

因为G是欧拉图，则存有一条回路，纤由G中所有的边，在这条同路卜，顶点可能重

复出现，但边不重复。对于图中的任一顶点二，只要在同路中出现一次，必关联两条边，即

这条同路沿一条边进人这点，再沿另一边离开这点。所以二点虽然可以有同路中重复出

现，但d路（二）必为偶数。所以G中没有奇点

充分胜

由于G中没有奇点，从任一点出发，如从二点出发，纤关联边。‘进人’，二2，由于二：是

偶点，则必可由二：纤关联边。：进人另一点二3，如此进行下去，每边仅取一次。由于G图

中点数有限，所以这条路不能无休止地走下去，必可走同二，得到一条同路〔。

(l）若同路〔纤过“的所有边，则〔就是欧拉回路

(2）从G中去掉〔，后得，l］子图口，则口中每个顶点的次数仍为偶数。因为G图是
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连通图，所以〔与叮至少有一个顶点二重合，存口中从二出发，重复前面〔的方法，得

到同路〔2

把〔与〔：组合在一起，如果恰是图G，则得到欧拉同路。否则重复（2）可得同路〔3 ,

依此类推，由于图G中边数有限，最终可得一条经过图G所有边的同路，即为欧拉同路

推论1无向连通图G为欧拉图，当且仅当G的边集可划分为若干个初等同路

推论2无向连通图G有欧拉道路，当且仅当G中恰有两个奇点

根据定理来检查哥尼斯堡七桥问题，从图82中可以看到d眼（A）一3 , d眼（B）一3 ,

d限（0一5 , deg(D）一3。有四个奇点，所以不是欧拉图。即给出了哥尼斯堡七桥问题的

否定同答

与七桥问题类似的还有一笔画问题。给出一个图形，要求判定是否可以一笔画出

一种是纤过每边一次且仅一次到另一点停止。另一种是纤每边一次且仅一次同到原开始

点。这两种倩况可分别用关于欧拉道路和欧拉同路的判定条件加以解决

定理3的证明方法实际上给出了构造欧拉同路的一种算法，从图G中任一点二出

发，找一个初等同路〔，冉从图中去掉〔，在剩余的图中再找初等同路〔2，⋯，一直做到图

中所有的边都被包含在这些初等同路中，再把这些同路连续起来即得这个图的欧拉同路

关于无向图的定理3，可以直接推广到有向图

定理碍连通有向图G是欧拉图，当且仅当它每个顶点的出次等于人次

连通有向图G有欧拉道路，当且仅当这个图中除去两个顶点外，其余每一个顶点的出

次等于人次，且这两个顶点中，一个顶点的人次比出次多1，另一个顶点的人次比出次少1

2．中国邮路问题

一个邮递员，负责某一地区的信件投递。他每天要从邮局出发，走遍该地区所有街道

冉返同邮局，问应如何安排送信的路线可以使所走的总路程最短？这个问题是我国管梅

谷教授存1962年首先提出的。因此国际上通称为中国邮路问题。用图论的语言描述：

给定一个连通图G，每边有非负权l（曰，要求一条同路过每边至少一次，且满足总权最小

由定理3知，如果G没有奇点，则是一个欧拉图，导然按欧拉同路走就是满足要求的

过每边至少一次且总权最小的同路

如果G中有奇点，要求连续走过每边至少一次，必然有些边不止一次走过，这相当于

在图G中对某些边增加一些重复边，使所得到的新图G“没有奇点且满足总路程最短

由于总路程的长短完全取决于所增加的重复边的长度，所以中国邮路问题也可以转为如

下问题：

存连通图G一（V , E）中，求一个边集E任E，把G中属于E的边均变为二重边得到

图“一“+E ,，使其满足“·无奇点，且以E ,）一又l（已）最小
‘任El

定理5已知图G“一G+E无奇点，则L(E）一艺l（已）最小的充分必要条件为：
‘任El

(l）每条边最多重复一次；
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(2）对图G中每个初等圈来讲，重复边的长度和不超过圈长的一半。

证明略，请读者自己完成。

定理给出了中国邮路问题的一种算法，称为“奇偶点图上作业法”，下面举例说明这个

算法。

例3求解图815所示网络的中国邮路问题。

第1步：确定初始可行方案。

先检查图中是否有奇点，如无奇点则已是欧拉图，找出欧拉同路即可。如有奇点，由

前知奇点个数必为偶数个，所以可以两两配对。每对点间选一条路，使这条路上均为二

重边。

图815中有四个奇点二2，二。，二。，二，，例如将二：与二。，二。与二，配对，得到图816，重复

边总长度为

2 12+21啼＋26 ,+Z , 8=21

第2步：因图816满足条件（1)，所以只检查该图中每个初等圈是否满足定理条

件（2）。如不满足则进行调整，直至满足为止。

Tl , Zr、42、 勺沙4价

t，礴4 tl了 丈，孟 t , ,

圈815 图816

检查图816，发现圈｛二姚二5钩二｝急长度为24，而重复边的长为14，大于该圈总长度

的一半，可以做一次调整，以（二2，二5),（二5，二。）代替（二，二2),（二，二。），得到图817，重复边

总长度下降为

225+Z啼5+26 ,+Z , 8=17

再检查图817，圈｛二2跳姚姚如二5二：｝总长度为24，而重复边长为13。冉次调整得

图818，重复边急长度为15。

别飞ZTI卜4仇 习、2巧4了、

一｝
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检查图817，条件（1）、（2）均满足，得到最优方案。图中任一欧拉回路即为最优邮递

路线

这种方法虽然比较容易，但要检查每个初等圈，当G的点数或边数较多时，运算量极

大。Edmods和John沁n于1973年给出了一种比较有效的算法，即化为最短路及最优匹

配Jnj题求解。有兴趣的读者可参阅Edmod、．J , John、on . E . I , Mal。hlng , Euler Tour ,

and lhe Chlnese Po51man , Malh . Pro只rammln只，5(1973), 88一124

第二节树

一、树的概念和性质

树是图论中结构最简单但又十分重要的图，在自然科学和社会科学的许多领域都有

广泛的应用。企业组织机构、一些通村的公路和一些不重要的通信网络也可以表为树状

结构

例4乒乓球单打比赛抽竿后，可用图来表示选手间相遇情祝，如图819

百 11

乙石
．

D仁8月
门

心
动
贝

图819

定义14连通且不含圈的无向图称为树。树中次为1的点称为树叫，次大于1的点

称为分枝点

下面研究树的性质。树的胜质可用下面定理表出

定理6图T一（V , E)，一v一，，一曰一n ,，则下列关于树的说法是等价的

(l)T是一个树

(2)T无圈，且m一”一1

(3)T连通，且m一”一1

(4)T无圈，但每加一新边即得唯一一个圈

（劝T连通，但任舍去一边就不连通

(6)T中任意两点，有唯一链相连

证明（l)?(2)



血运筹学糊别第‘版）

由于T是树，由定义知T是连通的井且没有圈。只需证明T中的边数n，等于顶点

个数减1，即m一刀一lo

用归纳法。当，，一2时，由于T是树，所以两点间导然有且仅有一条边，满足

m一刀一1

归纳假设，，一k一1时命题成立，即有k一1个顶点时T有k一2条边。当，，一k时，因

为T连通无圈，k个顶点中至少有一个点次为1。设此点为。，，即。，为悬挂点，设连接。，点

的悬挂边为（二，。，）。从T中去J申（二，。，）边及。，点不会影响T的连通胜，得图T ' , T’为树只

有k一1个顶点，所以有k一2条边，冉把（二，。，)，。，加上去，可知当T有k个顶点时有k一1

条边

(2)?(3),(3)?(4),(4)?(5),(5)?(6),(6)?(l）的证明请读者自己完成

定理6中每一个命题均可作为树的定义，它们对判断和构造树将极为方便

二、图的生成树

定义15若图G的生成子图是一棵树，则称该树为G的生成树（支撑树），或简称为

图G的树

图G中属于生成树的边称为树枝，不存生成树中的边称为弦

如图82。中（b）为（a）图的生成树，边。，。2，。3 ,

。，。，，。，为树枝，。，。。，。。为弦

定理7图G一（V , E）有生成树的充分必要条件

为G是连通图。（证明略）

定理7的证明是构造胜证明，给出了寻求图的生

成树的方法。这种方法就是在已给出的图G中，每一

步选出一条边使它与已选边不构成圈，直到选够，，一1

条边为止。这种方法可称为‘避圈法”，或‘加边法”

C．了、亡q一亡飞 C , l七．才、已，IC飞

介飞」 】Z勺

图820

按照边的选法不同，找图中生成树的方法可分为两种：

(l）深探法

步骤如下：（用标号法）

①存点集V中任取一点二，给二以标号。

②若某点。，已得标号，，检查一端点为。，的各边，另一端点是否均已标号

若有（。，，二）边之二未标号，则给二以标号，+1，记下边（。，，二）。令二代。，，重复②

若这样的边的另一端点均已有标号，就退到标号为，一1的r点，以r代。，，重复②

直到全部点得到标号为止

图821的（a）为标号过程，粗线边即为生成树，图821(b）即是生成树，也晶示了标

号过程
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】3 】2

，
泛
．
、

图821

(2）广探法

步骤如下：

①在点集V中任取一点u，给u以标号。。

②令所有标号为，的点集为V，检查仁V , V\V〕中的边端点是否均已标号。对所有

未标号之点均标以，+1，记下这些边。

③对标号，+1的点重复步骤②，直到全部点得到标号为止。

如图822(a）中粗线边就是用广探法生成的树，也可表示为图822(b）。

一·
图822

界然，图的生成树不唯一。

相对于避圈法，还有一种求生成树的方法叫破圈法。这种方法是在图G中任意取一

个圈，从圈卜任意舍弃一条边，将这个圈破掉。重复这个步骤直到图G中没有圈为止。

三、最小生成树问题

定义16连通图G一（V , E)，每条边卜有非负权L（曰。一棵生成树所有树枝卜权的
总和，称为这个生成树的权。具有最小权的生成树称为最小生成树（最小支撑树）简称最
小树。

许多网络问题都可以归结为最小树问题。例如，交通系统中设计长度最小的公路网



血运筹学糊别第气版）

把若下城市联系起来；通信系统中用最小成本把计算机系统和设备连接到局域网等等

下面介绍最小树的两种算法

算法i(Kruskal算法）

这个方法类似于求生成树的．避圈法”，基本步骤如下：

每步从未选的边中选取边已，使它与已选边不构成圈，且已是未选边中的最小权边，直

到选够，，一1条边为止

例5一个乡有9个自然村，其间道路及各道路长度如图823(a）所示，各边上的数

字表示距离，问如何架设电线做，lj村村通电又能使用线最短。这就是一个最小生成树问

题，用Kru众al算法

引！ 4别2】71奋 引l 钊2】r ,

定142，月

5

卜二别二

一。}?
圈823

先将图823(a）中边按大小顺序由小至大排列：

（钩，刀2)=l（刀2，刀3)=l （刀3，刀书）=l（刀1，刀s)=l（刀。，刀1)=2

（钩，刀6)=2（刀5，刀6)=2（刀。，刀3)=3（刀6，刀7)=3（刀。，刀书）=4

（钩，刀5)=4（刀。，刀s)=4（刀1，刀2)=4（刀。，刀7)=5（刀7，刀s)=5

（场，刀5）一5

然后按照边的排列顺序，取定

已1=（刀。，刀2）已2=（刀2，刀3）已3=（刀3，刀书）

已书＝（刀1，刀s）已5=（刀。，刀1）已6=（刀。，刀6)

已7=（刀5，刀6)

由于下一个未选边中的最小权边（刀。，刀3）与已选边已，已：构成圈，所以排除。选已，一

（姚，二）得到图823(b）就是图G的一棵最小树，它的权是13

定理8用Kruskal算法得到的子图T．一（已，约，⋯，已）是一棵最小树。（证明略）

算法2（破圈法）

基本步骤：

(l）从图G中任选一棵树T。

(2）加上一条弦。，T＋。中立即生成一个圈。去神此圈中最大权边，得到新树TZ

以T，代T ,，重复（2）再检查剩余的弦，直到全部弦检查完毕为止
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仍用例5，先求出图G的一棵生成树如图824(a)，加以弦（二，二2)，得圈｛二脚。二｝,

去神最大权边（二，二2)；再加上弦（二2，二3)，得圈｛讥跳脚二2}，去掉最大权边（二。，二3)，⋯，直

到全部弦均已试过，图824(b）即为所求

引！ 4别2！补」 引12七 r勺

2 14 了I佬 f" . f4

巧
向

线
（
a
j

图824

算法2的根据为下述定理

定理，图G的生成树T为最小树，当且仅当对任一弦。来说，。是T＋。中与之对

应的圈产。中的最大权边。（证明略）

四、根树及其应用

前面几节我们讨论的树都是无向树，本节讨论有向树。有向树中的根树在计算机科

学、决策论中有重要应用

定义17若一个有向图在不考虑边的方向时是一棵树，则称这个有向图为有向树

定义18有向树T，恰有一个结点人次为。，其余各点人次均为1，则称T为根树（又

称外向树）

根树中人次为。的点称为根。根树中出次为。的点称为叫，其他顶点称为分枝点

由根到某一顶点二的道路长度（设每边长度为1)，称为二点的层次

如图825所示的树是根树，其中二为根，二，二2，二3，二，二，为分枝点，其余各点为n卜

顶点跳，二3，二的层次为1，顶点二的层次为3

根树有广泛的应用，如用来表示一个系统的传递关系，指挥系统的上、下级关系，机关

中各级领导与被领导关系以及社会中一个家族各辈之间的关系等。在计算机科学中应用

根树时，还常借用家族中的各种称呼，如图825中，称二2，二3，二为二的儿子，二，二。为处

的儿子，而二2，二3，二互为兄弟等

定义19在根树中，若每个顶点的出次小于或等于n ,，称这棵树为n，叉树。若每个

顶点的出次恰好等于n，或零，则称这棵树为完全n，叉树。当n，一2时，称为二叉树、完全

二又树

例如图826中（a）为完全＝又树、（b）为四叉树
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态规划解法，但某些最短路问题（如道路不能整齐分段者）构造动态规划方程比较困难，而

图论方法则比较有效

最短路问题的一般提法如下：设G一（V , E）为连通图，图中各边（二，马）有权人

(l。一。乃表示刀，马间无边），饥，刀．为图中任意两点，求一条道路户使它是从饥到刀．的所

有路中总权最小的路即：以川一艺l勺最小
叭七）任尸

有些最短路问题也可以是求网络中某指定点到其余所有结点的最短路，或求网络中

任意两点间的最短路。下面我们介绍两种算法，可分别用于求解这几种最短路问题

一、Dijkstra算法

本算法由DIJk从ra于1959年提出，可用于求解指定两点二J，二．间的最短路，或从指定

点饥到其余各点的最短路，口前被认为是求无负权网络最短路问题的最好方法。算法的

基本思路基于以下原理：若序列｛马，二，⋯，二，，二，｝是从二J#lj二，的最短路，则序列

｛饥，切，一刀，｝必为从二J到二，，的最短路

下面给出DIJk从ra算法基本步骤，采用标号法。可用两种标号：T标号与尸标号，T

标号为试探胜标号（tentatlve label)，尸为永久胜标号（Permanent label)，给二点一个尸

表示从刀J到刀点的最短路权，刀点的标号不冉改变。给刀点一个T标号时，示从马＃lj

二点的估计最短路权的上界，是一种临时标号，凡没有得到尸标号的点都有T标号。算

法每一步都把某一点的T标号改为尸标号，当终点二．得到尸标号时，全部计算结束。对

于有，，个顶点的图，最多纤，，一1步就可以得到从始点＃lj终点的最短路

步骤：

(1）给饥以尸标号，尸（饥）一。，其余各点均给T标号，T（刀）一＋⋯

(2）若二点为刚得到尸标号的点，考虑这样的点二：（二，马）属于E，且马为T标

号。对马的T标号进行如下的更改：

T（马）=mln[T（马）, P（刀）+l勺〕

(3）比较所有具有T标号的点，把最小者改为尸标号，即

P（石）=mln[T（二）〕

当存存两个以上最小者时，可同时改为尸标傲若全部，声粉一匕苏，7
点均为尸标号则停止。否则用石代二转同（2)

例7用DIJk、tra算法求图528中二点到二。点的

最短路

解（1）首先给二以尸标号，尸（二）一。，给其余所

有点T标号：
图828

T（刀）一＋。乃 （1一2．·⋯6)
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(2）由于（二，二2),（二，二3）边属于E，且二2，二3为T标号，所以修改这两个点的标号：

T（二2)=mln仁T（二2), P（二）+12〕＝mln仁＋。，o+4〕＝4

T（二3)=mln仁T（二3), P（二）+13〕＝mln仁＋。，o+6〕＝6

(3）比较所有T标号，T（二2）最小，所以令尸（二2）一4。井记录路径（二，二2)

(4）二：为刚得＃lj尸标号的点，考察边（二2，二）,（二2，二。）的端点二，二。

T（二）=mln仁T（二）, P（二2)+12〕＝mln仁＋。，4+5〕＝9

T（二。）=mln仁T（二。）, P（二2)+12。〕＝mln仁＋。，4+4〕＝s

(5）比较所有T标号，T（二3）最小，所以令尸（二3）一6。井记录路径（二，二3)

(6）考虑点二3，有

T（二）=mln仁T（二）, P（二3)+13〕＝mln仁9 , 6+4〕＝9

T（二。）=mln仁T（二。）, P（二3)+13。〕＝mln仁s , 6+7〕＝s

(7）全部T标号中，T（二。）最小，令尸（二。）一8，记录路径（二2，二。）

(8）考察二。：

T（二。）=m In仁T（二。）, P（二。）+l。。〕＝mln仁＋。，s+5〕＝13

(9）全部T标号中，T（刀）最小，令尸（刀）一9，记录路径（刀2，刀）

(10）考察二：

T（二。）=mln仁T（二。）, P（二）+l。〕＝mln仁13 , 9+7〕＝13

(11）全部T标号中，T（刀。）最小，令尸（刀。）一13，记录路径（刀。，刀。），计算结束

全部计算结果见图829，二到二。之最短路为二～讥～姚～二。，路长尸（二。）一13，同时

得到二点到其余各点的最短路，如图829中粗线所示

需要提醒读者注意的是，这个算法只适用于全部权为非负倩况，如果某边上权为负

的，算法失效。这从一个简单例子就可以看＃lj，图830中，我们按DIJk城ra算法得P（二）一5

为从饥～二的最短路长显然是错误的，从饥～姚～二只有3

' 0},. 了州】3)

z，飞〔6) 丫气fs)

图829 圈830

最短路问题在图论应用中处于很重要的地位，下面以设备更新和选址为例说明其实

际应用

例8设备更新问题

动态规划一章的例9中讲述了一个设备更新的例子，下面我们用图论的方法来求解

这个问题。现将该例重述如下：某l厂使用一台设备，每年年初l厂都要作出决定，如果
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继续使用旧的，要付较多维修费；

新计划，使总支出最少。由表7

抄如表81所示

表81

役龄
。

项目

效益几（l) 5

维修费（l） 。5

史新费〔否（l）
一

若购买一台新设备，要付更新费。试制订一个5年的更

14知该设备在不同役龄的年效益、更新费与维修费。重

万元

45

3 25

2 53

3 35

解把这个问题化为最长路问题

用点u表示第，年年初购进一台新设备，虚设一个点u。，表示第5年年底

边（u，马）表示第！年年初购进的设备一直使用到第j年年初（即第j一1年年底）

边（u，巧）卜的数子表示第，年年初购进设备，一直使用ilJ第j年年初的累计效益减

去累计维修费及（j一l）年末更新费用后的净收益。注意第5年年末时设备不冉更新（可

由表81计算得到）。例如（u , u）边卜的数字8．。为役龄分别为。，1 , 2时的＝年效益

(5+4.5+4一13．劝减去这＝年相应的维修费用（0.5+1+1一2.5)，冉减去役龄为3时的

更新费用2.5得到，见l冬1 831

这样设备更新问题就变为：求从u ilju。的最长路问题，计算结果表明：u ? uZ ?

姚～u ? u。为最长路，路长为17。即在第一年、第二年、第＝年年末设备各更新一次，再

用到第五年年末为最优决策。这时5年的总收益为17万元

管理实践中，常常会遇到选址问题，如有若干销售点的物流网络中，要选择一个地方

设置仓库，就是寺求网络的中心或重心问题。所谓网络的中合，是指在，，个点的网络中，

已知各点间的距离，选择某个点，使其余各点中到该点的距离最远的点距离最近，也就是

使最大运输距离达到最小。这个点称为该网络的中心。这类问题也可用DIJk从r2l算法求

解，参见习题824

例，某连锁企业在某地区有6个悄亡点，已知该地区的交通网络如图832所示，

其中点代表悄售点，边表示公路，l。为悄售点间公路距离，问仓库应建在哪个小区，可使离

仓库最远的悄售点到仓库的路程最近？

l二7凡

产
9 25

吕0 105

5 8 58

3 0 30 〕0 3 0 45

”仆58别飞贾、补·了场
80 吕。

1 2 25

图831 832
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解这是个选址问题，实际要求出图的中心，可以化为一系列求最短路问题。先求出

u到其他各点的最短路长姚，令D（二）一max(d , dZ，⋯，d。），表示若仓库建在二，则离

仓库最远的销售点距离为D（二）=63。冉依次计算得D（二2)=50 , D（二3)=33 , D（二。）=

63 , D（二5）一48 , D（二。）一63。由于D（二3）一33最小，所以仓库应建存二3，此时离仓库最远

的销售点（二和二。）距离为33

二、Floyd算法

某些问题中，要求网络上任意两点间的最短路，如例9就是这样。这类问题可以用

DIJk从ra算法依次改变起点的办法计算，但比较烦琐。这里介绍的Floyd方法（1962年）

可直接求出网络中任意两点间的最短路

为计算方便，令网络的权矩阵为D一（d。）, x , , l。为二到二的距离

口当（刀，刀）eE
其中 么一代

｝阳其他

算法基本步骤为：

(l）输人权矩阵D‘。）一D

(2）计算D‘去）=(J犷）), x ,（走＝l , 2 , 3 ,～·，, ,)

其中d岁一mln[d犷’), d竺，)+dg ,）〕

(3)D‘司一（d罗）, x，中元素武们就是二到二的最短路长·

例10求图832所示的图“中任意两点间的最短路

解由图832得到
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矩阵中武，）一mln［武。），司护）＋洲了）〕表示从二点到二点或直接有边或经二为中间点

时的最短路长，d沪，d沪分别表示从二到二，最多经中间点二，二：与二，二2，二3的最短路
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长。圆圈中数字为更新元
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⑩
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由于武创表示从二点到二点，最多经由中间点二，二2，⋯，二。的所有路中的最短路长，

所以对创就给出了任意两点间不论几步到达的最短路长

如果希望计算结果不仅给出任意两点的最短路长，而且给出具体的最短路径，则在运

算过程中要保留下标信息，即儿＋人一d．等

如存例10中口2）的武蛋）一85，是司鑫）＋暇王）一60+25得，lJ的，所以司蛋）可写成8丙2。，

又如武言）是由司立）＋姚之）＋战之）一30+18+15一63得，lJ的，所以以言）可写为63。。。等

由此，

0 20331536315341530156

20 0 20 50234 25 40256

33351 20 0 30 18 33356

634351 50432 30 0 48435 634356

1 5 25 18 48534 0 15

30651 40652 33653 63653魂150

第四节最大流问题

最大流问题是一类应用极为广泛的问题，例如在交通运输网络中有人流、车流、货物

流，供水网络中有水流，金融系统中有现金流，通信系统中有信息流，等等。20世纪沁年

代福特（Ford）、富克逊（Fulker沁n）建立的“网络流理论”，是网络应用的重要组成部分

一、最大流有关概念

如果我们把图833看做输油管道网，饥为起

点，二．为终点，二，，二2，二。，二。为中转站，边上的数表

示该管道的最大输油能力，问应如何安排各管道输

油量，才能使从二J到二．的总输油量最大？

管道网络中每边的最大通过能力即容量是有

限的，实际流量应不超过容量，上述问题就是要讨

论如何充分利用装置的能力，以取得最好效果（流 图833
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量最大），这类问题通常称为最大流问题

定义20设有向连通图G一（V , E), G的每条边（二，马）上有非负数〔。称为边的容

量，仅有一个人次为。的点饥称为发点（源），一个出次为。的点刀称为收点（汇），其余点

为中间点，这样的网络G称为容量网络，常记做G一（V , E，门

对任一“中的边（二，马）有流量j。，称集合j一｛j。｝为网络“上的一个流。称满足

下列条件的流j为可行流：

(l）容量限制条件：对G中每条边（二，二），有。镇f镇〔，;

(2）平衡条件：对中间点二，有艺j勺一艺j、，即物资的输人量与输出量相等

对收、发点二，二，有艺jJ一艺j一w , w为网络流的总流量

可行流总是存在的，例如j一｛。｝就是一个流量为。的可行流。所谓最大流问题就是

在容量网络中，寻找流量最大的可行流

一个流j一｛j。｝，当j。一〔。，则称流j对边（二，二）是饱和的，否则称j对（二，马）不

饱和。最大流问题实际是个线胜规划问题，但是利用它与图的紧密关系，能更为直观简便

地求解

定义21容量网络“一（v , E，。，马，二为发、收点，若有边集E’为E的子集，将“分

为两个子图“,"2，其顶点集合分别记5，亏，SU亏一V , sn亏一②，二J，二分属5，亏，满足：

①“(v , E一E '）不连通；②E“为E‘的真子集，而“(v , E一E"）仍连通，则称E’为“的割

集，记E’一（s，引

割集（5，引中所有始点在5，终点在亏的边的容量之和，称为（5，引的割集容量，记

为C(5店）。如图833中，边集｛（二J，二）,（二，二3),（二2，二3),（二3，二）,（二，二）｝和边集

{（马，二）,（马，二3),（马，二）｝都是G的割集，它们的割集容量分别为9和11。容量网络G

的割集有多个，其中割集容量最小者称为网络G的最小割集容量（简称最小割）

二、最大流一最小割定理

由割集的定义不难看出，存容量网络中割集是由二J到二的必纤之路，无论拿掉哪个

割集，饥到二便不冉相通，所以任何一个可行流的流量不会超过任一割集的容量，也即网

络的最大流与最小割容量（最小割）满足下面定理

定理10设j为网络“一（V , E，门的任一可行流，流量为w ,(5，引是分离二J，二的

任一割集，则有w镇以5，引。（证明略）

由此可知，若能找到一个可行流j .，一个割集（5.，亏．)，使得j．的流量w一

创5.，亏．)，则j一定是最大流，而（5.，亏．）就是所有割集中容量最小的一个。下面证

明最大流最小割定理，定理的证明实际上就是给出了寻求最大流的方法

定理11（最大流最小割定理）任一个网络G中，从刀J到刀的最大流的流量等于分

离饥、刀的最小割的容量
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证明设j“是一个最大流，流量为W，用下面的方法定义点集5":

令马任5";

若点二任5"，且j犷＜〔。，则令马任5",

若点二任5"，且大丁＞。，则令马任5“。

在这种定义下，认一定不属于5"，若否，刀任5"，则得到一条从饥到认的链产，规定饥

到认为链户的方向，链上与户方向一致的边称为前向边，与户方向相反的边称为后向边，

即如图834中（二，二2）为前向边，（二3，二2）为后向边

根据5“的定义少中的前向边（认，马）上必有万＜〔。，

后向边上必有jJ＞。

夙一灯当（二，二）为前向边

{j犷 当（二，马）为后向边

取 占一min活。｝，晶然占＞。

我们把f“修改为f犷：

Tll 刀耳

，左’、丫认
图834

｛万＋占（二，马）为产上前向边

厂一成jJ一占（刀，马）为产上后向边

{jJ 其余

不难验证j犷仍为可行流（即满足容量限制条件与平衡条件），但是j厂的总流量等于

j“的流量加占，这与j“为最大流矛后，所以二不属于5“。

令亏一v\5，则二任亏

于是得到一个割集（5"，亏“)，对割集中的边（二，二）显然有

沐，刀任5"，刀，任5"

(O马任5"，刀任5"

但流量W又满足

w一艺仁了J一了孟〕一艺
气任5“马任5“ 气任5“几任5"

＝〔（S", S")

所以最大流的流量等于最小割的容量，定理得到证明

定义22容量网络G，若产为网络中从二J到二的一条链，给产定向为从二J到二，产

上的边凡与产同向称为前向边，凡与产反向称为后向边，其集合分别用产十和产表示，j

是一个可行流，如果满足

闪毛八＜〔，（二，二）任尽十

比．)j .＞。（二，马）任产

则称。为从二，到二的（关于f的）可增广链
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氏，一mm[3 , 2〕一2，则给切点以标号［一姚，2〕。
钩点未标号，与二邻接，边（二，二。）eE，且jl。一2＜〔。一示所以令占、一mln冲，2〕一

2，给钩以标号［＋二，2〕。
二．类似前面的步骤，可由二。得到标号［＋二。，2〕。
由于二．已得到标号，说明存在可增广链，所以标号过程结束，见图836，增广链为

刀5～刀2～刀5～刀1～刀啼～刀．。

《」，、2) （权卜2)
叭 t东2) 7J

q为l+: J)' 4·2》
（〕3)

。户
（议』2)

3
0
）
弘
（
2
2
)

。夕

二止翔
飞

（梁·2 ,

．之l ,
圈8一‘

转人调整过程，令占一么一2为调整量，从二．点开始，由逆可增广链方向按标号
[＋二。，2〕找到点二。，令j二一j。．+2。

再由二。点标号［＋二，2〕找到前一个点二，井令厂。一j。＋2。按二点标号找到
点二5。

由于标号为一二5 ,（二5，二）为反向边，令厂5一js一2。
由二5点的标号再找到二：，令j丢5一j25+2。
由二：点找到马，令j轰一j女＋2。
调整过程结束，调整中的可增广链见图836中的粗线边，调整后的可行流见图837。

、东4)
〔44)

‘△二）
(33)

飞

z , I (54)t与

q心
引二（32)

q刀
。乡

了）、＼〔之2）贾、
《竹，】）

圈8一7

重新开始标号过程，寻找可增广链，当标到二。点为［＋二，1〕以后，与二，二。点邻接的

二，二2，二。点都不满足标号条件，所以标号过程无法再继续，而二．点并未得到标号，如

图837所示
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这时W一jJ+jJZ+jJ3一j .+j .+j。一11，即为最大流的流量，算法结束

用标号法在得到最大流的同时，可得到一个最小割。即如图837中虚线所示

标号点集合为5，即5一｛玛，u3};

未标号点集合为亏一｛u , uZ , u , u , u。，u .};

此时割集（5，亏）一｛（玩，u),（玩，uZ),(u3 , u。）};

割集容量C(S，亏）一〔J＋〔JZ＋〔3。一11，与最大流的流量相等

由此也可以体会＃lj最小割的意义，网络从发点＃lj收点的各通路中，由容量决定其通过

能力，最小割则是这些路中的咽喉部分，或者叫瓶口，其容量最小，它决定了整个网络的最

大通过能力。要提高整个网络的运输能力，必须首先改造这个咽喉部分的通过能力

求最大流的标号算法还可用于解决多发点多收点网络的最大流问题，设容量网络G有

若于个发点二，二2，⋯，二．；若于个收点y , yZ，⋯，

为可以添加两个新点玛，认，用容量为。的有向十。里 ：!
边分别连接uJ与二，，二2，⋯，二．, y , , yZ，一y，与：、
u .，得＃lj新的网络G ' , G’为只有一个发点uJ，一个

收点U．的网络，求解G’的最大流问题即可得到G
、

的解，如图838所示。
图838

四、最大匹配问题

考虑l作分配问题。有，，个l人，n，竹l作，每个l人能力不同，各能胜任其中某几

项I作。假设每竹I作只需一人做，每人只做一件l作，怎样分配才能使尽量多的I作有

人做，更多的人有l作，

这个问题可以用图的语言描述，如图839所示。其中二，二2，⋯，二，表示l人，y ,

y :，⋯，y．表示l作，边（二，y）表示第二个人能胜任第y项I作，这样就得到了一个二

部图G，用点集X表示｛二，二2，⋯，二，}，点集Y表示｛y , yZ，⋯，y .}，二部图G一（X , Y ,

E）。上述的I作分配问题就是要在图G中找一个边集E的子集，使得集中任何两条边没

有公共端点，最好的方案就是要使此边集的边数尽可能多，这就是匹配问题

定义23二部图G一（x , Y , E), M是边集E的子集，若M中的任意两条边都没有公

共端点，则称M为图G的一个匹配（也称对集）

M中任一条边的端点u称为（关于M的）饱和点，G中其他顶点称为非饱和点

若不存在另一匹配M，使得一M一＞一M一（一M一表示集合M中边的个数），则称M为

最大匹配

例如图840中用粗线标出的各边组成图G的一个匹配M一｛（了，y),（了2 , y),

（二3 , yZ),（二，y3)}，且为最大匹配。图840还有另一最大匹配由边（二，y),（二2 , y),

（二3 , ,),（二，, 3）组成，即一个图的最大匹配中所含边数是确定的，但匹配方案可以不同
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贡买
图839 图840

二部图中最大匹配问题，可以化为最大流问题求解。类似于多发点多收点最大流问

题，在二部图中增加两个新点：、、：）分别作为发点、收点，井用有向边把它们与原二部图

中顶点相连，令全部边上的容量均为1。那么当这个网络的流达到最大时，如果（J , y）上

的流量为1，就让J作yl作，这样的方案就是最大匹配的方案

例12设有5位待业者，5项l作，他们各自能胜任l作倩况如图841所示，要求设

计一个就业方案，使尽量多的人能就业

1
月
一
一鱿

图841

解按前述方法增加虚拟的发、收点二，二，用求最大流的标号法求解得，lj图841 ,

在图中略去容量，只标出流量。边（J , yZ),(JZ , y),(J3 , y),(J , y）上的流量都是1 ,

所以让J , JZ , J3 , J：分别下yZ , y , y : , yl作可得最大就业方案，即最多可以安排四个

人就亚

第五节最小费用流问题

上一节讨论的寻求网络最大流问题，只考虑了流的数量，没有考虑流的费用。实际上

许多问题要考虑流的费用最小问题

最小费用流问题的一般提法：已知容量网络“一（v , E，门，每条边（: :)）除了已给

出容量〔。外，还给出了单位流量的费用d。（）。），记“一（V , E , c , d）。求“的一个可行

流j一｛j。｝，使得流量W(j）一二，且总费用最小

d(j）一艺心j。
（从七）任F

特别地，当要求f为最大流时，此问题即为最小费用最大流问题
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最小费用流问题的常用算法有两种：①原始算法；②对偶算法。下面只介绍第二种

算法，本算法是有效算法

定义24已知网络G一（v , E , c , d), j是G上的一个可行流明为从刀到刀．的（关于

j的）可增广链，d（户一艺d。一艺d。称为链，的费用

如图842所示的可增广链产中：

矿：{（饥，二）,（二2，二3),（二3，二）,（二，二．)}

户：{（二2，二）,（二，二）}

t . Jt、

图8协2

边上权为费用d。，则链产的费用d（川一（3+4+1+6）一（5+7）一2

若产“是从饥到刀．所有可增广链中费用最小的链，则称产“为最小费用可增广链

对偶算法的基本忍路：先找一个流量为W(j‘。）)＜刀的最小费用流j‘。），然后寻找从

饥，lj刀．可增广链产，用最大流方法将j‘。）调整，ljj ' ')，使j ' '）流量为W(j‘。）)+0，且保证

j ' ,）是在W（厂。）)+0流量下的最小费用流，不断进行到W(j‘引）一刀为止

定理12若j是流量为W(j）的最小费用流明是关于j的从刀，lj刀．的一条最小费

用可增广链，则j纤过产调整流量。得，lj新可行流j '（记为厂一j刃），一定是流量为

W(j)+0的可行流中的最小费用流（证明略）

由于d。）。，j一｛。｝就是流量为。的最小费用流，所以初始最小费用流可以取j‘。）一

｛。｝，余下的问题是如何寻找关于j的最小费用可增广链。为了计算方便，我们构造长度

网络

定义25对网络G一（V , E , C , d)，有可行流j，保持原网络各点，每条边用两条方向

相反的有向边代替，各边的权l。按如下规则：

{d 当t＜〔
1．当边（二，二）任E，令l一袱

}＋。当j。一〔勺

（其中＋。的意义是：这条边已饱和，不能冉增大流量，否则要花费很高的代价，实际无法

实现，因此权为＋。的边可从网络中去掉）

2．当边（马，二）为原来G中边（二，马）的反向边，令

｛一d，当f＞。

}＋。当j。一。

（这里＋。的意义是此边流量已减少到O，不能再减少，权为＋。的边也可以去神）
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这样得到的网络L(j）称为长度网络（将费用看成长度）

界然在G中求关于j的最小费用可增广链等价于在长度网络L(j）中求从马到叭

的最短路

对偶算法的基本步骤如下：

(l）取零流为初始可行流，即j‘。）一｛0}

(2）若有厂奋’)，流量为W(j‘奋’))＜二，构造长度网络L(j‘奋’))

(3）在长度网络L(j‘奋’)）中求从马到二的最短路。若不存在最短路，则j‘奋’）已为

最大流，不存在流量等于二的流，停止；否则转（4)

(4）在G中与这条最短路相应的可增广链尸上，做j‘引一儿奋’)0

其中 0一mln｛叹n（〔。一j犷l))，吧nj犷弓
此时厂引的流量为w(j‘奋，))+0，若w(j‘奋，))+0一二则停止，否则令j‘引代替j‘奋’）返

同（2)

例13在图843(a）所示运输网络上，求流量二为10的最小费用流，边上括号内为

（〔。，d。）

解从j‘。）={o｝开始，作工（j叹。））如1$1543(b)，用DIJk、lra算法求得工（j‘。））网络中

最短路为马～姚～二～二，在网络G中相应的可增广链尸一｛马，二2，二，二｝上用最大流算

法进行流的调整：

讨一｛（马，二2),（二2，二）,（二，，二）}

尸1一甲
0=m In{8 , 5 , 7}=5

尸一撰＋5豁’任“'
W(j ' ')）一5 , d(j ' ,)）一5火1+5火2+5火1一2。

结果见图843（〔）

作L(j ' ')）如图843(d)，由于边上有负权，所以求最短路不能用DIJk从ra算法，可用

逐次逼近法。最短路为饥～二～二，在网络G内相应的可增广链上进行调整，得流j ' 2),

如图843(e）所示

w(j ' 2))=7 , J(j ' 2))=4火2+5火l+5火2+7火l=30

作L(j ' 2)）如图843（幻，得到从二，到二的最短路为叭～讥～均～二，在网络G内调

整得流j ' 3伙如1$1843(g）所示

W(j ' 3))=10＝二

d(j ' 3))=2火4+8火l+5火2+3火3+3火2+7火l=48

f ' 3）即为所求的最小费用流
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7ll

(52)

宜42)

t , 2哎103)

〔a)
补1

3 别飞 O 丈、

〔b)L(l (c)/

一l

一1

飞、3 别t

吸d 11《I日 几，，口
一4

二 1 别」

〔n乙．少刃，)

3 到3

笼g)／飞

图843

习 题

鼎黝
8.1有8种化学药品A、B、C、D、E、F、G、H要放进储藏室。从安

全角度考虑，下列各组药品不能储存在问一室内：A一C , A一F , A一

H , B一D , B一F , B一H , C一D , C一G , D一E , D一G , E一G , E一F , F一G ,

G一H，问至少需要几间储藏室存放这些药品
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8.2

(l)

(2)

(3)

(4)

83

下列说法中正确的有：

具有，，个顶点的完全图有合，,(,，一1）条边；

具有，，个顶点的二部图恒有合，,(,，一1）条边；
任一图G中，当点集V确定后，树图是G中边数最少的连通图；

一个连通图中奇点的总数可以是奇数个，也可以是偶数个。

判定图844中的两个图能否一笔画出，若能，则用图形表示其画法。

廖巍．＜争
圈8协4

8.4求解如图845所示的中国邮路问题，A点是邮局。

8.5分别用深探法、广探法、破圈法找出图846所示图的一个生成树。

1、艺七

Z）吕 1与

8书5 圈8协‘

8.6设计如图847所示的锅炉房到各座楼铺设暖气管道的路线，使管道总长度最

小（单位：m）。

! 100 2 2003

沪，祝寺150%
嵌幻、居 ，

＼
么
阳

杨

沪
灼

铆
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8.7将本章例5求最小生成树的问题（见图823(a)）转化为一个求解数学规划的

问题，要求列出这个规划问题的数学模型。

8.8分别用避圈法和破圈法求图848所示各图的最小树。

7l．二向R

5

巧

4别，

4.

t , 1

7

不认

圈8协8

8.，最优检索问题。便用计算机进行图书分类。现有五类图书共100力册，其中有

A类5。万册，有B类20万册，C类5万册，D类10万册，E类15万册。问如何安排分检

过程，可使总的运算（比较）次数最小户

8.10如图849，二。是一仓库，二，是商店，用DIJk从ra算法求一条从二。到二，的最

短路。

8.11用Floyd算法求图85。中任意两点间的最短路。

7jl日别之

日叭

叭今＼
圈8协， 图850

8.12将本章例7（见图828）求二到二。最短路的问题：(l）表达为一个求解数学规

划的问题，要求列出该规划问题的模型；(2）建立动态规划模型井求解。

8.13若题8. 1l（见图850）中，二，一，二5分别代表5个村子，已知各村小学生人数

分别为40、50、10、2。、25人。现准备合建一所小学，问小学应设于哪一个村，使小学生上

下学走的路最短2

8.14使用最短路方法求解上一章习题7.14的汽车更新问题。
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8.15求图8对中网络最大流，边上数为（〔勺，j。）

线性规划模型；(2）用标号算法求解

8.16如图8腿，发点、，、：分别可供应10个和15

个和25个单位，求最大流，边上数为〔，。

要求：(l）将求最大流问题列出

个单位，收点I , I：可以接收10

(22飞 劝

户夕

(321

、

性

(32】 沙少
丁场 《42） 公，嘴

图851 图852

8.17如图8洲，从二。派车到二，，中间可经过二，⋯，二各站，若各站间道路旁的数

字表示单位时间内此路上所能通过的最多车辆数，问应如何派车才能使单位时间到达讥

的车辆最多，

处 10 叭10叭

10 35
40 45

15宝j 1 15t，刁10 t .6 ! 0

t j3

图8一3

8.18某单位招收懂俄、英、日、德、法文翻译各1人，有5人应聘。已知：乙懂俄文，

甲、乙、丙懂英文，甲、丙、丁懂日文，乙、戊懂德文，戊懂法文，问这5个人是否都能得到聘

书？最多几人能得到招聘，各从事哪一方面的翻泽任务，

8.19甲、乙、丙、丁、戊、己6人组成一个小组，检查5个单位的l作，若第1单位和

乙、丙、丁＝人有I作联系，则用｛乙，丙，丁｝表示，

共余四个单位依次分别为｛甲，戊，己｝,｛甲，乙，

戊，己｝,｛甲，乙，丁，己｝,｛甲，乙，丙｝。若到一个

单位去检查I作的人只需1人，但必须是和该单

位没有联系的人，问应如何安排？

8.20图8洲所示网络中，有向边旁数字为

（〔，么），〔表示容量，么表示单位流量费用，试求

了l(65)z):

(43) 价勺

(54)

了、‘33》TJ
。夕

梦

今

O

今

图854
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从）2l]）流值为6的最小费用流

821某种货物由2个仓库A．、A运送到3个配货中心B．、B、B3 A．、A的库存

量分别为每天13［、叭；B．、B、B3每天需求分别为叭、从和6t各仓库2l］配货中心的运输

能力、单位运费如表82，求运费最省的运输力案

表82

运程 运量限制尹（l尹，l） 运费尹（百元尹l)

气l ? HI 83

气l～践 7 ]]

气l ? H3 弓 ］〔）

气‘? HI 68

气‘～践 37

气2 ? H只 弓 J

822表83给出某运输问题的产销平衡表和单位运价表，要求将此问题转化为最

823有5批货物，要用船只从X．、X地分别运往Y．、Y、Y3地规定每批货物出

发日期如表84所示，又知船只航行所需时｝bj(d）如表85所示每批货物只需一条船装

运，在空载和重载时航行时间相同，要求制订i！划，以最少的船只完成这5项运输任务
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第九章

网络计划

20世纪沁年代以来，国外陆续出现了一些计划管理的新方法，如关键路线法

(rl[1 : . lp : .[h me[hod , cPM）、计划评审方法（progr : . m ev : . lu : .[lon吕revlew[ehnl〔lue ,

PERT）等，这些方法都是建立在网络模型基础卜，称为网络计划技术。我国已故著名数

学家华罗庚先生将这些方法总结概括称为统筹方法，在20世纪60年代初引人我国，著名

科学家钱学森将共应用于航天l程项口的研制。口前，这些方法被世界各国广泛应用于

1业、农业、国防、科研等11划管理以及l程项口的招投标等管理中，对缩短1期，节约人

力、物力和财力，提高经济效益发挥了重要作用

20世纪后半叫，随着不确定因素在科学研究以及在大刑1程和服务系统中的作用、

影响越来越大，陆续出现了图示评审法（grzlPlll"11 evzlluZI[lon Zlnd revlew[e tllnl(lue ,

GERT）、风l冷评审技术（ven[ure ev毛．lu毛．[lon revlew[ethnl〔lue , VERT）等网络技术，已们以

随机网络为l只，可以解决更多复杂的项口管理问题

第一节网络图

网络图又称箭头图，由带箭头的线和节点组成。箭线表示l作（或l序、活动），节点

表示事项。l作是组成整个任务的各个局部任务，需要一定的时间与资源，而事项则是表

示一个或若干个1作的开始或结束，与l作相比，已不需要时间或所需时间少到可以忽略

不11。例如某l作a可以表为

圆圈和里面的数丫代表各事项，写在箭杆中间的数字5为完成本l作所需时间，即l

作a :(1 , 2)，事项：1 , 2

虚l作用虑箭线‘-－一卜”表示。已表示l时为零，不消耗任何资源的虚构l作

共作用只是为了正确表示l作的前行、后继关系

一、画网络图的规则

把表示各个1作的箭线按照先后顺序及逻辑关系，由左至右排列画成J冬］。冉给节点

统一编号，节点1表示整个计划的开始（总开1事项），图中最大的数码，表示计划结束事
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项（总完一事项），节点由小到大编号，对任一丁序（, , j）来讲，要求j >，。

在绘制网络图时，还要注意以下规则：

(l）网络图只能有一个总起点事项，一个总终点事项

图91中有两个总起点事项①、⑦；气个急终点事项④、⑥、⑨，不符合规则。

(2）网络图是有向图，不允许有同路

图92中③～⑤～⑥～③是同路，不符合规则。

图，l 圈，2

(3）节点！, j之间不允许有两个或两个以上的下作

如图93不符合规则。

(4）必须正确表示丁作之间的前行、后继关系

如图94中，4道下作a , b，〔，d的关系为：〔必须在a , b均完成后才能开一，而d只要

在b完下后即可开一，因此该图是错误的，本来与a一作无关的丁作d被错误地表为必须

在a完成后才能开丁。

圈，3 图，4

(5）虚一作的运用

如前面不符合规则的图91、图93、图94用添加虚一作的方法分别改画为图9

图96、图97就是正确的了。

～一户

6 厂入（归子与。
⑦气一勺〔片岌卜与①

图，S 图，' 图，7
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虚下作还可以用于正确表示平行工作与交叉丁作。一道工作分为几道丁作同时进

行，称为平行下作，如图98(a）中市场调研（2 , 3）需12d，如增加人力分为二组同时进行，

可画为图98(b）。

‘智’
4（调2)
4

《l1f场月研） 〔调3)

图，8

两件或两件以上的丁作交叉进行，称为交叉丁作。

埋管子，那么它们的关系可以是挖一段埋一段，不
1

必等沟全部挖好再埋。这就可以用交叉下作来表

示，如把这两件丁作各分为＝段，A一a+aZ+a。，

B一b+bZ+b。，可用图99表示。

遵循上述画图规则是为了保证网络图的正确

性，此外为了使图面布局合理、层次分明、条理清

楚还要注意画图技巧

如工作A与下作B分别为挖沟和

hj

图，,

如要尽量避免箭杆的交叉，图910(a）中许多交叉的箭杆实际可以避免，整理改画为

图910(b）就比较清晰了。

(a) (b)

圈，10

通常网络图的工作箭杆画成水平方式，以便阅读和计算，如图910(b）。

二、实例

一般绘制网络图可分为二步。我们用某新产品投产前全部准备工作来说明。
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(l）任务的分解

一个任务首先要分解成若干项l作，并分析清楚这些l作之间在l艺卜和组织卜的

联系及制约关系，确定各l作的先后顺序，列出l作项口明细表，见表91

表91

丁作 丁作内容 紧前丁作 丁时（周）

A 巾场调查 ／ 4

B 资金筹备 ／ ]0

〔 需求分析 A3

D 产品设计 A6

E 产品研制 DS

F 制订成本计划 〔，EZ

G 制订生产计划 F3

11 筹备设备 B , GZ

I 筹备原材料 B , GS

J 安装设备 11 弓

K 调集人员 GZ

乙 准备开丁投产 I , J , K ]

(2）绘制网络图

按照明细表中所示的l作遵循前面的画图规则作出网络图，并在箭线卜标出l时，如

图9 11

岁 7}9{@

异
图911

(3）节点编号

事项节点编号要满足前述的要求，即从始点到终点要从小到大编号，且l序（老，j）要

求，< j。编号不一定连续，留些间隔便于修改和增添l作

以卜介绍的网络图画法是用箭线表示l作，每个l作用共首尾两端事项表示，如

(, , j）。这种网络图称为双代号网络图。双代号网络图由于常常要加人虚l作，使图导得

比较复杂。与此相应，国际卜还流行一种单代号网络图。白用节点表示l作，用箭线表明

l作之间的关系构成网络，表91例子的单代号网络图如图912
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(z 人

IIJ 全占火

开始

Df

图912

由图912可以看出，图中没有虚箭线，l作关系比较清晰，但由于节点就是I作，在

检查l作进度时，不如双代号使用方便。本章后面内容将只述及双代号的网络图

三、网络图分类

网络图可以根据不同指标分类

(l）确定型与概率型网络图

按l时估计的性质分类：每个l作的预计l时只估一个值，这通常是因为这些I作

的实际完成情况一般地可按预计I时达到，即实现的概率等于或近于1，称为确定型网络

图。而每个l作用二种特定倩况下的l时―最决可能完成l时、最可能完成l时、最漫

可能完成l时来估计时，称为概率型（非确定型）网络图

(2）总网络图与多级网络图

如按网络图的综合程度分类，同一个任务可以画成几种详略程度不同的网络图：总

网络图、一级网络图、二级网络图等，分别供总指挥部、基层部门、具体执行单位使用

总网络图画得比较概括、综合，可反映任务的主要组成部分之间的组织联系，这种图

一般是指挥部门使用，一则重点突出，二则便于领导掌握任务的关键路线与关键部门。一

级、二级网络图则一级比一级更为细微、只体，便于只体部门及单位在执行任务时使用

为了便于管理，各级网络图中l作和事项应实行统一编号

除此之外，网络图还可以根据其他指标划分为各种类型，如按有、无时间坐标区分，网

络图可分为有时间坐标和无时间坐标两种。有时间坐标网络图中附有l作天或日历天的

标度，表示I作的箭打长度要按l时长度准确画出。

第二节时间参数的计算

计算网络图中有关的时间参数，主要口的是找出关键路线，为网络计划的优化、调整

和执行提供明确的时间概念

图913是一个简单的网络图。从始点①到终点⑧共有4条路线，可以分别计算出每

条路线所需的总I时
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图913

这4条路线分别为：

①～②～③～③～⑧ 4+5+1+3一13（周）

①～②～④～⑥～⑦～⑧ 4+3+4+2+4一17（周）

①～②～⑥～⑦～⑧ 4+2+2+4一12（周）

①～②～③～④～⑥～⑦～⑧4+5+2+4+2+4一21（周）

可以看出①～②～③～④～⑥～⑦～⑧所需时间最长，它表明整个任务的总完l期

为21周。很明异，这条线上的l作，若有一个延迟，整个l期就要推迟；若某一l作能提

前，整个任务就可以提前完成。而不在这条路上的l作对总l期则没有这种敏感的影响

关系，如I作②～⑥，可以在①～②I作开始后四周就开始，最晚可以推迟到第13周冉开

I，都不影响总完l期。通常把网络图中需时最长的路叫作关键路，在图中用双线画出

关键路线上的I作称为关键I作。要想使任务按期或提前完I，就要在关键路线的关键

I作上想办法。网络图的关键路线可以通过时间参数的计算求得

网络图的时间参数包括l作所需时间、事项最早、最迟时间、l作的最早、最迟时间及

时差等。进行时间参数计算不仅可以得到关键路线，确定和控制整个任务在正常进度下

的最早完l期，而且在掌握非关键l作基础上可进行人、财、物等资源的合理安排，进行网

络计划的优化

下面介绍各种时间参数及有关的计算公式

一、工作时间t(i , j）的确定

l作（,，户的所需l时可记为I(, , j)，有以下两种确定方法
(l）确定型

在具备I时定额和劳动定额的任务中，l作的l时I(, , j）可以用这些定额资料确定

有些l作虽无定额可查，但有关l作的统计资料，也可利用统计资料通过分析来确定I作

的I时

(2）概率型

对于开发胜试制胜的任务，或对l作所需l时难以准确估计时，可以采用＝点时间估

计法来确定l作的I时。这种方法对每道l作先要作出下面＝种情况的时间估计：
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a―最决可能完成时间（最乐观时间）;

m―最可能完成时间；

b―最慢可能完成时间（最悲观时间）

利用3个时间a , n , , b，每道l作的期望l

I(1 ,))＝丝

时可估计为

+4m+b (91)

方差为

。2一（导） (92)

华罗庚教授曾对式（9.1）、式（9.2）的由来做了以下说明：由实际I作睛况表明，l作

进行时出现最顺利和最不利倩况都比较少，更多的是在最可能完成时间内完成，l时的分

布近似服从于正态分布。假定n，的可能性两倍于a或b的可能胜，应用加权平均法

札，耐间的平均灿叮里；

枷！, '，间的平均灿黔；

．时的分布可以用宇与碧各以合可。出现的分布来代表；

平均‘期望”H4l ' ,，少，一韶宇＋黔）一吐犷些；

而方差扩一却吐爷些一叮钊2+（吐爷些一黔）2〕一（导）
概率型网络图与确定型网络图在l时确定后，对其他时间参数的计算基本相同，没有

原则胜的区别

二、事项时间参数

(l）事项的最早时间

事项j的最早时间用IF（户表示，它表明以它为始点的各l作最早可能开始的时间，

也表示以它为终点的全部l作的最早可能完成时间，它等于从始点事项，lJ该事项的最长

路线上所有I作的l时总和。事项最早时间可用下列递推公式，按照事项编号从小，lJ大

的顺序逐个计算

设总开l事项编号为（1)

{
IF(l)=O

(93)

IF())=max{IF（老）+I（老，))}

式中：IF(,)―与事项j相邻的各紧前事项的最早时间

设终点事项编号为，，则终点事项的最早时间IF(,）界然就是整个l程的总最早完
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l期

(2）事项的最迟时间

事项，的最迟时间用I(,）表示，它表明在不影响任务总l期条件下，以它为始点的

l作的最迟必须开始时间，或以它为终点的各l作的最迟必须完成时间。由于一般倩况

下，我们都把任务的最早完l时间作为任务的总l期，所以事项最迟时间的计算公式为

{:：布几咒愁：), \4)

式中：I（户―与事项，相邻的各紧后事项的最迟时间

式（9.4）也是递推公式，但与式（9.3）相反，是从终点事项开始，按编号由大至小的顺

序逐个由后向前计算

三、工作的时间参数

(1)1作的最早可能开l时间与l作的最早可能完l时间
一个l作（, , j）的最早可能开l时间用临（, , j）表示。任何一件l作都必须在其所有

紧前l作全部完l后才能开始。l作（l , j）的最早可能完l时间用IFF(l , j）表示。它表示
l作按最早开l时间开始所能达到的完l时间。它们的计算公式为

{：炭：：二赢Irs(k , ,)+,(k , ,)， 。、

1 Irr(1，少）=Irs(1，少）+I(1，少）

这组公式也是递推公式。即所有从总开l事项出发的l作（1 , j)，其最早可能开l时

间为零；任一l作（, , j）的最早开l时间要由它的所有紧前l作（k , ,）的最早开l时间决

定；l作（, , j）的最早完l时间显然等于其最早开l时间与l时之和

(2)1作的最迟必须开l时间与l作的最迟必须完l时间

一个l作（, , j）的最迟必须开l时间用15(, , j）表示。它表示l作（, , j）在不影响整

个任务如期完成的前提下，必须开始的最迟时间

l作（, , j）的最迟必须完l时间用IF(, , j）表示。它表示l作（, , j）按最迟时间开l ,

所能达到的完l时间。它们的计算公式为

}IF(, , , ,)＝总完l期（或IFF(, , , ,))

Ll]r(1，少）=I]s(1，少）+I(1，少）

式（9.6）是按l作的最迟必须开l时间由终点向始点逐个递推计算。凡是进人总完

l事项刀的l作（,，们，其最迟完l时间必须等于预定总l期或等于这个l作的最早可能

完l时间。任一l作（, , j）的最迟必须开l时间由它的所有紧后l作（j , k）的最迟开l时

间确定。而l作（, ,)）的最迟完l时间显然等于本l作的最迟开l时间加l时
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由于任一个事项，（除去始点事项和终点事项），既表示某些I作的开始又表示某些

I作的结束。所以从事项与l作的关系考虑，用式（9.5）、式（9.6）求得的有关l作的时间

参数也可以通过事项的时间参数式（9.3）、式（9.4）来计算。如l作（,，户的最早可能开l

时间Irs(, , j）就等于事项，的最早时间IF(,）。l作（, , j）的最迟必须完l时间等于事项j

的最迟时间

四、时差

l作的时差又叫l作的机动时间或富裕时间，常用的时差有两种

(l)I作的急时差

在不影响任务总l期的条件下，某l作（, , j）可以延迟其开I时间的最大幅度，叫作

该I作的急时差，用R(, , j）表示

其计算公式为

R(1，少）=I]r(1，少）一Irr(1，少） (9. 7a)

或

R(1，少）=I]s(1，少）一Irs(1，少） (9. 7b)

(2)I作的单时差

l作的单时差是指在不影响紧后l作的最早开l时间条件下，该l作可以延迟其开

I时间的最大幅度，用r(, , j）表示

其计算公式为

r(1，少）=1 rs（少，k）一Irr(1，少） (9.8)

即单时差等于其紧后l作的最早开I时间与本l作的最早完l时间之差

l作急时差和单时差的区别与联系可以通过图914来说明。在图914中，I作b

与I作〔同为l作a的紧后l作。可以看出，l作a的单时差不影响紧后l作的最早开

I时间，而其总时差却不仅包括本l作的单时差，而且包括了l作b，〔的时差，使I作〔

失去了部分时差而I作b失去了全部自由机动时间。所以占用一道l序的总时差虽然不

影响整个任务的最短l期，却有可能使其紧后l作失去自由机动的余地

］作“ EF LF

卜5 15

LS LS FF lp

1｛乍亡

怕日t苏

赢一卜｛
飞一猫

91名
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五、时间参数的图上计算法

网络图时间参数的计算方法很多，如图上计算法、表上计算法、矩阵法以及使用计算
机计算等。下面结合例1分别介绍图上计算法和表上计算法

例1资料数据见图915，它同于由表91实例画出的网络图911
(l）先计算事项的时间参数
事项的最早时间从总开I事项①开始，利用式（9.3)，在图上由编号小～大逐个计

算，如
Ir(l)=O

Ir(2)=O+4=4

Ir(3)=4+6=10

Ir(4)=max{4+3 , 10+8}=18

3
2
圈

一

一

…
l
r
（
图

4 26〕

圈
6

5
圈

4
圈

圈

圈915

把计算结果标人图中相应事项编号上方矩形框的上部，然后计算事项的最迟时间，从总完

I事项⑩开始，由后向前利用式（9.4）逐个进行计算，气任务给定完l期限时，事项⑩的最

迟时间就等于规定期限，否则就等于刚计算出的事项⑩的最早时间32。如

I](10)=32

I](9)=32一l=31

I](8)=31一5=26

I(7)=mln{31一8 , 26一2}=23

I](l)=4一4=O
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计算结果标人上述框的下部。全部计算结果见图915

(2）一作时间参数的计算

计算过程及结果见图916

在图上计算一作的时间参数时，只用式（9.5）、式（9.6）计算出一作的最早开丁时间和

最迟开丁时间填人图中。这是由于图中标有一作的工时，所以工作的最早及最迟完丁时

间极易算出，不在图中标出

与计算事项的时间参数类似，先用式（9.5）从始点开始，逐个计算工作的最早可能开

一时间坛s（之，j)，标人箭杆上方的菱形方框的上半部。然后从终点由后向前按式（9.6）逐

个计算工作最迟必须开工时间115(,，户，填人菱形方框的下半部

合，.思4御；}，粼｛
令
杂

令思 思

姆：;：思图德
田

令

都翻
圈916

然后用式（9.7）计算急时差填人图中［〕处。由于图上没有IEF(, , j)，只有IEs（之，户和

I(, , j)，所以将式（9.8）变形为

r（之，少）=IEs（少，k）一IEs（之，少）一I（之，少） (9.9)

用此式来计算丁作的单时差，填人图中（）内，见图916

由关键路线的意义可知，这条线在时间上没有回旋余地，即每个关键工作应满足“最

早开工时间等于最迟必须开丁时间”的条件，而非关键工作则有富裕时间。所以总时差为

零的工作链就是关键路线

检查图916中各丁作的急时差，得到其关键路线为：

①～②～③～④～③～⑥～⑦～⑨～⑩，急工期：32（周），见图916中双线所示

确定及掌握任务的关键路线可使我们在实施计划时做到心中有数。就本例来讲，对

照表91看出，关键工作含：市场调查、产品设计、产品研制、制订成本计划等项，要严格
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控制按预定l时进行，否则会拖长整个任务的l期。相对来讲，非关键l作由于有时差存

在，在资源或人力不足时，可适当调整这些l作的I时及开l时间，不会影响总l期

通过这个例子还可以进一步了解急时差与单时差的区别，我们把图916中部分I作

的链取出来观察，如图917

10 2 51
78

令｛};｛令；令川
9 10

令思
圈917

l作（1 , 7）有单时差13，如果把l作（1 , 7）拖至13周开l，对它后面的I作最早开l

时间及时差等没有影响，对整个l期也没有影响。而只有急时差没有单时差的I作则不

然，如l作（7 , 8）有总时差1而没有单时差，如果让l作（7 , 8）推迟1周于24周开l时，虽

然总l期不受影响，但其后面l作的最早时间及时差都要受影响，变为图918情况。所

以使用时差来调整I作时应尽量先用单时差

25
78

令思令思
9 10

令思
圈918

六、时间参数的表上计算法

存网络图上直接计算时间参数，方法简便直观。但是当I作数口多，图形复杂时容易
遗漏和出错，故常常采用表上计算法。下面仍结合本章例1讲述

表上计算首先要列出计算用表，如表92的表头，注意l作的排列应严格按照箭尾事
项编号由小到大的顺序排列，箭尾事项相同的l作，按其箭头事项由小到大排列。将已知
各I作的l时（第3列）填人表中

首先计算l作的最早开l时间和最早完l时间，利用式（9.5）由上至下逐个计算填人
表格中的第4列、第5列

其次计算并填写l作的最迟开I和最迟完l时间，即表中第6列、第7列，计算和填
写顺序是由下至上，利用式（9.6）进行

最后计算并填写急时差和单时差。第8列总时差可由各l作第6列与第4列上的数
相减求得，即用式（9.7)，也可以由第7列与第5列相减求得。第9列单时差是用式（9.8)
由紧后l作的第4列与该项l作第5列相应数字相减得到

按急时差为零选出关键l作写人第10列，得到关键路线
例1用表上计算法计算结果见表92
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表，2

丁

箭尾

作

箭头少

最迟兀丁

ILs（之，少）

最迟完丁

1 LF（之，少）

总时差

R（之，j)

8

O

13

O

11

O

O

O

O

b

1

自

单时差关键

r(, j）丁作

〔） 10

O①～②

13

O②～③

11

O③～①

O①～⑤

O⑤～⑥

O⑥～⑦

b

O

O⑦～⑨

1

O⑨～守〕

7
4

翻
帕
招
招
加
翻
翻
们
肠
们
们
淞

丁作丁时最甲开丁最甲完丁

l（之，少）IFs（之，少）IFr（之，少）

34 弓

4 04

1 0 0 10

b 4 10

3 47

8 10 18

2 18 20

3 20 23

0 23 23

2 232弓

2 232弓

8 23 31

弓 2弓 30

1 31 32

2
②
⑦
③
①
①
⑥
⑥
⑦
⑧
⑧
⑧
⑧
皿

1
①
①
②
②
③
①
⑥
⑥
⑥
⑦
⑦
⑧
⑧

七、概率型网络图的时间参数计算

由前面知道，对于概书划网络咚！，当求出每道l作的平均期望l时I和力差扩后，就
可以问确定型网络图一样，用式（9.3）一式（9.8）计算有关时间参数及总完l期Tz

由于已们的l作l时本身包含着随机因素，所以整个任务的总完l期也是个期望l

期它是关键路线卜各道1作的平均1时之和Tz一二，，所以总完1期的力差就是关

键路卜所有·序的方差之和二。’若1作足够多，每一作的1时对整个任务的完1期

影响不大时，由中。极限定理可知，总完1期服从以Tz为均值，以二。’为方差的正态分
介』。

为达到严格控制l期，确保任务在计划期内完成的口的，我们可以计算在某一给定期
限T前完l的概率。可以指定多个完l期T，直到求得有足够可靠胜保证的训划完l
期TJ，将找作为总l期

尸（二、）一几、（Tz，丫彝劝dI

一丁资，‘。，"d '
_}T一T7}

一中⋯忘i⋯
(9 10)
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式中，N(Tz，沥几 以Tz为均值，了又。’为均方差的正态分布
N（。，l)―以。为均值，1为均方差的标准正态分布

例2已知某一计划（见图919）中各件l作的a , n ,，为值（单位为月），见表93的第

2、3、4列。要求：

，
卜9 12

、尸。
、声 、

、
37一8一］0

图919

气

护户

6

'
 
1
5
1
〕
‘

树
气

(l）每件l作的平均l时I及均方差。；

(2）画出网络图，确定关键路线；

(3）在25个月前完l的概率

解

(l）用式（9.1）和式（9.2）计算出各耻

夕lJ中

表93

丁作 “ m

①～② 78

①～③ 57

②～⑥ 69

③～① 44

③～⑤ 78

③～⑥ ］o ]3

①～⑤ 34

⑤～⑥ 45

⑤～⑦ 79

⑥～⑦ 34

作的平均l时I和。，填人表93第5、6

: 833
0 333

{
:

：」67
]3弓

:{: :
:
 
:
 
:

(2）按I值计算出各l作的最早开l时间IFS和最迟开l时间I】5，总时差R见

表94
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心
『
。
』
『
『
『
1
0
(
)
(
)
(
J
}
}
}

表94

丁作

①～②

①～③

②～⑥

③～①

③～⑤

③～⑥

①～⑤

⑤～⑥

⑤～⑦

翰～⑦

IFS

O

O

8

6 833

6 833

6 833

1 0 833

1弓

1弓

20 333

从表94中可知，时差为零的l作为（1 , 3）、（3 , 6）、（6 , 7)，所以关键路线为①～③～

⑥～⑦，急完l期为24.833（月）

(3）由于关键l作为（l , 3）、（3 , 6）、（6 , 7)，所以

了荪；一石五平碗飞平砍万一而几厄不工了丁五丽了、．787
应用式（9.10)，在25个月前完l概书

尸（二、25卜｛岁、（。，1)d，一。（。．099卜53.98%（查正态分布表得出）
即此计划在25个月前完l概率为。．5398

应用类似办法，可以求得任务中某一事项，在指定日期T(,）前完成的概率，只需把

式（9.1。）中Tz换为事项，的最早可能时间，F(,)，而艺。’的含义变为事项，的最长的先

行l作路线所需时间的方差即可，即

尸‘丁镇丁·‘"’一中⋯橇贵⋯
计算出每一事项按期完l概书后，只有较小概率的事项应特别注意，凡是以它为完l

时间的l作均应加决l作进度

另外，还应注意那些从始点到终点完l日期与总l期相近的次关键路线，计算已们按

急l期完l的概书，实施i卜划时要对艾中完l概率较小的一些路线从严控制进度

第三节网络计划的优化

通过画网络图并计算时间参数，已得到了一个初步的网络计划。而网络计划技术的

核心却在于从l期、成本、资源等方面对这个初步方案做进一步的改善和调整，以求得最

佳效果。这一过程，就是网络计划的优化。衡量一个计划的优劣，本应从l期、成本、资源
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消耗等方面综合评价，但是口前还没有一个能全面反映这些指标的综合数学模型，一般只

是按照某一个或两个指标来衡量计划的优劣，如以l期最短为指标的时间优化问题；要

求在资源有限条件下争取l期最短的优化问题；兼顾成本与l期的最低成本日程和最低

成本赶l等优化问题

不问的优化口标有不问的优化方法，下面举例说明优化的几种方法

一、把串联工作改为平行工作或平行交叉工作

为了缩短整个任务的完l期，达到时间优化的口标，可以研究关键路线上串联的每一

个l作有无可能改为平行l作或交又进行的l作，以缩短l期。如有图98中，原计划市

场调研需12天，如增加人力改为＝组问时进行，则只需4天即可。又如图99所示之例，

挖沟l作A需9天，埋管子l作B需6天，串联l作需时15天，而变为＝段交又l作，只

需11天。这种方法虽然简单，但是行之有效

二、利用时差

由于网络图中的非关键路l作都有时差，所以这些l作在开l时间仁，具体l时卜都

只有一定的弹胜。为了缩短任务的总l期，可以考虑放慢非关键l作的进度，减少这些l

作的人力、资源，转去支援关键l作，以使关键l作的l时缩短来达，l］口的

三、有限资源的合理分配

一项任务的可用资源总是有限的，因此时间计划必须考虑资源问题

以人力资源为例。图920所示的网络图，已计算出关键路线为①～②～③～③～

⑥，总l期为11天。箭杆上△中标注数字为l作每天所需人力数（假设所有l作都需要

问一种令业l人）

艺壑、
4

遇飞 逝玉

〔单1了人）

图920

画出带日程的网络图及资源动态曲线，如图921（图中虚线为非关键l作的总时差）

由图921可见，若按每道l作的最早开l时间安排，人力需求很不均匀，最多者为

20人／日，最少为1人／日，这种安排即使有人力资源充足条件下也是很不经济的。现假

设资源有限，每日可用人力为10人，下面进行计划调整，希望能不延迟总l期或尽量少延
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】 2

应、

6

人

10日‘人敌）

沙、

△。乙！己
△

一丫／丫

件／少

:，于一牛）仁户／六

迟。调整的基本原则可以有：

(l）尽量保证关键丁作的日资源需求量。

(2）利用非关键丁作的时差错开各丁作的使用资源时间。

(3）在技术章程允许条件下，可适当延长时差大的工作的丁时，或切断某些非关键工

作，以减少日急需求量。

具体方法是按资源的日需求量所划分的时间段逐步从始点向终点进行调整，本例中，

第一个时间段为［。，2〕，需求量为18人／日，在调整时要对本时间段内各丁作按总时差的

递增顺序排队编号，如：

工作（1 , 2)，总时差。，编为1"

工作（1 , 4)，总时差1，编为2"

工作（1 , 6)，总时差7，编为3"

对编号小的优先满足资源需求量，当累计和超过10人时，未得到人力安排的工作应

移人下一时间段，本例中下作（1 , 2）与（1 , 4）人力日需求量为9，而工作（1 , 6）需9人／日，

所以应把（1 , 6）移出［。，2〕时间段后开工，见图922。

接着调整［2 , 3〕时间段。在编号时要注意，如果已进行的非关键下作不允许中断，则

编号要优先考虑，把它们按照新的急时差与最早开始时间之和的递增顺序排列，否则同于

第一段的编号规则。

以后各时间段类似处理，经过几次调整，可得图923。此时人力日需求量已满足不

超过10人的限制，总工期未受影响，必要时总工期可能会延迟。

需要说明的是，由于编号及调整规则只是一种原则，所以调整结果常常是较好方案，

不一定是工期最短方案。由于求精确解有时很繁难，网络优化中多采用这类近似算法。
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】011 】0 11

乃＼ 刀＼ 应、 乙＼

。｝尹、
20

l5

l0

5

0

4△

10 2018

圈922 圈923

四、最低成本日程

项目或任务的成本一般包括直接费用和间接费用两部分。直接费用是完成各项下作

直接所需人力、资源、设备等费用，为缩短下作的作业时间，需采用一些技术组织措施，相

应会增加一些费用，在一定范围内，下作的作业时间越短，直接费用越大。间接费用则包

括管理费、办公费等，常按任务期长短分摊，在一定条件下，丁期越长，间接费用越大。它

们与下期的关系如图924所示：下期缩短时直接费用要增加而间接费用减少，急成本是

由直接费用与间接费用相加而得。通过计算网络计划的不同完下期相应的急费用，以求

得成本最低的日程安排就是“最低成本日程”，又称“下期一成本”优化

直接费用与下作所需下时关系，常假定为直线关系，如图925，下作（l , j）的正常下时

为D。，所需费用M。；特急下时为d。，所需费用m。，下作（, , j）从正常丁时每缩短一个单

位时间所需增加的费用称为成本斜率，用〔表示

＿阴厂M
刀，一戈

伫成本

百接费用 裘 卜汤
问接费用

最低成本I］程 工期 下时

图924 925
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下面通过简例说明最低成本日程的计算方法

例3已知网络计划各l作的正常l时、特急

如图926

表95

正常丁时
下作

时及相应费用如表9 网络图

特急丁时

①～②

①～③

②～①

③～①

③～⑤

①～⑥

凡～阅

时l司／d

24

30

22

26

24

18

18

费用／元

5 000

9 000

4 000

1 0 000

8 000

5 400

6 400

时l司／d

16

18

18

24

20

18

1门

费用／元

7 000

1 0 200

4 800

1 0 300

9 000

5 400

6 800

成本斜率〔

/（元／d)

按正常l时从图926中计算出总l期为74天。关键路线为①～③～④～⑥，由

表95可计算出正常l时隋况下总直接费用为47 800元

了生74

图926

设正常l时下，任务总间接费用为18000元，l期每缩短一天，间接费用可节省330

元，求最低成本日程

解以图926所示的原始网络为基础，计算按下列步骤进行：

(l）从关键l作中选出缩短l时所需直接费用最少的方案，并确定该方案可能缩短

的天数

(2）按照l作的新l时，重新计算网络计划的关键路线及关键l作

(3）计算由于缩短l时所增加的直接费用

不断重复仁述＝个步骤，直，l]l期不能冉缩短为止

下面结合例3说明：

从图926看出，关键路线仁的＝道关键l作（1 , 3）、（3 , 4）、（4 , 6）中，l作（1 , 3）的成

本斜率相比之下最小，应选择在l作（1 , 3）上缩短l时，查表95知，最多可缩短12天，即

取l作（l , 3）新l时为30一12=18（天）。重新计算网络图时间参数，结果如l到927(a）所
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示，关键路线为①～②～④～⑥，一期为64天，实际只缩短了10天。这意味着（1 , 3）一作

没有必要减少12天，(1 , 3）工时应取30一10一20（天）。重新计算，结果如图927(b)，急

一期为64天，有两条关键路线：①～②～④～⑥与①～③～④～⑥，此次调整增加直接

费用10火100=1 000（元）

22 22
2 418 242 415

1 26 6 1 266

18. , l吕～ 2。， , 18 ?
长
，

2
4
间

圈927

重复步骤（1）、（2）、（3)，必须注意两条关键路线应同时缩短。有如下几个方案可

选择：

(l）在（l , 3）与（l , 2）上同时缩短一天，需费用100+250=350（元）;

(2）在（l , 3）与（2 , 4）上同时缩短一天，需费用100+200=300（元）;

(3）在（3 , 4）与（l , 2）上同时缩短一天，需费用150+250=400（元）;

(4）在（3 , 4）与（2 , 4）上同时缩短一天，需费用150+200=350（元）

取费用最小方案为方案（2),(1 , 3）最多可缩短2天，(2 , 4）可缩短4天，取其中小者，

即将（l , 3）与（2 , 4）的工时分别改为20一2=18（天）, 22一2=20（天）。重新计算网络图时

间参数，结果见图928。急一期为62天，这时关键路线仍为2条：①～②～④～⑥与

①～③～④～⑥，增加直接费用2火300一6o0（元）

20 18

18升62 ! 8卜州！

图928 图929

再进行第下次调整，结果见图929。急丁期为60天，关键路线为：①～②～④～⑥，

①～③～④～⑥和①～③～⑤～⑥，所增加的直接费用为2火3沁一7o0（元）

由于一条关键路线①～③～④～⑥上各丁作一时已不能缩短，计算结束

全部计算过程及相应费用变化列成表96。由表中可见，最低成本日程为62天，总成

本为63 440元
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表96

计算过程 丁作名称 里霎凭
实际缩短

灭数／d

总直接

费川／元

47800

48 800

49 400

弓0 100

总问接

费用／元

1 8 000

1 4 700

1 4 040

1 3 380

急成本

／元

bs 800

b3 500

b3 440

63 480

总丁期

/d

74（正常）

b4

b2

6O

2
 
,
 
4
花

1

2
2

(1 , 3)

(1 , 3）与（2 , 4)

(3 , 4）与（2 , 4)

关于最低成本日程的计算步骤，也可改为计算总费用，并与卜一次的总费用进行比

较，若费用不能冉降低则停止计算。

网络计划技术是先进的科学方法，但毕竞只是计划，在制订时就包含着许多不确定的

因素，所以在计划的实施阶段还必须不断检查，进行分析，及时地采取措施修订计划，才能

确保计划的实现。完整的网络计划技术是一个管理系统，即最优的计划、精确的睛报信

息，冉加卜系统管理，才是网络计划技术的全部精髓。

第四节图解评审法简介

前面介绍的网络计划方法主要研究以时间为主要参数的确定划网络模型。共中提到

的概率型网络模划也只是讨论l作l时的不确定胜，并没有对事项或l作的不确定胜进

行讨论。由于这类网络模型的建立有严格的规则，大量研究与开发类的计划尚无法用它

们表达。

例碍新产品研制问题

某l厂研制一种新产品的过程是研制、检测，纤检测后，或成功（鉴定，概书为。7),

或失败（作废品处理，概率为。．1)，或修改图纸，进一步研制（概率为。．2）。用确定划网络

图表示卜述过程，暂不考虑l作的l时，括号内为l作实现的概率。如图930所示。

研制，l叫‘式 豁之‘。”④
n多改

l引纸（02)

图9一O

图93。中出现：

(l）②～③～④～②回路。

(2）事项节点③后边的＝个l作不是确定要进行的，而是按一定概率随机发生的，=

个l作只能出现一个。



今运筹学州呈‘第气版，

(3）有两个终点事项⑤、⑥，研制成功或失败都只能以一定的概率实现

(4）整个研制l作纤由哪几个l作到达哪个终点是随机的。这与网络图要求的规则

相违背，网络图要求．不允许有同路”,‘流人一个事项节点的l作必须在该节点实现以前

完成”,‘一个事项节点流出的l作必须开始且完成”，因此例4这类问题不能采取前述网

络模型处理

为解决这类不确定胜的网络规划问题，1966年普列茨克（Pnt众er）提出了图解评审

法。下面介绍GERT方法的建模与求解

一、随机网络（CERT网络）

随机网络为双代号网络，由节点和边组成，节点分为输人侧和输出侧。输人侧有3种

逻辑关系，输出侧有两种逻辑关系，可得＃lj6种不同的节点，如图931所示

洲
。
C

冽
门
叼

科
闷
户

洲
侧
入

输
耐
确

(l）输人侧

异或型：输人边为互斥型，即在规定时间内

只能有一个边实现，该节点实现

或型：输人该节点的任一边实现，该节点实

现。实现的时间是各输人边中完成时间最短者

与型：输人该节点的全部边均实现，该节点

才能实现，实现的时间是各输人边中完成时间最

长者

(2）输出侧

薄）分

确定型：该节点输出的边都必须实现（各边实现概率均为1)

概率型：该节点输出的边只有一条实现（全部输出边之实现概率和为1)

GERT网络中每条边表示l作，一般有两项参数（尸，I)：尸为该l作实现的概率；

为I作l时，可以是常数或随机变量，若为随机变量，I表示均值

例4的问题可以用图932表示。各边上括号内为（尸，I)

款
《1 20) 〔0 215》

介篆改｝钊纸

《0 78)

鉴过

(0 12)

J麦品6
处理

图，一2

由上所述，可知前面各节介绍的确定型网络模型，其节点输人侧为与型，输出侧为确

定型，l作实现概率为1，只是GERT网络模型的一个特例
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二、图解评审法的基本原理

由于随机网络所描述的问题，l作与事项的实现都具有随机胜，所要解决的口标随之
也有变化，不再是简单地计算计划的确定l期与关键路线。像例4的口标为求研制过程
所需的平均l时及研制成功的概率

为此，图解评审法解决问题的步骤为：
(1）进行系统分析，明确问题的口标，各I作间的关系，正确绘制GERT网络图
(2）对I作l时及出现概率等参数进行认真测算与估计。如果l时是随机变量，需

测辨其所服从的概率分布与密度函数，以及期望值和方差，作为计算的依据
(3）对模型进行分析、计算，计算内容依系统口标决定。一般地说，不但要求解网络

中所消耗的时间、费用和资源，而且还要求得网络中的流
(4）对计算结果进行分析和评价，作出预测或决策指导或监控计划的实施

三、图解评审法的基本解法

口前有两大类解法
解析法：直接使用网络中的参数进行计算，把随机和概率问题化为确定问题求解

或采用信号流图理论，用等效函数法求解
模拟法：在计算机上进行模拟实验，用反复进行随机抽样方法模拟各种概率及随机

变量，进而通过统计模拟结果得，l］网络问题的解
1．解析法
这里只介绍直观的手l计算的方法
例5生产一批零件，纤过加11完成后送检查1，检查11作完成后，合格品转到加

12，不合格品转到返修I作进行修理加l，然后再送检查2，其中返修合格者转到加l
2，不合格者报废。加12完成后的产品转，l］检查3，其中合格品人库，不合格品报废。试
求成批生产这种零件，每个成品平均需要的加l时间及成品率。图933描述了整个零件
加I过程，表97给出了各l作完成概率、l时及各l作关系

层｛, 气洲 狱l耀 糕；, 成品

(o 25当）奋令八l 〔07七〕）

《13)

返修

季龟杏2 卜泛今3 〔0 051)

‘次， 凌品

9一3
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表97

丁作名称

加丁］

丁作1飞号 完成概率

23 02气

检查］

2气 07气

返修 34

4气 自7

检查2

47 O3

加丁2 气6

检查3
67

68

丁时尹卜

4（常数）

均值一］,]］差一］

，一。，又一］，指数分布）

均值一］,]］差一］

，一。，又一］，指数分布）

3（常数）

均值一2 ,]］差一。弓

，一。，又一。弓，指数分布）

均值一2 ,]］差一。弓

，一。，又一。弓，指数分布）

］。（常数）

]（常数）

]（常数）

紧后丁作

检查］

不合格，

转返修

合格，转

加丁2

检查2

合格，加

丁2

不合格，

报废

检查3

报废

成品

从对图933的分析可以看出，零什的生产过程可以是以下5条路线中的一条：

(a’①蔽了②蔽忍了⑤万丁扩⑥蔽万了⑧
该条路线实现的概率为

P。＝l人0.75人l人0.95=0.7125

所需要的时间为

T一4+1+10+1一16

(b’①蔽了②蔽万了③蔽厂④万而了⑤万丁井⑥蔽万了⑧
该条路线实现的概率为

尸‘一1人。．

所需要的时间为

T产

25人l人07人l人0 95=0 166 25

＝斗＋1+3+2+10+1=21

(’①蔽了②蔽忍了⑤万丁扩⑥蔽百了⑦
该条路线实现的概率为

P。＝l人0.75人l人0.05=0.0375

所需要的时间为

T一4+1+10+1一16

(d’①蔽广②蔽万了③蔽广④万而了⑤万丁厂⑥蔽百了⑦
该条路线实现的概率为
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式中：I―第个成品零件加l时间；

I―第）个废品零件加l时间；

k―成品零件个数

由卜所述，GERT方法用随机网络来表示不确定性网络规划问题，综合运用网络理

论、概率论、信号流图理论及又！算机模拟技术来求解。口前GERT方法

被应用干研究开发规划、存储分析、油井钻探、合同投标、人n动态、维修

和可靠胜研究、车辆交通网络、事故防范、计算机算法等力面，随着训算

机发展及各种应用软件的完善，将有更广泛的应用前景 蒸 即幼即侧

习 题

,.1有A , B , C , D , E , F6工贝l作，关系分别如图935(.）一图93武b3)，试分别画出
网络图

《卜卜
一梦向夕句

比l) (b月

图9一5

(b、l

试画出下列各题的网络J冬】（见表98和表99)，并为事项编号勺
一

）

鱿
（
l
表

丁作丁时叭紧前丁作丁作丁时尹d紧前丁作

A ］弓 一 F 弓 0．厂

B ]O 一 （子 20 〔．F

〔 ］0 A . B 11 ]0 0．厂

O ]0 A . BI ］弓 （子．11

厂 气 B

(2)

表99

丁作丁时叭紧前丁作丁作丁时叭紧前丁作

A3 一 （子 6 O . B

BZ 一 1 12 厂

〔 弓 一 IJ （子．11

D J Aj 弓 厂．F

厂 7 B KZ 厂．F

FS 〔 1 6 I . j
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,.3设有如J冬】936、l冬1 937网络J冬】，分别用J冬】卜计算法和表卜11算法计算事项时

间参数，并求出关键路线

4 2 6 6 72凡

图9一‘

' 13

1() 12

l0

图9一7

,.4绘制表9

作的各项时间参数

(1)

10、表911所示的网络图，分别用图卜计算法和表卜计算法日算l

、确定关键路线

表9 10

丁作丁时／' l紫前丁作丁作丁时／' l紫前丁作 紧前丁作丁作丁时／' l

一J]5一
A B。（

A。（ f矛

A II F。f矛

(2)

表9 11

丁作丁时／' l

A ]8

Bb

〔 1弓

02]

厂 27

F ］弓

（矛 24

11 ]3

1夕
乙
M
 
N

P
Q

A
A

月

月门 厂。11

F 1自 B。（ F。f矛
O。厂

紧前丁作

O，厂

〔，O，厂

I , Q

I , Q

I , 11 , F ,（矛

尸，K，切

J

（。O。厂

,.5某l程资料如表912所示

要求：

(l）画出网络l冬l

(2）求出舟件l作l时的期望值和力差
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紧前丁作 乐观时l司a 最可能时l司m 悲观时l司乙

2 58

6 , ]2

5 ]4 ]7

58 ]]

36 ,

3 ]22]

] 47

A
A

表9 12

下作

A
 
B
〔
D
 
E
 
F
不子

夕．。
E。F

(3）求出l程完l期的期望值和方差

(4）计算l程期望完l期提前3天的概率和推迟5天的概率

,.6对图938所示网络，各项l作旁边的3个数分别为l作的最乐观时间、最可能

时间和最悲观时间，确定艾关键路线和最早完l时间的概率

2＿气＿吕

尸户 气。

2润．4
了

l
-
-
2
＼
泣
、

、洲4--6
、八八

下
才

心卜8一1 ,

图，一8

,.7某项l程各追l序时IsJ及每大需罗的人力贷源如图939所不。图中，箭线匕的

英文字母表示l序代号，括号内数值是该l序总时差，箭线下左边数为l序l时，括号内为该

l序每天需要的人力数。若人力资源限制每天只有15人，求此条件下l期最短的施l方案

长吃7) I《7)
4

3(5) 5咬5)

黑黑
小
2

。。、铲

l(2)

4(S)

g叹2)

〕《41

h(0)

黑
9一9
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, 8已知下列网络图有关数据如表913，设间接费用为15元d，求最低成本日程

表9 13

丁作f七号
正常时l司 特气时l司

丁叮尹d
费用尹元

1 00

200

8O

O

1弓O

2弓O

1 20

1 00

1 80

1几0

丁时尹d

（夕～（勿

（乡～（夕

（乡～（二

（夕～（二

（夕～（困

（二～的

（二～（口

（困～⑧

的～⑧

〔为～涌

费川尹元

1 20

280

1 10

O

1 80

号7弓

1 70

1 00

200

990

,，一项小修i！划包括的

表9 IJ

丁作 网络说明

A 们．2)

月 们．灼

〔 们．J)

D (2. J)

万 （号．J)

F (J。弓）

作如表914所示

最少丁时勺 正常丁时勺 成本斜率（(）尹元

90

1O

号

6

(l）正常i｝划l期与最小l期各是多少天，

(2）日常经营费为沁元d，最佳l期应是多少天，列出每项I作的相应l时

, 10生产某种产品，需经以下l作，见表915所示试画出随机网络l冬l，并假设产

品经过l作召即为成品，试i！算产品的成品率及平均加l时间

表9 15

丁作 完成概率 丁时（常数或期华值尸上1 紧后丁作

一“ 12弓 ／）或j
/) 0 76 （或d

( 0 7J 召

do号 号 扩

扩 IJ (

jo号 6 召

月 12 一
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9 11判断下列说法，其中正确的为：

网络关键路线上的作业，其总时差与单时差均为零；

若一项作业的总时差为10h，说明该作业安排时有10h的机动时间；

任何非关键路线上的作业，其急时差与单时差均不为零；

当作业时间用a、m、b＝点估计时，m等于完成该作业的期望时间

(
l
1
(
2
1
(
3
1
(
4
1



HAPTER 10

第＋章

排队论

第一节引言

一、排队系统的特征及排队论

排队论（〔lueuelng theory）是研究排队系统（又称为随机服务系统）的数学理论和方

法，是运筹学的一个重要分支在日常生活中，人们会遇到各种各样的排队问题如进餐

馆就餐，到图书馆借书，在车站等车，去医院看病，去售票处购票，卜1只房领物品等在

这些问题中，餐馆的服务员与顾客、公共汽车与乘客、图书馆的管理员与借阅者、医生与病

人、售票员与买票人、管理员与l人等，均分别构成一个排队系统或服务系统（见

表1于1）排队问题的表现形式往往是拥挤现象，随着生产与服务的日益社会化，由排队

引起的拥挤现象会愈来愈普迸

表l卜l

到达的顾客 要水的服务 服务机构

1不能运转的机器 修钾 修钾丁人
2修理丁人 领取修配零件 管钾员

3病人 就诊 医生
J打电话 通话 交换台

气文稿 打字 打字员
6录人计算机中的文件 打印 打印机

7提货单 提取货物 仓库管押员
8待降落的飞机 降落 跑道指挥机构
〔〕到达港日的货船 装货或卸货 码头（泊位）
10河水进人水库 放水．调整水位 水l呵管押员

排队除了是有形的队列外，还可以是无形的队列如几个顾客扫电话到出租汽车站

要求派车，如果出租汽车站无足够车辆，则部分顾客只得在各自的要车处等待，他们分散

在不同地方，却形成了一个无形队列在等待派车

排队的可以是人，也可以是物如超市收款台前排队交款的顾客；因故障而停止运

286
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转的机器在等待修理；码头上的船只等待装货或卸货；要降落的飞机因跑道被占用而在

空中盘旋等。当然，提供服务的可以是人，也可以是跑道、自动售货机、公共汽车等服务

设施。

为了一致起见，下面将要求得到服务的对象统称为“顾客”，将提供服务的服务者称为

“服务员”或“服务机构”。因此，顾客与服务机构（服务员）的含义是广义的，可根据具体问

题而不同。实际的排队系统可以千差万别，但都可以一般地描述如下：顾客为了得到某

种服务而到达系统，若不能立即获得服务而又允许排队等待，则加人等待队伍，待获得服

务后离开系统，见图101一图104。类似地还可画出许多其他形式的排队系统，如串井

混联的系统，网络排队系统等。尽管各种排队系统的具体形式不同，但都可由图105加

以描述

顾九到达

摺声区虱鲤燮二
注在接受肛务的顾客

图l企l单服务台排队系统

顾客全11认 肥
服务台I服务尼成后离去
服务部fIk务亢成后离去

服务台，fjl务完成后离么
图l企2，个并列服务台，一个队列的排队系统

《
琴卿。
队列2

队列下

图l企3，个服务台，，个队列的排队系统

队列。

队列。

图l企4多个服务台的串联排队系统
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。点、 服务机构
散

（输出）

图l企5随机服务系统

通常称由图105表示的系统为一个随机聚散服务系统，任一排队系统都是一个随机

聚散服务系统。这里，“聚”表示顾客的到达，“散”表示顾客的离去，所谓随机胜则是排队

系统的一个普遍特点，是指顾客的到达倩况（如相继到达时间间隔）与每个顾客接受服务

的时间往往是事先无法确切知道的，或者说是随机的。一般来说，排队论所研究的排队系

统中，顾客相继到达时间间隔和服务时间这两个量中至少有一个是随机的，因此，排队论

又称为随机服务系统理论

二、排队系统的描述

实际中的排队系统各有不同，但概括起来都由3个基本部分组成：输人过程、排队及
排队规则和服务机制，分别说明如下

1．输人过程
输人过程说明顾客按怎样的规律到达系统，需要从＝个方面来刻画一个输人过程：
(l）顾客总体（顾客源）数：可以是有限的，也可以是无限的。来到商店购物的顾客

总体可近似认为是无限的，车间内停机待修的机器界然是有限的
(2）到达方式：是单个到达还是成批到达。库存问题中，若把进来的货看成顾客，则

为成批到达的例子
(3）顾客（单个或成批）相继到达时间间隔的分布：这是刻画输人过程的最重要的内

容。令T。一。，T，表示第，，个顾客到达的时刻，则有T。镇T镇⋯镇T，镇⋯，记X，一
T，一T , , ,，一1 , 2，⋯，则x，是第，，个顾客与第，，一1个顾客到达的时间间隔。一般，假
定｛X ,｝是独立同分布的，并记其分布函数为A(I）。关于｛X ,｝的分布，排队论中纤常用到
的有定长分布（D）、泊松（Pol、on）分布（M）、爱尔朗分布（E ;）、任意分布（G）等几种。其
中泊松分布的概率密度函数见式（10.1)，式中又为单位时间内平均到达的顾客数

叹e , ' I乏O
A(I)＝侧 （101)

LOI < O

2．排队及排队规则

(l）排队

排队分为有限排队和无限排队两类，有限排队是指排队系统中的顾客数是有限的，即

系统的空间是有限的，当系统被占满时，后面冉来的顾客将不能进人系统；无限排队是指

系统中顾客数可以是无限的，队列可以排到无限长，顾客到达系统后均可进人系统排队或

接受服务，这类系统又称为等待制排队系统。对有限排队系统，可进一步分为两种：

①损失制排队系统，这种系统是指排队空间为零的系统，实际上是不允许排队。当
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顾客到达系统时，如果所有服务台均被占用，则自动从排队系统离去，称这部分顾客被损

失神了。例如某些电话系统即可看作损失制排队系统

②混合制排队系统，该系统是等待制和损失制系统的结合，一般是指允许排队，但又

不允许队列无限长下去。具体说来，又分为以下＝种：

(l）队长有限，即系统的等待空间是有限的。例如最多只能容纳K个顾客在系统中，

当新顾客到达时，若系统中的顾客数（又称为队长）小于K，则可进人系统排队或接受服

务；否则，便离开排队系统。如医院每天门珍的挂号数是有限的，旅馆的床位是有限的

(11）等待时间有限，即顾客在系统中的等待时间不超过某一给定的长度T，当等待时

间超过T时，顾客将自动离去，并不冉同来。如易损坏的电子元器件的库存问题，超过一

定存储时间的元器竹被自动认为失效

(111）逗留时间（等待时间与服务时间之和）有限，例如用高射炮射击敌机，当敌机飞

越高射炮射击有效区域的时间为I时，若在这个时间内未被击落，也就不可能冉被击

落了

不难注意到，损失制和等待制可看成是混合制的特殊情形，如记、为系统中服务台的

个数，则当K一、时，混合制即成为损失制；当K一二时，即成为等待制

(2）排队规则，当顾客到达时，若所有服务台都被占用且又允许排队，则该顾客将进

人队列等待。服务台对顾客进行服务所遵循的规则通常有：

①先来先服务（FCFS)，即按顾客到达的先后对顾客进行服务，这是最普遍的情形

②后来先服务（LCFS)，存许多库存系统中会出现这种倩形，如钢板存人仓库后，需

要时总是从最上面的取出；又如存倩报系统中，后来到达的信息往往更加重要，被首先加

以分析和利用

③具有优先权的服务（PS)，服务台根据顾客的优先权进行服务，优先权高的先接受

服务。如病危的患者应优先治疗，加急的电报电话应优先处理等

3．服务机制

排队系统的服务机制主要包括：服务员的数量及其连接形式（串联或并联）；顾客是

单个还是成批接受服务；服务时间的分布。在这些因素中，服务时间的分布更为重要一

些，故进一步说明如下。记某服务台的服务时间为V，其分布函数为B(I)，密度函数为

l ,(I)，则常见的分布有：

(l）定长分布（D)：每个顾客接受服务的时间是一个确定的常数

(2）负指数分布（M)：每个顾客接受服务的时间相互独立，具有相同的负指数分布：

{"e , ' I乏O

LOI < O

共中，产＞。，为一常数

(3)k阶爱尔朗分布（E .)：每个顾客接受服务的时间服从k阶爱尔朗分布，其密度函
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数为

为（I)=知（知I）牙
(k一l),

(103)

爱尔朗分布比负指数分布具有更广泛的适应性。当k一1时，爱尔朗分布即为负指数

分布；当k增加时，爱尔朗分布逐渐变为对称的。事实仁，当k妻30以后，爱尔朗分布近

似于正态分布当、一时，由方差为六可知，方差将趋于零，即为完全非随机的所
以，k阶爱尔朗分布可看成是完全随机（k一l）与完全非随机之间的分布，能更广泛地适应

现实世界

三、排队系统的符号表示

根据输人过程、排队规则和服务机制的变化对排队模型进行描述或分类，可给出很多

排队模型。为了方便对众多模型的描述，D . G . Kendall提出了一种口前在排队论中被广

泛采用的．Kondall记号”，其一般形式为：

X/Y/Z/A/B/C

其中，X表示顾客相继，lj达时间间隔的分布；Y表示服务时间的分布；Z表示井联服务台

的个数；A表示系统的容量，即可容纳的最多顾客数；B表示顾客源的数口；C表示服务

规则。例如，M/M/l///FcFS表示了一个顾客的到达时间间隔服从相问的负指数

分布、服务时间为负指数分布、单个服务台、系统容量为无限（等待制）、顾客源无限、排队

规则为先来先服务的排队模型。在排队论中，一般约定如下：如果K饥dall记号中略去

后3项时，即是指X/Y/Z///FCFS的睛形。例如M/M/l///FCFS可表示为

M/M/l ; M/M／、／K则表示了一个顾客相继全U时间间隔服从相问的负指数分布、服务时

间为负指数分布、、个服务台、系统容量为K、顾客源无限、先来先服务的排队模型，等等

四、排队系统的主要数量指标和记号

研究排队系统的口的是通过了解系统运行的状况，对系统进行调整和控制，使系统处

于最优运行状态。因此，首先需要赤清系统的运行状况。描述一个排队系统运行状况的

主要数量指标有：

1．队长和排队长

队长是指系统中的顾客数（排队等待的顾客数与正在接受服务的顾客数之和）；排队

长是指系统中正在排队等待服务的顾客数，队长和排队长一般都是随机变量。对这两个

指标进行研究时，当然是希望能确定它们的分布，或至少能确定它们的平均值（即平均队

长和平均排队长）及有关的矩（如方差等）。队长的分布是顾客和服务员都关心的，特别是

对系统设计人员来说，如果能知道队长的分布，就能确定队长超过某个数的概率，从而确

定合理的等待空间
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2．等待时间和逗留时间

从顾客到达时刻起＃lj他开始接受服务止的这段时间称为等待时间，是个随机变量，也

是顾客最关合的指标，因为顾客通常是希望等待时间越短越好。从顾客到达时刻起到他

接受服务完成止的这段时间称为逗留时间，也是个随机变量，同样为顾客非常关合。对这

两个指标的研究当然是希望能确定它们的分布，或至少能知道顾客的平均等待时间和平

均逗留时间

3．忙期和闲期

忙期是指从顾客＃lj达空闲着的服务机构起，全吐服务机构再次成为空闲止的这段时间，

即服务机构连续忙碌的时间，这是个随机变量，是服务员最为关心的指标，因为它关系＃lj

服务员的服务强度。与忙期相对的是闲期，即服务机构连续保持空闲的时间。在排队系

统中，忙期和闲期总是交替出现的

除了上述几个基本数量指标外，还会用到其他一些重要的指标，如在损失制或系统容

量有限的睛况下，由于顾客被扣绝，而使服务系统受到损失的顾客损失率及服务强度等

下面给出上述一些主要数量指标的常用记号：

N(I)：时刻I系统中的顾客数（又称为系统的状态），即队长；

N ,(I)：时刻I系统中排队的顾客数，即排队长；

T(I)：时刻I#lj达系统的顾客在系统中的逗留时间；

几（I)：时刻I到达系统的顾客在系统中的等待时间

上面给出的这些数量指标一般都是和系统运行的时间有关的随机变量，求这些随机

变量的瞬时分布一般是很困难的。为了分析上的简便，并注意＃lj相当一部分排队系统在

运行了一定时间后，都会趋于一个平衡状态（或称平稳状态）。在平衡状态下，队长的分

布、等待时间的分布和忙期的分布都和系统所处的时刻无关，而且系统的初始状态的影响

也会消失。因此，我们在本章中将主要讨论与系统所处时刻无关的性质，即统计平衡胜质

记p ,(I）为时刻I时系统处于状态，，的概率，即系统的瞬时分布。根据前面的约定，

我们将主要分析系统的平稳分布，即当系统达＃lj统计平衡时处于状态，，的概率，记为p ,

又记

N：系统处于平稳状态时的队长，其均值为L，称为平均队长；

N ,：系统处于平稳状态时的排队长，其均值为L ,，称为平均排队长；

T：系统处于平稳状态时顾客的逗留时间，其均值记为W，称为平均逗留时间；

几：系统处于平稳状态时顾客的等待时间，共均值记为w ,，称为平均等待时间；

又，：当系统处于状态，，时，新来顾客的平均＃lj达率（单位时间内来＃lj系统的平均顾

客数）;

产，：当系统处于状态刀时，整个系统的平均服务率（单位时间内可以服务完的顾

客数）;

当又。为常数时，记为又；当每个服务台的平均服务率为常数时，记每个服务台的服务
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书为产，则当”妻、时，有产一甲。因此，顾客相继到达的平均时间间隔为1伙，平均服务时

间为1争。令尸一矛、户称尸为系统的服务强度。
另外，记忙期为B，闲期为I，平均忙期和平均闲期分别记为石和了，记、为系统中井

行的服务台数。

五、排队论研究的基本问题

排队论研究的首要问题是排队系统主要数量指标的概率规律，即研究系统的整体胜

质，然后进一步研究系统的优化问题。与这两个问题相关的还包括排队系统的统计推

断问题。

(l）通过研究主要数量指标有瞬时或平稳状态下的概率分布及共数字特征，了解系

统运行的基本特征。

(2）统计推断问题，建立适当的排队模型是排队论研究的第一步，建立模型过程中纤

常会碰到如下问题：检验系统是否达到平稳状态；检验顾客相继到达时间间隔的相互独

命性；确定服务时间的分布及有关参数等。

(3）系统优化问题，又称为系统控制问题或系统运营问题，共基本口的是使系统处于

最优或最合理的状态。系统优化问题包括最优设计问题和最优运营问题，其内容很多，有

最少费用问题、服务率的控制问题、服务台的开关策略、顾客（或服务）根据优先权的最优

排序等方面的问题。

第二节生灭过程和Poisson过程

一、生灭过程简介

一类非常重要且广泛存在的排队系统是生灭过程排队系统。生灭过程是一类特殊的

随机过程，在生物学、物理学、运筹学中有广泛的应用。在排队论中，如果N(I）表示时刻I

系统中的顾客数，则｛N(I), I妻0｝就构成了一个随机过程。如果用‘生”表示顾客的到达，

．灭”表示顾客的离去，则对许多排队过程来说，{N(I), I妻0｝就是一类特殊的随机过

程―生灭过程。下面结合排队论的术语给出生灭过程的定义。

定义l设｛N(I), I妻0｝为一个随机过程。若N(I）的概率分布只有以下胜质：

(l）假设N(I）一，，则从时刻I起到下一个顾客到达时刻止的时间服从参数为又。的

负指数分布，，一。，1 , 2，⋯。

(2）假设N(I）一”，则从时刻I起到下一个顾客离去时刻止的时间服从参数为产。的
负指数分布，，一。，1 , 2，⋯。

(3）问一时刻时只有一个顾客到达或离去。

则称｛N(I), I妻0｝为一个生灭过程。
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一般来说，得到N(I）的分布p ,(I）一尸｛N(I）一，,}(,，一。，1 , 2，⋯）是比较困难的，因此

通常是求当系统达到平稳状态后的状态分布，记为p ,，刀一。，1 , 2，⋯

为求平稳分布，考虑系统可能处的任一状态，，。假设记录了一段时间内系统进人状

态刀和离开状态刀的次数，则因为‘进人”和‘离开”是交替发生的，所以这两个数要么相

等，要么相差为1。但就这两种事件的平均发生率来说，可以认为是相等的。即当系统运

行相当时间而达到平稳状态后，对任一状态，，来说，单位时间内进人该状态的平均次数和

单位时间内离开该状态的平均次数应该相等，这就是系统在统计平衡下的‘流人一流出”

原理。根据这一原理，可得到状态为。，1 , 2，⋯，, ,，⋯时的平衡方程如下：

O 月Pl一又。孙
1 而p。＋脚如一（肠＋月）Pl
2 肠Pl＋脚九一（从＋脚）pZ

三 三 （10.4)

刀一l 又，Zp , 2＋产，p ,=（又，1＋产，1)p , 1

又，lp , 1＋产计lp计1一（又，＋产，)p ,

由上述平衡方程，可求得

p，一丛八

一五p ,＋工（, p，一而p。）
产2 产2

一玉pZ＋工（, 2p2一又p ,)
产3 产3

一五Pl
产2

一玉热

一2已八
产2产1

又2又1又。

户3户2户1

p时十1一 瓜户，+1(,，户，一又，户，六力，一2必叮卫力。户时十1户时”‘户1

(105)『一物c，一丛卫竺
产明时1

则平稳状态的分布为

p ,＝〔、，p (106)

由概率分布的要求
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于是 (107)

1＋艺认

注意：式（10.7）只有当级数艺c收敛时才有意义，即当艺c＜时，才能由卜述
附一】 附一1

公式得到平稳状态的概率分布

二、Poisson过程和负指数分布

Pol、on过程（又称为Pol、on流、最简流）是排队论中纤常用到的一种用来描述顾客

到达规律的特殊随机过程。实际卜，已是一个纯生过程，与概率论中的Pol比on分布和负

指数分布有密切的联系。下面结合排队论的术语，给出Pol、on过程的定义

定义2设N(I）为时间［。，门内到达系统的顾客数，如果满足下面＝个条件：

(l）平稳胜：在［I , I＋△门内有一个顾客到达的概率为泪＋()（△I);

(2）独立胜：任意两个不相交区间内顾客到达情况相互独立；

(3）普通胜：在［I , I＋△门内多于一个顾客到达的概率为（)（△I)

则称｛N(I), I）。全为Pol、on过程

下面的定理给出了Pols沁n过程和Pols沁n分布的关系：

定理l设N(I）为时间［。，门内到达系统的顾客数，则｛N(I), I）。全为Pol比on过程

的充分必要条件是：

P{N(I)＝尹了｝
（又I)"

一不了一e
(108)

定理1说明，如果顾客的到达为Pol比on流的话，则到达顾客数的分布恰为Pol比on

分布。但无论是从Pol比on过程的定义，还是根据其概率分布去对顾客的到达晴况进行

分析，都有许多不便之处。实际问题中比较容易得到和进行分析的往往是顾客相继到达

系统的时刻，或相继到达的时间间隔。定理2说明，顾客相继到达时间间隔服从相互独立

的参数为又的负指数分布，与到达过程为参数为又的Pol比on过程是等价的

定理2设N(I）为时间［。，门内到达系统的顾客数，则｛N(I), I）。全为参数为又的

Pol、on过程的充分必要条件是：相继到达时间间隔服从相互独立的参数为又的负指数

分布

第三节M/M/s等待制排队模型

一、单服务台模型

单服务台等待制模型M厂M厂1厂是指：顾客的相继到达时间服从参数为又的负指数

分布，服务台个数为1，服务时间V服从参数为户的负指数分布，系统空间无限，允许无限
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排队，这是一类最简单的排队系统

1．队长的分布

记p一尸｛N一，,}(,，一。，1 , 2，⋯）为系统达到平稳状态后队长N的概率分布，则由

式（10.5)，式（10.6）和式（10.7)，并注意到又一又，刀一。，1 , 2，⋯和产一产，刀一1 , 2，⋯

记

，一长
并设尸＜l，则由式（10.5）和式（10.6）得

卜

2

一
一
1

刀
一
一

(
t
）
两

一
一
一
一

井中

一（罢司一（六）一，一尸 (109)

因此

p ,=(l一尸）尸时刀＝O , l , 2

式（10.9）和式（10.10）给出了存平衡条件下系统中顾客数为

(10.10)

,，的概率。由式（10.9)

不难看出，尸是系统中至少有一个顾客的概率，也就是服务台处于陀的状态的概率，因而

也称，为月及务强度，‘已反映了系统，陀的程度·此夕卜式‘，。·，。，只有在，一分＜，的条件
下才能得到，即要求顾客的平均到达率小于系统的平均服务率，才能使系统达到统计

平衡

2．几个主要数量指标

对单服务台等待制排队系统，由已得到的平稳状态下队长的分布，可以得到平均队长

L为

工一艺，，户一艺，,(l一，)，·

=（尸＋2尸2+3尸3+

一尸＋声＋尸＋⋯

⋯）一（声＋2尸＋3矿＋⋯）

l二， 户一又
(10 11)

平均排队长L。为

工。一艺（,，一l)p

一工一尸一六

=L一（l一p。）

又2

户（户一又）
(10 12)
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顾客存系统中的逗留时间T，可说明它服从参数为户一又的负指数分布，即

尸｛T＞时一。如，)' I妻。

因此，平均逗留时间W为

w一二（T）一尚
因为，顾客在系统中的逗留时间为等待时间和接受服务时间之和，即

T一T ,+V

艾中，V为服务时间，故由

(10 13)

W=E(T)=E(T ,)+E(V)

可得平均等待时间Wq为

一wq＋工 (10 14)

w，一w一工 又

户（户一又）
(10

从式（10.11）和式（10.13)，可发现平均队长L与平均逗留时间W具有如下关系

L＝又W (10.16)

同样，从式（10.12）和式（10.15)，可发现平均排队长L，与平均等待时间W，有如下关系

L ,＝又W , (10.17)

式（10.16）和式（10.17）通常称为Llttl。公式，是排队论中一个非常重要的公式

3．忙期和闲期

存平衡状态下，陀期B和闲期I一般均为随机变量，求它们的分布是比较麻烦的

因此，我们来求一下平均忙期万和平均闲期了由于忙期和闲期出现的概率分别为尸和
1一尸，所以在一段时间内可以认为忙期和闲期的总长度之比为厂（l一户。又因为忙期和
闲期是交替出现的，所以在充分长的时间里，它们出现的平均次数应是相同的。于是，忙

期的平均长度石和闲期的平均长度了之比也应是尸，(l一尸，即

l一尸
(10 18)。．一！

又因为存，l］达为Pol、on流时，根据负指数分布的无记忆胜和，lJ达与服务相互独立的似

设，容易证明从系统空闲时刻起，l］下一个顾客，l］达时刻止（即闲期）的时间间隔仍服从参

数为又的负指数分布，且与，。达时间间隔相互独立因此，平均闲期应为贵，这样，便求得
平均忙期为

万一一卫一．
l一尸 户一又

(10 19)1一一、
与式（10.13）比较，发现平均逗留时间（W）一平均忙期（石）。这一结果直观看上去是显然

的，顾客在系统中逗留的时间越长，服务员连续陀的时间也就越长。因此，一个顾客在系

统内的平均逗留时间应等于服务员平均连续陀的时间
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例1某修理店只有一个修理l，要求提供服务的顾客到达过程为Pol、on流，平均

4人／h；修理时间服从负指数分布，平均需要6mln。试求：(1）修理店空闲的概率；(2）店

内恰有3个顾客的概率；(3）店内至少有1个顾客的概率；(4）在店内的平均顾客数；(5）每

位顾客存店内的平均逗留时间；(6）等待服务的平均顾客数；(7）每位顾客平均等待服务

时间；(8）顾客在店内等待时间超过10mln的概率

解本例可看成一个M/M/1／⋯排队问题，其中

又一4，一兴一10，一又一理
(1）修理店空闲的概率

p。一1一，一1一普一。．6
(2）店内哈有3个顾客的概率

户3一尸3(1一尸）

(3）店内至少有1个顾客的概率

尸｛N)1｝一

(4）在店内的平均顾客数

一（韵

1一p。

（卜普）一。‘。38

一，一普一。．4

“一六一介一。·67‘人，
每位顾客在店内的平均逗留时间

w一令一罕‘h，一，。‘mln ,
(6）等待服务的平均顾客数

一

一嘟一l--f。一

一2一l--eL，一L一尸一

(7）每位顾客平均等待服务时间

0.267（人）

一毕（h）一4(mln)
(8）顾客存店内逗留时间超过10mln的概率

尸｛T)10｝一。。（告卉）一。一。．3679

二、多服务台模型

设顾客单个到达，相继，l］达时间间隔服从参数为又的负指数分布，系统中共有、个服
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务台，每个服务台的服务时间相互独立，且服从参数为尸的负指数分布。当顾客到达时，
若有空闲的服务台则可以马上接受服务，否则便排成一个队列等待，等待空间为无限

下面来讨论这个排队系统的平稳分布。记p，一尸｛N一，,}(,，一。，1 , 2，⋯）为系统达％lj

平稳状态后队长N的概率分布，注意％lj对个数为、的多服务台系统，有

又，一又刀一O , 1 , 2，⋯

和

卜招刀一1 , 2，一，
尸时一、

（岁刀一、，、＋1，⋯

记肠一川、一立，则当肠＜1时，由式（10.5)，式（10.6）和式（10.7)，有
、户

C一⋯‘叨，_
”一1.2．·⋯、

(10 20)

尹了妻

故

｛协
户”一｛和

”一1．·⋯

(10 21)

尹了妻

其中

孙一〔熟户耐沐 (10 22)

式（10.21）和式（10.22）给出了在平衡条件下系统中顾客数为，，的概率，当，,）、时，即系

统中顾客数大于或等于服务台个数，这时再来的顾客必须等待，因此记

、，户一沙一耐沐两 (10 23)

式（10.23）称为Erlang等待公式，它给出了顾客到达系统时需要等待的概率

对多服务台等待制排队系统，由已得到的平稳分布可得平均排队长Lq为

L，一艺
时一J十1

一户坚
、l

. _．、、＿鱼区矛．_．、～
,，、l台”

瑞‘答‘'- p。尸护
、l(1一乃）2

(10 24)

Lq一少望丛
1一乃

(10 25)

记系统中正在接受服务的顾客的平均数为万，导然万也是正在忙的服务台的平均数，故
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：一艺，沪＋、艺几

一象痴。＋、瓜六而扒
一硕善耀｛+ （、一l)!(l一尸）

＝尸 （10.26)

式（10.26）说明，平均在忙的服务台个数不依赖于服务台个数、，这是一个有趣的结果

由式（10.26)，可得到平均队长L为

L一平均排队长＋正在接受服务的顾客的平均数

=L。＋尸 （10.27)

对多服务台系统，Llllle公式依然成立，即有

一w一工
户

(10 28)执
一
又

一

一WL
一
、

一

一W

例2考虑一个医院急诊室的管理问题。根据统计资料，急诊病人相继到达的时间

间隔服从负指数分布，平均每。．sh来一个；医生处理一个病人的时间也服从负指数分

布，平均需要20mln。该急诊室已有一个医生，管理人员现考虑是否需要冉增加一个

医生

解本问题可看成一个M厂M厂、排队问题，艾中（时间以h为单位）

又一2，一3，一普、－
根据前面得到的关于单服务台和多服务台等待制排队系统的结果，可将有关计算结果列

于表1。一2中

表l卜2

剧
“
〕
『
︸
『
〕
『
『
〕
『

=
］
韶
丝
］
4

韶
肠
肠
4
0
脚

、

0
0
0
2
]

]

0
0
0
0

项日

空l月概率P0

有］个病人的概率Pl
有2个病人的概率八
平均病人数乙

平均等待病人数从
病人平均逗留时问w(1、）
病人平均等待时问w(1l)

病人需要等待的概率尸｛几）。l
等待时l司超过。弓小时的概率尸｛几）。引
等待时l司超过］小时的概率尸｛几）川
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由表102的结果可知，从减少病人的等待时间，为急诊病人提供及时的处理来看，一

个医生是不够的

例3某售票处有二个窗口，顾客的到达为Pol、。n流，平均到达率为又一

。．9人／mm；服务（售票）时间服从负指数分布，平均服务率产一。．4人／mm。现设顾客，lj

达后排成一个队列，依次向空闲的窗口购票，这一排队系统可看成一个M/M八／二系统，

其中

一3尸一合一2·25户一岩－髻 < 1

由多服务台等待制系统的有关公式，可得到

(l）整个售票处空闲的概率

［写巡＋等巡＋写些＋斌等氛下 =0 0748

(2）平均排队长

0.0748入（2.25)3入2.25/3

31(l一2.25/3)
=1.70（人）

平均队长

L=L ,＋户＝1.70+2.25=3.95（人）

(3）平均等待时间

w，一气兴 1 89(mln)

平均逗留时间

转 =4 39(mln)一

一

L
一
又

一

一W

(4）顾客，lj达时必须排队等待的概率

〔（3 , 2.25卜漏给氛洲。．0748一。．57
存本例中，如果顾客的排队方式变为到达售票处后可到任一窗口前排队，且人队后不

冉换队，即可形成3个队列。这时，原来的M/M/3／二系统实际上变成了由3个M/M/l／。

子系统组成的排队系统，且每个系统的平均到达率为：

击一从一石一O9=0.3（人／mln)

表1。一3给出了M/M/3／二和3个M/M/l／二的比较，不难看出一个M/M/3／二系统比由

3个M/M/l／二系统组成的排队系统具有导著的优越胜。即在服务台个数和服务率都不

变的条件下，单队排队方式比多队排队方式要优越，这是存对排队系统进行设计和管理的

时候应注意的地方
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表l卜3

项目

空l月的概率九

顾客必须等待的概率

平均队长L

平均排队长从

平均逗留时问W

平均等待时问w

M尹M尹3尹

0 O7JS

O弓7

3〔）弓

]70

J3〔〕（m川）

18〔〕八”川）

3个M尹M尹灯

。2创每个厂系统）

07弓

()（整个系统）

22创每个厂系统）

10(m川）

7气八”川）

第四节M/M/s混合制排队模型

一、单服务台混合制模型

单服务台混合制模型M厂M厂1厂K是指：顾客的相继到达时间服从参数为又的负指数

分llJ（即顾客的到达过程为Polon流），服务台个数为1，服务时间v服从参数为产的负

指数分介J，系统的空间为K

首先，仍来求平稳状态下队长戈的分lljp一尸｛戈一，一。，1 , 2，⋯。由干所考虑

的排队系统中最多只能容纳K个顾客（等待位置只有K一1个），因而有
叹”一O , 1 , 2，⋯，K一1

10 )K

产。一产”一1 , 2，⋯，K
由式（10.5)，式（10.6）和式（10.7)，有

｝陪）一，·，，一1 , 2，⋯，K
仁一）’产’

10 "＞八

(10 29)

故

p。一矿p"

其中 户一卫一－
1＋二尸·

志击尸刽
击

(10 30)

由已得到的单服务台混合制排队系统平稳状态下队长的分布，可知当尸若1时，平均
队长上为

上一二沪一九尸二叩·

d
一
中

尸九
一

一

尸
、
皿
『剥pop
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_ p。尸
(l一尸）2仁l一尸K一（l一尸）饰K〕

一六一‘气土州＋1 (10 31)

当尸一1时，

L一艺，功一艺，, , p。

(10 32)指
l

K+l

类似地，可得到平均排队长L。为

交，,

L。一艺（,，一l）户=L一（l一p。） (10 33)

L。一！今一”(｛李厂’ 尸护l
(10 34)

由于排队系统的容量有限，只有K一1个排队位置，因此，当系统空间被占满时，冉来

的顾客将不能进人系统排队，也就是说不能保证所有到达的顾客都能进人系统等待服务

假设顾客的到达率（单位时间内来到系统的顾客的平均数）为又，则当系统处于状态K时，

顾客不能进人系统，即顾客可进人系统的概率是1一pK。因此，单位时间内实际可进人系

统的顾客的平均数为

又。＝又（l一pK)＝尸（l一P。） (10.35)

称又。为有效到达率，而pK也被称为顾客损失率，它表示了存来到系统的所有顾客数中不

能进人系统的顾客的比例。下面根据Llttle公式，可得

平均逗留时间
L

又（l一pK)

L。
又（l一pK)

(10 36)L
一
一
从
几
一
瓜

一
一
一
一平均等待时间

且仍有

W。 (10 37)

w一w。＋工 (10 38)

注意：这里的平均逗留时间和平均等待时间都是针对能够进人系统的顾客而言的

特别，当K一1时，M/M/l/l为单服务台损失制系统，在上述有关结果中令K一1，可

得到

、一止匕、一一望1一
犷〔， 1一 犷． 1一

1布尸 1布尸

(10 39)
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L一Pl一 1车， (1040)

又。一又（l一Pl)一又p。一

l

户

态 (1041)

一互一卫一
又e 又

(1042)

=OW。＝O (1043)

W

几
例碍某修理站只有一个修理l，且站内最多只能停放4台待修的机器。设待修机

器按Pol、on流到达修理站，平均每分钟到达1台；修理时间服从负指数分布，平均每

1. 25mm可修理1台，试求该系统的有关指标

解该系统可看成一个M/M/l/4排队系统，其中

策一。．8，一又一六一1.2 : K一4
' J

产
U二

由式（10.30）得，

p。
l一1.25
l一1 25)

=0 122

因而，顾客损失率为

p4

一匕亡一
1一厂

：尸p。一1.254 K 0 122=0 298

有效，l］达率为

又。＝又（l一p4)=IK(l一0.298)=0.702

平均队长

1.25
l一1 25

以＋l)KI·肠刁一2
l一1 25)

44（台）

平均排队长

L。＝L一（l一p。）=2.44一（l一0.122)=56（台）

平均逗留时间

W L 2.44
又。0.702=3 48(mln)

平均等待时间

w。一w一工一3 ' 48一六一2.23(mln)

二、多服务台混合制模型

多服务台混合制模型M/M八／K是指顾客的相继，l］达时间服从参数为又的负指数分
布（即顾客的，l］达过程为Pol、on流），服务台个数为、，每个服务台服务时间相互独立，且
服从参数为产的负指数分布，系统的空间为K

由式（10.5）、式（10.6）和式（10.7)，并注意到在本模型中
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一O门．2．·⋯K一1

妻K

刀

刀

又

O毛

、乓

尹了＜

尹了毛K

、
0
即
甲

一
一

一
一

干是

⋯知
,，一｛痴。

O毛尹了＜

毛尹了毛K

其中

一⋯‘圣勺＋监军立’
{（馨片＋汾K一’+")

脚护1

p。 (1044)

由平稳分布p , , ,，一。，1 , 2，⋯，K，可得平均排队长为

工。一艺（,，一、）户，

⋯溃纷万仁’一声s+1 一（l一尸J)(K一＋l）尸歹’〕尸J护l
(1045

p。尸’(K一，)(K一＋l)
2、下

为求平均队长，由

L。一艺（，一、）户，

一艺，，户，一、艺户，

(1046)

(1047)

伪
罕

一艺，，户，一艺，，户，

一L一艺（,，一、）几

得到

L一L。＋、＋p。艺

由系统空间的有限胜，必须考虑顾客的有效到达率又。对多服务台系统，仍有
又。＝又（l一pK) (10.48)
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再利用Ilttle公式，得到

w一弃，w。一孕一w一1
八e 八e 产

(1049)

平均被占用的服务台数（也是正在接受服务的顾客的平均数）为

万一艺，功，＋、艺p ,

一p。〔馨兴＋、鑫洽〕
「
一
一
一
J
一
︸

一，。，[

一，。，[

馨若耐睿 夕

蕙户鑫 尸＿尸

一，（卜难如）
＝尸（l一pK) (10 50)

因此，又有

L=L。＋万＝L。＋尸（l一户K) (10.51)

例5某汽车加油站设有两台加油机，汽车按Pol、。n流到达，平均每分钟到达2辆；

汽车加油时间服从负指数分布，平均加油时间为Zmm。又知加油站上最多只能停放3辆

等待加油的汽车，汽车到达时，若已满员，则必须开到别的加油站去，试对该系统进行

分析

解可将该系统看作一个M/M/2/5排队系统，其中

“一2，一。·5，一分一4、一ZK一5
(l）系统空闲的概率

p。 1+4＋镌罐黯 =0 008

(2）顾客损失率

p5
4 5 K 0.008

2 , xZ卜2=0 512
(3）加油站内在等待的平均汽车数

L。一缨兴湍鱼仁卜（4/2)5 2+，一（l一4/2)(5一2+l)(4/2)52]

=2.18（辆）

加油站内汽车的平均数为

L=L。＋尸（l一p。）=2.18+4(l一0.512)=4.13（辆）
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(4）汽车存加油站内平均逗留时间为

L 4.13
又（l一ps)2(l一0.512)=4 23(mln)

汽车存加油站内平均等待时间为

w，一w一工一4.2卜2一2.23(mln)
尸

(5）被占用的加油机的平均数为

万一L一L，一4.13一2.18一1.95（台）

存对上述多服务台混合制排队模型M/M八／K的讨论中，当

损失制系统。对损失制系统，有

、一K时，即为多服务台

几一价如”一’, 2，一 (10 52)

艾中

.＿厂今己刁
, IL自，, l」

(10 53)

顾客的损失率为

"'”户一丸一傲蕙润 (10 54)

式（10.54）称为Erlang损失公式，B（、，户亦表示了到达系统后由于系统空间已被占满而
不能进入系统的顾客的百分比

对损失制系统，平均被占用的服务台数（正在接受服务的顾客的平均数）为

万一艺叻

一馨兴两

一，（善片一刹（蕙黯）
＝尸（l一B（、，尸）) (10 55)

此外，还有

＝尸（l一B（、，尸）)

刀仁l一B（、，尸）〕＿工
又仁l一召（、，尸）〕尸

(10.56)

(10 57)一

一
L
一
从

一

一

平均队长L一万

平均逗留时间W

共中又一又（l一p）为有效到达率。在损失制系统中，还纤常用A一又（l一p）表示系统的

绝对通过能力，即单位时间内系统实际可完成的服务次数；用Q一1一p，表示系统的相对

通过能力，即被服务的顾客数与请求服务的顾客数的比值。系统的服务台利用率（或通道
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利用率）为

(10 58)

第五节其他排队模型简介

一、有限源排队模型

现在，来分析一下顾客源为有限的排队问题。这类排队问题的主要特征是顾客总数

是有限的，如只有，，个顾客。每个顾客来到系统中接受服务后仍同到原来的总体，还有

可能再来，这类排队问题的典型例子是机器石管问题。如一个l人问时看管，，台机器，

当机器发生故障时即停下来等待修理，修好后再投人使用，且仍然可能再发生故障。类似

的例子还有，，个终端共用一台打印机等，如图106所示

l须齐拟 ｝认切I
O (）一一」叫二O 川盛务台

图10币有限源排队系统

关于顾客的平均到达率，在无限源的情形中是按全体顾客来考虑的，而在有限源的睛

形下，必须按每一个顾客来考虑。设每一个顾客的到达率都是相问的，均为双这里入的含义

是指单位时间内该顾客来到系统请求服务的次数），且每一个顾客在系统外的时间均服从参

数为入的负指数分布。由于在系统外的顾客的平均数为，，一L，故系统的有效到达率为

入。一双川一L)

下面讨论平稳状态下队长N的分布p一尸｛N一，},，一。，1 , 2，⋯，,，。由于状态间的

转移率为

入。一入（川一”)(”一O , 1 , 2，⋯，川一l)

{”产 （”一1 , 2，⋯，、）

〔、产 （”一、＋1，一刀门

由式‘, O ' 5 ,，式‘, O ' 6，和式‘, 0.7)，有（记，一令）
(”一1.2．·⋯、

(10 59)

(”一、．·⋯川）

故
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(”一1.2．·⋯、）

(10 60)

争。（刀一、，⋯，m)

艾中

加一〔馨扁黑蒯·＋鑫蔽箭蒯· (10 61)

下面给出系统的有关运行指标：

L。一艺伽一、）P (10 62)

工一馨叻·＋结、（卜馨几 (10 63)

或

L一L。＋丛
户

一L。＋屏m一L) (10 64)

w一六w一扮 (10 65)

特别，对单服务台（、一l）系统，有

几一而头耐场‘刀一’，一m ' (10 66)

p。一［蕙摧瑞澎 (10 67)

(10 68)

(10 69)

或

L。一艺（,，一l）户

L=L。＋(l一p。）

工一m一登‘’一如’ (10 70)

w一互又e户（l一p。）又w。一w一工 (10 71)

系统的相对通过能力Q一1，绝对通过能力

A＝又Q＝又（n，一L)＝产（l一p。） (10.72)

例6设有一I人看管5台机器，每台机器正常运转的时间服从负指数分布，平均为

15min。当发生故障后，每次修理时间服从负指数分布，平均为12min，试求该系统的有关

运行指标

解用有限源排队模型处理本问题。已知

又一兴，一兴，一又一。．sm一5
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于是，有

(l）修理l人空闲的概率

，。一［爵（。‘8）。＋矜（。‘8）】＋爵（。‘8)2＋爵（。‘8)3＋矜‘。‘8 ,＋器‘。‘8 , '
=0.0073

(2)5台机器都出故障的概率

, 5一黔（o ' 8)5，。一。‘257
(3）出故障机器的平均数

L一5一击‘，一。‘。。73，一3 ' 76‘台，
(4）等待修理机器的平均数

L。＝3.76一（l一0.0073)=2.77（台）

(5）每台机器发生一次故障的平均停l时间

台（1一0.0073)
一15=46(mln)

(6）每台机器平均待修时间

W翎＝46一12=34(mln)

(7）系统绝对通过能力（即l人的维修能力）

A一击‘，一。‘0073）一0.053（台）
即该l人每小时可修理机器的平均台数为。．083K60一4.96台

上述结果表明，机器停l时间过长，看管l人几乎没有空闲时间，应采取措施提高服

务率或增加l人

二、服务率或到达率依赖状态的排队模型

有前面的各类排队模型的分析中，均假设顾客的到达率为常数又，服务台的服务率也

为常数产。而有实际的排队问题中，到达率或服务率可能是随系统的状态而变化的。例

如，当系统中顾客数已纤比较多时，后来的顾客可能不愿意再进人系统；服务员的服务率

当顾客较多时也可能会提高。因此，对单服务台系统，实际的到达率和服务率（它们均依

赖于系统所处的状态，,）可假设为

:：二
尹了加

又。
（尹了＋l)'

（刀一1 , 2，⋯

（尹了＝0.1.2.

对多服务台系统，实际，lJ达率和服务率假设为
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尹了毛

户时 一｛｛岌、
｛、、｝、产‘尹了妻

又一｝
人。 ,，毛、一1

两户。诊、一1
其中，又，和产，分别为系统处于状态刀时的到达率和服务率。上述假设表明，到达率又，同

系统中已有顾客数刀呈反比关系；服务率产，同系统状态刀呈正比关系
由式（10.5)，对多服务台系统有

〔、一⋯
（尹了

(10 73)

、，（泪八，）计气（卜“州”"（刀一、，、＋1，⋯
下面来看一个简单的特例，考虑一个到达依赖状态的单服务台等待制系统M/M/l/

艾参数为

（刀一O , 1 , 2，⋯

(”一1.2．⋯）

又一〕
户时一户

于是，由式‘，。·6 ,，式‘，。·7 ,，井设，一分＜,，有
几一箭加‘”一’, 2，⋯ (10 74)

p。＝e (10 75

平均队长

“一蕙刀，一罢兴两一， (10 76)

平均排队长

工，一艺（,，一l）户一L一（l一户。）一，+e〕一l (10 77)

有效到达率（单位时间内实际进人系统的顾客的平均数）

“一罢南一，'’一尹’ (10 78)

平均逗留时间为

w一互
又e

尸

户（l一eP)
(10 79)

平均等待时间为

w，一龄_ w＿工户

(1080)
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三、非生灭过程排队模型

一个排队系统的特征是由输人过程，服务机制和排队规则决定的。本章前面所讨论
的排队模型都是输人过程为Pol比on流，服务时间服从负指数分布的生灭过程排队模型
这类排队系统的一个主要特征是马尔可夫胜，而马尔可夫胜的一个主要胜质是由系统当
前的状态可以推断未来的状态。但是，当输人过程不是Pol比on流或服务时间不服从负
指数分布时，仅知道系统内当前的顾客数，对于推断系统未来的状态是不充足的，因为正
在接受服务的顾客，已纤被服务了多长时间，将影响共离开系统的时间。因此，必须引人
新的方法来分析只有非负指数分布的排队系统

对一般具有非负指数分布的排队系统的分析是非常困难的，需要较多的数学知识，已
超出了本书的范围。下面仅就几种特殊睛形给出有关的结果

1. M/G/l排队模型
M/G/l系统是指顾客的到达为Pol比on流，单个服务台，服务时间为一般分布的排

队系统现假设顾客的平均，lJ达率为又，服务时间的均值为工，方差为。2，则可证明：当

一立＜1时，系统可以达到平稳状态，而给出平稳分布的表示是比较困难的已有的几个

结果为

:｛二

Wq

l一尸

又2J2＋尸2
2(l一尸）

尸＋L ,

Lq

(1081)

(1082)

(1083)

(1084)

w一wq＋工 (1085)

由式（10.82）可看出，L , , L , w , w，等仅依赖于尸和服务时间的方差扩，而与分布的类型
没有关系，这是排队论中一个非常重要且令人惊奇的结果，式（10.82）通常被称为
PollaozekKhlnt。hln。（PK）公式

从式（10.82）还不难发现，当服务率产给定后，当方差JZ减少时，平均队长和等待时
间等都将减少。因此，可通过改变服务时间的方差来缩短平均队长，当且仅当了一。，即
服务时间为定长时，平均队长（包括等待时间）可减＃l］最少水平，这一点是符合直观的，因
为服务时间越有规律，等候的时间也就越短

例7有一汽车冲洗台，汽车按Pol、on流，lJ达，平均每小时，lJ达18辆，冲洗时间V
根据过去的纤验表明，有E(V）一。．osh／辆，Var(V）一。．01(h／辆）"，求有关运行指标，井
对系统进行评价
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解本例中讯一18叨一又E(v）一18Ko . os一。．9，。2一。．01明一20，于是
182 K 0.01+(0.9)

2(l一09)
=20.25（辆）

L=20.25+0.9=21.15（辆）

2 1.15

l8

20.25

1R

1 75(h)

Wq 1 25(h)

上述结果表明，这个服务机构很难令顾客满意，突出的问题是顾客的平均等待时间是

服务时间的豁一黯一22.5、（通常称豁为顾客的时间损失系数）
2．爱尔朗（Erlang）排队模型

在本章第一节中已指出，爱尔朗分布族比负指数分布族对现实世界具有更广泛的适

应性。因此，下面介绍一个最简单的爱尔朗排队模型。由于服务时间为k阶Erlang分

布，其分布密度函数为

a(I)＝召k（群kl）去1（冷一1)l e甲去‘I妻。 (1086)

故艾均值和方差分别为

二（二．）一1 var（二．）一兴
产 娜成

将，一分，·2一洽代人式‘，。‘82，一式‘，。‘85 , , , ,
L，一佘号一八一荔写 (1087)

L一L ,＋尸=－望主－一（k一l）尸2
l一尸Zk(l一尸）

(1088)

_ l _(k一l）尸
产（l一尸）2知（l一尸）

＝尸＿(k一l）尸
产（l一尸）2如（l一尸）

(1089)

(10 90)

六节排队系统的优化

叭

第

排队系统的优化问题分为两类：系统的最优设计和最优控制，前者称为静态最优问

题，口的在于使系统达到最大效益，或者说在一定指标下使系统最为纤济；后者称为动态

最优问题，是指对一给定的系统，如何运营可使给定的口标函数达到最优。由于对后一类

问题的阐述需要较多的数学知识，所以本节着重介绍静态最优问题

在一般倩形下，提高服务水平（数量、质量）可减少顾客的等待费用（损失），但却常常
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梦恻
护2： 、、谬兮乍费川

心

增加了服务机构的成本。因此，优化的口标之一

就是使两者的费用之和为最小，并确定达到最优

口标值的服务水平，如图107所示。 三

假定在稳定状态下，各种费用都是按单位时仁
间来考虑的。一般说来，服务费用（成本）是比较

容易计算或估计出来的，而顾客的等待费用就有

许多不同睛况。机械故障问题中的等待费用（由

于机器待修而使生产遭受的损失）是可以确切估

计的，但病人就诊的等待费用（由于拖延治疗使病

服务水l

图l卜，

情恶化造成的损失），及由于队列过长而失掉的潜在顾客所造成的营业损失等则是不容易

估计的

服务水平的表现形式也可以是不同的，主要有平均服务率川代表服务机构的服务能

力和纤验等），共次是服务设备，如服务台的个数、，以及队列所占空间大小决定队列最大

限制K，服务水平也可通过服务强度砰或尸）来表示

在优化问题的处理方法上，一般根据变量的类型是离散的还是连续的，相应地采用边

际分析方法或纤典的微分法，对较为复杂的优化问题需要用非线性规划或动态规划等

方法

一、M了M八模型中的最优服务率拼

先考虑M/M/l/～模型，取口标函数之为单位时间服务成本与顾客在系统中逗留费

用之和的期望值，即

之一〔少＋〔、L

其中，〔，为当产一1时单位时间内的服务费用，〔、为每个顾客在系统中逗留单位时间的费

用，则由式（10.11)，有

之＿〔，＋〔、六

辈－〔一“祥万一。
解出最优服务率为

，一又＋万 (10 91)

下面考虑M/M/l/K模型，从使服务机构利润最大化来考虑。由于在平稳状态下，

单位时间内，lJ达并进人系统的平均顾客数为又一双1一p妇，它也等于单位时间内实际服

务完的平均顾客数。设每服务一个顾客服务机构的收人为G元，于是单位时间内收人的
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期望值是又（l一p妇G元，故利润z为

z一双1一pK)G一〔少

一人G l一尸K
1一尸K+1一〔洲

(IO92a)

如G群K一又K户K+1一又K+1一〔洲 (10 92b)

令毒=O，得

附】厂K一（K+l）尸＋尸K+,

(l一尸K+1)2 子于
(10 93)

当给定K和扮后，即可由式‘，脚3，得到适于最优利润的，'
例8对某M/M/1/3系统的服务台进行实测，得到如下数据：

系统中的顾客数（, ,)：。1 23

记录到的次数（n , ,): 161 97 53 34

平均服务时间为10mm，服务一个顾客的收益为2元，服务机构运行单位时间成本为1

元，问服务率为多少时可使单位时间平均总收益最大，

解首先通过实测数据估计平均到达率又。由于该系统为M/M/1/3系统，故有

p , _
仄万一尸

因此，可用下式来估计。

念一音‘。‘6。＋。‘55＋。‘64，一。‘6。
由户一6（人／h)，可得又的估计值为

又一户产一。．6K6一3.6（人／h)

为求最优服务率，根据式‘，。·93 ,，取K一3，台－参一。·5，可求出，’一’·2 '，故
产气

人 36

1.21

由式（10.

=3（人／h)

下面进行收益分析。当户一6（人／h）时， 92a)，总收益为

6)3
2 K3·6K昌黑于 一1 K6=0.485(j己h)

当户一3（人／h）时，总收益为

一2 K 3. 6K昌昌一IK卜1.～励）
单位时间内平均收益可增加1.858一0.485=1.373（元）
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二、M了M八模型中的最优的服务台数、’
这里仅讨论M/M八／系统，已知有平稳状态下单位时间内总费用（服务费用与等待

费用）之和的平均值为

之＝〔J ' J＋〔、L (10.94)

其中，、为服务台数，〔丁是每个服务台单位时间内的费用，L是平均队长或平均排队长。由

于〔丁，〔、是给定的，故唯一可变的是服务台数、，所以可将二看成是、的函数，记为二一

以、），井求使以、）达到最小的、“。

因为、只取整数，以、）不是连续函数，故不能用经典的微分法，下面采用边际分析方

法。根据以、“）应为最小的特点，有

之（、“)＜之（、“一1）飞

以、“）簇以、“+1){

将式（10.94）代人式（10.95)，得

〔二、“＋〔、L（、“）簇〔二（、“一l)＋〔、L（、“一l)

〔二、“＋〔、L（、“）簇〔二（、“+l)＋〔、L（、“+l)

化简后得tl]

州、）一L（、＋l）簇生簇L（、一l）一L（、） (10.96)
〔创

依次求当、一1 , 2 , 3，⋯时L的值，井计算相邻两个L值的差因旦是已知数，根据其落有
〔创

哪个与、有关的不等式中，即可定出最优的、“。

例，某检验中心为各l厂服务，要求进行检验的l厂（顾客）的到来服从Pol比on

流，平均到达率为又一48（次／d)；每次来检验由于停l等原因损失6元；服务（检验）时间

服从负指数分布，平均服务乍为产一2别次／d)；每设置一个检验员的服务成本为4元／d ,

艾他条件均适合M/M八／系统。问应设几个检验员可使总费用的平均值最少户

解已知

式（10.27)

‘一4，〔、一6讯一48明一25，立一1.92，设检验员数为、，由式（10.22）和

馨号塑＋炭·灌豁
L一L。＋尸一

p。（1.92)J+1
（、一l)!（、一1 92)+1 92

将、一

间，故

2.3.4 5依次代人得到表10 ，·由于允一詹 =0.67落在区间（0.582 , 21.845）之

“一3，即当设3个检验员时可使总费用二最小，最小值为

之（,")＝之（3)=27.87（元）



运筹学教程（第污片反）

表104

检脸员数 平均顾客数
I扒）

急费用尹（元勺）
二扒）

}L一L

L一一L

ZJJ〔〕

2 6J弓

2 063

1〔〕气2

21 SJ弓～?

O弓82 ? 2 1 SJ弓

0 111 ? O气82

1弓J〔〕J

27 87

28 38

3 1 71

习 题

即练即Ml] 10.1某店仅有一个修理l人，顾客到达过程为Pol叭。n流，平均

3人厂h，修理时间服从负指数分1tJ，平均需10mln。求：

甲

闻

(1）店内空闲的概率；

(2）有4个顾客的概书；

(3）至少有1个顾客的概率；

(4）店内顾客的平均数；

（的等待服务的顾客的平均数；

(6）平均等待修理时间；

(7）一个顾客在店内逗留时间超过15mln的概率

10.2设有一单人打字室，顾客的到达为Polon流，平均到达时间间隔为20mln ,

扫手时间服从负指数分介J，平均为15nlln。求：

(l）顾客来打字不必等待的概率；

(2）扫手室内顾客的平均数；

(3）顾客在打字室内的平均逗留时间；

(4）若顾客在打手室内的平均逗留时间超过1. 25h，则主人将考虑增加设备及扫丫

员。问顾客的平均到达率为多少时，主人才会考虑这样做户

10.3汽车按平均9。辆厂h的Polon流到达高速公路卜的一个收费关卡，通过关卡

的平均时间为38。由于驾驶人员反映等待时间太长，主管部门扫算采用新装置，使汽车

通过关卡的平均时间减少到平均3。。但增加新装置只有在原系统中等待的汽车平均数

超过5辆和新系统中关卡的空闲时间不超过30％时才足合算的。根据这一要求，分析采

用新装置是否合算户

10．碍某车间的l只仓库只有一个管理员，平均有4人厂h来领l只，到达过程为

Polon流；领l具的时间服从负指数分1lJ，平均为6nlln。由干场地限制，仓库内领l具

的人最多不能超过3人，求：
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(l）仓库内没有人领l只的概率；

(2）仓库内领l具的l人的平均数；

(3）排队等待领l具的l人的平均数；

(4)1人在系统中的平均花费时间；

(5)l人平均排队时间。

10.5某l厂买了许多问种类型的自动化机器，现需要确定一个l人应石管几台机

器，机器正常运转时不需要石管。已知每台机器的正常运转时间服从平均数为12omln

的负指数分布，l人石管一台机器的时间服从平均数为12mln的负指数分布，每个l人

只能看管自己的机器，l厂要求每台机器的正常运转时间不得少于87.5％。问在这些条

件下，每个l人最多能石管几台机器，

10.6在习题10.1中，若顾客的平均到达率增加到6人厂h，服务时间不变，这时增加

一个修理l人。

(l）根据立说明增加l人的原因；
产

(2）增加l人后店内空闲的概率；店内至少有2个或更多顾客的概率；

(3）求L , L。，w , w。。

10.7有一M尹M厂1厂5系统，平均服务率产一10，就两种到达率入一6讯一15已得到相

应的概率p，如表105所示，试就两种到达书分析：

(l）有效到达率和系统的服务强度；

(2）系统中顾客的平均数；

(3）系统的满员率；

(4）服务台应从哪些方面改进l作，理由是ff么户

表105

系统中顾客数． 仅一树p。 （又一1劝几

0 04200弓

1 02弓 007

2 01弓 011

3 OOgOlb

4 00弓 024

气 0 04 0 37

10.8在习题10.1中，如服务时间服从正态分布，数学期望是10mm，方差为。．125 ,

求店内顾客数的期望值。

10.，某人核对申请书时，必须依次检查8张表格，每张表格的核对时间平均需要

lmln。申请书的到达率平均为6份厂h，相继到达时间间隔为负指数分布；核对每张表格

的时间服从负指数分布。求：
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(l）办事员空闲的概率；

(2)L , L , , W , W ,

10.10存货被使用的时间服从参数为产的负指数分布，冉补充之间的时间间隔服从

参数为又的负指数分布。如库存不足时每单位时间每件存货的损失费用为〔2 , ,，件存货

在库时的单位时间存储费用为〔刀，这里〔2＞〔

(l）求每单位时间平均急费用C的表达式；

(2）尸一立的最优值是什么，
10.11

式同式（10.

1 11 12

产

对定长服务时M/D/l/

15）比较，得出相应结论

模型推导L、Lq、W和Wq的表达，并将Wq的表达

来到某餐厅的顾客流服从Pol、on分布，平均20人／h，餐厅于上午11 : 00开

始营业。试求：

(l）上午11 : 07有18名顾客在餐厅时，于上午11 : 12恰好有20名顾客的概率（假定

其间无顾客离去）;

(2）前一名顾客于11 : 25到达，下一名顾客在11 : 28一11 : 30到达的概率

10.13考虑一个M/M/l/K系统，只有入一10人／h，产一30人／h , K一2
(l）管理者想改进此系统的服务，设想两个方案：方案A是增加一个等待空间，使

K一3；方案B为提高平均服务率到产一40人／h。设每服务一个顾客的平均收人不变，问
哪一个方案获得的收入更大，

(2）若入增加到30人／h时，A、B两个方案哪一个收入更大

10.14一个大型露天矿山，考虑修建一个或两个矿山卸位比较纤济合理。已知运砂

石的车按Pol、on流到达，平均15辆／h，卸矿石时间服从负指数分布，平均每3mm一辆

又知每辆运矿石卡车的售价为8万元，修建一个卸位的投资是14万元

10.15某电话总机有＝条（、一3）中继线，平均呼叫为。．8次／mm，如果每次通话平

均时间为1. smin，试求该系统平稳状态时的概率分布、通过能力、损失率和占用通道的平

均数

10.16一名修理l负责5台机器的维修，每台机器平均每2h损坏一次，修理I修复

一台机器平均需时18. 75min，以上时间均服从负指数分布。试求：

(l）所有机器均正常运转的概率；

(2）等待维修的机器的期望数；

(3）假如希望做到有一半时间所有机器都正常运转，则该修理l最多看管多少台

机器

10.17上题中假如维修11资为8元／h，机器不能正常运转时的损失为40元／h，则

该维修l看管多少台机器较为纤济合理

10.18某无线电修理商店保证每件送来的电器在lh内修完取货，如超过lh则分文
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不收，已知该店每修一件平均收费10元，其成本平均每件5.5。元，即平均每修一件盈利

4.5元。已知送修电器按Pol比on分布到达，平均6竹／h，每维修一件的时间为平均

7. smm的负指数分布。试回答：

(l）该商店在此条件下能否盈利；

(2）当每h送修电器为多少竹时，该商店纤营处于盈亏平衡点

10.19判断下列说法是否正确：

(l）若顾客到达排队系统服从泊松分布，则按到达间隔时间统计服从负指数分布；

(2）若到达排队系统顾客来自两个客源，均服从泊松分布，则合到一起后仍为泊松

分布；

(3）服务员对顾客的服务分两段进行，所需时间分别为参数产和产：的负指数分布，

则总服务时间为参数，二产2）的爱尔朗分布；

(4）排队系统中，顾客等待时间不受服务规则的影响

10.20列举几个你经常接触的排队系统的例子（至少＝个），并提出你对改进系统服

务的建议
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第＋一章

存储论

第一节存储问题及其基本概念

一、存储问题

存储问题是人们最熟悉又最需要研究的问题之一。例如l厂储存的原材料、在制品

等，存储太少，不足以满足生产的需要，将使生产过程中断；存储太多，超过了生产的需

要，将造成资金及资源的积压浪费。商店储存商品，存储太少，造成商品脱销，将影响销售

利润和竞争能力；存储太多，将影响资金周转并带来积压商品的有形或无形损失

一般来说，存储是协调供需关系的常用手段。存储由于需求（输出）而减少，通过补充

（输人）而增加。存储论研究的基本问题是，对于特定的需求类塑，以怎样的方式进行补

充，才能最好地实现存储管理的口标。根据需求和补充中是否包含随机胜因素，存储问题

分为确定塑和随机刑两种。由干存储论研究中纤常以存储策略的经济胜作为存储管理的

口标，所以，费用分析是存储论研究的基本方法

二、存储模型中的基本要素

存储模型必须也只能反映存储问题的基本特征。问存储模刑有关的基本要素有需

求、补充、存储策略和费用

1．需求

存储的口的是为了满足需求。随着需求的发生，存储将减少。根据需求的时间特征，

可将需求分为连续性需求和间断性需求。在连续性需求中，随着时间的变化，需求连续地

发生，因而存储也连续地减少；在间断胜需求中，需求发生的时间极短，可以石作瞬时发

生，因而存储的变化是跳跃式地减少。根据需求的数量特征，可将需求分为确定胜需求和

随机胜需求。在确定胜需求中，需求发生的时间和数量是确定的。如生产中对各种物料

的需求，或在合问环境下对商品的需求，一般都是确定胜需求；在随机胜需求中，需求发

生的时间或数量是不确定的。如在非合同环境中对产品或商品的独立胜需求，很难在事

先知道需求发生的时间及数量。对于随机胜需求，要了解需求发生时间和数量的统计规

律性
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2．补充

通过补充来弥补因需求而减少的存储。没有补充，或补充不足、不及时，当存储耗尽

时，就无法满足新的需求。从开始订货（发出内部生产指令或市场订货合同）到存储的实

现（人库并处于随时可供输出以满足需求的状态）需要经历一段时间。这段时间可以分为

两部分

①开始订货＃lj开始补充（开始生产或货物到达）为止的时间。这部分时间如从订

货后何时得到补充的角度看，称为拖后时间；如从为了按时补充需要何时订货的角度

看，称为提前时间。在同一存储问题中，拖后时间和提前时间是一致的，只是观察的角

度不同而已。存实际存储问题中，拖后时间可能很短，以致可以忽略，此时可以认为补

充能立即开始，拖后时间为零。如拖后时间较长，则它可能是确定胜的，也可能是随机

性的

②开始补充到补充完毕为止的时间（即入库或生产时间）。这部分时间和拖后时间

一样，可能很短（因此可以忽略），也可能很长；可能是确定的，也可能是随机的

3．存储策略

存储策略，是指决定什么睛况下对存储进行补充，以及补充数量的多少。下面是一些

比较常见的存储策略

(1)I循环策略：不论实际的存储状态如何，总是每隔一个固定的时间I，补充一个固

定的存储量Q

(2)(I，引策略：每隔一个固定的时间I补充一次，补充数量以补足一个固定的最大

存储量5为准。因此，每次补充的数量是不固定的，要视实际存储量而定。当存储（余

额）为I时，补充数量为Q一5一I

(3)（、，S）策略：当存储（余额）为I，若I＞、，则不对存储进行补充；若I镇、，则对存

储进行补充，补充数量Q一5一I。补充后达到最大存储量5。、称为订货点（或保险存储

量、安全存储量、警戒点等）。存很多倩况下，实际存储量需要通过盘点才能得知。若每隔

一个固定的时间I盘点一次，得知当时存储I，然后根据I是否超过订货点、，决定是否订

货、订货多少，这样的策略称为（I，、，引策略

4．费用

存存储论研究中，常以费用标准来评价和优选存储策略。为了正确地评价和优选存

储策略，不同存储策略的费用计算必须符合可比性要求。最重要的可比胜要求是时间可

比和计算口径可比。经常考虑的费用项口有存储费、订货费、生产费、缺货费等

各费用项口的构成和属胜大致如下：

(l）存储费：存储物资的资金利息、保险以及使用仓库、保管物资、物资损坏变质等

支出的费用，一般和物资存储数量及时间成比例

(2）订货费：向外采购物资的费用。其构成有两类：一类是订购费用，如手续费、差

旅费等，它与订货次数有关，而和订货数量无关；另一类是物资进货成本，如货款、运费
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等，它与订货数量有关

(3）生产费：自行生产所需存储物资的费用。其构成有两类：一类是装配费用（准

备结束费用），如组织或调整生产线的有关费用，它同组织生产的次数有关，而和每次

生产的数量无关；另一类是与生产的数量有关的费用，如原材料和零配件成本、直接加

l费等

(4）缺货费：存储不能满足需求而造成的损失。如失去销售机会的损失，停l待料

的损失，延期交货的额外支出，对需方的损失赔偿等。当不允许缺货时，可将缺货费作无

穷大处理

一个存储系统中，存储量因需求而减少，随补充而增加。在直角坐标系中，如以时间

T为横轴，实际存储量Q为纵轴，则描述存储系统实际存储量动态变化规律的图像称为

存储状态图，‘亡是存储论研究的重要l具

第二节确定型存储模型

一、模型一：不允许缺货，补充时间极短

为了便于描述和分析，对模型作如下假设：

(l）需求是连续均匀的，即需求速度（单位时间的需求量）R是常数；

(2）补充可以瞬时实现，即补充时间（拖后时间和生产时间）近似为零；

(3）单位存储费（单位时间内单位存储物的存储费用）为C。由于不允许缺货，故单

位缺货费（单位时间内每缺少一单位存储物的损失）C：为无穷大。订货费（每订购一次的

固定费用）为C3。货物（存储物）单价为K

采用I循环策略。设补充间隔时间为I，补充时存储已用尽，每次补充量（订货量）为

Q，则存储状态图见图111

一次补充量Q必须满足I时间内的需求，故Q一RI。因此，订货费为C3+KRI，而I

时间内的平均订货费为导＋K*
由于需求是连续均匀的，故I时间内的平均存储量为

袱RT“丁一扣
因此，，时间内的平均存储费为合。，】R ,

由于不允许缺货，故不需考虑缺货费用。所以I时间内的平均总费用

。，）一导＋从＋欲】RI
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C(I）随I的变化而变化，其图像见图112。从图112可见，当I一1．时，C(1.）一C .

是c(I）的最小值

料干〔一栩
//

(,－、、一／'(I)
告〔！RI
争十、，

＼子
一
／

Q

(）阅竺卜
图1 11 图1 12

为了求得1.，可解

罕一争＋合〔、“一。

(1 12)

(1 13)

课
俘

由此

〔、．＝〔、（1.)＝了2〔、〔、3R＋入尺 （1 1.4)

所以，按照I循环策略，应当每隔1．时间补充存储量Q .，这样平均总费用为C .，是

最经济的

由于存储物单价K和补充量Q无关，它是一常数，因此，存储物总价KQ和存储策略

的选择无关。所以，为了分析和计算的方便，存求费用函数C(I）时，常将这一项费用略

去。略去这一项费用后，

〔’.＝〔’(1.)＝丫2〔’〔’3R (1 1.5)

模型一是存储论研究中最基本的模型，式（11.3）称为经济订购批量（。onoml。

orderlng quantlty , E()Q）公式，有时，也称为经济批量（e〔onoml〔lot 51ze）公式

例1某商品单位成本为5元，每天保管费为成本的。．1%，每次订购费为10元。已

知对该商品的需求是100件／天，不允许缺货。假设该商品的进货可以随时实现。问应怎

样组织进货，才最经济

解根据题意，知K一5元／件，c一5火。．1％一。．。。5元／件·天，c3一10元，R一

10。竹／天

由式（11.2）、式（11.3）和式（11.5)，有
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一橇一了痣兴糯一6·32‘天’
Q"=Rl"=100入6.32=632（件）

〔’＝丫2〔’〔’3R＝了2入0.005入10入100=3.16（元／天）

所以，应该每隔6.32天进货一次，每次进货该商品632件，能使总费用（存储费和订

购费之和）为最少，平均约3.16元／天。若按年计划，则每年大约进货365/6.32幻

邓（次），每次进货630件

二、模型二：允许缺货，补充时间较长

模型假设条件：

(l）需求是连续均匀的，即需求速度R为常数；

(2）补充需要一定时间。不考虑拖后时间，只考虑生产时间。即一旦需要，生产可立

刻开始，但生产需要一定周期。设生产连续均匀，生产速度尸为常数，且尸＞R ;

(3）单位存储费为C，单位缺货费为CZ，订购费为C3。不考虑货物价值

存储状态图见图113

斜不〔尸－招
－一－一－一弋－--

刹率卜招
Z

卜 八

图1 13

［。，门为一个存储周期，I时刻开始生产，13时刻结束生产；

［。，12〕时间内存储为零，I时达，l］最大缺货量B ;

[I，气〕时间内产量一方面以速度R满足需求；另一方面以速度（尸一R）补充［。，I〕

时间内的缺货，至I：时刻缺货补足；

[I :，匀〕时间内产量一方面以速度R满足需求；另一方面以速度（尸一R）增加存储

至13时刻达，l］最大存储量A，井停止生产；

[13 , I〕时间内以存储满足需求，存储以速度R减少。至I时刻存储降为零，进人下一

个存储周期

下面，根据模型假设条件和存储状态图，首先导出［。，司时间内的平均总费用（即费用

函数），然后确定最优存储策略
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从［。，I〕看，最大缺货量B一RI；从［I , 12〕看，最大缺货量B一（尸一R)(12一I

有Rl一（尸一R)(12一I)，从中解得

故

，】一牛叭 (1 16)

从［12 , 13〕看，最大存储量A一（尸一R)(13一12)；从［13，司看，最大存储量A一R(I一13)

故有（P一R)(13一12)=R(I一13)，从中解得

, 3一，2一鲁（，一，2)
易知，在［。，I〕时间内：

存储费为合。、】（尸一＊)(, 3一，2)(，一，2);
缺货费为合。、ZR , , 2 ;

(1 17)

订购费（生产准备费）为C3

故「。，门时间内平均总费用为：

l

I

将式（11.6）和式（11.

［合。、】（尸一R , '，一，'，一，＋合〔’2”】，2＋〔’3
7）代人，整理后得

。、（, , , 2卜今黔［。、，一2。、】，2+（。、】＋。、2）孚〕＋导 (1 18)

解方程组

⋯军二
可得，一漂．艇不．、厚叮及，：一｛共号），·容易、明，此时的费用

丫CR勺C： 丫尸一R ?‘、C+C：产”曰～? ' ? J“州”

C(I"，嘴）是费用函数C(I , 12）的最小值

因此，模型二的最优存储策略各参数值为

最优存储周期

漂
经济生产批量

O“一Rl“一

(1 19)

丫平 (1 1 10)

缺货补足时间

I犷
C1

C+CZ
(1 1 11)
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开始生产时间

旱马 (1 1 12)

结束生产时间

,：一鲁·＋(，一鲁）, : (1 1 13)

最大存储量

A=R(I一I犷） (1 1.14)

最大缺货量

B＝兄厂 （1 1.15)

平均急费用

〔、‘=2〔、3/I ' (1 1.16)

例2企业生产某种产品，正常生产条件下可生产10件／天。根据供货合同，需按

7件／天供货。存储费每件。．13元／天，缺货费每件。．5元／天，每次生产准备费用为80元，

求最优存储策略

解依题意，符合模型二的条件，且尸一10件／天，R一7件／天，C一。．13元／天·件，

CZ一。.5元／天·件，C3一80元／次

利用式（11.9）一式（11.16)，可得

几而＼尹／0.13＋。．5＼尹厂互万一。。，，二、
I一少 一尸气了一一一一一二一一二一一一一一尸气J一一‘了。O火尹兄夕

VU。15入了 VU。。 V IU一了

Q=7火2 7.6=193.2（件／次）

0.13

0.13+0.5火2 7.6=5.5（天）

一粽纵5.5一1.7（天）

一希火27 ' 6+(，一希）、5 ' 5一2 1．。沃）
A=7火（27.6一21.0)=46.2（件）

B=7火1.7=11.9（件）

C一2火80 , 2 7.6一5.8（元／天）

可以把模型一看作模型二的特殊睛况。在模型二中，取消允许缺货和补充需要一定

时间的条件，即认～，尸～，则模型二就是模型一。事实上，如将认～和尸～代

人模型二的最优存储策略各参数公式，就可得到模型一的最优存储策略。只是必须注意，

按照模型一的假设条件，应有

I犷＝I尝＝I犷＝O

A‘一0 '
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B“一O

三、模型三：不允许缺货，补充时间较长

模型＝的存储状态图见图114
在模型二的假设条件中，取消允许缺货条件（即

设CZ ? , 12一0)，就成为模型＝。因此，模型＝的
存储状态图和最优存储策略可以从模型二直接
导出

最优存储策略各参数：

最优存储周期

J

斜平（卜R} 斜书（一R)
厂

‘少几

·＿压变更二（1 1 17)
丫〔1代（尸一代）

图1 14

纤济生产批量

(1 1 18)

结束生产时间

(1 1 19)

最大存储量

A一““一胡一嘿井纷 (1 1 20)

平均总费用

〔’"=2〔、／I" (1 1.21)

例3商店纤销某商品，月需求量为30件，需求速度为常数。该商品每件进价300

元，月存储费为进价的2％。向l厂订购该商品时订购费每次20元，订购后需5天才开

始到货，到货速度为常数，即2件厂天。求最优存储策略

解本例特点是补充除需要人库时间（相当于生产时间）外，还需考虑拖后时间。因

此，订购时间应在存储降为零之前的第5天。除此之外，本例和模型＝的假设条件完全一

致。本例的存储状态图见图115

s
料书（P－翻

,--－一卜一料韵角
l

I-----－一奈－一
. l

l .

()' .1」＋t{.1子＋luI
图1 15
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从图115可见，拖后时间为［。，I。〕，存储量L应恰好满足这段时间的需求，故

L一R6

根据题意，有尸一2。／天，＊一1。／天，。】一3。。KZ%K矗一。·2元／天·。，。3-
2。元／次，I。一5天，L一IK5一5件。代人式（11.17）一式（11.21）可算得：

I“一2。天，Q“一20件，A“一10件，叮一10天，C“一2元

存本例中，L称为订货点，其意义是每当发现存储量降到L或更低时就订购。在存

储管理中，称这样的存储策略为．定点订货”。类似地，称每隔一个固定时间就订货的存储

策略为．定时订货”，称每次订购量不变的存储策略为．定量订货”

四、模型四：允许缺货，补充时间极短

模型四的存储状态图见图116

存模型二的假设条件中，取消补充需要一定时s

间的条件（即设尸～)，就成为模型四。因此，和模干

型＝一样，模型四的存储状态图和最优存储策略也

可以从模型二中直接导出

最优存储策略各参数： 口

最优存储周期 R

斜书卜翻

了

\-

·＿／犷八、＋认）(1 1 22)
勺〔1〔2尺 图1 16

纤济生产批量

? ,，、， 了2征3(C+CZ)
叼一找‘一V一花不万厂一

(1 1 23)

生产时间

I言＝I=I :=13
C1

C+CZ
(1 1 24)

最大存储量

〔ZR
C+CZ

(1 1 25)

最大缺货量

C IR
C+CZ

一石释髯

一福票恶 (1 1 26)

平均总费用

〔“=2〔3/I" (1 1.27)

对于确定型存储问题，上述四个模型是最基本的模型。其中，模型一、模型＝、模型四

又可看作模型二的特殊隋况。在每个模型的最优存储策略的各个参数中，最优存储周期
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I“是最基本的参数，井他各个参数和它的关系在各个模型中都是相间的。根据模型假设

条“不问，各个模型的最优存储周期，之间也有明、的规律胜·因子（赞劲对应
了是否允许缺货的假设条作因子（占）对应了补充是否需要时间的假设条。

一个存储问题是否允许缺货或补充是否需要时间，完全取决于对实际问题的处理角

度，不存在绝对意义仁的不允许缺货或绝对意义上的补充不需要时间。如果缺货引起的

后果或损失十分严重，则从管理的角度应当提出不允许缺货的建模要求；否则，可视为允

许缺货的睛况。至于缺货损失的估计，应当力求全面和精确。如果补充需要的时间相对

于存储周期是微不足道的，则可考虑补充不需要时间的假设条件；否则，需要考虑补充时

间。在考虑补充时间时，必须分清拖后时间和生产时间，两者在概念上是不问的

五、模型五：价格与订货批量有关的存储模型

为了鼓励大批量订货，供方常对需方实行价格优惠。订货批量越大，货物价格就越便

官。模型五除含有这样的价格刺激机制外，其他假设条件和模型一相同

一般地，设订货批量为Q，对应的货物单价为K(Q）。当Q镇Q < Q时，K(Q）一K

(，一1 , 2，⋯，,）。共中，Q为价格折扣的某个分界点，且。镇Q。＜Q < QZ＜⋯＜Q , K >

KZ＞⋯＞K

由式（11.1)，在一个存储周期内模型五的平均总费用（费用函数）为

。、（,）一合。、】＊,＋导＋＊、（Q)
井中，O一Rl。当O镇Q一Rl < Q时，

K(O)=K

C(I）为关于I的分段函数。为了了解它的胜质，以，一3为例，画出找图像，见图11

沐弓
卜洲～－一扮州封RI＋导

o必Q .1廷必
R R RR

图1 17

从图11一7可见，如不考虑货物总价RK(Q)，则最小费用点为Z。但考虑货物总价时，

费用曲线呈逐段递减趋势，故Z未必真是最小费用点。因此，推广，l］一般隋况，模型五的最
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小平均总费用订购批量O“可按如下步骤来确定：

，戚一＊：一丫平若Q , l、西＜蜘。平均总费用子＝一＋RK ;
计算洲一扣“·争子＋RK一扣。丫＋“凡！一川＋,，一。

(3）若mln{c，口户，口计，)，⋯，口内一c，则c对应的批量为最小费用订购批量

Q“。相应地，和最小费用C“对应的订购周期I“一Q"/R

例碍l厂每周需要零配件32箱，存储费每箱每周1元，每次订购费25元，不允许

缺货。零配件进货时若：(l）订货量1一9箱时，每箱12元；(2）订货量10一4g箱时，每箱

10元；(3）订货量5。一gg箱时，每箱9.5元；(4）订货量100箱及以卜时，每箱9元。求

最优存储策略

。一丫平一产亚平一40‘箱’
因Q一4。在10一4g之间，故每箱价格为KZ一10元，平均总费用c一碑即认＋RKZ一

了2KIK25K32+32KIO=360（元／周）

又因为。）一朴IK5。＋黑丝＋32K9·5一345‘元，
。）一合K IK100＋镖群＋32K9一346‘元，
mln{360 , 345 , 346}=345＝〔、‘3)

故最优订购批量Q“一5。箱，最小费用c“一345元／周，订购周期I“一Q"/R一50/32幻

1.56周、11天

第三节单周期的随机型存储模型

在随机型存储问题中，常见的随机胜因素是需求和拖后时间。已们的统计规律胜往

往需要通过历史统计资料的频率分布来估计。对于随机型存储问题，有几种基本的订货

策略。如按决定是否订货的条件划分，有订购点订货法和定期订货法；如按订货量的决

定方法划分，有定量订货法和补充订货法。应用时，可以将卜述基本订货法组合起来，构

成适当的存储策略。在对存储策略进行评价时，常采用损失期望值最小或获利润期望值

最大的准则

本节讲述单周期的存储模型。周期中只能提出一次订货，发生短缺时也不允许冉提

出订货，周期结束后，剩余货可以处理

一、模型六：需求是离散随机变量

报童问题：报童每天售出的报纸份数r是一个离散随机变量，井概率尸（r）已知。报
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童每售出一份报纸能赚k元；如售剩报纸，每剩一份赔人元。问报童每天应准备多少份

报纸？

报童每天售出r份报纸的概率为尸（r)，艺尸（r）一1

设报童每天准备Q份报纸。现采用损失期望值最小准则来确定Q

当供过于求（r簇Q）时，因报纸售剩而遭到的损失期望值为
Q

艺人（Q一r）尸（r)

当供不应求（r > Q）时，因失去销售机会而少赚钱的损失期望值为

艺、（r一Q）尸（r)
r一Q十1

因此，当每天准备Q份报纸时，报童每天总的损失期望值为
Q ?

〔、（Q）一人艺（Q一r）尸（r)＋走艺（r一Q）尸（r)
r一。 r一Q十1

由于C(Q）是离散的，故采用边际分析法：

△〔、（Q)＝〔、（Q+l）一〔、（Q)
Q十1 ?

一人又（Q+l一r）尸（r)＋走又（r一Q一l）尸（r)
O+2

一人又（Q一r)P(r）一k又（r一Q）尸（r)
O＋】

一仁‘艺‘Q+，一r , P ' r，一‘艺‘Q一r , P ' r，〕

一［、艺（r一Q）尸（r）一、艺（r一Q一1）尸（r）〕
O＋】 O＋】

一人又P(r）一k又P(r)
O十1

一‘艺P ' r，一k仁，一艺P ' r，〕

一（、＋*）厂豪尸（r）一牛刁
匕二苏 纪十，了习

＂一〕一

一‘己F(Q）一艺P(r)N

丫称为损益转折概率，则

△〔’(Q)=(k＋人）仁F(Q）一N〕

界然，△C(O）和「F(O）一N］同号，且△C(O）关于O严格单调增加
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由于F(）一艺尸（二）一1，故当Q～时，△创Q)～人＞。
r一O

由于△〔’(O)＝〔’(l）一〔’(O)=(k＋人兀P(O）一N]，故△〔’(O）和仁P(o）一N]l司号

若尸（0)< N，则△〔丫0)＜。。此时，由卜面分析可知，随着Q的增大，△（Q）从负值逐

渐增大至正值，也即C(Q）先下降至某最小值冉逐渐增大。设Q一Q“时，C(Q"）一

。续毁：创Q)，则对于Q有
｛△C(Q“一l)< O

｛△C(Q"))O

因此，Q“可由下面关系式确定：

F(Q“一l)< N镇F(Q")

若尸（0))N，则△C(0)）。。此时，和尸（0)< N时问样的理由，可知△C(Q)）。

(Q一。，1 , 2，⋯），即C(Q）是关于Q不断递增的。因此，创Q）的最小值是C(0)，即Q“一。
O

但N镇尸（0）一F(0）一艺尸（r)，故这种清况下，Q一。的确定仍可采用卜面的关系式
r一O

综卜所述，模型六的最佳订购量Q“可由下面关系式来确定：

蒸一忐、卖一 (1 1 28)

如果采用获利期望值最大准则，可以证明确定最佳订购量Q“的关系式仍是

式（11.28）。这点作为一道习题留给改者自己证明（见习题11.17)

例5某l厂将从国外进n 15。台设备。这种设备有一个关键部件，其备件必须在

进n设备时问时购买，不能单独订货。该种备件订购单价为500元，无备件时导致的停产

损失和修复费用合计为1。。00元。根据有关资料计算，在计划使用期内，15。台设备因关

键部件损坏而需要r个备件的概率尸（r）见表11一1。问l厂应为这些设备问时购买多少

关键部件的备件户

表1 11

ro ] 2 34 弓 6 78 〔） 〔）以1

尸（r)0 47 0 20 0 07 00气00气0 03 0 03 0 03 0 03 0 02 0 02

解当某设备的关键部件损坏时，如有备件替换，则可避免10000元的损失，故边际

收益k一1。。。。一500一9500元；当备件多余时，每多余一个备件将造成500元的浪费，

故边际损失人一5。。元。因此，损益转折概率

9 500

9 500+500=0 95＂一〕
根据表11一1，计算备件需要量r的累积概书F(Q）一
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艺尸（二）一0.93 < N一0.95＜艺尸（二）一0.96

因此，Q“一8，即l厂应问时购买8个关键部件的备件，可使损失期望值最小
例6某商品每件进价4。元，售价73元。商品过期后将削价为每件20元井一定可

以售出。已知该商品销售量r服从泊松分布：
尸，．、r

P（二卜沐广
根据以往经验，平均销售量入一6件。问商店应采购多少件该商品户

解每件商品销售盈利（边际收益）k一73一40一33（元），滞销损失（边际损失）人一

4。一2。一20（元）。损益转折概率N一33 33+20=0 623

销售量二累积概乍F(Q）一艺 。查泊松分布累积概书值表可得：

所以，商店应采购7件该商品，可使损失期望值最小

模型六是最简单、最基本的随机型存储模型，常用来解决独立的一次胜订货问题

二、模型七：需求是连续的随机变量

设单位货物进价为k，售价为p，存储费为c。又设货物需求r是连续型随机变量，

、密度函数为。（·），分布函数为F（·）一五。（·）dr（·＞。）问货物的订购量（或生产量）
Q为何值时，能使盈利期望值最大，

当订货量为Q、需求量为r时，实际销售量为mln[r , Q〕，因而实际销售收人为

p·m In仁r , Q〕；

进货成本为kQ ;

｛〔（Q一r)r毛Q时

因此，若记订购量Q时的盈利为W(Q)，则

W(Q)=p·mln仁r , Q〕一kQ一〔’(Q)

而盈利期望值

E「W(Q)]= ［丁：，·。（·）d·＋丁J , Q。（·）d·〕一‘Q一丁：〔、】‘Q一，中‘·，d·
丁不，。（·）d一丁百，·。（·）d·＋丁J , Q。（·）d一＊一丁）〔、】‘Q一，中‘·，d·
、（·卜［丁J ,（一Q）。（·）d·＋丁：〔、】‘Q一）。‘·）d·＋' Q〕



咖运筹学拟刽第气版）

容易知道，第一项PE（·卜可歹·。（r)d·为平均盈利，同订购、Q无关，是一常数；
中括号内第一项为缺货损失期望值（只考虑失去销售机会而未实现的收人）；第二项为滞

销损失期望值（只考虑存储费支出）；第＝项为货物进货成本。因此，中括号内＝项表示

损失期望值（含货物进货成本）

记二仁。、（Q）〕一丁百，（一Q）。（·）d·＋丁：。、】（Q一）。（·）d·＋*，则有等式
E仁W(Q）〕＋E仁〔’(Q）〕＝pE(r)

从这个等式可以看到，模型七和模型六一样，不论订购量Q为何值，盈利期望值和损失期

望值之和总是一个常数，即平均盈利pE(r）。这是这类问题的固有性质。根据这一性质，

原问题maxE「W(Q)］可转化为问题mlnE「〔、（Q)］。下面求解问题mlnE「〔、（Q)]

粤黔一扁〔丁J ,（一Q）。‘·，d·＋丁：〔、】‘Q一，。‘·，d·＋kQ〕
一〔、】丁：。‘·）d一，丁J。（·）d·＋、
一（。、】＋,){）。（·）d一（，一、）

令dE仁〔’(Q）〕
dO

一O，得

二（Q）一｛：。（·）d一房 (1 1 29)

由式（11.29）确定的Q记为Q", Q“为E［创Q）〕的驻点。容易证明，Q“为E[c(Q）〕的最

小值点，也即E[W(Q）〕的最大值点。所以，Q“就是最佳订货量

当p一k＜。时，式（11.29）不成立。但这种倩况表示订购货物无利可图（p < k)，故不

应生产或订购，即Q“一。

当缺货损失不只是考虑销售收人的减少（如还要考虑赔偿需方损失等）时，单位缺货

费cZ > p，此时，只需在前面推导过程中用c：代替p即可。所以，这种情况下Q“由下式

确定：

二（Q）一｛Q。（r)dr一孕犁
J 0 tZ一卜tl

(1 1 30)

模型七和模型六一样，都是一次性订购问题。在多阶段订购问题中，由于需求r是随

机变量，所以，在每一阶段开始时，很可能存在期初存储（上一阶段未能售出的货物）。设

本阶段期初存储量为I，则除进货成本将减少kI外，其他均和模型七相同。所以，对于多

阶段订购问题，可以采用（I , 5）存储策略。即由式（11.30）确定Q"(Q“相当于最大存储量

引，若I)Q"，本阶段不订货；若I < Q"，本阶段订货，订货量Q一Q“一I，以使订货后本

阶段存储量达到Q“。采用这种定期订货，但订货量不定的存储策略，可使损失期望值最

小（或获利期望值最大）
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例71厂生产某产品，成本220元／l，售价320元，每月存储费10元。月销售量为

正态分布，平均值为601，标准差为31。问该厂应每月生产该产品多少，使获利的期望值

最大

解根据题意，k一220 , p一320 , c一10。销售量r一N(60 , 3")

由式（11.29)，有

二（Q）一渭毛e导d二－
J“了2兀 黯

320一220

3 20+10=0 3030

从正态分布的累i日直表查得

Q一60
3

＝一0 515

从中解得 Q"=58.455幻58.5

因此，l厂每月应生产这种产品约58.51，可使期望损失最小

第四节其他的随机型存储模型

问题：货物单位成本为k、单位存储费为C、单位缺货费为CZ、每次订购费为C3、期

初存储为I。需求r为连续随机变量，其概率分布已知。采用（、，s）存储策略。问每次定

货量Q如何确定，才能使损失期望值最小？

一、模型八：需求r为连续随机变量的（、，s）存储策略

模，中需求·为连续随，。变量，密度函数为。（·），丁歹。（r)d一1分布函数为F（·）-
丁：。（·）d二（"＞。）

首先考虑最大存储量5

当期初存储不足订货点，即I＜、时，需要订货，订货量Q一5一I。和模型七类似，本

阶段损失期望值

。丫s）一。、＋、（s一，)+{：。丫s一）。（·）d·＋｛万。、（一s）。（·）d·
旱一‘＋〔、丁：中‘·）d一〔，2丁刃。（·）d一。

F ' s）一｛：。（·）d· 〔’2一k

〔’2＋〔、
(1 1 31)

由于缺货损失至少包括失去销售机会的损失，而售价又高于成本，所以，一般倩况

下有

O < N
〔飞一k

〔’2＋〔、< 1
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容易证明，满足式（11.31）的5“是C(5）的最小值点。所以，最大存储量5“可由

式（11.31）确定。井且，应当注意到，5“的确定和订货点、无关

再考虑订货点、。此时，最大存储量5“已纤确定。根据订货点、的意义，当期初存储

I一、时，不订货所造成的损失期望值应当不超过订货所造成的损失期望值，因此有

。、】几（、一）。（·）d·＋。、2厂（一）。（·）d·

、。、3＋、（s一）＋。、｛: '(s一冲（·）d·＋。、2｛酥（一s·冲（·）d·

‘、＋〔、】几（、一冲（·）d·＋〔、2｛一（一冲（·）d·

、。、3＋、s·＋。、厂（s一冲（·）d·＋。、2丁〕（一s·冲（·）d·
当、一5“时，式（11.32）异然成立，但问题的口的是要选取一个使式（11.32）成立的尽

可能小的、值。分析式（11.32）中左边各项随、变化而变化的特点，比5“小的、是可能存

在的。设使式（11.32）成立的最小的、为、“，则、“为（、，S）存储策略中的订货点、

二、模型九：需求r为离散随机变量的（、，s）存储策略

模型中需求r为离散随机变量。r一r的概率尸（r）已知，。＜尸（r)< 1(，一1 , 2，⋯，

耐，且艺P(rz）一1。＜r＜、，,，一1，纷一m一1

由于r是离散取值，为了简单，订货点、和最大存储量5的值只在r , rZ，⋯，r，中选

取。当5一r时，记5一5，即5一r(，一1 , 2，一m)

除了需求为离散随机变量外，模型九和模型八的其他条件都相问。因此，两个模型的

存储策略的制定过程基本原理是相问的

下面不加推导地直接给出模型九用于计算最大存储量5“和订货点、“的公式（11.33)

又P（二）< N
帐东5子

一位－法或丫尸（二）
tZ+t，一r易

(1 1 33)

走、＋又〔、，（一二）尸（二）＋又〔、2（二一、）尸（二）

簇〔、。＋走s＋艺〔、（s一二）尸（二）＋艺〔、2（二一s）尸（二）(1 1.34)
r毛5子 r)5子

模型八和模型九采用（、，S）存储策略，当期初存储I）、时，本阶段不订货；当I＜、

时，本阶段订货，订货量Q一5一I，即补足最大存储量5。在实际使用这种存储策略时，如

存储不易清点，因而实际存储量很难随时得知时，可将存储分两堆存放。一堆数量为、，

井余的另放一堆。平时从后一堆取货以满足需求。当后一堆取完，需要动用前一堆时，期
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末就订货；如至期末，前一堆仍未动用，则本阶段不订货。因此，这种存储策略俗称双堆

法（或两堆法）

例8石油公司经销某种燃料油。已知该燃料油每月销售量r(kg）服从指数分布，密

度函数

(0 000001。。”。。”。lr书r乏。时
中（r)＝长

〔O 为r < O日寸

该燃料油进价k一1.40元／kg，不需考虑订购费和存储费，即C3一。和C一。。当缺

货时需从其他石油公司购进，市场价为1.60元／kg，即CZ一1.60元／kg。试制定（、，S）存

储策略

解由式（11.31）有

{：。（·）d一｛：。．。。。。。1。。。。。。。】·dr- 〔、2一k

〔、2＋〔、

1 60一140

1 60+O=0 125
解之，得S=133 500(kg)

由式（11.32)，因〔、＝〔、＝O，〔、2=1.60 , S=133500，故有

1.4、＋1.6厂（一）。（·）d·、1.4入1335。。＋1.6｛兀3。。（一1335。。）。（·）d·
上式有唯一解、一5一133 5o0（此时，上式左右两边相等。若、变小，上式左边将增大，

但右边仍为一定数，所以，不可能有小于5一133 500的、能满足上式）。因此，石油公司

对该种燃料油应采取（、，引一（133 500 , 133 500）的存储策略，即当库存燃料油减少，lj

133 500kg时，应订购，使库存重新达到133 500kg。本例、一5，是由于C一C3一。，频

繁补充和较大存储都不会增加费用

例，商店销售某种商品。每月销售量r（件）为离散随机变量，其概率为

尸（r=100)=0.1尸（r=110)=0.2尸（r=120)=0.3

尸（r=1 30)=0.2尸（r=140)=0.1尸（r=150)=0.1

订货费C3一10。元，每竹商品进货成本k一500元。一个月中，每件商品存储费C一
10元．豁倍黔（销化福牛等）犷，一800元．灾（、．5）存储笛略

解由式（11.33), N=800一500800+10=0 37
又P(r=100)+P(r=110)=0.3 < 0.37

P(r=100)+P(r=110)+P(r=120)=0.6 > 0.37

所以，5一12。件

因为、镇5一12。，所以、只可能是10。，110或12。。由于、要尽可能小，故先将

100代入式（11.34）检验

对于本例，式（11.34）右边为

100+500入120＋又10(120一r）尸（r)＋又500(r一120）尸（r)
r石120

=100+60 000+10(20入01+10入O

r）】20

2+O入03)+
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800(10 KO .2+ZOKO . l+3OKO . l)

=65 740

所以，式（11.34）为

500、＋

将、一10。代人，得

又10（一二）尸（二）＋又800（二一、）尸（二）镇65 740

左边＝68 400＞右边＝65 740
再将、一110代人，得

左边＝66 210＞右边＝65 740
再将、一120代人，得

左边＝65 640＜右边＝65 740
所以、“一12。件。
因此，商店对该商品应采取（、，s）一（12。，120）的存储策略。
通过例8和例9可以石到，要想从式（11.32）和式（11.34）中直接解出订货点、“是十

分困难的。但是，对于实际问题，当最大存储量5“确定后，只要记住订货点、“的＝个胜
质，在数值卜确定、“是不困难的。、“的＝个性质是：(1）、“镇5";(2）、“满足式（11.32)
或式（11.34);(3）、“是所有满足式（11.32）或式（11.34）的、中最小的。对于需求是离散
随机变量的隋况，可以按r , rZ，⋯，几一5“的顺序，逐个代人式（11.34）中检验，首先满足
式（11.34）的r（老e{1 , 2，⋯，j}）即为订货点、“；对于需求是连续随机变量的睛况，可以
在问题允许的精度卜，将区间［。，5"]，等分。设等分点依次为d（一0), d，⋯，d（一5"),

然后将各等分点依次逐个代人式（11.32）检验，首先满足式（11.32）的d一土5·，即为
尹2

订货点、“。当然，无论两种情况中的哪一种，在逐个检验前，如能根据已知数据将

式（11.32）或式（11.34）尽可能地化简（至少，关系式右边和订货点、无关，是可以算出的）,

对于减少检验时的计算量是很有好处的。

第五节存储论应用研究中的一些问题

库存管理的实际需求是非常迫切的，即使是简单的库存策略，也会带来目大的纤济效

益。运筹学的任务是建立更实用的库存模型，井用于实际。

一、多品种多级库存系统的控制

多品种多级库存系统可以用图118表示。

图118中，最高的第一级是货源点（中心仓库），它供应第二级的库存点。最低一级

的库存点（如零售仓库）直接满足顾客的需求。而货源点直接从外界订货（或组织生产）。
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‘卜匕仓作 第级库介

批发仓库 批发仓J乍 批发仓库第＿级库存11

冬牌仓片 岑牌仓巧零牌仓阵 岑牌仓巧零抖仓咋 零稗仓l午第二级阵存占

图1 18

多品种多级库存系统的一个特点是可能有多种不同的订货策略：单个物品分别订

货；联合订货，即同时订购所有物品；或混合式策略，即允许同时订购所有物品或部分物

品。对于这只种订货策略，每次订货的固定费用对最优策略有显著影响。以，，种货物为

例，一次单独订购货物，的固定费用为K，联合订购时为K，一般应有

max(K .）镇K镇艺K .
牙一1

问题的复杂性表现在如下的几个方面：

(l）由于整个系统具有一种层次结构，因此，与不同的库存（或生产）策略结合起来的

需求过程是复杂的过程的叠加；

(2）决策变量需要从系统的角度同时优化；

(3）某一级的安全库存量会影响另一级的缺货情况。多级问题必须从总体上考虑，

避免过多的安全库存量；

(4）当缺货出现时，可采用的处理方式灵活多样。例如，一个下级的仓库向中心仓库

发出订货量为Q的一份订单时，若中心仓库的现存货量小于Q时，是马上发送部分还是

等货备齐后一起发送；从中心仓库向零售仓库紧急发货是否可能；同一级之间能否互相

调剂；当最高一级面对几个不同地点的要求不能全部满足时，是采取配给策略还是采用

其他方法来处理等；

（劝无论用多级多变量的动态规划来计算，或者即使评定有限个不同的系统策略的

优劣，甚至仅做一些近似的启发式计算，其计算量也是非常大的；

(6）管理一个多级系统需要协调各项活动。但是，局部利益常妨碍系统成功地实施，

这是实际执行中的最大障碍

已经开发出一些比较实用的库存控制方法，例如发送式库存（PUSH）系统。发送式

库存系统采取集中控制，从系统全局着眼把货物发送到下一级，这样可以消除过多的订货

次数，使费用减小井达到要求的服务水平
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二、易腐物品库存管理

在库存问题的研究中，通常假定存放物品的使用价值保持不变，即假定物品的寿命等

于无穷。但许多实际睛况井非如此，如血库中供输血用的血液一般可存放21天，其寿命

为常数。还有一些物品，如农产品、食品、药品、武器弹药等，其寿命无法事先确定，因而通

常作为非负随机变量来处理。由于这种实际的需要，近年来对易腐物品库存管理开展了

不少研究，航空公司及酒店管理中的收益管理就属这类胜质的管理。

易腐物品库存模型按存货的寿命，可分为固定寿命与随机寿命两大类。

例如，固定寿命川下的模型假定：

(l）周期盘点，在周期开始时订货，瞬时交货，新到的货年龄为。；

(2）相继周期中的需求量独立问分布，分布已知，不能满足的需求事后补足；

(3）货物按先进先出（FIF(”的规则供应需求。当存货年龄超过，]，时，这部分货物失

去使用价值，因而报废；

(4）费用：包括购货费、保管费、缺货损失费及过期损失费。

由于易腐物品库存模型（特别是随机寿命类型）的复杂胜，寻找最优策略是十分困难

的。现有的研究主要集中在各种限定条件下的近似最优策略上。例如，当库存量小于某

个规定的临界值才订货，否则不订货的情形；在周期盘点下保持库存量为常数的倩形；

当库存物品由于需求或过期而减少一个时就订货，且只订一个的情形；应用不耐烦顾客

排队系统理论研究该类模型等。这些研究都有很鲜明的实际背景。

三、有概率约束的库存管理

问题的一般表述为：设l厂B以固定的速度消耗某种原材料。某季度开始前，B与

A签订合问，由A提供该季度B所需的原材料。A可分若下次交货，但具体交货时间不

能事先确定。为保证生产连续进行，B在季度开始时需要有一定数量的原材料贮备，那么

应贮备多少才能维持正常生产，

把问题抽象成如下的基本模型：

考虑在固定的（。，T）区间内，假定交货次数，，取定，且设：(l)BI厂在（。，T）中连续

使用这些原材料，单位时间的用量〔是常数；(2）交货时刻是随机的，假定是（0 , T）区间内

独立问分布的，，个均匀随机变量；(3）每次的交货量相问，为人T。
尹了

取B的初始库存水平M为模型的决策变量。记X(I）为时刻I以前的累积交货量，

则问题归结为求M，使下式左端的概率足够大，即使得

尸
︷

In工（M+X(I）一〔I）妻O)=l一。
O茗吐茗T

式中：。是事先指定的（0 , l）中的数。
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卜述基本模型有许多推广。例如，每次交货量相等的条件可减弱；

召l厂以均匀速率消费原材料的过程可推广到更一般的随机过程；此

外，还可推广到多种原材料的模型等。

习题

11.1某建筑l地每月需用水泥8001，每1定价2 000元，不可缺货。设每1每月保

管费率为。．2%，每次订购费为300元，求最佳订购批量。

11.2一汽车公司每年使用某种零件15。。00件，每件每年保管费。．2元，不允许缺

货，试比较每次订购费为1000元和100元两种情况下的经济订购批量。

11.3某拖拉机厂生产一种小型拖拉机，每月可生产1 000台，但对该拖拉机的市场

需要量为每年4000台。已知每次生产的准备费用为15000元，每台拖拉机每月的存储

费为10元，如不允许供应短缺，求经济生产批量。

11．碍某产品每月需求量为8件，生产准备费用为10。元，存储费为5元／（月·件）。

在不允许缺货条件下，比较生产速度分别为每月20件和40件两种情况下的经济生产批

量和最小费用。

11.5对某种电子元件每月需求量为4。。。件，每件成本为15。元，每年的存储费为

成本的10%，每次订购费为500元。求：

(l）不允许缺货条件下的最优存储策略；

(2）允许缺货（缺货费为10。元／（件·年））条件下的最优存储策略。

11.6某农机维修站需购一种农机配件，共每月需要量为15。件，订购费为每次4。。

元，存储费为。．96元／（月·件），并不允许缺货。

(l）求经济订购批量（E()Q);

(2）该厂为少占用流动资金，希望进一步降低存储量。因此，决定使订购和存储总费

用可以超过原最低费用的10%，求这时的最优存储策略。

11.7某公司每年需电容器15。。。个，每次订购费80元，保管费1元／（个·年），不

允许缺货。若采购量少于1。。。时每个单价为5元，当一次采购1000个以卜时每个单价

降为4.9元。求该公司的最优采购策略。

11.8某l厂对某种物料的年需要量为1。。。。单位，每次订货费为2 000元，存储费

率为20％。该物料采购单价和采购数量有关，当采购数量在2000单位以下时，单价为

10。元；当采购数量在2000单位及以卜时，单价为80元。求最优采购策略。

11.，某制造厂在装配作业中需用一种外购件，需求率为常数，全年需要量为300万

件，不允许缺货。一次订购费为1。。元。存储费为。．1元／（件·月）。库存占用资金每年

利息、保险等费用为年平均库存金额的20％。该外购件进货单价和订购批量Q有关，具

体关系见表11一2，试求经济订购批量。
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表1 12

批量，什 0飞Q ' 1 0 000 10000飞Q‘弓0000弓0000飞Q‘马0000

1自自 自（〕8 自（〕6

O全马0 000

单价，元

1110一个允许缺货的E()Q模型的费用，绝不会超过一个只有相同存储费、订购

费，但又不允许缺货的E()Q模塑的费用，请加以说明

1111某时装屋在某年春季欲销售某种流行时装。据估i卜该时装可能的销售量见

表11一3

表1 13

销售量2，套 1马。 160 170 1801〔〕。

概率P 00马 010马 0弓 00马

该款式时装每套进价180元，售价200元。因隔季会过时，故在季末需低价抛售完，

较有把握的抛售价为每套12。元。问该时装屋在季度初时一次胜进货多少为官，

1112某冬季商品每件进价25元，售价45元。订购费每次20元，单位缺货费45

元，单位存储费5元。期初无存货。该商品的需求星r的概率分石』见表114

表11礴

需水量2，件 1。。 12马 1功

概率P OJ OJ 02

为取得最大利润，该商店在冬季来临前应订购多少件这种商品，

1113某厂生产需某种部件。该部件外购价每只8功元，订购费每次2 825元。若

自产，每只成本125。元，单位存储费45元。该部件需求量见表11一5

表1 15

需水量2，只

概率尸

在选择外购策略时，若发生订购数少于实际需求量的清况，差额部分l厂将自产。假

定期初存货为零。求l厂的订购策略

111碍某企业对某种材料的需求见表11一6。每次订购费500元，材料进价400元吨、

存储费沁元、缺货费600元，求（、，5）存储策略
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表1 16

需求量r／吨 20 3040 铂 切

概率P 01 02 03 03 01

11.15已知某产品的单位成本K一3．。元，单位存储费C一1．。元，单位缺货损失

cZ一2．。元，每次订购货c3一5。元。需求量J的概率密度函数为

{1厂5，当5毛J < 10

｝。，J为其他值

设期初库存为零，试依据（、，引型存储策略的模型确定、和5的值

11.16试根据下列条件推导并建立一个纤济订货批量的公式：(a）订货必须在每月

的第一天提出；(b）订货提前期为零；（。）每月需求量为R，均在各月中的第15日一天发

生；（山不允许发生供货知缺；（。）存储费为每件每月C元；（幻每次订购的费用为V元

11.17在单周期随机存储模型中，对报童问题若采用获利期望俏最大的准则，要求：

(l）证明其最佳订购量Q"，式（11.28）问样成立；

(2）简要说明两种准则下结果相问的原因

11.18判断下列说法，艾中正确的有：

(l）在其他费用不变条件下，最优订货批量随单位存储费用的增加而增大；

(2）在其他费用不变条件下，最优订货批量随单位缺货费用的增大而减小；

(3）在同一存储模型中，可能既发生存储费用，又发生知缺费用；

(4）在单时期的存储模刑中，日算时都不包括订货费用这一项，理由是该项费用通常

很小可以忽略不11。
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第十二章

对策论

第一节引言

一、对策行为和对策论

对策论（即me lheory）又称竞赛论或博弈论，是研究只有对抗或竞争胜质现象的数学

理论和方法。已既是现代数学的一个新分支，也是运筹学的一个重要学科。对策论发展

的历史并不长，但由干已所研究的现象与政治、经济、军事活动乃至一般的日常生活等有

着密切联系，并且处理问题的方法只有明界特色，所以日益引起广泛的重视。特别是从

20世纪沁年代纳什（Na击）建立了非合作博弈的‘纳什均衡”理论后，标志着对策论发展

的一个新时期的开始。对策论在这一新时期发展的一个突出特点是，博弈的理论和方法

被广泛应用干经济学的各个学科，成功地解释了具有不同利益的市场主体，在不完备信息

条件下，如何实现竞争并达到均衡。正是由于纳什在对策论研究和将对策论应用于经济

学研究方面的突出贡献，使得他1994年获得了诺贝尔经济学奖。他提出的著名的纳什均

衡概念在非合作博弈理论中起着核心作用，为对策论广泛应用于经济学、管理学、社会学、

政治学、军事科学等领域奠定了坚实的理论基础

在日常生活中经常可以石到一些具有对抗或竞争胜质的现象，如下棋、打牌、体育比

赛等。在战争中的双方，都力图选取对自己最有利的策略，千方百计去战胜对手；在政治

方面，国际间的谈判，各种政治力量间的较量，各国际集团间的角逐等都无不只有对抗胜

质；在经济活动中，各国之间的贸易摩擦、企业之间的竞争等；举不胜举

具有竞争或对抗胜质的行为称为对策行为。在这类现象中，参加竞争或对抗的各方

各自具有不同的利益和口标。为了达到各自的利益和口标，各方必须考虑对手的各种可

能的行动方案，并力咚l选取对自己最有利或最合理的方案。对策论就是研究对策现象中

各方是否存在最合理的行动方案，以及如何找到最合理的行动方案

在我国占代，‘齐工赛马”就是一个典型的对策论研究的例子

战国时期，有一天齐上提出要与田忌赛马，双方约定：从各自的卜、中、下＝个等级的

马中各选一匹参赛；每匹马均只能参赛一次；每一次比赛双方各出一匹马，负者要付给

胜者千金。已经知道的是，在问等级的马中，山忌的马不如齐上的马，而如果田忌的马比
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齐上的马高一等级，则田忌的马可取胜。当时，田忌手下的一个谋十给他出了个主意：每

次比赛时先计齐上牵出他要参赛的马，然后来用下马对齐上的上马，用中马对齐上的下

马，用仁马对齐上的中马。比赛结果，田忌二胜一负，夺得千金。由此石来，两个人各采取

什么样的出马次序对胜负是至关重要的

二、对策现象的三要素

为对对策问题进行数学仁的分析，需要建立对策问题的数学模型，称为对策模型。根

据所研究问题的不l司胜质，可以建立不问的对策模型。但不论对策模型在形式上有何不

问，都必须包括以下3个基本要素

1．局中人（players)

一个对策中有权决定自己行动方案的对策参加者称为局中人，通常用I表示局中人

的集合。如果有，，个局中人，则I一｛1 , 2，⋯，川。一般要求一个对策中至少要有两个局

中人。如存．齐上赛马”的例子中，局中人是齐上和田忌

2．策略集（51raleg , es)

对策中，可供局中人选择的一个实际可行的完整的行动方案称为一个策略。参加对

策的每一局中人，,，任I都有自己的策略集5。一般，每一局中人的策略集中至少应包括

两个策略

存．齐上赛马”的例子中，如果用（上，中，下）表示以仁马、中马、下马依次参赛，就是一

个完整的行动方案，即为一个策略。可见，局中人齐上和田忌各I ' 1都有6个策略：（仁，

中，下）、（上，下，中）、（中，上，下）、（中，下，上）、（下，中，仁）、（下，上，中）

3．赢得函数（支付函数）(payo工工工un〔11on)

一个对策中，每一局中人所出策略形成的策略组称为一个局势，即若、是第，个局中

人的一个策略，则，，个局中人的策略形成的策略组、一（、，、2，⋯，、）就是一个局势。若记

5为全部局势的集合，则当一个局势、出现后，应该为每个局中人，规定一个赢得值（或所

失值）H（、）。导然，H（、）是定义在5仁的函数，称为局中人！的赢得函数。在·齐上赛

马”中，局中人集合为I一｛1 , 2}，齐上和田忌的策略集可分别用sl一｛","2 ,"3 ,",",“。｝

和52一｛月，尽，怂，尽，尽，尽｝表示。这样，齐上的任一策略a和田忌的任一策略月就构成

了一个局势、。如果a，一（上，中，下），月，一（上，中，下），则在局势、下齐上的赢得值为

H（、）一3，田忌的赢得值为HZ（、）一一3，如此等等

一般地，当局中人、策略集和赢得函数这3个要素确定后，一个对策模型也就给

定了

三、对策问题举例及对策的分类

对策论在纤济管理的众多领域中有着十分广泛的应用。下面列举几个可以用对策论

思想和模型进行分析的例子
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例l（市场购买力争夺问题）据预测，某乡镇下一年的饮食品购买力将有4000万元

乡镇企业和中心城市企业饮食品的生产睛况是：乡镇企业有特色饮食品和低档饮食品两

类，中心城市企业有高档饮食品和低档饮食品两类产品。它们争夺这一部分购买力的结

局见表12一l（表中数字是相应策略下对乡镇企业的营悄额，单位是万元）。问题是乡镇企

业和中心城市企业应如何选择对自己最有利的产品策略

表121

中心城市企闷卜的策略
乡镇企业策略

出售高档饮食品 出售低档饮食品

出售特色饮食品 2。。。 3000

出售低档饮食品 1000 3000

例2（销售竞争问题）假定企业工、几均能向市场出亡某一产品，不妨假定它们可于

时间区间［。，1〕内任一时点出售。设企业工在时刻J出售，企业几在时刻y出售，则企业

I的收益（赢得）函数为

〔（，一J）若J < ,

H(J , ,)= 合〔‘，一）若J一， (1 21)

〔（l一J)

问这两个企业各选择ft么时机出亡对自己最有利户

略均有无穷多个

若J > y

在这个例子中，企业、几可选择的策

例3（拍卖问题）最常见的一种拍卖形式是：先由拍卖商把拍卖品描述一番，然后提

出第一个报价。接下来由众多竞购者报价，每一次报价都要比前一次高，最后谁出的价最

高，拍卖品即归谁拍得。假设有n个买主给出的报价分别为p，⋯，p，片不妨设p >

p＞⋯＞p，则买主n只要报价略高于p，就能买到拍卖品，即拍卖品实际卜是在次

高价格卜卖出的。现在的问题是，各买主之间可能知道他人的估价，也可能不知道他人的

估价，每人应如何报价对自己能以较低的价格得到拍卖品最为有利户最后的结果又会

怎样？

例碍（囚犯难题）设有两个嫌疑犯因涉嫌某一大案被警言拘留，警官分别对两人进

行审讯。根据法律，如果两个人都承认此案是他们下的，则每人各判刑7年；如果两人都

不承认，则由于证据不足，两人各判刑1年；如果只有一人承认，则承认者子以宽大释放，

而不承认者将判刑9年。因此，对两个囚犯来说，面临一个在．承认”和．不承认”这两个策

略间进行选择的难题

卜面几个例子都可看成是一个对策问题，所不问的是有些是二人对策，有些是多人对

策；有些是有限对策，有些是无限对策；有些是零和对策，有些是非零和对策；有些是合

作对策，有些是非合作对策等。为了便于对不问的对策问题进行研究，对策论中将问题根
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据不问方式进行了分类。通常的分类方式有：

(l）根据局中人的个数，分为二人对策和多人对策；

(2）根据各局中人的赢得函数的代数和是否为零，分为零和对策与非零和对策；

(3）根据各局中人间是否允许合作，分为合作对策和非合作对策；

(4）根据局中人的策略集中的策略个数，分为有限对策和无限对策

此外，还有许多其他的分类方式，例如根据策略的选择是否与时间有关，可分为静态

对策和动态对策；根据对策模型的数学特征，可分为矩阵对策、连续对策、微分对策、阵地

对策、凸对策、随机对策等

有众多对策模型中，占有重要地位的是二人有限零和对策（工lm托lwop件劝nz件0

甜mgam曰，又称为矩阵对策。这类对策是yl］口前为止有理论研究和求解方法方面都比

较完善的一个对策分支。矩阵对策可以说是一类最简单的对策模型，共研究思想和方法

十分具有代表胜，体现了对策论的一般思想和方法，且矩阵对策的基本结果也是研究其他

对策模型的基础。基于仁述原因，本章将着重介绍矩阵对策的基本内容，只对共他对策模

型作简要介绍

第二节矩阵对策的基本理论

一、矩阵对策的纯策略

矩阵对策即为二人有限零和对策。‘二人”是指参加对策的局中人有两个；‘有限”是

指每个局中人的策略集均为有限集；‘零和”是指有任一局势下，两个局中人的赢得之和

总等于零，即一个局中人的所得值哈好等于另一局中人的所失值，双方的利益是完全对抗

的。‘齐上赛马”就是一个矩阵对策的例子，齐工和田忌各有6个策略，一局对策后，齐上

的所得必为田忌的所失

一般地，用1和几分别表示两个局中人，井设局中人1有m个纯策略（pure

从ra托gl。、）a ,，⋯，a .，局中人几有，，个纯策略月，，⋯，尽；则局中人1和几的策略集分别为

5一｛a，⋯，a .｝和52一｛月，⋯，尽｝

当局中人1选定纯策略a和局中人几选定纯策略几后，就形成了一个纯局势

(a，月），这样的纯局势共有mK刀个。对任一纯局势（a，几），记局中人1的赢得值为

气，称

:
 
:
 
: (1 22)

万
．

万
．

1

1
2

…

用

口

口

口

l
一
气

一

一A

为局中人1的赢得矩阵。由于对策为零和的，故局中人几的赢得矩阵就是一A
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当局中人I，几的策略集5 , 5：及局中人I的赢得矩阵A确定后，一个矩阵对策也

就给定了，记为G一｛5 , 52 ; A｝。存‘齐工赛马”的例子中，齐工的赢得矩阵为

一1

一1

一1

一1

一1

一1

当矩阵对策模型给定后，各局中人面临的问题便是：如何选择对自己最有利的纯策

略以取得最大的赢得（或最少所失）。下面用一个例子来分析各局中人应如何选择最有利

策略

例5设有一矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，其中

一⋯＿!
l

2

一1

O

一8

一10

由A可看出，局中人I的最大赢得是9，要想得到这个赢得，他就得选择纯策略a3。由于

假定局中人几也是理智的竞争者，他考虑到局中人I打算出a3的心理，便准备以月3对付

之，使局中人I不但得不到9，反而失掉10。局中人I当然也会猜到局中人几的这种心

理，故转而出a来对付，使局中人几得不到10，反而失神6⋯⋯所以，如果双方都不想胃

险，都不存在侥幸心理，而是考虑到对方必然会设法使自己所得最少这一点，就应该从各

自可能出现的最不利的睛形中选择一个最有利的情形作为决策的依据，这就是所谓‘理智

行为”，也是对策双方实际上可以接受井采取的一种稳妥的方法

存例5中，局中人I在各纯策略下可能得到的最少赢得分别为：一8 , 2，一10，一3，其

中最好的结果是2。因此，无论局中人几选择什么样的纯策略，局中人I只要以a：参加对

策，就能保证他的收人不会少于2，而出其他任何纯策略，都有可能使局中人I的收人少

于2，甚至输给对方。同理，对局中人几来说，各纯策略可能带来的最不利的结果是：9 , 2 ,

6，共中最好的也是2，即局中人几只要选择纯策略月2，无论对方采取什么纯策略，他的所

失值都不会超过2，而选择任何共他的纯策略都有可能使自己的所失超过2。上述分析表

明，局中人I和几的‘理智行为”分别是选择纯策略a：和月2，这时，局中人I的赢得值和局

中人几的所失值的绝对值相等，局中人I得到了其预期的最少赢得2，而局中人几也不会

给局中人I带来比2更多的所得，相互的竞争使对策出现了一个平衡局势（a2，尽），这个

局势就是双方均可接受的，且对双方来说都是一个最稳妥的结果。因此，a：和尽应分别
是局中人I和几的最优纯策略。对一般矩阵对策，有如下定义
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定义1设G一｛5 , 52 ; A｝为一矩阵对策，共中5一｛a，⋯，a ,}, 52一够，⋯，月｝,

A一（a。）, x若

max mlna。＝mln maxa。 （12.3)

成立，记共值为VG，则称VG为对策的值，称使式（12.3）成立的纯局势（a，昌）为G在纯

策略意义下的解（或平衡局势），称a和昌分别为局中人I和几的最优纯策略

从例5还可看出，矩阵A中平衡局势（a2，月2）对应的元素a22既是共所存行的最小元
素，又是共所存列的最大元素，即有

a：镇aZ：镇aZ ,=l , 2 , 3 , 4少＝l , 2 , 3 (1 2.4)

将这一事实推广到一般矩阵对策，可得如下定理

定理1矩阵对策G一｛5 , 52 ; A｝在纯策略意义下有解的充要条件是：存在纯局势

（酬，户），使得对任意，和j，有

a。镇a镇a (12．劝

证明从略，读者可自己完成

对任意矩阵A，称使式（12．劝成立的元素a为矩阵A的鞍点。存矩阵对策中，矩

阵A的鞍点也称为对策的鞍点

定理1中式（12.”的对策意义是：一个平衡局势（a，昌）应具有这样的胜质：当局

中人I选择了纯策略a后，局中人几为了使共所失最少，只能选择纯策略几，否则就可

能失得更多；反之，当局中人几选择了纯策略昌后，局中人I为了得到最大的赢得也只

能选择纯策略a，否则就会赢得更少，双方的竞争存局势（a，肠）下达到了一个平衡
状态

例6设有矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，其中
R 11

）」
直接存A提供的赢得表上计算，有

max mlna。＝mln maxa。＝a否“=81"=l , 3j"=2 , 4

故（a，月2),(a，月）,(a3，月2),(a3谓）都是对策的解，且VG一8
由例6可知，一般对策的解可以是不唯一的，当解不唯一时，解之间的关系具有下面

两条胜质：

性质1（无差别胜）若（a ,，几，）和（a。，几2）是对策G的两个解，则

佑1红一佑内

性质2（可交换胜）若（a ,，几，）和（a。，几。）是对策G的两个解，则（a ,，几。）和

（气，月，）也是对策G的解
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上面两条胜质的证明留给读者作为练习。这两条胜质表明：矩阵对策的值是唯一

的，即当一个局中人选择了最优纯策略后，他的赢得值不依赖于对方的纯策略

二、矩阵对策的混合策略

由上面讨论可知，在一个矩阵对策G一｛5 , 52 ; A｝中，局中人I能保证的至少赢得是

七1=1llaX 11lln口
J

局中人几能保证的至多所失是

七2=11lln 1llaxa
J

一般，局中人I的赢得不会多于局中人几的所失，故总有

七毛七2

当二一二：时，矩阵对策在纯策略意义下有解，且VG一二一二2。然而，实际中出现的更多睛

形是二＜二2，这时，根据定义1，对策不存在纯策略意义下的解。例如，对赢得矩阵为

的对策来说， 二一max mln“勺一4，一2

七2=mlnmaxa勺＝5少“=l

七2=5 > 4＝七1

于是，当双方各根据从最不利情形中选择最有利的原则选择纯策略时，应分别选择a：和

月，此时局中人I的赢得为5，比其预期的至多赢得二一4还多。原因存于局中人几选择

了月，使局中人I得到了本不该得的赢得，故月对局中人几来说不是最优的，因此他会考

虑出尽。局中人I会采取相应的办法，改出a，以使赢得为6，而局中人几又可能仍取策

略月，来对付局中人I的策略a，这样，局中人I出a，和aZ的可能胜及局中人几出月，和

尽的可能胜都不能排除，对两个局中人来说，不存在一个双方都可以接受的平衡局势，即

不存存纯策略意义下的解。在这种情况下，一个比较自然且合乎实际的想法是：既然局

中人没有最优策略可出，是否可以给出一个选择不同策略的概率分布。如局中人I可制

定这样一种策略：分别以概率1/4和3/4选取纯策略a和aZ，称这种策略为一个混合策

略。同样，局中人几也可以制定这样一种混合策略：分别以概率1/2 , 1/2选取纯策略月，

月2。下面，给出矩阵对策混合策略及其在混合策略意义下解的定义

定义2设有矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，艾中

5一｛a，⋯，a .}5：一｛月，⋯，凡｝

5：一｛！。E·‘·）。，,-

5：一｛，任E·‘y）。，,-
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则分别称5厂和5子为局中人I和几的混合策略集（或策略集）；对J任5犷和y任5子，称x

和y为混合策略（或策略）,(x , y）为混合局势（或局势）。局中人I的赢得函数记成

E(x , ,）一xTA，一艺艺a。J , (12.6)
,

J

称G“一｛Sl*, 5牙；E｝为对策G的混合上充

不难看出，纯策略是混合策略的一个特殊情形。一个混合策略x一（J，⋯，J ,)T可

理解为：如果进行多局对策G的话，局中人I分别选取纯策略a，⋯，a，的频率；若只进

行一次对策，则反映了局中人I对各纯策略的偏爱程度

下面，讨论矩阵对策在混合策略意义下的解的概念。设两个局中人仍如前所述那样

进行理智的对策，则当局中人I选择混合策略J时，他的预期所得（最不利的情形）是

minE(x , y)，因此，局中人I应选取x任5厂，使得
任5犷

ul=max mlnE(x , y) (12.7)
二任5犷，任5犷

同理，局中人几可保证的所失的期望值至多是

uZ=mln maxE(x , y) (12.8)
，任5犷二任5犷

异然，有劝镇姚·

定义3设G“一｛5厂，5子；E｝是矩阵对策G一｛5 , 52 ; A｝的混合上充。如果

max mlnE(x , y)=mln maxE(x , y) (12.9)
任5犷任5犷 任5犷任5犷

记其值为VG，则称VG为对策G的值，称使式（12.9）成立的混合局势（x", y"）为G在混

合策略意义下的解（或平衡局势），称x“和y“分别为局中人I和几的最优混合策略

现约定，以下对矩阵对策G一｛5 , 52 ; A｝及其混合打充G“一｛5犷，5子；E｝一般不加

以区别，都用G一｛5 , 5 : ; A｝来表示。当G在纯策略意义下的解不存在时，自然认为讨论

的是在混合策略意义下的解

和定理1类似，可给出矩阵对策G在混合策略意义下解存在的鞍点型充要条件

定理2矩阵对策G在混合策略意义下有解的充要条件是：存在x“任5厂，y“任5子，

使得对任意x任Sl＊和y任5子，有

E(x , y"）镇E(x", y"）镇E(x", y) (1 2.10)

例7考虑矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，其中

A一（: :)
由前面讨论已知G在纯策略意义下无解，故设x一（J , JZ）和y一（y , yZ）分别为局中人I

和几的混合策略，则

S厂＝{(J , JZ）一J , J :)o , J+J :=l}

S子＝{(, , , 2）一，, ,：妻O , ,+, :=l}
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局中人工的赢得的期望是

E(x , y)=3了1夕1+6了1夕2+5了2夕1+4了2夕2

一3们刃＋6了1(l一刃）+5(l一了1）刃＋4(l一了1)(l一刃）

一，（了】一韵（力一韵＋号

取！一（宁，韵，，一片扑则E(！一，·）一争E ' ! , ,，一E ' ! , ,，一誉即有
E(x , y"）簇E(x", y"）簇E(x", y)

故！一（宁，寻）和，一（合，合）分别为局中人工和“的最优策略，对策的、局中人，
的赢得的期望，。）为v一号。
三、矩阵对策的基本定理

本节将讨论矩阵对策解的存在胜及其胜质，给出矩阵对策在混合策略意义下解的存
在性的构造胜证明，问时给出了求解矩阵对策的基本方法―线胜规划方法。

以下，记

E(, , ,）一艺a。， (1 2.11)

E(x，少）一艺a。二 （1 2.12)

则E(, , y）为局中人工取纯策略a时的赢得值，E(x , j）为局中人耳取纯策略几时的赢得

值。由式（12.11）和式（12.12)，有

E(x , ,）一艺艺“。二儿一刻熟儿）了

一又（又·。了）儿

一又E(, , y）二 (1 2 13)

和

E(x , ,）一艺艺“。二儿 一艺E(' , ,’又 (1 2 14)

根据卜面记号，可给出定理2的另一等价形式：

定理3设x"esl*, y"es子，则（x", y"）为对策G的解的充要条件是：对任意

，一1，⋯，, I，和j一1，⋯，,，有

E（老，夕“）簇E(x"，夕“）簇E(x"，少） (1 2.15)

证明设（x", y"）是对策G的解，则由定理2，式（12.10）成立。由于纯策略是混合

策略的特例，故式（12.15）成立。反之，设式（12.15）成立，由

E(x , y）一又E(, , y）二簇E(x , y）又二一E(x , y)

E（、，,）一艺E（、，少）y)E（、，，一艺y一E(x , ,
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即得式（12.10)，证毕

定理3说明，当验证（x", y"）是否为对策G的解时，只需对由式（12.15）给出的有

限（mK川个不等式进行验证，使对解的验证大为简化。定理3的一个等价形式是定

理4

定理4设x“任Sl*, y任5尝，则（x", y"）为G的解的充要条件是：存在数二，使得x"

和y“分别是不等式组（12.16）和（12.17）的解，且二一vG

｝艺“。二）二（少一1，⋯，, ,)

弓艺二一l (12 ' 16)

｛ 二）O(，一1，⋯，, , ,)

｝又“。y镇二（，一1，⋯，, , ,)

)ZyJ一1 、1一厂

｝ 又）。（j一1，⋯，, ,)

证明留给读者作为练习

下面给出矩阵对策的基本定理，也是本节的主要结果

定理5对任一矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，一定存存混合策略意义下的解

证明由定理3，只要证明存存二“任5厂，y“任5尝，使得式（12.15）成立。为此，考虑

如下两个线胜规划问题：

（尸） ⋯
111月X召

艺“。二）二（少一卜一刀

艺二一1

二妻O(，一1，⋯，, , ,)

和

111 In了了

毛二（,=l ,～·，, , ,)

(D) {
艺“。儿

艺儿

, ,)O(）一1，⋯，刀

容易验证，问题（尸）和（D）是互为对偶的线胜规划，而且

x一（1，。，⋯，。）T任E’耽一mmal

是问题（尸）的一个可行解；
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y一（1，。，⋯，0)T任尸u一max al

是问题（D）的一个可行解。由线性规划对偶定理可知，问题（尸）和（D）分别存存最优解

（了，趾）和（y , u)，且二一u即存在二任5厂，y任59和数u，使得对任意

，一1，⋯，n，和j一1，⋯，, ,，有

艺a .，镇u镇艺a．二 （1 2.15)

或

E(,，夕“）镇u“镇E(x"，少） (1 2.19)

又由

E(x , ,）一艺E(, , ,）厂镇U艺厂一U

E（二·，，·）一艺E（二，少）万）U艺厂一u

得到了一E(x", y")，故由式（12.19）知式（12.15）成立，证毕

定理5的证明是构造胜的，不仅证明了矩阵对策解的存在胜，同时给出了利用线性规

划方法求解矩阵对策的忍路

下面的定理6至定理9讨论了矩阵对策及其解的若干重要性质，它们存矩阵对策的

求解时将起重要作用

定理6设（x", y"）是矩阵对策G的解，u一VG，则

(l）若二·＞。，则艺“。y厂一

(2）若万＞。，则艺“。二一U

(3）若艺“Uy厂＜u，则二·一

(4）若艺“勺二＞u，则万一。

证明由

U=maxE(x，夕“)
J任5犷

有

u一艺a勺，厂=maxE(x , y"）一E（老，y"))O
J任5犷

又因为

艺二（u一艺“厂）一u一艺艺“声·厂一

所以，当二＞。时，必有艺“。厂一u；当艺“。厂＜u时，必有二广一。，(1),(3）得证

同理可证（2),(4)，证毕

以下，记T(G）为矩阵对策G的解集，下面3个定理是关于矩阵对策解的胜质的主要
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结果

定理7设有两个矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}, GZ一｛5 , 52 ; AZ}，其中A一（a。）,

态一（a。＋L), L为一任意常数，则

(l)v%=vG ,+L

(2)T(Gl)=T(GZ)

定理8设有两个矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}, GZ一｛5 , 52 ; aA}，其中a＞。，为一任

意常数，则

(l)v%=a姚1

(2)T(Gl)=T(GZ)

定理，设G一｛5 , 52 ; A｝为一矩阵对策，且A一一AT为斜对称矩阵（亦称这种对

策为对称对策），则

(l)VG=O

(2)Tl(G)=TZ(G)

井中，T(G）和TZ(G）分别为局中人I和几的最优策略集

第三节矩阵对策的解法

一、图解法

本节将介绍矩阵对策的图解法，这种方法不仅为赢得矩阵为ZK刀或m KZ阶的对策

问题提供了一个简单直观的解法，而且通过这种方法可以使我们从几何上理解对策论的

思想。下面，通过一些例子来说明图解法

例8用图解法求解矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，其中

A一（:：誉）
解设局中人I的混合策略为（J , 1一刀T , J任［。，1〕。过数轴上坐标为。和1的两

点分别作两条垂线11和耳耳。垂线卜的纵坐标分别表示局中人I采取纯策略a和a2

时，局中人耳采取各纯策略时的赢得值（见图121）。当局中人I选择每一策略（J , 1一刀T

后，他的最少可能的收人为由月谓2谓3所确定的3条直线在J处的纵坐标中之最小者决

定。所以，对局中人I来说，他的最优选择是确定J，使3个纵坐标中的最小者尽可能的

大，从图卜来看，就是使得J一f)A，这时，B点的纵坐标即为对策的值。为求J和对策的

值V。，可联立过B点的两条由月：和月3确定的直线的方程：

{3J+5(l一J)=Vr

1 IJ+2(l一J)=Vr
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口
足

几／月

，呀件 / 勺；

图121 ZXn对策的图解法

解得一舟v。一荞所以，局中人，的最优策略为！一（丹，刹丁从图上还可看出，
局中人n的最优混合策略只由月2和月3组成事实上，若设y’一（对，万，万）丁为局中人n

的最优混合策略，贝。由E（了一，）一2入六＋7入合一盟＞将一v一根据定理6，必有

y：一。又因了：一若＞。，了：一异＞。，冉根据定理6，可由
4
g
一
1
1
4
9
一
1
1
1⋯

3少2+11少3=

5夕2+2夕3=

少2＋少3=

所以，局中人“的最优混合策略为，一［。，六，刹丁2
一
1
1

一

一

.
3

y
9
一
1
1

一

一

.
2

y得求

例，用图解法求解矩阵对策“一｛5 , 52 ;

f2

A}，其中

几＝1 66

{1 12{

解设局中人n的混合策略为（y , 1一y）丁，ye［。，1〕。由图122可知，对任一ye

［。，1〕，直线a , aZ , a3的纵坐标是局中人n采取混合策略（y , 1一y）丁时的支付。根据从最

不利当中选择最有利的原则，局中人n的最优策略就是确定y，使得只个纵坐标中的最大

者尽可能的小，从图上看，就是要选择y，使得A簇y簇AZ，这时，对策的值为6。由方

程组

〔2夕＋夕（l一夕）=6

{11少＋2(l一少）=6



第十二章对策论今

I介

月l 月：

圈122 mXZ对摘的图解法

解得A一音，AZ一合，故局中人。的最优混合策略是，一（, , 1一，）一其中音、，、合，
局中人I的最优策略显然只能是（0 , 1，。）T，即取纯策略aZ

二、方程组法

由定理4可知，求矩阵对策解（x", y"）的问题等价于求解不等式组（12.16）和（12.17);

又由定理5和定理6可知，如果最优策略中的二：和y了均不为零，则可将上述两不等式

组的求解问题转化为下面的两个方程组的求解问题

｛艺“。二一二（少一1，⋯，, ,)

｛艺二一l

｛艺“。y一二（，一1，⋯，。，)

｝艺y一1

如果方程组（12.20）和（12.21）存在非负解二“和y"，便求得了对策的一个解。如果这两

个方程组不存在非负解，则可视具体倩况，将式（12.20）和式（12.21）中的某些等式改成不

等式，继续试求解，直至求得对策的解。这种方法由于事先假定二：和y了均不为零，故当

最优策略的某些分量实际为零时，式（12.20）和式（12.21）可能无解，因此，这种方法在实

际应用中有一定的局限胜。但对于2火2的矩阵，当局中人I的赢得矩阵

不存在鞍点时，容易证明：各局中人的最优混合策略中的二：，万均大于零。于是，由定

理6，方程组
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⋯：仁：：只

⋯：长：: :：孔
(a】】＋a 22）一（a】2+aZ】）

(1 2 22)

all-a理

(a】】＋a 22）一（a】2+aZ】）
(1 2 23)

a 22-a12

(a】】＋a 22）一（a】2+aZ】）
(1 2 24)

夕子
all-a 21

(a】】＋a 22）一（a】2+aZ】）
(1 2 25)

a 11a22-a12a21

(a】】＋a 22）一（a】2+aZ】）
V ' (1 2 26)

召
．
0

9

9

6
3

例10求解矩阵对策G一｛5 , 52 ; A}，共中A为

月】尽尽尽

一；⋯⋯｛⋯⋯
a。｛6 0 88

解首先可利用矩阵对策的优超原则对矩阵A

简化得，lj矩阵A , , A，和A3 :

进行化简。为此，应用优超原则依次

2召
．
3

召

O

昌

7

4
6l

一
气

月尽怂尽尽

A】一班）{{）⋯
Q3

AZ=a '

Q弓

月月2

A3一：:(: :
易知A3没有鞍点，由定理6，可以求出方程组

{7 ' 3+"‘一”
}“八＋b八一”
L了3＋了4一l

{7y】＋3y2一”
利，}4y ,+byZ一”

L夕1＋夕2一l
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的非负解

2
一
3
1
一
2

一
一

一
一

'
 
4

'
 
2

了

y

,

,

l
一
3
1
一
2

一
一

一
一

'
 
3

'
 
1

了

y

U＝口

于是，以矩阵A为赢得矩阵的对策的一个解就是

！一（。，。，音，争。）
，一（合，奋。，。，。）
VG=5

例11求解矩阵对策．齐上赛马”

解根据本章第一节中给出的．齐上赛马”的例子，齐上的赢得矩阵为A，并设齐上和

田忌的最优混合策略分别为x“一（二厂，⋯，二了）T和y“一（厂，⋯，灵）T。从而列出求解

方程组，并求解得、u了一音（，一1，一6),，一音（少一1，一6), v·一1，即双方都以音的
概率选取每个纯策略。或者说在六个纯策略中随机地选取一个即为最优策略。总的结局

应该是：齐上赢的机会为音，翩导的期到直是，千金·但是，如果齐上在每出一匹马前将
I ' 1己的选择告诉对方，即公开了自己的策略，例如齐上的出马次序是（上，中，下），井且这

个次序让田忌知道了，则田忌就可用（下，上，中）的出马次序对付之，结果是田忌反而可赢

得1千金。因此，当矩阵对策不存有鞍点时，竞争的双方均应对每局对抗中自己将选取的

策略加以保密，否则，策略被公开的一方是要吃亏的

三、线性规划法

本节给出一个具有一般性的求解矩阵对策的方法―线性规划方法，用这种方法可

以求解任一矩阵对策。由定理5可知，求解矩阵对策可等价地转化为求解互为对偶的线

性规划问题（尸）和（D）。故有问题（尸）中，令（由定理7，不妨设二＞0)

式一二（，一1，⋯，n ,) (1 2 27)

则问题（尸）的约束条件变为

艺“。式）1（少一1，⋯，, ,

艺了卜去
妻O(l一1，⋯，n子）

1
2

…
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故问题（尸）等价于线胜规划问题（P ')

(P '）⋯井（少一，, ,
｝了乡O(l一l，⋯，m〕

同理，令

式一五（）一1，⋯，, , (1 2 28)

可知问题（D）等价于线胜规划问题（D ')

{mox又刃

(D）拭丫av ' < 1(，一1．·⋯。，)

{y)O(j一1，⋯，川
导然，问题（P '）和（D '）是互为对偶的线胜规划，可利用单纯形或对偶单纯形方法求解，求
解后，冉由变换式（12.27）和式（12.28)，即可得到原对策问题的解和对策的值

例12利用线胜规划方法求解下述矩阵对策，其赢得矩阵为

… ︷
29

0 11

解求解问题可化成两个互为对偶的线胜规划问题：

「mln（了＋了＋了）

｛了，了2，了3 )O

{m"x '’】＋yZ+y3 '
一’y】＋2y2+' y3乓，

‘刀，}Zy】＋' yZ乓’
一’y】＋, , , 3乓，
lyl , yZ , y3 多O

上述线胜规划的解为

1
一
一
。

一

一份

1｝。

一（六，击，劫T

一（矗，孔，粼T
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故对策问题的解为

（夸，合，韵T
片奋韵T

工
2
0
工
2
0

1
一
1
0
1
一
1
0

一
『
喘
陈

工
U
一
『
一
『

1
︸
份
命
肠

一
一

一
一

一
一

讥

x
y

第四节其他类型对策简介

一、二人无限零和对策

矩阵对策最简单的推广就是局中人的策略集从有限集变为无限集，例如是［。，1〕区

间。一般用G一｛5 , 52 ; H｝表示一个二人无限零和对策，共中5和5：中至少有一个是

无限集合，H为局中人1的赢得函数。记

昌

几

ul=max mlnH(a
气任51几任52

UZ=11lln
民任52

maxH(a
气任51

则u为局中人1的至少赢得，uZ为局中人几的至多所失。界然有u毛uZ，当u一uZ时

有如下定义：

定义碍设G一｛5 , 52 ; H｝为二人无限零和对策。若存在a

max mlnH(a

气任51民任52 几）一理况黔H（如昌’一H（酬
记艾值为V。，则称V。为对策G的值，称使式（12.29）成立的（a

下的解，a，几分别称为局中人1和几的最优纯策略。

es，肠e52，使得

，昌） (1 2.29)

）为G在纯策略意义

定理10(a·，几·）为G一｛5 , , 52 ; H｝在纯策略意义下的解的充要条件是：对任意

aes，几e52，有

H(a，几）簇H(a，几）簇H(a，几）

例13设局中人1、几互相独立地从［。，1〕中分别

选择一个实数J和少局中人1的赢得函数为H("，刃一l
ZJ”一少。对策中，局中人1希望H越大越好，局中人

几则希望H越小越好。图123给出了H(J，妇的等

值线，通过对该图的分析，不难看出双方竞争的平衡局

势为（1 , 1)，即a一1，几一1分别为局中人1和几的

最优纯策略，v。一1。可以验证，对（a，几）一（1 , 1),

式（12.30）是成立的。 。

由矩阵对策的结果已知，式（12.29）一般并不成立，

(1 2 30)

lI(x、）< l
从r日＝!

I刀r日）l

图123
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即对策G一｛5 , 52 ; H圣在纯策略意义下无解。同矩阵对策中引人混合策略的做法类似，

也可定义无限对策的混合策略如下：局中人I和几的混合策略x和Y分别为策略集5

和5：上的概率分布（或分布函数），混合策略集记为叉和犷。若用J , y表示纯策略，

凡（川，Fv（妇表示混合策略x , Y的分布，则局中人I的赢得函数可以有以下4种形式：

H(J，妇以及

H ' X , ,，一丁51H‘一，, dF·‘·，
。（一，）一丁52H‘一，, dFv ' , ,
。（x , ,）一丁5丁52H‘一，, dF·‘·，dFv ' , ,

定义5如果有

5呈p In工H(X , Y)=V
In工supH(X , Y)=VG

则称VG为对策G的值，称使式（12.31）成立的（x", Y"）为对策G的解，x"

局中人I和几的最优策略

(1 2.31)

和Y“分别为

定理11(X", Y"）为对策G一｛5 , 52 ; H圣的解的充要条件是：对任意x任X ,

Y任Y，有

H(X , Y"）镇H(X", Y"）镇H(X", Y) (1 2.32)

当5一52一［。，1〕，且H(J , y）为连续函数时，称这样的对策为连续对策。对连续对

策而言，局中人I、几的混合策略即为［。，1〕区间上的分布函数。记［。，1〕区间上的分布函

数的集合为D，则有

H ' x , ,，一｛:{：。（一，)d二·（·）d二，(,)
对连续对策，记

七1一1llaX
X〔D

七2=11lln
V〔D

mlnH(X , Y)

y任D

maxH(X , Y)

X〔D

这里，不加证明地给出关于连续对策的基本定理

定理12对任何连续对策，一定有二一二2

例14（生产能力分配问题）某公司下属甲、乙两个l厂，分别位于A、B两市。设两

厂总生产能力为1个单位，两市对l厂产品的总需求也是1个单位。如果A市的需求量

为J，则B市的需求量为1一J，这时只要安排A厂的生产能力为J，就能使供需平衡。但

现在不知道A市的确切需求量J是多少，如果安排A厂的生产能力为y，则将产生供需

上的不平衡。不平衡的程度可用数值表示为

max｛乡吕｝
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公司的口标是选择，，使得

麟max｛专 (1 2 33)

达到极小。如果以市场需求为一方，公司为另一方，则以上问题可转化为一个连续对策问

题，其中

S】一52一仁。，，〕H‘一，,-m一｝瑟
对这个对策求解的结果为：公司方的最优策略（为纯策略）是，一合，即两个厂各生产－
半；市场需求方的最优策略（为混合策略）是：分别以。．5的概率取。和1，即要么全部需

求都集中在A市，要么都集中在B市，且两种倩况发生的概率相等。该对策的值为VG一2 ,

即当公司和市场均选择各自的最优策略时，两市中需求大于供给的平均程度为2（求解过

程较复杂，略去）

二、多人非合作对策

实际问题中，会纤常出现多人对策的问题，且每个局中人的赢得函数之和也不一定为

零，特别是许多纤济过程中的对策模型一般都是非零和的，因为纤济过程总是有新价值的

产生。所谓非合作对策，就是指局中人之间互不合作，对策略的选择不允许事先有任何交

换信息的行为，不允许订立任何约定，矩阵对策就是一种非合作对策。一般非合作对策模

型可描述为：

(l）局中人集合：I一｛1 , 2，⋯，川；

(2）每个局中人的策略集：5 , 52，⋯，5（均为有限集）;

(3）局势：、一（、，⋯，、）任SK⋯KS ;

(4）每个局中人！的赢得函数记为H（、），一般说来，艺H（、）护。一个非合作刀
一1

人对策一般用符号G一｛I ,{5},{H日表示

为讨论非合作，，人对策的平衡局势，引人记号：

、｝一刃一（、，⋯，、，、罗，、汁，⋯，、） (12.34)

它的含义是：在局势、一（、，⋯，、）中，局中人！将自己的策略由、换成、罗，共他局中人的

策略不变而得，lJ的一个新局势。如果存在一个局势、，使得对任意刃任5，有

H（、）)H（、｝一、罗）

则称局势、对局中人，有利，也就是说，若局势、对局中人，有利，则不论局中人，将自己

的策略如何置换，都不会得，lJ比在局势、下更多的赢得。界然，在非合作的条竹下，每个

局中人都力图选择对自己最有利的局势

定义6如果局势、对所有的局中人都有利，即对任意，任I，、罗任5，有

H（、）渗H（、｝一、少） (1 2.35)
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则称、为非合作对策G的一个平衡局势（或平衡点）

当G为二人零和对策时，上述定义等价为：(a，昌）为平衡局势的充要条件是：对

任意，, j，有

a。簇a簇a (1 2.36)

此与前面关于矩阵对策平衡局势的定义是一致的

由矩阵对策的结果可知，非合作，，人对策在纯策略意义下的平衡局势不一定存在。因

此，需要考虑局中人的混合策略。对每个局中人的策略集5，令5“为定义在5上的混合

策略集（即5上所有概率分布的集合），二表示局中人，的一个混合策略，二一（尸，⋯，二”)

为一个混合局势，

二｝一z一（尸，⋯，二，, z，二＋1，⋯，二”)

表示局中人，在局势二下，将自己的策略由二置换成z而得到的一个新的混合局势。以

下，记E（川为局中人，在混合局势二下的赢得的期望值，则有以下关于非合作，，人对策

的解的定义

定义7若对任意，任I , z任5"，有

E（二｝一z）簇E（二）

则称二为非合作刀人对策G的一个平衡局势（或平衡点）

对非合作，，人对策，已纤得到了一个非常重要的结论―定理13

定理13(N翁h定理）非合作，，人对策在混合策略意义下的平衡局势一定存在

具体，lj二人有限非零和对策（亦称为双矩阵对策）, N翁h定理的结论可表述为：一定

存在x“任5厂，y“任5尝，使得

x"TAy")xTA夕“x任S厂 （12.37)

x"TBy")x"TByy任59 (12.38)

和矩阵对策所不同的是，双矩阵对策以及一般非合作，，人对策平衡点的计算问题还远没

有解决。但对2K2阶双矩阵对策，可得到如下结果：设双矩阵对策中两局中人的赢得矩

阵分别为

A一⋯艺艺」召一⋯之划
分别记局中人I和几的混合策略为（二，1一川和（y , 1一妇，由式（12.

势（二，刃是对策平衡点的充要条件是

E（了，妇）E(1，妇

E（二户）E(0，户

EZ（了，y))EZ（了，1)

EZ（二，,）妻EZ（二，O)

37）和式（12.38)，局

(1 2.39)

(1 2.40)

(1 2.41)

(1 2 42)
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由式（12.39）、式（12.40)，有

Q(l一了）夕一g(l一了）镇O (12.43)

Q了夕一啊）O (12.44)

其中，Q=a+a22一aZ一aZ , g=a22一aZ，对式（12.43）、式（12.44）求解，得到

当Q一。，g一。时，。镇二镇1，。镇y镇1 ;

当Q一。，g＞。时，二一。，。镇y镇1 ;

当Q一。，g＜。时，二一1，。镇y镇1 ;

当Q护。时，记训Q一a，有

了一O , y镇a

O＜了＜1 , y一a

二一1 , y)a

类似地，由式（12.41）和式（12.42)，有

R了（l一夕）一r(l一夕）镇O (1 2.45)

R了y一叮）O (1 2.46)

其中，R一b＋仇2一仇一l , l : , r一仇2一仇，对式（12.45）和式（12.46）求解，得到

当R一。，r一。时，。镇二镇1，。镇y镇1 ;

当R一。，r＞。时，。镇二镇1 , y一。；

当R一。，r＜。时，。镇二镇1 , y一1 ;

当R护。时，记r/R一月，有

了镇尽y一。

了一尽O < y < 1

了）尽y一1

例15（夫妇爱好问题）一对夫妇打算外出欢度周末，丈夫（局中人A）喜欢看足球，

妻子（局中人B）喜欢看芭蕾舞。但是他们认为更重要的是采取统一行动，一同外出而不

是各行其是。这个对策的规则是：双方都必须分别作出选择，且不许在事先协商，策略1

表示主张看足球，策略2表示主张看芭蕾，则双方在周末活动中得到的享受可以用下列支

付矩阵来表示：

A一！一：一：」召一⋯一：一；}
由上面关于2入2阶双矩阵对策解的讨论，可知

Q一5 > O，口一

R一5)O , r一

。一g/Q一2

月一r/R一普
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将这些结果代人双矩阵对策解的公式，得到

O＜了＜1 ,

夕镇2

2
y一不下

夕）2

(1 2 47)

了一1 ,

二镇3 ,

3

二）3 ,

夕＝O

O < , < l (1 2 48)

解不等式组（12.47）和（12.48)，得到对策的3个平衡点：

（了，，卜（。，。）,（普，普）,(, , ,)
不等式组（12.47）的解在图12一4中以粗实线表示，不等式组（12.48）的解以虚线表

示，粗实线与虚线的3个交点即为对策的3个平衡点

由

El（了，y）一5刀一2（了＋y)+1

EZ（了，,)=5仰一3（了＋,)+2

可得

叫普，普）一叫普，普）一夸
El(O , O)=l , El(l , l)=2

EZ(O , O)=2 , EZ(l , l)=l

不难发现，在平衡点（O , 0）和（1 , l）处，两个局中人的期
{

望收益都比在平衡点（普，普）的期望收益要好但由于
图12协

这是一个非合作对策，不允许在选择策略前进行协商，所以两个局中人没有办法保证一定

能达到平衡局势（0 , 0）或（1 , 1）。因而，尽管这个对策有3个平衡点，但哪一个平衡点作为

对策的解都是难以令人信服的。在合作对策中，平衡点不必是唯一的，不同平衡点给予同

一局中人的支付可以是不同的。因此，关于这类对策还不存在令人满意的‘最优策略”以

及对策值的概念。纳什定理只是保证了纳什均衡的存在性，但均衡点的存在与合理定义

非合作对策的解还有较大距离

对前面给出的．囚犯难题，'（见本章例4)，不妨假设两个囚犯的赢得矩阵分别为
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_ : 二｛ (1 2 49)

由

Q一1＞。，，一一1 , a一，/Q一一1

R一1＞。，r一一1，月一r/R一一1

不难确定该对策问题的唯一平衡点（二，户一（1 , 1)，即两个人都承认犯罪，所得支付为各

判刑7年。从赢得矩阵（12.49）来看，这个平衡局势异然不是最有利的。如果两人都不承

认犯罪，得到的赢得都是一1，相当于各判刑1年，这才是最有利的结果。但是，在非合作

的条件下，这个最有利的结局也是难以达到的

三、合作对策

1．合作对策的概念和意义
例16（产品定价问题）设有两家厂商（厂商1、厂商2）为同一市场生产同样产品，可

选择的竞争策略是价格，口的是赚得最多的利润。已知两个厂商的需求函数为
Q=12一ZP+P : (1 2.50)

Q :=12一ZP :+P (1 2.51)

其中，尸，尸：分别为两个厂商的价格，Q , Q：分别为市场对两个厂商产品的需求量（实际

销售量）；又知，两家厂商的固定成本均为20元。于是，厂商1的利润函数为

二一尸O一20一12尸一2尸甲＋尸尸：一20 (12.52)

为求厂商1利润最大化时的价格，令

d兀1

d尸1

得到

12一4尸＋尸2一O (1 2 53)

尸】一3＋于尸2 (1 2 54)

式（12.54）称为厂商1对厂商2的价格的反应函数，同理可得到厂商2对厂商1的价格的

反应函数为

尸2一3＋于尸 (1 2 55)

由图125可以看出，如果两个厂商互不合作，各自从自身利润最大化出发，最稳妥的

策略界然是都选择‘定价4元”，也就是实现Na流均衡，各自可以得到12元的利润。但

我们发现，如果两个厂商合作起来，都选择‘定价6元”，则双方都可以赚得16元的利润，

异然比不合作时要好。因此，两个厂商可以结成一个‘价格联盟”，统一把价格定在6元，

形成一个合作均衡，导致一个双赢的结果

但如果厂商1遵守价格联盟达成的合作协议，把价格定在6元，而厂商2却违反合作

协议，将价格定存4元（即厂商1合作，而厂商2不合作），则厂商1的利润只有4元，而厂

商2的利润却可以达＃l]20元，如图12一6所示
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商2的反应曲线

－一，拍6）台价均衡

一）曲I(l勺反卜、，曲线
一

《44)Nash均衡

图125产品定价问顺中的N龄h均衡和合作均衡

厂商2
定价4元

定价6元 子刹令斋
图12‘产品定价问题的厂商策略和收益

这就给两个厂商带来了一个定价难题：到底采取哪个价格，一方面，‘合作”的前景

很诱人；另一方面，各厂商都担合，如果竞争对手不合作怎么办？而现实当中，一些厂商

的确存在为了自身利益而违背市场竞争规则、与竞争对手进行削价竞争的冲动。不难看

出，定价问题实际上正是．囚犯难题”在微观经济学中的一个实例。口前，‘囚犯难题”的模

型已被应用于纤济学、社会学、理学、伦理学、政治学等众多领域，充分说明由此模型而引

出的合作对策模型具有十分广泛的适应胜和应用背景

由于非合作对策模型在适用性和理论上存在的局限性，使人们开始研究合作对策问

题。合作对策的基本特征是参加对策的局中人可以进行充分的合作，即可以事先商定好，

把各自的策略协调起来；可以在对策后对所得％lj的支付进行重新分配。合作的形式是所

有局中人可以形成若下联盟，每个局中人仅参加一个联盟，联盟的所得要在联盟的所有成

员中进行重新分配。一般来说，合作可以提高联盟的所得，因而也可以提高每个联盟成员

的所得。但联盟能否形成以及形成哪种联盟，或者说一个局中人是否参加联盟以及参加

哪个联盟，不仅取决于对策的规则，更取决于联盟获得的所得如何在成员间进行合理的重

新分配。如果分配方案不合理，就可能破坏联盟的形成，以至于不能形成有效的联盟。因

此，在合作对策中，每个局中人如何选择自己的策略已经不是主要要研究的问题了，应当

强调的是如何形成联盟，以及联盟的所得如何被合理分配（即如何维持联盟）的问题

合作对策研究问题重点的转变，使得合作对策的模型、解的概念都和非合作对策问题

有很大的不同。具体来说，构成合作对策的两个基本要素是：局中人集合I和特征函数

,(5)，找中I一｛1 , 2，⋯，, ,}, 5为I的任一子集，也就是任何一个可能形成的联盟，,(5）表
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示的是联盟5在对策中的所得。通常用G一｛I , ,｝来表示一个，，人合作对策。合作对策

的可行解是一个满足下列条件的刀维向必一（J , JZ，一“·卜

J)F(｛老｝)（老＝l ,～·，尹哥）（团体合理胜） (12.56)

艺J一，（川个体合理胜） (12.57)
一1

将满足式（12.56）和式（12.57）的向量J称为一个分配。合作对策研究的核心问题就是：

如何定义‘最优的”分配？是否存在‘最优的”分配？怎样去求解‘最优的”分配，鉴于对合

作对策的系统阐述需要较多的数学知识和学时，超出了本书的基本要求，故不准备再作详

细介绍，下面通过一个例子来说明合作对策的意义

2．合作对策的特征函数

在一个，，人的对策中，令N一｛1 , 2，⋯，, ,｝为对策者的集合。对集合N的每个子集

5，当它们相互作用并形成联合时，作为一个对策的特征函数，给出了5中每个成员的肯

定的收益值的总和，(S)

例17（药品生产问题）某制药公司A（局中人1）打算生产一种新药，但无法单独生

产，它可以将配方卖给公司2（局中人2）或公司3（局中人3）。获得配方的公司可以将生

产所得的100万元利润与制药公司A分享。如果我们将特征函数定义为＝家公司所有

可能的合作方式下生产该种新药所获得的利润的话，则可以得到该合作对策问题的特征

函数为

,({})=,({l})=,({2})=,({3})=,({2 , 3})=O（元）

,({l , 2})=,({l , 3})=,({l , 2 , 3})=1 000000（元）

例18（土地开发问题）局中人1拥有一块价值1000。元的土地，如果转给局中人2

开发，可以使土地增值到2。。。。元，如果转给局中人3开发可以增值到3。。00元，没有其

他可转让方。如果将每种可能的合作开发模式下可以获得的土地增值定义为特征函数值

的话，则该合作对策问题的特征函数为

,({l})=10000（元）, ,({2})=,({3})=O（元）

,({l , 2})=20 000（元）, ,({l , 3})=30 000（元）, ,({l , 2 , 3})=30 000（元）

例19（垃圾倾倒问题）假设4个人每人拥有一处房产，且每人都有一袋垃圾想倒在

共他人的房产处。如果有b袋垃圾倒在了4个中某一联盟中所有成员拥有的房产处，则

该联盟的所得为一b，如果将每个联盟的所得记为特征函数值的话，则这个合作对策的特

征函数为

,({S})＝一（4一S一）如果一S一＜4

,({l , 2 , 3 , 4})＝一4如果一S一4

共中一5一为5中成员个数，5为4人中可能形成的任一联盟

下面将结合上述例子，介绍合作对策‘解”的概念和求解方法，说明合作对策分析问题

的基本忍想
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3．合作对策的核心（。ore)

核心（〔ore）是合作对策解的一种重要形式。如前所述，由于合作对策研究的主要问

题是联盟形成的条竹，而这些条件不可避免地和分配规则的制定有关系。因此，我们希望

能在所有可能的分配构成的集合X中，找出一些分配，使得这些分配能够被各种可能形

成的联盟5中的所有成员都接受。因而我们寻求的将不是某个单一的分配，而是希望找

到满足一定合理性（或公平性）条竹的分配的集合。为此，我们先给出分配之间优超关系

的定义

定义8设二一（二，，二2，⋯，二）, y一（y , , yZ，⋯，y）为刀人合作对策G的两个分配，5

为由局中人构成的子集，如果

,(s)）艺，，且，＞二，，任s (1 2.55)
任5

则称y关于5优超于二，记成y卜5二

由定义8可知，如果y关于5优超于二，则5中的每个成员都应更偏好于y，且整个

联盟5可以获得更多的同报

以下，设二一（二，二2，⋯，二）为一个分配，记

二（s）一又二若5护声 (1 2 59)
任5

定义，设G一｛I ,，圣为一合作对策，称

c一｛二l二任x , ,(5）镇二（5), 5为I中所有可能的子集圣

为合作对策G的核心（〔ore)

定义9说明，对于任一联盟5，核自中的分配二提供给5的分配不会少于5中成员各

自单下时可能获得收人的总和，(S)，即没有一个联盟5可以提出对自身更为有利的分

配，因而二是能被所有可能的联盟都接受的分配方案

由合作对策核心的定义，不难得到如下定理：

定理14设C为合作对策G的核自，则分配二一｛二，二2，⋯，二圣属于核心的充要条

竹是：二不被任何其他分配所优超

由定理14和核自的定义，应该说核心是我们所希望的一个比较好的关于合作对策解

的定义。但遗憾的是，许多合作对策的核心往往是空集

例20（药品开发问题续）下面我们来求该对策的核心。设二一｛二，二2，⋯，二圣为一

分配，则二应满足

了】）O

了：)O

了3)O

二＋二：＋二3=1 000000（元）

根据核自的定义，二若存核自内的充要条件是：二还须满足

了＋了2妻1 000000（元）
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了】＋了3)1 000000（元）

了：＋了3)O

了】＋了：＋了3)1 000000（元）

不难发现，只有二一1 00000。，二2一。，二3一。，满足上述所有不等式，也就是说该对策

的核心只有包含一个分配（l。00000，。，0）。可见，核自强调了局中人1的重要胜。

注：对上述对策问题，如果我们选择一个不在核心内的分配，则可以说明该分配一定

会被其他分配所优超。例如，如果选择分配二一（900 000 , 5。。00 , 5。。。。），则分配y一

(925 000 , 75 000 , o）就会优超于了。

例21（土地开发问题续）求该合作对策的核心。首先，任何一个分配均须满足

二）10000（元）

了：)O

了3)O

二＋二：＋二3)30 000（元）

其次，分配二要属于核心还需满足

了】＋了：)20 000（元）

了】＋了3)30 000（元）

了：＋了3)O

二＋二：＋二3)30 000（元）

不难推出，二要属于核心，必须满足

二：=o和二＋二3=30 000（元）

由此推出

二）20 000（元）

因此，所有满足上述两个条件的分配都将属于核心。例如，如果局中人1得到的份额为

二，且2。。。镇二镇3。。。。，则任何向量（二，。，3。。00一二）都是该合作对策问题的核自。

对这一结果的解释是：局中人3以高于局中人2的出价从局中人1那里购买到土地开发

权，例如出价在200。镇二镇3000。之间，这样局中人1可以获得二，局中人3可以获得

3000。一二，而局中人2什么也得不到。在该对策中，核心中的分配有无限多个。

例22（垃圾倾倒问题续）确定该问题的核自。首先，若二一（二，二2，二3，二。）为一个分

配，则必须满足

了）一3

了：）一2

了3）一3

了。）一3

了＋了2＋了3＋了一4
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根据定理14，对于任何一个由3个局中人形成的联盟，一个分配要属于核自必须满足

J】＋J :+J3）一l

们＋J :+J '）一1

们＋J3+J '）一1

JZ+J3+J '）一l

但我们发现，没有任何一个分配会满足上面的不等式组，因此该合作对策的核自为空集

4．合作对策的Shapley值

在求解药品生产问题（例18）的核自时我们注意到，核心中的分配过于向局中人1也

即对策中最重要局中人倾斜，将所有的同报都给了局中人1，这看上去对其他局中人有些

‘不公平”。我们下面来介绍另一个合作对策解的概念―ShaPley值，这是一个较之‘核

心”更加公平的合作对策解的定义

ShaPley值是根据Lloyd shapley提出的合作对策应该满足的4个公理来定义的

公理1（对称胜）如果改变局中人的标号亦同时改变局中人的所得。例如，假设一

个3人合作对策的Shapley值为J=(10 , 15 , 20）。如果改变局中人l和3的作用（例如从

v({l})=10和，({13})=15变成，({l})=15和，({3})=10)，则新对策的Shapley值将

变为J=(20

公理2

15 , 15)

（有效胜）满足团体合理性，即

艺J=F(I) (1 2 60)

公理3（边际合理胜）如果对任一联盟5，都有，(5一｛,}）一，（引，则根据Shapley值

得出的J一。，也就是说如果局中人，不可能给任何联盟带来价值的增加，则该局中人的

所得也应该为零

公理4（可加胜）设J和y分别为合作对策二和11的ShaPley值，则合作对策二＋11

的Shapley值为J+yo

如果上述4条公理能得到满足，ShaPley证明了以下著名的定理：

定理15设，为合作对策G的特征函数，则存在唯一的分配J一（J , JZ，⋯，J）满足

公理1至公理4。局中人，的所得为

J一艺户（s）仁v(sU{,}）一，(s）〕 （1 2.61)
所有不包括局中
人的联盟5

艾中

p(S)＿一5一，(,，一51一l)
"l

(1 2 62)

对式（12.61）的解释是假定，，个局中人按随机到达的顺序参与合作，即有浏种可能

的顺序，每一川页序发生的概，为六假定当局中人，到达时发现集合5中的成员均已到
达了，如果局中人，想同这些已到达的成员形成一个联盟，则由于他的加人可以带来的收
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人的增加值为，(SU{,{）一，(5)，而当局中人，到达时5中的成员均已到达的概率为

p .(s）。所以，式（12.61）的意忍是说，局中人！的所得应该等于他可能给所有已纤有在的

联盟带来的价值增加值的均值

下面我们i！算一下前面有关例子的s肠pl即值

例23（药品生产问题续）日算该合作对策的S肠pl即值。为i｝算局中人1的回报，

我们先列出所有不包括局中人1的联盟S（见表12一2)，并对每个这样的联盟，日算，(SU

{,{）一，(5）和p .(5）。因为由于局中人1的加人各联盟可以获得的收人的平均伯为

了一（普）（。）+（青）(1。。。。。。）+（普）(1。。。。。。）+（青）'，。。。。。。）
4 000 000

6
（元） (1 2 63)

所以根据Sh . ploy了自 ，卜算的局中人，应得到的回报为巡黔旦 对局中人2来说，由

表123可知，根据Shpl四伯日算的回报应为

了2一（普）(o)+（告）(1 000000)+（青）(o)+（普）(o)
1 000 000

6
（元） (1 2 64)

局中人3应得的同报为1。。。。。。一J
1 000000

了2一一一万一一（元）

表122用于局中人1 shaPI圳值计算的表

P ,(S)

7〔

,(S日｛之｝）一，(S)

{2} 自自自自自自

b
］
一
b
 
,

{? 33} : : : : : :b
］
一
b

表123用于局中人2 Shapl圳值计算的表 7〔

P ,(S) ,(S日｛之｝）一，(S)

自自自自自自

自自自自自自

b
］
一
b
］
一
b
 
,{], 3} 自自自自自自
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注1：我们还记得例17的核心是局中人1获得1。。。。。。元，而局中人2和3没有同

报。因此，根据ShaPley值计算得到的同报石上去对局中人2和3更公平些。一般来说，

根据shapley值计算的每个局中人的同报会比根据核合的定义确定的每个局中人的同报

会更公平一些

注2：对一个只有少数局中人参与的合作对策，根据ShaPley值的计算思想确定各局

中人应得到的同报还是比较容易的。例如对于例18，可以通过表12一4来计算每个局中

人的Shapley值：

一嘿型（元），·2一嘿型‘元），一嘿型‘元，
注3 : ShaPley值可用于对政治或商业组织中各成员权利的衡量。例如联合国安全

理事会有5个常任理事国成员（具有否决任何议案的权利）, 10个非常任理事国成员。一

个议案要获得安理会通过必须获得至少9票的问意，包括所有常任理事国的问意。如果

将所有可能的投票结果看成不问的．联盟”的话，当议案得到通过时将该结果（‘联盟”）的

赢得值记为1；当议案没有获得通过时记为。，据此可以得到这个合作对策的特征函数

根据这个特征函数可以计算得出每个常任理事国的ShaPley值是。．1963，非常任理事国

的Shapley值是0.001865，且有5(0.1963)+10(0.001865)=l。于是，根据Shapley值

的计算结果表明，联合国安理会的98.15%(5(0.1963）一98.15%）的权利集中在了5个

常任理事国手上

表124计算例23的ShaPI叮值的简易方法 元

到达顺序 局中人1 局中人2 局中人3

l , 2 , 3 010000000

l , 3 , 2 0 01000000

2 , l , 3 1000000 00

2 , 3 , 1 1000000 00

3 , l , 2 1000000 00

3。2。1 1000000 00

最后，作为ShaPley值的一个应用，下面分析一个机场如何确定屹机着陆收费标准的

问题

例2碍假设一个机场可以接受A、B、C＝种型号胜机降落，所需跑道的长度分别为

10。米、15。米和400米；假设跑道每年的维护费用恰好等于跑道的长度（单位：元）。因

为要保证机型C能降落，所以机场必须拥有400米的跑道。为简单起见，假设机场每年

只能接受每种机型中的一架降落，问400元的跑道维护费用应如何向所降落的胜机收取，

解：分别记机型A、B、C为局中人1、2、3，可以构造一个3人合作对策，其中每个联盟

的收人为需要支付的可以使联盟中需要最长跑道屹机降落的跑道维护费。于是，该对策

的特征函数可以表示为
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,({{)=l , ,({l{)＝一100（元）, ,({l , 2{)=,({2{)＝一150（元）

,({3{)=,({2 , 3{)=,({l , 3{)=,({l , 2 , 3{)＝一400（元）

为了计算Shzlpley值（向每个局中人收取的费用），我们假定＝种匕机以随机的顺序着陆，

并日算出每种机型在对已经到达的机型收过费的基础卜需要增加收费的平均俏（见

表125)，干是得到每个局中人的Shzlpley俏为

局中人’的费用一（韵

局中人2的费用一（韵

局中人3的费用一（韵

(100+100)= 半（元）

' 50+, 50+, 50，一丫‘元）

' 2 50+300+250+250+, 00+, 00）一粤‘元）
表1 25

到达顺序 概率

］
一
6
］
一
6
］
一
6
］
一
6
］
一
6
］
一
6

], 2 , 3

], 3 , 2

2 ,], 3

2 , 3 ,]

3 ,], 2

3。2。］

向每个局中人增收的费川厂元

局中人］ 局中人2 局中人3

]00 弓02弓O

]00 0 300

O ］弓02弓O

O ］弓02弓O

0 0 400

0 0 400

因此，根据Shzlpley值t！算的结果，向机划A收取的着陆费为33.33元，向机型B收

取的着陆费为58.33元，而占用跑道最长的机型C需要付费308.33元

如果每种机划着陆的吃机不止一架，可以证明根据Shzlpley俏日算的着陆费应按如

下方式收取：所有匕机的着陆费都应根据共使用的跑道的长度同等收费，即所有屹机都

必须为使用跑道的第一个10。米付费；机型B需要为使用100米后的5。米跑道付费；机

划C需要为使用15。米后的25。米跑道付费。例如，假设有10架A型吃机、5架B型吃

机、2架C型屹机需要降落，则每架匕机应收取的着陆费为

衬L型A的费用一
100

10+5+2=5.88（元）

衬L型B的费用＝5.88 ＋裂锣旦－ 1 3.03（元）
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lJIJ练即侧

机型C的费用＝13.03+400一150
2

1 38.03（元）

习 题

卿
闻

12.1甲、乙两个儿童玩游戏，双方可分别出拳头（代表石头）、手掌（代表介J）、两个
手指（代表剪刀），规则足：剪刀赢介』，布赢石头，石头赢剪刀，赢者得1分。若双方所出相
同算和局，均不得分。试列出儿童甲的赢得矩阵

12.2‘二指莫拉问题”。甲、乙二人游戏，每人出一个或两个丁指，同时又把猜测对
方所出的指数叫出来。如果只有一个人猜测正确，则他所赢得的数口为二人所出指数之
和，否则重新开始，写出该对策中各局中人的策略集合及甲的赢得矩阵，并同答局中人是
否存在某种出法比共他出法更为有利

123炎她下列拓阵对笛．甘中赢矛算拓阵八分gII为

(1）卜
一4

8

3

(2)
44

12.4甲、乙网个企业生严同一种电于产品，门个企业都想迪过改革管理获取更多的

市场销售份额。甲企业的策略措施有：①降低产品价格；②提高产品质量，延长保修年

限；③推出新产品。乙企业考虑的措施有：①增加广告费用；②增设维修网点，打大维修

服务；③改进产品胜能。假定市场份额一定，由干各自采取的策略措施不问，通过预测可

知，今后两个企业的市场占有份额变动倩祝如表126所示（正值为甲企业增加的市场占

有份额，负俏为减少的市场占有份额）。试通过对策分析，确定两个企业各自的最优策略

表126

／个湘
甲企亚

:
{

一］

]O

8

12.5用图解法求解下列矩阵对策，其中赢得矩阵A为
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1 26

1 27

用方程组法求解矩阵对策，共中赢得矩阵A为

A一［:：〕
用线性规划方法求解下列矩阵对策，其中赢得矩阵A为

(1):(2){:
12.8甲、乙两个游冰队举行包拈3个项日的对抗赞，问队各有一各健将级运动员

（甲队为李，乙队为上），在3个项口卜的成绩都很突出。但规则规定他们每人只许参加两

项比赛，每队的共他两名运动员可参加全部3项比赛。已知各运动员平时成绩（、）见

表127。假定各运动员在比赛中正常发挥水平，又设比赛的第一名得5分，第二名得3分，

第＝名得1分。问教练员应决定让自己队健将参加哪两项比赛，可使本队得分最多？

表127

甲队 乙队
项 日

Al AZ 李 工 Hl 找

100米蝶泳 59 7 63 2 57 1 58 6 61 4 648

100米仰泳 67 2 68 4 63 2 61 5 64 7 665

100米蚌泳 74 1 75 5 70 3 72 6 73 4 769

12.，有一押游戏，仕怠邢一个钱巾，井将出现是止曲或反曲舌V尸11。甲有网柳选

择：①认输，付给乙1元；②打赌。只要甲认输，这一局结束，重新开始。当甲打赌时，乙

也有两种选择：①认输，付给甲1元；②较真。当乙较真时，如钱币为正面，乙输给甲

2元，如为反面，甲输给乙2元。试建立对甲方的赢得矩阵，求甲、乙双方各自最优策略和

对策值

12.10一个对策具有以下特征函数：

,({l , 2 , 3全）=,({l , 2 , 4全）=,({l , 3 , 4全）=,({2 , 3 , 4全）=75 ;

,({1 , 2 , 3 , 4冲一1。。；,({3 , 4冲一5。；,（、）一。对其他所有组合

要求给出该对策的核心

12.11＝人玩掷硬币游戏，硬币有正反两面，若＝人掷出相问的一面，主持者付给每

人1元，否则每名游戏者各付主持人1元。要求：(l）写出该对策的特征函数；(2）找出该

游戏的核心；(3）给出该游戏的Shapley值



HAPTER 13

第十三章

决策分析

第一节决策分析的基本问题

一、决策分析概述

决策是为达到预期的口的，从所有可供选择的方案中，找出最满意的一个力案的行

为。从政治、经济、技术到日常生活，从微观到宏观，决策贯穿干管理1作的各个环节

朴素的决策思想自占就有，在中外历史卜不乏有名的决策案例。但在落后的生产方

式下，决策主要凭借个人的知识、智慧和经验。随着生产和科学技术的发展，要求决策者

在瞬息多变的条什下，对复杂的问题迅速作出决断，这就要求对不同类型的决策问题，有

一套科学的决策原则、程序和相应的机构、方法

1．决策的类刑

(l）按内容和层次，可分为战略决策和战术决策。战略决策涉及全局和长远方针胜

问题，而战术决策是战略决策的延伸，着眼于力针执行中的中短期的只体问题

(2）按重复程度，可分为程序性决策和非程序性决策。程序胜决策指常规的、反复发

生的决策，通常已形成一套固定的程序规则；非程序性决策不纤常重复发生，通常包含很

多不确定的偶然因素

(3）按问题胜质和条什，可分为确定型、不确定型和风险刑决策。确定刑决策是指作

出一项抉择时，只有一种肯定的结局；不确定刑决策指每项抉择将可能导出若下个可能

结局，并且每个结局出现的可能胜是未知的；风险刑决策是指作出每项抉择时，可能有若

千结局，但可以有根据地对各结局确定共出现的概率

此外，按时间长短可分为长期决策、中期决策和短期决策；按要达到的口标，可分为

单口标决策和多口标决策；按决策的阶段分为单阶段决策和多阶段决策，等等

2．决策的原则

现代决策问题只有系统化、综合化、定量化等特点，决策过程必须遵循科学原则，并按

严格程序进行

(l）信息原则。指决策中要尽可能调查、收集、整理一切有关信巳，这是决策的基础

(2）预测原则。即通过预测，为决策提伐有关发展方向和趋势的信户
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(3）可行胜原则。任何决策方案在政策、资源、技术、纤济方面都要合理可行

(4）系统原则。决策时要考虑与问题有关的各子系统，要符合全局利益

（的反馈原则。将实际情况的变化和决策付诸行动后的效果，及时反馈给决策者，以

便对方案及时调整

3．决策的程序

决策的过程和程序大致分为以下4个步骤：

(l）形成决策问题，包括提出各种方案、确定口标及各方案结果的度量等

(2）对各方案出现不同结果的可能陛进行判断，这种可能陛一般是用概率来描述的

(3）利用各方案结果的度量值（如效益值、效用值、损失值等）给出对各方案的偏好

(4）综合前面得到的信息，选择最为偏好的方案，必要时可作一些灵敏度分析

4．决策系统

包括信息机构、研究智裹机构、决策机构与执行机构，特别是智囊机构右现代决策中

的作用日趋重要

一个完整的决策应包括决策者；至少有两个可供选择的方案；存右决策者无法控制

的若下状态；可以测知各个方案与可能出现的同状态相对应的结果；衡量各种结果的价

f肖标准

决策分析是为了合理分析具有不确定胜或风险性决策问题而提出的一套概念和系统

分析方法，其口的右于改进决策过程，从而辅助决策，但不是代替决策者进行决策。实践

证明，当决策问题较为复杂时，决策者右保持与自身判断及偏好一致的条件下处理大量信

息的能力将减弱，右这种情形下，决策分析方法可为决策者提供强有力的l具

二、决策分析研究的特征

决策分析将有助于对一般决策问题中可能出现的下面一些典型特征进行分析

1．不确定陛

许多复杂的决策问题都具有一定程度的不确定胜。从范围来看，包括决策方案结果

的不确定胜，即一个方案可能出现多种结果；约束条件的不确定陛；技术参数的不确定

性；等等。从胜质上看，包括概率意义下的不确定陛和区间意义下的不确定胜。概率意

义下的不确定陛又包括主观概率意义下的不确定性（亦称为可能胜）和客观概率意义下的

不确定胜（亦称为随机陛）。它们的区别右于前者是指人们对可能发生事件的概率分布的

一个主观估计，被估计的对象只有不能重复出现的偶然胜；后者是指人们利用已有的历

史数据对未来可能发生事件概率分布的一个客观估计，被估计的对象一般具有可重复出

现的偶然陛。可能胜和随机性在决策分析中统称为风险性，区间意义下的不确定胜一般

是指人们不能给出可能发生事件的概率分布，只能对有关量取值的区间给出一个估计

2．动态陛

很多问题由于井本身具有的阶段胜，往往需要进行多次决策，且后面的决策依赖于前
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面决策的结果。

3．多口标胜

对许多复杂问题来说，往往有多个具有不问度量单位的决策口标，且这些口标通常具

有冲突胜，即一个口标值的改进会异致共他口标值的劣化。因此，决策者必须考虑如何在

这些口标间进行折中，从而达到一个满意解（注意不是最优解）。

4．模糊胜

模糊胜是指人们对客观事物概念描述卜的不确定胜，这种不确定胜一般是由于事物

无法（或无必要）进行精确定义和度量而造成的，如．社会效益”．满意程度”等概念在不问

只体问题中均具有一定的模糊胜。

5．群体胜

群体胜包括两方面的含义：

(l）一个决策方案的选择可能会对共他群体的决策行为产生影响，特别像政府决策，

会对各层次的行为主体产生影响；企业一级的决策也会对共他企业产生影响。因此，决

策者若能预计到自身决策对共他群体的影响将有益于自身的决策。

(2）决策是由一个集体共问制定的，这一集体中的每一成员都是一个决策者，他们的

利益、观点、偏好有所不问，这就产生了如何建立有效的群体决策体制和实施方法的问题。

第二节风险型决策方法

一、风险型决策的期望值法

例l某石油公司拥有一块可能有油的土地，根据可能出油的多少，该块土地具有4

种状态：可产油5。万捅、20万捅、5万捅、无油。公司口前有3个方案可供选择：自行钻

井；无条件地将该块土地出租给其他生产者；有条件地租给其他生产者。若自行钻井，

打出一n有油井的费用是10万元，打出一n无油井的费用是7.5万元，每一捅油的利润

是1.5元。若无条件出租，不管出油多少，公司收取固定租金4.5万元；若有条件出租，

公司不收取租金，但当产量为20万桶至5。万捅时，每捅公司收取。．5元。由卜计算得到

该公司可能的利润收人见表13一1。按过去的纤验，该块土地具有卜面4种状态的可能胜

分别为10％、15％、25％和5。％。问题是：该公司应选择哪种方案，可获得最大利润，

表131石油公司的可能利润收入表 元

项日

自行钻井（AI)
无条件出租（AZ)
有条件出租（A)

5。万捅（51)

b5o 000
45 000

250 000

2。万捅（52)

200 000

45 000

1自自自自自

5万捅（53)

一25 000

45 000

自

无r由（S)

一75 000

45 000

自
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例1是一个典型的风险型决策的例子。一般风险型决策问题可描述如下：设A，⋯，

A．为所有可能选择的方案，5，⋯，5。为所有可能出现的状态（称为11然状态），各状态出

现的概率（可以是客观的，也可以是主观的）分别为尸，⋯，尸。记a。一。，(A , 5）为方案

A当状态5出现时的益损值（或效用f肖），则一般风险型决策问题可由表132表示

表13一2风险型决策表

状态

力案 51 52 凡
尸1 尸2 尸

A1
AZ "21 "22 "2.

处理风险型决策问题时常用的方法是根据期望收益最大原则进行分析，即根据每个

方案的期望收益（或损失）来对方案进行比较，从中选择期望收益最大（或期望损失最小）

的方案，这种方法称为期望值法，已蕴含两层意思：

(l）无差异胜，即是说决策者认为在一个确定胜收益和一个与之等值的期望收益之

间不存在差异；

(2）趋利胜，即是说决策者总是希望期望收益值越大越好

期望收益最大原则是风险型决策分析的一个基本假设，根据这一假设，可由决策

表132计算每一方案A的期望收益

E(A）一艺尸声勺（，一卜一n ,) (13.1)
J一1

然后选取A"，使得

E(A广）=maxE(A) (13.2)
1蕊蕊用

对于例1，分别记‘自行钻井”‘无条件出租”和‘有条件出租”这3个方案为A , A：和

A3，有

E(Al)=0.10人650 000+0.15人200 000+0.25人（一25 000)+0.50人（一75 000)

=5 1 250（元）

E(AZ)=0.10人45 000+0.15人45 000+0.25人45 000+0.50人45 000

=45 000（元）

E(A3)=0.10人250 000+0.15人100000+0.25人O+0.5人O=40000（元）

根据期望收益最大原则，应选择方案A，即11行钻井

卜例中若4种状态的可能胜分别变为8％、15％、25％和犯％，则采用不问方案时的

收益分别为：E(A)=39 350（元）, E(AZ)=45000（元）, E(A3)=30000（元），因而改为选

择方案AZ。这说明状态概书的变化会导致决策的变化。设a为出现状态5的概率，52
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和53的概率不变，状态5的出现概书变为（0.6一a)，由表13一1可计算得

E(Al)=65 000a+30 000一6 500一70 000(0.6一a)

E(AZ)=45 000

为观察a的变化如何影响到决策方案的变化，令E(A）一E(A :)，则可解得a“一

。．08784，称a“为转折概率。当a"＞。．08784时，选择方案A，否则选择方案AZ

在实际l作中，可把状态概率、益损值等在可能的范围内做几次变动，分析一下这些

变动会给期望益损值和决策结果带来的影响。如果参数稍加变动而最优方案不变，则这

个最优方案是比较稳定的；反之，如果参数稍加变动使最优方案改变，则原最优方案是不

稳定的，需进行进一步的分析

二、利用后验概率的方法及信息价值

在处理风险型决策问题的期望值方法中，需要知道各种状态出现的概书尸（S)，⋯，

尸（5)，这些概书通常为先验概书。因为不确定性纤常是由于信息的不完备造成的，决策

的过程实际卜是一个不断收集信息的过程，当信息足够完备时，决策者便不难做出最后决

策。因此，当收集到一些有关决策的进一步信息B后，对原有各种状态出现概率的估计

可能会发生变化。变化后的概书记为尸（5一B)，这是一个条件概率，表示在得到追加信

息B后对原概率尸（s）的修正，故称为后验概率。由先验概率得到后验概率的过程称为

概书修正，决策者事实卜经常是根据后验概书进行决策的

追加信息的获取一般应有助于改进对不确定性决策问题的分析。为此，需要解决两

方面的问题：(1）如何根据追加信息对先验概率进行修正，井根据后验概书进行决策；

(2）由于获取信息通常要支付一定的费用，这就产生了一个需要将有追加信息晴况下可能

的收益增加〔削司为获取信息所支付的费用进行比较，当追加信息可能带来的新收益大于

信息本身的费用时，才有必要去获取新的信息。因此，通常把信息本身能带来的新的收益

称为信息的价值

例2问例1，但假设该石油公司在决策前希望进行一次地震实验，以进一步赤清该

地区的地质构造。已知地震实验的费用是12。。。元，地震实验可能的结果是：构造很好

(I）、构造较好（12）、构造一般（13）和构造较差（I）。根据过去的纤验，可知地质构造与油

井出油量的关系见表13一3。问题是：(l）是否需要做地震实验，(2）如何根据地震实验的

结果进行决策，

表133

P（州S） 构造很好（11）构造较好（12）构造一般（13） 构造较差（I)

50万捅（51) 0 58 0 33 0 09 00

20万捅（52) 0 560]90]250]25

5万捅（53) 0 46 0 250]250]65

无r由（S) O]9 027 03] 023
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解先计算各种地震实验结果出现的概率

P(I)=P(S)P(I一S)+P(52)P(I旧2)+P(53)P(I一53)+P(S)P(I一S)

=0. IOKO .58+O . 15KO .56+O . 25KO .46+O . SOKO . lg=0.352 (13.3)

P(12)=P(S)P(I：一S)+P(52)P(I：一52)+P(53)P(I：一53)+P(S)P(I：一S)

=0. IOKO .33+O . 15KO . lg+O . 25KO .25+O . SOKO .27=0.259 (13.4)

P(13)=P(S)P(13一S)+P(52)P(13旧2)+P(53)P(13一53)+P(S)P(13一S)

=0. IOKO . Og+O . 15KO .125+O . 25KO .125+O . SOKO .31=0.214(13.5)

P(I)=P(S)P(I一S)+P(52)P(I旧2)+P(53)P(I一53)+P(S)P(I一S)

=0. IOKO . O+0. 15KO .125+O . 25KO .165+O . SOKO .23=0.175 (13.6)

由条件概率公式

尸（5一I）二

可得到后验概率尸（S，一I)

P(S ,)P(I一S ,)
尸（I)

，见表13一4

(1 ，⋯，4 ;）一1，⋯，4) (1 37)

尸（5 11)

铂万桶（51)

20万桶（52)
弓万捅（53)
无油（S)

表134

构造很好（11)

0 16弓
0 240
0 32弓
自只7自

地震试验后的后验概率表

构造较好（12） 构造一般（I3)

0 127 0 042

0 110 0 088

0 241 0 147

O弓22 0 723

构造较差（I)

0 000

0 107

0 236

06弓7

下面用后验概乍进行分析。如果地震实验得到的结果为‘构造很好”，各方案的期望

收益为

E(Al)=0. 165K650000+O . 24KZ00000+O . 325K（一25000)+O . 27OK（一75000)

=1 26 825（元）

E(AZ)=0. 165K4500O+O . 24K4500O+O . 325K4500O+O . 27K4500O

=4 5 000（元）

E(A3)=0. 165K250000+O . 24KI00000+O . 327KO+O . 27KO=65250（元）

应选择方案A。

如果地震实验得到的结果为．构造较好”，各方案的期望收益为：

E(Al)=0. 127K650000+O . llKZ00000+O . 24lK（一25000)+O . 522K（一75000)

=5 9 450（元）

E(AZ)=0. 127K4500O+O . llK4500O+O . 24lK4500O+O . 522K4500O

=4 5 000（元）

E(A3)=0. 127K250000+O . llKI00000+O . 24lKO+O . 522KO=42750（元）

应选择方案A，。
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如果地震实验得到的结果为“构造一般”，各方案的期望收益为：

E(Al)=0.042火650000+0.088火200000+0.147火（一25000)+0.723火（一75000)

＝一1 3 375（元）

E(AZ)=0.042火45 000+0.088火45000+0.147火45000+0.723火45000

=4 5 000（元）

E(A3)=0.042火250000+0.088火100000+0.147火O+0.723火O=19300（元）

应选择方案AZ。

如果地震实验得到的结果为“构造较差”，各方案的期望收益为：

E(Al)=0.0火650000+0.107火200000+0.236火（一25000)+0.657火（一75000)

＝一33 775（元）

E(AZ)=0.0火45 000+0.107火45 000+0.236火45 000+0.657火45000

=4 5 000（元）

E(A3)=0.0火250000+0.107火100000+0.236火O+0.657火O=10700（元）

应选择方案AZ。

根据后验概率（即根据地震实验的结果）进行决策的期望收益为：

0.352火126825+0.259火59450+0.213火45000+0.175火45000=77500（元）

由例1已知，不做地震实验时的期望收益为512沁元，实验后可增加期望收益，也就

是地震实验信息的价值为77 500一51 250=26 250（元），大于地震实验的费用12000元，

因而进行地震实验是合算的。

三、决策树方法

上文讨论的风险型决策问题是一步决策问题，实际当中很多决策往往是多步决策问

题，每走一步选择一个决策方案，下一步的决策取决于上一步的决策及其结果，因而是个

多阶段决策问题。这类决策问题一般不便用决策表来表示，常用的方法是决策树法。

例3某开发公司拟为一企业承包新产品的研制与开发任务，但为得到合同必须参

加投标。已知投标的准备费用为4。。00元，中标的可能胜是40％。如果不中标，准备费

用得不到补偿。如果中标，可采用两种方法进行研制开发：方法1成功的可能性为80%,

费用为26000。元；方法2成功的可能胜为沁％，费用为16。。00元。如果研制开发成

功，该开发公司可得到6。。。00元，如果合同中标，但未研制开发成功，则开发公司需赔偿

10。。00元。问题是要决策：(l）是否参加投标；(2）若中标了，采用哪种方法研制开发。

下面用决策树方法来分析这个问题。所谓决策树就是将有关的方案、状态、结果、益

损值和概率等用由一些节点和边组成的类似于“树”的图形表示出来，它的基本组成部分

包括：

(l）决策点，一般用方形节点表示，从这类节点引出的边表示不同的决策方案，边下

数字为进行该项决策时的费用支出。
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(2）状态点，一般用圆形节点表示，从这类节点引出的边表示不同的状态，边下的数

字表示对应状态出现的概率

(3）结果点，一般用有圆合的圆形节点表示，位于树的末梢处，并在这类节点旁注明

各种结果的益损值

图131给出了例3的决策树，从该图可看出，利用决策树对多阶段决策问题进行描

述是十分方便的

。法．46鹦
一〕60仅M】

力法2

成功

尸钊8

失败

户钊】2

成功

尸门S

一160仪10 馨气

600侧洲

一1州】以粗

日川川旧

一“旧侧0

o
o
B俨0oo投－-4Ooo

不投标

例3的决策树

利用决策树对多阶段风险型决策问题进行分析通常也是依据期望值准则，具体做法

是：先从树的末梢开始，计算出每个状态点上的期望收益，然后将其中的最大值标在相应

的决策点旁。决策时，根据期望收益最大的原则从后向前进行‘剪枝”，直到最开始的决策

点，从而得到一个由多阶段决策构成的完整的决策方案。对例3的分析见图131。图中：

D点处的值为：0.8入600 000+0.2入（一100 000)=460000

E点处的值为：0.5入600 000+0.5入（一100 000)=250000

由于460000一260000 > 250000一160000，故在〔’点处的决策为选择方法l，划去方

法2的边，并将费用值200 000注在C点上边

B点处的值为：0.4入200 000+0.6入。＝80 000

又因80000一4。。00一4000。，故在A点处的决策为选择投标，划去代表不投标的边，

并将费用值4。。。。注在A点上边

计算结果表明该开发公司首先应参加投标，在中标的条件下应采用方法1进行开发

研制，总期望收益为400 000元

第三节不确定型决策方法

不确定型决策的基本特征是无法确切知道哪种自然状态将出现，而且对各种状态出

现的概率（主观的或客观的）也不清楚，这种倩况下的决策主要取决于决策者的素质和要

求。下面介绍几种常用的处理不确定型决策问题的方法，实际上是几种常用的原则。以

下均假设决策矩阵中的元素气为收益值
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一、悲观准则（max一min准则）

这种力法的基本忍想是假定决策者从每一个决策力案可能出现的最差结果出发，且

最佳选择是从最不利的结果中选择最有利的结果。记

ll(Az）一，臀思“·（l一l , ' ? ,) (l3·8)

则最优方案A“应满足

ll(A）一攫纹ll(A）一摺慧攫思“· （l3·9)

例碍设某决策问题的决策收益如表135所示

表135

状态
j］案

A
l
人
丸
人
态

由式（13.8）可得

ll(A）一mln{4 , 5 , 6 , 7｛一4

ll(A）一mln{2 , 4 , 6 , 9｛一2

ll(A3）一mln{5 , 7 , 3，酬一3

ll(A）一mln{3 , 5 , 6 , 8｛一3

ll(A）一mln{3 , 5 , 5，酬一3

由式（13.9）得，A为最优力案

"(AI）一mdx ll(A）一4
】琢琢二

(1 3 10)

二、乐观准则（max一max准则）

这种准则的出发点是假定决策者对未来的结果持乐观的态度，
最有利的状态。记

ll(A）一攫慧“·（’一L’·’，川
则最优方案A“应满足

急是假设出现对自己

(1 3 11)

"(A"）一mdx"(A
】琢琢用

一nldX nldXa
】蕊蕊用】蕊J蕊附

(1 3 12)

仍以例4为例，有

I ,(A）一mdx{4 , 5 , 6 , 7｛一7
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11(AZ)

11(A3)

11(A今）

11(A)

一111月X

一111月X

一111月X

一111月X

2 , 4 , 6 , 9｝一9

5 , 7 , 3 , 5｝一7

3 , 5 , 6 , 8｝一8

3 , 5 , 5 , 5｝一5

11(AZ)一1llaX
】茗茗二

11(A)=9 (1 3 13)

得到最优方案为AZ

三、折中准则

折中准则是介于悲观准则和乐观准则之间的一个准则，其特点是对客观状态的估计

既不完全乐观，也不完全悲观，而是采用一个乐观系数a来反映决策者对状态估计的乐观

程度。具体计算方法是：取a任［。，1〕，令

"(A）一a咫馨a·＋(l一a）攫思a·（，一l ,～一n ,) (13 ' 14)

然后，从。，(A）中选择最大者为最优方案，即

I ,(A ')一1llaX
1茗茗角

a 1llaXa
】毛J毛附 +(l一a)1粤思a (13

异然，当a一1时，即为乐观准则的结果；当a一。时，即为悲观准则的结果

现取a一。．8，则1一a一。．2，由式（13.14)，有

11(Al)=0.8 K7+0.2 K4=6.4

11(AZ)=0.8 Kg+0.2 KZ=7.6

11(A3)=0.8 K7+0.2 K3=6.2

11(A今）=0.8 KS+0.2 K3=7.0

11(A二）=0.8 KS+0.2 K3=4.6

可知，最优方案为AZ

当a一。．6时，代人式（13.14）和式（13.15）知最优方案仍为AZ；而当a一。．5时，最优

方案可以是A , A：或A；当a一。．4时，最优方案为A。当a取不问值时，反映决策者对

客观状态估计的乐观程度不问，因而决策的结果也就不问。一般地，当条件比较乐观时，

a取得大些；反之，a应取得小些

四、等可能准则（Laplace准则）

这种准则的思想有于对各种可能出现的状态．一视问f子’，即认为它们出现的可能胜

都是相等的，均为生（有，，个状态）然后，冉按照期望收益最大的原则选择最优方案，仍
尹了

以例4来说明如下：根据等可能准则，有

! , ' A】，一于‘4+5+6+7）一5.50
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11(AZ) 一于‘2+,+6+9 '

一宁‘5+7+3+5 '

一于‘3+5+6+",

一于（3+5+5+5 ,

=5 25

11(A3) =5 00

I ,(A =5 50

11(A =4 50

又由

11(Al)=11(A4)

可知最优方案为A或A。

一1llaX
】琢琢二

11(A)=5 50

五、遗．憾准则（min-max准则）

在决策过程中，当某一种状态可能出现时，决策者必然要选择使收益最大的方案。但
如来决策者由于决策失误而没有选择使收益最大的方案，则会感到遗憾或后悔。遗憾准
则的基本忍想就在于尽量减少决策后的遗憾，使决策者不后悔或少后悔。只体计算时，首
先要根据收益矩阵算出决策者的‘后悔矩阵”，该矩阵的元素（称为后悔值）为。的计算公
式为

久一攫彗“一内（，一1 ,’一，j一1 ,～一”) (l3·16)

然后，记

r(A）一耀馨‘·（j一l , ' ? , , ,) (13 ' 17)

所选的最优方案应使

r（刀）一，瞥戮r(Az）一，彗戮耀彗帆 （l3·l8)

仍以例4为例，计算出的后悔矩阵如表13一6所示，最优方案为A或A。

表136

状态
力案 mdx气

丸
人
丸
人
态

综卜所述，根据不问决策准则得到的结来并不完全一致，处理实际问题时可问时采用

几个准则来进行分析和比较。到底采用哪个方案，需视只体隋况和决策者对自然状态所
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持的态度而定。表137给出了例4利用不问准则进行决策分析的结巢，一般来说，被选

中多的方案应子以优先考虑

表137

准 则
决策））案

A
跳

〉
>

mdxm川准则

mdxmdx准则
折中准则（Q一。8)

Idpld叨准则
n、“卜n、dx准则 二

山
甲

甲
甲

第四节效用函数方法

一、效用的概念

本章前面介绍风险型决策方法时，提到了可根据期望收益最大（或期望损失最小）原

则选择最优方案，但这样做有时并不一定合理，下面来看几个例子

例5设有决策问题：方案A：稳获10。元；方案B：获2沁元和。元的机会各为

41％和码％

从直观卜石，大多数人可能会选择方案A。但我们不妨计算一下方案B的期望

收益：

E(Bl)=0.41人250+0.59人O=102.5)100=E(Al)

于是，根据期望收益最大原则，一个理胜的决策者应该选择方案B，这一结果恐怕令

实际中的决策者很难接受。这说明，完全根据期望收益作为评价方案的准则往往是不尽

合理的

例6有甲、乙二人，甲提出请乙掷硬币，并约定：如果出现正面，乙可获得4。元；如

巢出现反面，乙要向甲支付10元。现在，乙有两个选择，接受甲的建议（掷硬币，记为方案

A）或不接受甲的建议（不掷硬币，记为方案B）。如果乙不接受甲的建议，共期望收益为

E(B）一。；如果接受甲的建议，共期望收益为E(A）一。．5人4。一。．5人10一15。根据期望

收益最大化原则，乙应该接受甲的建议。现在假设乙是个穷人，10元钱是他一家＝天的

n粮钱，而且假定乙手头现在仅有10元钱。这时，乙对甲的建议的态度很可能会发生变

化，很可能宁愿用这10元钱来买个家＝天的n粮，不致挨饿，而不会去冒投机的风险。这

个例子说明即使对同一个决策者来说，当其所处的地位、环境不同时，对风险的态度一般

也是不！司的

卜述两个例子说明：同一笔货币量在不同场合下给决策者带来的主观卜的满足程度
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是不一样的，或者说，决策者在更多的场合下是根据不同结果或方案对共需求欲望的满足

程度来进行决策的，而不仅仅是依据期望收益最大进行决策。为了衡量或比较不同的商

品、劳务满足人的主观愿望的程度，经济学家和社会学家们提出了效用这个概念，井在此

基础上建立了效用理论

所谓货币的效用值就是指人们主观上对货币价值的衡量。一般来说，效用是一个属

于主观范畴的概念，这也正是共能较好地解释现实中某些决策行为的原因所在。另外，效

用是因人、因时、因地而变化的，同样的商品或劳务对不同人，在不同时间或不同地点只有

不同的效用。同时还应注意，同种商品或劳务对不同人来说，一般是无法进行比较的。一

瓶酒对爱喝酒和不爱喝酒的人来说，其效用是无法进行比较的

上面的例子及分析表明：

1．同一货币量，在不同风险睛况下，对同一决策者来说具有不同的效用值；

2．有同等风险程度下，不同决策者对风险的态度是不一样的，即相同的货币量在不

同人看来具有不同的效用

二、效用曲线的确定及分类

如前所述，可以用效用来量化决策者对风险的态度。对每一个决策者来说，都可以测

定反映他对风险态度的效用曲线。通常假定效用值是一个相对值，如假定决策者最偏好、

最倾向、最愿意事物（方案）的效用值为1；而最不喜欢、最不倾向、最不愿意的事物的效用

值为0（当然也可假定效用值在。一1。。之间，等等）。确定效用曲线的方法主要是对比提

问法

设决策者面临两个可选择的方案A和AZ，其中A表示他可无风险地得到一笔收益

二，A：表示他可以概率尸得到收益y，以概率1一尸得到收益z，其中z＞二＞y或y＞二＞zo

设U（川表示收益二的效用值，则当决策者认为方案A和A：等价时，应有

PU（夕）+(l一P)U(z)=U（了） (1 3.19)

式（13.19）意味着决策者认为二的效用值等价于y和z的效用的期望值。由于式（13.19)

中共有二，y , z，尸4个变量，若共中任意3个确定后，即可通过向决策者提问得到第4个变

量f肖。提问的方式大体有3种：

(l）每次固定二，y , z的值，改变尸的值，并向决策者提问：‘尸取何值时，您认为A

和A：等价？"

(2）每次固定尸，y , z的值，改变二的值，井向决策者提问：‘二取何值时，您认为A

和A：等价？"

(3）每次固定尸，二，刃或z）的值，改变z（或妇的值，并向决策者提问：' z（或妇取何

值时，您认为A和A：等价，"

实际计算中，经常取尸一。．5，固定y , z的值，利用式（13.20）求得二的值

0. SU(,)+0. SU(z)=U（了） (13.20)
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将y , z的值改变3次，分别提问3次得到相应的二值，即可得到效用曲线上的3个点，再

加上当收益最差时效用为。和收益最好时效用为1这两个点，实际上已得＃lj效用曲线上

的5个点，根据这5个点可画出效用曲线的大致图形

以下分别记二和尹为所有可能结果中决策者认为最有利和最不利的结果，即有

U（了‘）一1 , U（了。）一O

例7构造一个效用函数，已知所有可能收益的区间为仁一10。元，200元〕，即

二一2。。，二”一一10。，故u(200）一1 , u（一100）一。。现用‘五点法”确定效用曲线上其他

3个点

(l）请决策者在‘A：稳获二元”和‘AZ：以5。％的机会得＃lj2。。元，5。％的机会损失

10。元”这两个方案间进行比较。假设先取二一25，若决策者的同答是偏好于A，则适量

减少二的值，例如取二一10；若决策者的同答还是偏好于A，则可将二的值冉适量减少，

例如取二一10。这时，假设决策者的同答是偏好于方案AZ，则应适量增加二的值，例如取

二一。。假设当二一。时决策者认为方案A和A：等价，则有

U(O)=0.5入U(200)+0.5入U（一100)

=0.5入l+0.5入O=0.5 (13.21)

(2）请决策者在‘A：稳获二元”和‘AZ：以5。％的机会得＃lj。元，5。％的机会损失

10。元”这两个方案间进行比较。假设当二一一60时决策者认为方案A和A：等价，则有

U（一60)=0.5入U(O)+0.5入U（一100)

=0.5入0.5+0.5入O=0.25 (13.22)

(3）请决策者在‘A：稳获二元”和‘AZ：以5。％的机会得＃lj。元，5。％的机会得＃lj

200元”这两个方案间进行比较。假设当二一8。时决策者认为方案A和A：等价，则有

U(80)=0.5入U(O)+0.5入U(200)

=0.5入0.5+0.5入l=0.75 (13.23)

这样便确定了当收益为一10。元、一60元、。元、80元和200元时的效用值分别为。，

。．25，。．5，。．75和1，据此可画出该效用曲线的大致图形，见图132

从以上向决策者的提问及其同答的睛况来看，不同的决策者的选择是不同的，这样可

得到不同形状的效用曲线，表示决策者对风险的态度不同。效用曲线的形状大体可分为

保守型、中间型、冒险型3种，见图133。具有中间型效用曲线的决策者认为他的实际收

人和效用值的增长成等比关系；具有保守型效用曲线的决策者对实际收人的增加的反应

比较迟钝，即认为实际收人的增加比例小于效用值的增加比例；具有冒险型效用曲线的

决策者则对实际收人的增加的反应比较敏感，认为实际收人的增加比例大于效用值增加

的比例。以上是3类具有代表胜的曲线类型。实际中的决策者效用曲线可能是3种类型

兼而有之，反映出当收人变化时，决策者对风险的态度也在发生变化
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三、风险规避度的衡量

如前所述，消费者在只有风险的环境下进行决策时，通常会表现出对风险的不同态
度，称之为风险规避度。消费者的风险规避程度与他的效用函数I ,（·）的曲率相关。效
用函数越弯曲，风险规避程度越高。因此，我们可以简单地用效用函数的二阶导数
ll ' '（·）来表示风险规避程度。线胜效用函数具有零风险规避度。I"（·）一。，凹的效用函数
只有负风险规避度ll ' '（·）＜。，凸效用函数具有正风险规避度。I , '（·）＞。

1．局部风险规避度
阿罗（Kenneth Arrow）和普拉特（John Pratt）给出了一种应用广泛的衡量消费者风

险规避度的方法，称为阿罗普拉特风险规避度，其定义为

·（·卜一豁 （1 3.24)

由于关于效用函数弯曲程度的信息都包括在了。I"（·）中，因此二（·）井没有丧失描述曲

率的信息；而同时，在对效用函数进行正线胜变换时，。，（·）值保持不变。对风险规避型

(rl众aver丈）消费者来说，ll（·）＞。，且r（·）值越大，表示消费者对风险越厌恶

例8保险需求

假设某消费者具有初始财物W，他可能的损失数量L的概率（比如他的房子被

烧毁的可能胜）为p。该消费者可以购买保险，在他蒙受损失的时候，得到，元的支付

购买，元保险而必须支付的保费为叫，这里二为每1元保险金额对应的保险费。那么，

该消费者愿意购买多少保险呢，我们来考察效用最大化问题：

max pll(W一L+,(l一尤）)+(l一p)11(W一叫）

对，求一阶偏导数，并令其等于零，得tl]

pll '(w一上＋,"(l一尤）)(l一尤）一（l一p)11 '(w一叫“）尤＝o

整理得tl]

(W一L+(l一尤）叮“)

11 '(W一叫“)

(l一p）尤 (1 3 25)
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如果保险标的发生了损失，保险公司的所得为叫一g；如果损失事件没有发生，保险

公司的所得为叫。因此，保险公司的期望利润为

(l一p）叫一p(l一尤）g

我们假定保险公司之间的竞争使得利润为。，这意味着

(l一p）叫一p(l一尤）g=O

由此得到尤一Po

因此我们看到，在零利润假设下，保险公司实际上是按照一个“公平费率”提供保险

的，即每张保单收取的保费恰好等于保险人承担的损失赔付的期望值

2．全局风险规避度

阿罗普拉特风险规避度仅仅是对消费者在某一局部对风险规避程度的解释。然而

在很多睛况下，我们需要了解消费者在全局意义下对风险规避的程度，即需要说明一个消

费者是否比另一个消费者对所有风险活动都具有更高的风险规避倾向

一般说来，可以用＝种方式来表示这种全局意义下的风险规避度

第一种方式是用阿罗普拉特风险规避度来对全局风险规避度进行描述，即假设

r。（二）为消费者A的阿罗普拉特风险规避度，r ,（二）为消费者B的阿罗普拉特风险规避

度。如果对任何二，都有r。（二）> r ,（二）(r。（二）)r ,（二）)，则称消费者A比消费者B

具有更强（不弱）的全局风险规避倾向

第二种方式是比较两个消费者的效用函数曲线弯曲（凹）的程度，即设11。和11，分别为

消费者A和消费者B的效用函数，如果存在递增（严格递增）的凹函数g，使得对所有二，都

有11。（二）一娜11 ,（二）)，则称消费者A比消费者B具有不弱（更强）的全局风险规避倾向

第＝种方式是比较两个消费者对所有风险行动愿意付出的风险金的大小。令￡为一

个期望值为。的随机变量。定义风险金（亦称为风险报酬、风险溢价、保险费等）二。（。）为

消费者A为了避免随机变量。所带来的风险而愿意放弃的财富的最大数量，即应有

11八（u一心（￡）)=E 11八（u＋￡） (13.26)

如果对所有二，都有二。（。）＞二，（。）（二。（。））二，（。）)，则称消费者A比消费者B具有

更强（不弱）的全局风险规避倾向

普拉特定理表明，上述表示全局风险规避度的＝种方式是等价的

3．相对风险规避度

前面定义的风险规避度为绝对风险规避度（ab沁luten众av件Mon)，衡量的是消费者

在财富水平为二或收人水平为y的情况下，愿意持有风险资产的态度。但实际当中我们

经常会看到，消费者的风险收人和财富水平成一定的比例，比如投资同报一般是相对于投

资规模而言的。例如有一个赌博，参赌者以概率p获得现有财富水平二的二倍，以概率

1一p获得现有收人水平二的y倍。如果参赌者以期望效用函数。，对赌博的结果进行评

价，那么该赌博的期望效用为

pll（了u)+(l一p)11(, u) (1 3.27)
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4．财富水平对风险规避度的影响

关于风险规避度是如何随财富水平变化而变化的问题，是一个非常有意义的问题

但一般来说，这种变化关系是不确定的，表138给出了一些效用函数以及相应的绝对风

险规避度和相对风险规避度

表138常见的效用函数形式

绝对风险规避度

风险规避度类型 性质 效川函数举例

递增的绝对风险规避度 。（训一二扩，r（训一州1｝儿取）一工

不变绝对风险规避度 "（社）一一｛邝．汀社）一产

递减的绝对风险规避度 。（训一同训，r（训一工

风险规避度类型

递增的相对风险规避度

不变相对风险规避度

递减的相对风险规避度

财富越多，愿意待有的风险资

产越少
愿意持有的风险资产不随财富
变化而变化

财富越多，愿意待有的风险资
产越多

相对风险规避度

性质

财富越多，愿意待有越少比例
的风险资产

愿意持有风险资产的比例不随
财富变化而变化

财富越多，愿意待有越大比例
的风险资产

效川函数举例

“训一双耐，洲训一矿们｝儿取）}1

酬双）一比（双），洲双）一1

。（训一端，洲训一音，六

第五节层次分析法

层次分析法（analyll。hlera。hy pro。。、、，AHP）是国外20世纪70年代末提出的一种

新的系统分析方法。这种方法适用于结构较为复杂、决策准则较多而且不易量化的决策

问题。由于共思路简单明了，尤其是紧密地和决策者的主观判断和推理联系起来，对决策

者的推理过程进行量化的描述，可以避免决策者在结构复杂和方案较多时逻辑推理卜的

失误，使得这种方法近年来在国内外得到广泛的应用

层次分析法的基本内容是：首先根据问题的胜质和要求，提出一个急的口标；然后

将问题按层次分解，对问一层次内的诸因素通过两两比较的方法确定出相对干卜一层口

标的各自的权系数。这样层层分析下去，直到最后一层，即可给出所有因素（或方案）相对

于急口标而言的按重要胜（或偏好）程度的一个排序。具体步骤如下：

第1步明确问题，提出总口标

第2步建立层次结构，把问题分解成若下层次。第一层为总口标；中间层可根据
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问题的胜质分成目标层（准则层）、部门层（子准则层）等；最低层一般为方案层或措施层

层次的正确划分和各因素间关系的正确描述是层次分析法的关键，需慎重对待。经过充

分的讨论和分析，最后画出相应的分层结构图，如下面的例图（图134)

日标J又 确定夕「发比例

准则层 冈家投价 达输 电力需求 前明准备 煤炭储最 厅柔条什
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投
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力案层 发展而天汉日 发展统配煌矿

圈134

第3步求同一层次上的权系数（从高层到低层）。假设当前层次上的因素为

A，一，A ,，相关的上一层因素为已可以不止一个），则可针对因素C，对所有因素A，一，A ,

进行两两比较，得到数值a。，其定义和解释见表139。记A一（a。）, x ,，则A为因素

A，一，A，相应于上一层因素C的判断矩阵。记A的最大特征根为又m :，属于品：的标准

化的特征向量为w一（二，一，二，）丁，则二，一，二，给出了因素A，一，A，相应于因素C的

按重要（或偏好）程度的一个排序

表139

相对重要程度a。 定义 解释

1 同等重要 目标和目标j同样重要

3 略微重要 目标比目标j略微重要

5 相当重要 目标比目标j重要

7 明显重要 目标比目标j明显重要

， 绝对重要 目标比目标j绝对重要

2 , 4 , 6 , 8 介于两相邻重要程度间

第4步求同一层次上的组合权系数。设当前层次上的因素为A，一，A ,，相关的上一

层因素为c，一，〔认，则对每个C，根据第3步的讨论可求得一个权向量记一（训，一，试）

如果已知上一层。，个因素的权重分别为a，一，a ,，则当前层每个因素的组合权系数为：
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又“训，又“二芝，⋯，又“二： (1 3 28)

如此一层层自卜而下求下去，一直到最低层所有因素的权系数（组合权系数）都求出来为

止，根据最低层权系数的分布即可给出一个关于各方案优先程度的排序

由式（13.28）可知，若记B．为第k层次卜所有因素相对于卜一层卜有关因素的权向

量按列组成的矩阵，则第k层次的组合权系数向量w去满足：

w去＝B二B卜1·～二BZ·Bl (1 3.29)

其中B一（1)

第5步一致性检验。在得到判断矩阵A时，有时免不了会出现判断卜的不一致

性，因而需要利用一致胜指标来进行检验。作为度量判断矩阵偏离一致胜的指标，可以用

入m：一”

”一1
(1 3 30)

来检查决策者判断思维的一致性。为了度量不问判断矩阵是否只有满意的一致胜，还

需要利用判断矩阵的平均随机一致胜指标Rl。对于1阶到9阶的判断矩阵，Rl的值分

别为

一
一

一

判断矩阵的一致胜指标Cl与！司阶平均随机一致胜指标Rl之比，称为随机一致胜比

书，记为

CR一昌
通常要求CR簇。1，此时可以认为判断矩阵具有满意的一致胜，否则需要对判断矩阵进

行调整

对于判断矩阵的最大特征根和相应的特征向量，可利用一般的线胜代数的方法进行

计算。但从实用的角度来看，一般采用近似方法计算。主要有方根法和和积法

1．方根法

(1）计算舀，其中

(1 3 31)一

一

一
·
T
I
同

,
.
.
 
>

一

一一份

(2）将舀规范化，得到二

趾．

二即特征向量二的第，个分量

(1 3 32)·毗一尔
一

一
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(3）求又m :

又．, (1 3 33)

2．和积法

(l）按列将A规范化，有

一／客“、 (1 3 34)

(2）计算舀

一全： (1一1．·⋯刀 (1 3 35)

·毋一小
一

一

(3）将舀规范化，得到u

刀、

二即特征向量二的第，个分量

(4）计算又．:

(1一1．·⋯刀） (1 3 36)

艺“。、

又一又气厂 (1 3 37)

例，某单位拟从3名于部中选拔1人担任领导职务，选拔的标准有政策水平、l作

作风、业务知识、口才、写作能力和健康状况。把这6个标准进行成对比较后，得到判断矩

阵A如下：

健康状况｛11

仲务知识一11

写作能力一11/2
A一 l

日才一l/41/4

政策水平一11

丁作作风｛22

矩阵A表明，这个单位选拔干部时最重视
征值为6.35，相应的特征向量为：

1 4 11/2

2 4 11/2

1 5 31/2

l/5 11/31/3

l/3 3 11

2 3 11

I作作风，而最不重视口才。A的最大特

BZ=(0.16 , 0.19 , 0.19 , 0.05 , 0.12 , 0.30)T

类似地可用特征向量法去求3个于部相对于上述6个标准中每一个的权系数。用

A、B、C表示3个下部，假设成对比较的结果为：
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健康情况

H

1厂4

写作能力

A
I

侣
3

j
．
卫

八

H
C

l
口

9

C

,
．
卫

A

1

4
1
。

厂
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

八

H
C

C

厂2

3

l

业务知识

H

1厂41

HC

31厂3

ll

ll

A

1

4
2

厂
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一
一

八

H
C

曰
八

)11 : 5

3

日才

H

1厂3

政策水平

八 H(

71 : 7）」）⋯

丁作作风

A HC

1 79

厂7 15

厂91厂51

由此可求得各属性的最大特征值（见表13一10）和相应特征向量，按列组成矩阵B3

表1310各属性的最大特征值

特征值 健康水平 业务知识 写作能力 政策水平 丁作作风

又m" 3 02 3 02 3气6 了藻 3 00 32]

A{0.14 0.10 0.32 0.28 0.47

B3一犷⋯：. : : : . : : : . : : : . : : : . : :
从而，有

w3=B3BZ=(0.40 , 0.34 , 0.26)T

即在3人中应选拔A扣任领异职务

0.77

0.17

0 05

第六节多目标决策分析简介

一、多目标决策问题的提出

客观世界的多维胜使得人类需求具有多重胜，从而导致了为满足这些需求所进行的

社会经济活动的多准则胜（多口标胜、多口的性）。例如，在经济管理l作中，往往要考虑

．费用’,．质量”和．利润”等评价准则，并依据这些准则建立管理l作的口标，如．费用最少”

．质量最好”和．利润最大”等。如果客观环境可以满足所有的口标，这当然是理想的状态

然而这种．理想状态”一般说来足不可能达到的，或者说人类社会活动的多重口标之间一

般是具有冲突胜的，纤常是一个口标的改进会异致另一些口标的下降。正是由于这种多

口标间的冲突胜，才使得人们去认真研究科学的决策理论和方法。从这个意义卜可以说，

人类真正的决策活动正是为解决多口标间的冲突性所进行的努力。下面是几个多口标决
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策问题的例子

例10企业生产不同企业的经济活动评价指标一般是不同的，但不外乎纤济、技

术和社会效益等方面的指标，且纤济方面的指标一般就不止一个，如产值、利润、成本、资

金利用等方面的指标都是生产决策时纤常要兼顾的。众多企业管理决策人员的长期实践

表明，同时兼顾上述各方面的指标，使它们同时都达到最优一般是很难实现的

例11国民纤济如在制订国民纤济发展计划时，不能仅把国民生产总值或生产的

发展速度当成一个国家、一个地区或一个部门纤济发展的唯一指标，而应同时考虑经济增

长、物价水平、就业程度和国际收支等方面的因素

例12商务活动中的多准则胜多准则胜（多口标性）几乎发生在商务活动的每一

个领域，这样的例子不胜枚举。如在进行盈亏分析时，不能只集中在一种产品上，某一产

品的投入和产出只是企业整个投人和产出的一部分。因此，需要用多产品的盈亏分析来

处理具有多个（一般是相互矛后的）盈亏平衡点的决策问题

本书第四章口标规划中讨论了比较简单的线性多口标规划的建模和求解，本节中将

讨论更一般的多口标决策的模型与求解

二、多目标规划的基本概念

多口标规划是多口标决策的重要内容之一，在进行多口标决策时，当希望每个口标都

尽可能的大（或尽可能的小）时，就形成了一个多口标规划问题，其一般形式为：

「V=mln厂子（了）.～二子（了）]
(VP）月 （1 3 38)

〔g（了）)O(1=l ,～·，, z子）

其中j（二），⋯，j ,（二）为口标函数，g（川）。，，一1，⋯，m为约束条件，二为决策变量。记

R一｛了一g（了））。，老一1，⋯，m，二任E"}，称R为问题（VP）的可行解集（决策空间）, F(R）一

{j（二）一二任R｝为问题（VP）的像集（口标空间）

定义1设于任R，若对任意，一1，⋯，, ,，及任意二任R，均有

j（于）镇j（二） (1 3.39)

则称于为问题（VP）的绝对最优解，记问题（VP）的绝对最优解集为R忘。

一般来说，多口标规划问题（VP）的绝对最优解是不常见的，当绝对最优解不存在时，

需要引入新的．解”的概念。多口标规划中最常用的解为非劣解或有效解，也称为Pareto

最优解

Pareto最优是一个经济学上的概念。意大利纤济学家Pareto提出：当一个国家的

资源和产品是以这样一种方式配置时，即没有一种重新配置，能够在不使一个其他人的生

活恶化的睛况下改善任何人的生活，则可以说处于Pareto最优。从数学上来看，Pareto

最优解定义见定义2
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定义2考虑多口标规划问题（VP)，设于任R，若不存存二任R，使得

f（二）镇f（于）(，一1，⋯，p)

且至少有一个

f（二）< f（于） (1 3.40)

则称于为问题（VP）的有效解（或Pareto最优解）, f（于）为有效点。分别记问题（VP）的有

效解集和有效点集为R：和F：。

不难看出，若于任R :，即找不到可行解二，使得f（川，⋯，f ,（二）中的每一个值都比于

相应的口标值f（于），⋯，f ,（于）要坏，且至少存一个口标上，二比丁要好

为求多口标规划问题（VP）的有效解，常需要求解如下形式的加权问题尸以）:

一⋯mln艺又f（二）
(1 3 41)

了eR

井中

又。A一｛又。二．又二，办一1} (1 3 42)

加权问题尸（肋的最优解和问题（VP）的有效解具有以下关系：

定理1设于为问题尸（肋的最优解。若下面两个条件之一成立，则于任R：。

1）又＞。，j一1，⋯，p ;

2）于是尸（肋的唯一解

定理2设f（川，⋯，f ,（川为凸函数，g（川，⋯，g ,（川为凹函数。若于为问题（VP)

的有效解，则存存又任A十，使得于是问题尸（肋的最优解

上述两个定理的重要意义在于提供了一种用数值优化的方法求多口标规划有效解的

方法

三、权系数的确定

存多口标决策问题中，一般可用每个口标的权系数来反映各口标间的相对重要胜，越
重要的口标，相应的权系数就越大。在许多只体问题中，决策的基本问题实际上可归结为
权系数的确定问题。例如，不妨假设决策者是根据综合效用（即效用函数）最大来进行决
策，而且假定决策者的效用函数具有可加性，即

ll（川一艺又f（川 (1 3 43)

其中，f为每个属胜的效用函数，是可测算出来的。因此，如果能确定效用函数。，（川中

的权系数又，⋯，又，，则令ll（川～mox，即可求出决策者最满意的方案

那么，如何确定权系数呢？从权系数本身来看，具有两重胜。一方面，它应从客观的角
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度反映每个评价指标的相对重要性；另一方面，它又应反映决策者对各类评价指标主观

卜的相对偏好程度。因此，确定权系数的方法也大致可分为两类：一类是非交互式的，另

一类是交互式的。所谓非交互式方法，一般是在决策前通过分析人员和决策者进行协商

对话，给出一个权系数的分布，然后，据此进行决策。而交互式方法一般并不要求在决策

前给出权系数，而是在决策过程中，通过分析者与决策者的不断对话，最终确定决策者最

为满意的方案，问时也就自然确定了最优的权系数。因此，这后一类方法实际卜就是一类

交互式多口标决策方法本身。下面，介绍几种比较简单实用的在决策前确定权系数的

方法

1．专家法

所谓专家法，就是邀请一批有纤验的令家，请他们对权系数的取值发表意见。为了让

他们能独立地发表意见，一般是将事先准备好的调查表送给他们，让他们分别填写，然后

将令家们的意见汇总如表1311的形式

表1311

属性

专家 刃1 刃2 从

夕1 夕2 夕．

］ 又11 又12 又1.

2 又21 又22 又2.

K 又代1 又代2 又‘

表1311中的入。表示第！个令家对第j个口标给出的权系数。在得到了专家们的意

见后，算出每个口标的权系数的平均值入，:

叉一又入。尹K（少一1 ,～一刀 (1 3 44)

并算出每个专家的意见与入的偏差△。：

△。一入。一入一（j一1，⋯，刀） (1 3.45)

确定权系数的下一步是开会进行讨论。首先计那些有最大偏差的专家发表意见，通

过充分讨论以达到对各口标重要性比较一致的认识。专家法是口前国际卜在进行决策分

析时纤常用的一种简单有效的方法，具有一定的科学合理性

2．特征向量法

这种方法是把问题的口标（)7个）根据重要胜进行比较，这种比较可以由决策者来进

行，也可像专家法那样由令家们来进行，但都是要对所有口标进行两两比较。将第，个口

标对第j个口标的相对重要胜的估t日肖记成叭，井认为
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(1 3 46)

其中，又和又为口标，和，的权系数。纤过全部比较后，可得到一个矩阵：

口12

口22

肠／肠

从／肠

又。／助

肠／从

又2／又2

又。／又2

肠／瓜

又2／又

又。／又。

(1 3 47)幻

卜

阮
。
。
。
同

口

口

口

且有屿一l/“和“

一
…
…
：

1
2

…

附

人

人

人

一

一

1
2

…

附

人

人

人

又｛从
由式（13.47）可知

A孟

口附2

，及“

又1／山

又2／山

又。／又1

又2／又2

又。／又2

肠／瓜

又2／又

又。／又。

(1 3 48)

即从一，晓。根据正矩阵的有关理论，当判定矩阵A只有“。一l／佑和“川幻一“。的胜质

时，其最大特征值又．：一刀，而一般有又m :＞刀。但当A的元素有微小摄动时（即判断卜可

能出现不一致隋形时），仍可先求出又m :，然后根据式（13.26）计算一致胜指标t ' I。一般

地，只要Cl镇。．1，就可认为判断矩阵A是满意的。从而可由

月浇＝又m：孟 （1 3.49)

确定参考的权系数浇。实际仁，也可由式（13.31）、式（13.32）和式（13.33）近似计算出权

系数

采用特征向量法需要首先确定判断矩阵A , A中的元素“。是第，个口标对第j个口

标的相对重要胜的估计值，可由决策者或令家给出。一般，可按照层次分析法（表139）中

的描述将“。的值规定为由1到9的整数值

四、有限方案多目标决策方法

从数学模型卜看，有限方案的多口标决策问题是一类较为简单、特殊的问题。而从实
际应用卜看，这类问题导然只有重要的意义。这类问题的特点是：可行方案只有有限个，
评价准则（或口标）多于一个

1．决策矩阵及其规范化
对有限方案的多口标决策问题，可以把不问方案相对于不问属胜（准则）的结果用一

个矩阵来表示，这个矩阵称为决策矩阵
设X一｛X，⋯，X ,｝为多口标决策问题的可行方案集，Y一｛y，⋯，y｝为属胜集，每

个方案x关于属胜y的结果记为
夕。＝j（了。）（老＝l ,～·，，子子少＝l ,～·，尹哥） (1 3.50)

于是可得决策矩阵，如表13一12所示
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表1312有限方案的多目标决策矩阵

属性
j］案

少l 少2 少．

XI 少u 少12 少l

XZ 脚l 脚2 少翻

X， 少，l 少，2 少，

这个矩阵为各种有限方案的多口标决策分析方法提供了最基本的信息。

由于实际问题中各种属性俏的背景和量纲往往是不一致的，因而不易进行方案间的

比较。所以，需要将各属性俏规范化，例如限制在［。，1］内。规范化的方法有很多，可根据

只体清况选择不同的方法。常用的方法有以下几种：

(l）向量规范化，令

(1 3 51)

ha
(2）线性变换，设y黔一m : lx丸，例如，如果希望y，越大越好，则令

(1 3 52)互严
一

一

如巢希望夕，越小越好，则令

"”一’一声 (1 3 53)

(3）井他变换

一y。一y少”

夕尸”一夕r ' r
(1 3 54)

＿刃州一y勺
y尸”一y少”

卜述各种变换的基本口的都在于使各属胜值规范化，从而可进行数俏
2简重烤叶加才父夕大

(1 3 55)

卜的相互［匕校

这是一种形式卜最简单的方法，不仅适用于有限方案，而片也适用于无限方案及连续

情配下的多口标决策问题。艾基本内容是：设R为可行方案集（有限或无限），。1（·）为

第j个口标（或属胜）的效用值讯，⋯讯。为反映各口标间相对重要性的权系数。然后，通

过求解问题：

1llaXll一
厂〔左 艺枷（"' (1 3 56)
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选择使综合效用值。，最大的方案作为最优方案。

不难看出，简单线胜加权法的依据是多属胜效用函数理论。因此，如果能够正确测算

出有关单属胜效用函数。，（·），并恰当地估计出反映决策者主观偏好的权系数又，⋯，又，

则在一定的独立性条件假设下，根据式（13.56）选择最优方案就是合理的。然而，问题也

正在于独立胜条件不是纤常满足的，而片更重要的是，很难哈当地找到所需的权系数。这

些问题使简单线性加权法在应用时只有一定的困难和局限胜。

例13某人拟购买一套住房，有四处地点（方案）可供选择，有关信息如表13一13

所示。

表1313

价格 使用面积距丁作地点距离 设备 环境
力案（地点）

少l／万元 少2/n、“ 加／km 少。 业

X 11弓0 100 10 77

X 2 12弓 80 83 弓

X 3 90 弓0 20 弓 11

X 110 70 12 弓 9

这是一个具有5个口标的决策问题，共中：使用面积、设备和环境为效益型口标，越

大越好；价格、距l作地点距离为成本型口标，越小越好。不难石出，所给的四个方案都

是有效的（非劣的），下面用简单线胜加权法求解此问题。

首先求权系数，设决策人对各属胜作成对比较后的判断矩阵为

价格

面积

A一距离

设备

环境

尹31尹2

… 1 (1 3 57)

注意到这个矩阵中的元素满足a。一1厂屿，但并不急满足归a旬一a。。采用特征向量法，用

第五节介绍的层次分析法时介绍的方根法，由此得到的权系数为孟一（。．0598，。．1942 ,

0.1181 , 0.2363 , 0.3916)T，再分别根据式（13.54）和式（13.55）把表1313中的数据规

范化，得到：

O

0.4 17

1.000

0 667

1.000

0.600

O

0 400

0.833

1.000

O

0 667

1.000

O

0.500

0 500

0.333

O

1.000

0 667

(1 3 58)

然后计算出每个方案x的综合效用。，(x）一又又二。，得到
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I产（Xl)=0.6593 , I产（XZ)=0.2596 ,

I产（X3)=0.5696 , I产（X4)=0.5757

因此，根据简单线胜加权法，第1个方案X为最优

即全6即涅明

习题

13.1某企业准备生产甲、乙两种产品，根据对市场需求的调查，可知不同需求状态

出现的概率及相应的获利（单位：万元）清况，如表13一14所示。试根据期望值最大原则

进行决策分析，并进行灵敏度分析和算出转折概率

表1314

高需求量 低需求量
力案

pl=0 7p己＝03

甲产品 43

乙产品 72

13.2根据以往的资料，一家面包店每天所需面包数（当天市场需求量）可能是下列

当中的某一个：100 , 1沁，200 , 2沁，300，但其概书分介』不知道。如果一个面包当天没有卖神，

则可在当天结束时以每个。．15元处理神。新鲜面包每个售价为。．49元，成本为。．25元，

假设进货星限制在需求星中的某一个，要求：

(l）做出面包进货问题的决策矩阵；

(2）分别用处理不确定性决策问题的不问准则确定最优进货星

13.3在一台机器卜加l制造一批零件，共10 000个。如加l完后逐个进行修整，

则可全部合格，但需修整费300元。如不进行修整，根据以往资料，次品率清况见表1315

一旦装配中发现次品时，每个零件的返修费为。．沁元。要求：

(l）分别根据期望值和期望后悔值决定这批零件是否需要修整；

(2）为了获得这批零件中次品率的正确资料，在刚加1完的一批零件中随机抽取了

130个样品，发现其中有9个次品。试i！算后验概率，井根据后验概书重新用期望伯和期

望后悔值进行决策

表1315

次品率（S) 002 004 006 0080]o

概率P(S) 0 20 0 40 02弓 O]0 00弓

13.4某食品公司考虑足否参加为呆运动会服务的投标，以取得饮料或面包网者之

一的供应特许权。两者中任何一项投标被接受的概书为4。％。公司的获利清况取决于
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天气，若获得的是饮料供应特许权，则当晴天时可获利2 000元，雨天时要损失2 000元

若获得的是面包供应特许权，则不论天气如何，都可获利1 000元。已知天气晴好的可能

性为70％。问：(l）公司是否可参加投标，若参加，应为哪一项投标，(2）若冉假定当饮

料投标未中时，公司可选择供应冷饮或咖啡。如果供应冷饮，则晴天时可获利2 000元，

雨天时损失2 000元；如果供应咖啡，则雨天可获利2。。。元，晴天可获利1 000元。公

司是否应参加投标户应为哪一项投标？若当投标不中后，应采取什么决策户

13.5某石油公司考虑在某地钻井，结果可能出现3种倩况：无油（5）、油少（52）、

油多（53）。公司估计，3种状态出现的可能胜是：尸（5）一。．5，尸（52）一。．3，尸（53）一

。．2。已知钻井的费用为7万元。如果油少，可收人12万元；如果油多，可收人27万元

为进一步了解地质构造倩况，可先进行勘探。勘探的结果可能是：构造较差（I）、构造一

般（12）、构造较好（13）。根据过去的纤验，地质构造与出油的关系见表13一16

表1316

P(I一S） 构造较差（Il） 构造一般（I2） 构造较好（I3)

无油（51) 0 6 0 3 01

油少（52) 03 04 03

油多（S) 0 1 0 4 05

假定勘探费用为1万元，求：

(l）应先进行勘探，还是不进行勘探直接钻井户

(2）如何根据勘探的结果决策是否钻井户

13.6有一投资者，面临一个带有风险的投资问题。在可供选择的投资方案中，可

能出现的最大收益为20万元，可能出现的最少收益为一10万元。为了确定该投资者在

某次决策问题上的效用函数，对投资者进行了以下一系列询问，现将询问结果归纳如下：

(l）投资者认为．以5。％的机会得20万元，5。％的机会失去10万元”和‘稳获。元”

二者对他来说没有差别；

(2）投资者认为·以5。％的机会得20万元，5。％的机会得。元”和·稳获8万元”二者

对他来说没有差别；

(3）投资者认为．以5。％的机会得。元，5。％的机会失去10万元”和．肯定失去6万

元”二者对他来说没有差别

要求：

(l）根据卜述询问结果，计算该投资者关于20万元、8万元、。元、一6万元和一10万

元的效用值；

(2）画出该投资者的效用曲线，并说明该投资者是同避风险还是追逐风险的

13.7张老师欲购一套住房，经调查初步选定A、B、C＝处作为备选方案，表13一17

给出这＝处住房各属胜指标值及权重
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表1317

力案

气

H

(

权玉

价格尹万元 离单位路程尹k

1〔）

日J 日1气

对日中小学

名校（())

区重点（7)

中等（呀）

〔）几

环境

较好（7)

好（〔〕）

较差（钓

日1气

要求：

(l）先对表中数据按本章公式式（13只）和式（13沛）进行规范化处理；

(2）用简单线胜加权法选定理想力案
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第＋四章

运筹学中的启发式方法

第一节启发式方法的概念

一、启发式方法的提出

本书前面各章讨论了一些常用的优化模型，研究了相应的求解算法，运用这些模刑和

算法能有效地解决很多实际问题，得出问题的最优解但这些标准的模型和算法在应用

卜常受到很大局限，已们主要适用于解决只有良性结构的问题，即问题的结构比较清晰，

所含各元素之间的关系明确，边界清楚，答易为人们所认识，能够比较方便地通过建模和

使用一定的算法求得解决

良胜结构问题只有以下特征：

(l）能建布起反映该问题胜质的一种‘可接受’模塑，与问题有关的主要信息可纳人

模刑之中；

(2）模刑所需要的数据能够获取；

(3）有判定解的可行性和最优胜（或满意胜）的明确准则；

(4）模刑可解，能拟订出求解模刑的程序胜步骤，而目得出的解能反映解决问题的可

行方案；

(”求解l作所需的日算虽不过大，所需费用不过多

很多实际问题不具有良胜结构，当套用传统的运筹学方法去处理时，就难以得到满意

的效果这时，与艾偏离事实，忽略或修正某些重要的条件，勉强使用某种标准模塑而使

问题得到简化以易于求解，还不如保持问题的本来面口，建布基本们合问题实际清况的非

标准模塑前者虽可用已有的标准算法求解，但由于问题的模塑失真，得到的解通常难以

付诸实施；后者由干模型涉及因素多，结构复杂，而与传统的标准模型相去甚远，难以套

用已有的标准算法在后面这种清况下，为得到可用的近似解，分析人员必须运用自己的

感知和洞察力，从与艾有关而较基本的模刑及算法中寻求艾中的联系，从中得到启发，去

发现和构想可用于解决该问题的思路和途径，人们称这种方法为启发式力法，用这种方法

建立的算法为启发式算法（h阳rl叭1戒gDrl山m）·

成】8
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二、启发式方法的特点

由上可知，启发式方法是寻求解决问题的一种适官方法和策略；当然，它也可以是面
向某种具体问题的一种求解手段。启发式方法建立在经验、比较和判断的基础上，体现了
人的主观能动作用和创造力

用启发式方法解决问题时强调写茜意”，常常是得到‘满意解”，决策者就认为可以了，
而不去苛求最优性和探求最优解。之所以如此，共原因主要是：

(l）有很多问题不存在严格意义下的最优解（例如口标之间相互矛后的多口标决策
问题、一般的多属胜评价问题、群决策问题等），这时，对口标和属胜的满意胜已能足够准
确地描述人们的意愿和选择行为；

(2）对有些问题，要得到最优解需花费过大的代价，既难以做到，也不合算；
(3）从决策的实际需要出发，有时不必要求解只有过高的精度
假定为解决某类问题设计了一个算法，它能用于求解所有这类问题，而且获得最优

（或满意）解的计算I作量可表示为这类问题．大小”的多项式函数，就称这个算法是确定
型的多项式算法，简称为多项式算法或有效算法。很多‘组合优化”问题（如设施定位问
题、货郎担问题、多个l件有多台设备上的加l排序问题等）不存有多项式算法，欲求其最
优解需要花费厂大的代价

用启发式方法解决问题是通过迭代过程实现的，因而需拟订出一套科学的解的搜索
规则。为能得到满意的解，在整个迭代过程中要不断吸收出现的新信急，考察采用的求解
策略，必要时改变原来拟订的不合适的策略，建立新的搜索规则，注意从失败中吸取教训，
并逐步缩小搜索范围

启发式方法有下述优点：
(l）计算步骤简单，易于实施；
(2）不需要高深和复杂的理论知识，因而可由未纤高级训练的人员实现；
(3）与应用优化方法相比，可以减少大量的计算l作量，从而异著节约开支和节省

时间；
(4）易于将定量分析与定胜分析相结合
启发式方法在解决l农业、商业、社会、管理、I程等方面的很多复杂实际问题时常具

有重要的作用

三、启发式方法的策略

用启发式方法解决问题时，首先应认真归纳问题的条件和正确确定问题的口标和要
解决的关键问题，建立能恰当反映问题胜质、条件、要求、结构和口标的模型，防止问题扭
曲和表述失真。其次还要采用一定的策略，以便得出理想的结果。下面举出几种常用的策
略，在使用时可根据问题的性质和要求选用找中之一，或将几个策略结合起来综合运用
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1．逐步构解策略

一般来说，实际中面临的问题都是多维问题，已的解是由多个分量组成的。当使用该

策略时，应建立某种规则，求解时按一定次序每次确定解的一个分量，逐步进行，直至得，l]

一个完整的解为止。

2．分解合成策略

有解决一个复杂的大问题时，可首先将其分解为若干个小的子问题（分解方法视问题

而定），再选用合适的方法（包括优化方法、启发式方法、模拟方法等）按一定顺序求解每个

子问题，根据子问题之间以及各子问题与总问题之间的关系（例如递阶关系、包含关系、平

行关系等），将子问题的解作为下一阶子问题的输人，或在某种相容原则下进行综合，最后

得出合乎总问题要求的解。

3．改进策略

有运用这一策略时，首先从问题的一个解决方案或初始解（初始解不一定要求为可行

解）出发，然后对方案或解的质量（包括其可行胜、可接受程度、口标函数值的优劣、对环境

的适应胜、可靠胜等）进行评价，井采用某种启发式方法设计改进规则，对解决方案或初始

解进行改进，直至满意为止。

4．搜索学习策略

本策略包括确定搜索方向，拟订搜索方法，建立发现和收集在搜索过程中出现的新信

息的机制，并根据对新信息的分析结果，重新确认或改变原来的搜索方向和搜索方法，修

正搜索参数，消去不必要的搜索范围。其口的有于提高搜索效书，加决搜索速度，尽决获

得合乎要求的解决方案（问题的解）。

第二节应用问题举例

下面结合例子说明如何使用启发式方法解决实际问题。

一、多个工件在设备上加工的排序问题

,，个l件在，]，台设备上加l的最优顺序问题，口前尚无多项式算法。为便于说明如

何用启发式方法解决这种问题，此处仅考虑两台设备A和B，研究在这两台设备卜顺序

加l刀个l件（l件j一1 , 2，⋯，们时，应如何排列这些l件的顺序，才能使总加l时间

（从在A仁开始加l第一个l件起，l］在B仁加l完最后一个l件止）尽可能短。此处要

求每个l件都先在A卜加l，然后再有B上加l。

如果有A仁加l各l件的顺序与有B仁加l的顺序不问，这就要增加等待时间，从

而使总加l时间延长，因此，在研究该问题时对这种睛况可不子考虑。即使如此，本问题

可能的排序方案仍有，,！个之多，随着l件数，，的增多，共计算l作量增加很决。下面寻

求用启发式方法的解决途径。
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例1表141中列出了6个l件分别在设备A和设备B上的加I时间A(min）和

城（mln)，所有l件都先在A上加l，再在B上加l。要求确定使总加l时间最短的l件

加I顺序

表l午l

6

叨
钊

5

翻
洲

4

加
翻

3

翻
加

2

翻
加

加一寸间丁作
设备

A
H

为得出这一类问题的启发式算法，下面运用逐步构解策略。首先考虑I件1和l竹2 ,

其可能的排序方案共有两个：1 ? 2和2 ? 1（见图141）。在本例中由于B一BZ , A < AZ，故

将I件1排在前面进行加I所需的总加l时间较少。现再看l件2和l件3，由于

AZ一A3 , B3 < BZ，故将l竹3排在l件2的后面加I所需的总加l时间较少（参看图14一2)

盅韶切老 20 40 60

时l冈／m . n

月0"X】1 20 14《）】仅】

才、 月I

图l午l

需斋老
时卜刃／mln

20 40 60 80】川】】20 140】60

1802

B ,

I吕nZ

2 ? 3

1 ? 2

l手2



企运筹学糊别第气版）

虽然上面只分别比较了两个I竹的不同加l顺序，且依据的是一些特定情况，但可由

此得到启发，将其推广应用到，，个l件在两台设备上的一般加l)l匝序问题，井制定出有关

的启发式规则

多l件在两台设备上加l排序的启发式迭代步骤如下：

(l）令，=l , k=o ;

(2）找出最小加l时间：

I，一mm{A , AZ，⋯，A , , B , BZ，⋯，B ,} (14.1)

(3）若I一A，则将I件j安排为第，个加11件，井置，，一，+1；若I一B，则把l

竹j安排为第伽一k）个加11竹，并置k：一k+1 ;

(4）将A和B从式（14.1）表示的l件加l时间表中删去，即不再考虑已排好加l

顺序的l件j ;

(5）返同步骤（2)，直至式（14.1）中的I竹加l时间表变成空集

现用上述迭代步骤求解例1

在本例中刀一6。开始迭代时，一1 , k一。。由式（14.1), I一20一A。，故将I竹4排为

第1，删去A。和B。，并置，一1+1一2。此时I一30一A一B。，将l竹1排为第2 , l竹5

排为第6(,，一k一6一。一6)，删去A , B , A。和B。，置，一2+1一3 , k一。＋1一1。如此继

续，可得所有6个l件的加I)l匝序为：

4 ? l ? 2 ? 3 ? 6 ? 5

本例的总加I时间等于37Omm，具体倩况参见图14一3

没备
时l闭／m . n

10 60明】120 150 180 210 240 270 300」30 161】3明

七」1 AZ

、

B飞、凡

圈l午3

需要指出，对在两台设备上加l刀个I竹的问题来说，用上述方法求得的解为最优

解。但是，如将这种思想如展应用到在n，台设备上加l ,，个I件的一般加I）顺序问题，

所得结果一般就不再是最优的了。然而用这种方法却常常可以得到较好的解

二、货郎担问题

货郎担问题也称旅行售货员问题（travehng、loman problem , TsP)，它指的是：一

个售货员从某一城市出发，为售货访问，，个城市各一次且仅一次，然后同到原城市，问他

走什么样的路线才能使走过的总路程最短（或旅行费用最低）。这个问题就是寻求总权最
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小的汉密尔顿（Hamlhon）同路问题。到口前为止，对TSP问题还没有提出多项式算法，

对于较大的这种问题（例如，，大于40）常需借助于启发式算法求解

下面介绍较典型的两种启发式算法

1. CW节约算法

该方法由创arke和wrlght提出，共基本忍想和迭代步骤说明如下

假定有，，个需要访问的地方（例如城市），把每个访问地看成一个点，井取其中的一个

点作为基点（起点），例如以点1为基点。首先将每个点与基点相连接，构成子同路1 ?

j ? 1(j一2 , 3，⋯，, ,)，这样就得到了一个具有，，一1条子同路的图（这时尚未形成汉密尔顿

回路）。旅行者按此线路访问，，个点所走的路程总和（参看图145，该图中以点A为基

点）等于

二一2艺〔 (142)

共中，〔为由点1 , lj点j(j一2 , 3，⋯，, ,）的路段长度，这里假定〔一〔（对所有点j)

若连接点！和点j(, , j护1)，即令旅行者走弧（, , j）时（这时当然就不冉纤过弧（, , l）和

(1 , j))，所引起的路程节约值、（, , j）可计算如下：

、（1 , j）一2’卜＋2 ' 1一（’卜＋, 1＋〔。）

一，1+, 1一〔。 （14.3)

对不同的点对（, , j)，、（, , j）越大，旅行者通过弧（, , j）所节约的路程越多，因而应优先将这

段弧插人，lj旅行线路中去

存具体应用该方法时，可按以下迭代步骤进行：

(l）选取基点，例如选取点1为基点。将基点与其他各点连接，得到，，一1条子回路

1～少～1(j一2 , 3，一们；

(2）对不违背限制条竹的所有可连接点对（, , j川算其节约值（, , j不为基点）

、（1 , j）一，1＋〔1一〔。

(3）将所有、（, , j）按其值由大，lj小排列；

(4）按、（, , j）的上述顺序，逐个考察其端点，和j，若满足以下条竹，就将弧（, , j）插人

到旅行线路中。共条件是：

①点！和点j不存一条线路上；

②点！和点j均与基点相邻

(5）返回步骤（4)，直至考察完所有可插人弧（,，户为止

通过以上迭代步骤，可使问题的解逐步得，lj改善，最后达，lj满意解（也有可能是最

优解）

例2用ew节约算法求解下述货郎担问题，已知各访问点的位置如图14一4中所示

解先按图144给出的数据计算各点之间的欧氏距离〔（, , j)，计算结果列人距离表

（表142）中。由于已假设〔一〔，故该表中各元素的值以主对角线成对称
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日
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侧

J
6砌

加

匕
B
川

，
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图l千4

表142

始点

炸占
A 门

O

1 4 14

24 70

23 71

1 9 24

1 7 03

1 3 00

1 4 14

O

1 3 04

23 71

1弓81

1 3 04

1自44

: : : :
23 71

23 71

20 10

O

82弓

1 0 77

1 3 60

F

1 7 03

1 3 04

1 1 66

1 0 77

2 83

O

4 12

（矛

1 3 00

1 0 44

1 34弓

1 3 60

6 71

4 12

自

E

2
8
6
2

8
7

9

己

O
八

9

0
0
八

内
b

A

B
C
月

E

F
G

取A为基点，构成初始旅行线路图（图145）。冉用式（14.3）计算将弧（, , j)(, , j共A）插

人到线路中时引起的路程节约值，并按节约值由大到小的顺序将它们填人表14一3中

刀

图l千5
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表I礴3

序号 序号

黔
弧

（万。（z)

（〔。（z)

(D。（z)

（月。F)

（月。万）

（月。（工）

r月。D)

弧

(D。万）

（万。F)

（〔。万）

（〔。F)

(D。F)

（〔。D)

(F。（工）

（月。（)

节约值

弓J 70

弓弓JJ

弓12〔〕

弓007

2〔）〔）7

28弓1

2呀〔）1

9气8自

依节约伯从大到小的次序，对每条弧加以考察，石是否应将找插人线路中去。若将其

插人，就要对线路作相应的改变。整个过程示于表14一4中

表I礴礴

序号 弧
抽人该弧

的钓约俏

{{: :

几自自7

气6

(D。万）

（万。F)

（〔。万）

（〔。F)

(D。F)

（〔。D)

(F。（工）

（月．〔）

（万。（工）

（〔。（工）

rD。（工）

线路及说明

A～月～A . A～〔～A . A ? D ? A . A～万～A . A ? F ? A . A ?(z ? A

A～月～A . A～〔～A . A ? D～万～A . A ? F ? A . A ?(z ? A

A～月～A . A～〔～A . A ? D～万～F ? A . A ?(z ? A

万点与基点A不相邻．不抽人

A～月～A . A ? D～万～F～〔～A . A ?(z ? A

这些点已在同一条线路l

F点与基点A不相邻．不抽人

A ? D～万～F～〔～月～A . A ?（工～A

万点、〔点与基点A不相邻．不抽人

A ?(z ? D～万～F ?(～月～A

夕气8

〔卜1自

11 夕几11

当插人弧（D , G）之后，线路已包含所有要访问的点，算法终止。用该力法得到的线路

（参石l冬1146）是：

A～了了～门～F ? F ? f～召～A

该线路的总长度

二＝2只（1 4 14+24 70+2371+1924+1703+1300）一

(34 70+33 44+30 07+2580+2311)

一76万2
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f)t

图l午‘

2．几何法

这种方法由J . P . Norb敬k和R . F . Love提出，它基于对各访问点构成的几何图形的

分析，以此确定初始线路和不存初始线路上的各点的插人顺序和插人位置

根据对一般几何图形的观察可知，最短访问线路应具有以下直观性质：(l）线路自身

不相交；(2）各段线路应处于由所有访问点形成的凸包上或其凸包内部（这里所说的凸包

（田nvex hull）是包含所有访问点的最小凸集）

图14一7中给出了联结同样4个点的两条线路，界然，自相交的线路（图14一7中虚线

所示者）A～〔二B ? D要比不自交的线路A ? B～〔二D长

二盆二才D

图147

根据上述观察和分析的启发，可拟订出求解旅行售货员问题

的下述迭代步骤：

(l）找出由欲访问各点构成的凸包；

(2）在凸包上的点，按其出现的I ' 1然顺序访问（不要使访问线

路自交），从而形成一初始访问线路；

(3）将不在初始访问线路上的各个点I（位于凸包内的访问点），与已存访问线路上的

所有点相连。设尸与Q为已存访问线路上的任两个相邻点，匕尸。几Q。为所有匕尸IQ角

度中的最大者，则将I。插人到尸。和Q。之间；

(4）重复进行步骤（3)，每次在访问线路上增加一个新点，直至所有欲访问点都被引

人到访问线路中为止。这时就构成了一条汉密尔顿同路

下面用这种方法求解例2。其迭代过程示于图148中。开始时构成凸包ABcDA

（图l48(a))，以它为初始访问线路，然后将不在初始访问线路上的E、F和G＝点分别

与A、B、C、D四点相连（图14一8(b))，考查以E、F和G为角顶，分别以AB、BC、CD和

DA为对边形成的各个角度，其中以匕〔万D为最大，故将点E插人在C和D两点之间，

形成新的访问线路ABCEDA（图14一8（。））。现不存访问线路上的点为F和G，连接EF

和曰哥，考察以F和G为角顶的各角，以／DGA为最大，将G点插人D点和A点之间，这
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时的访问线路变为ABCED6A（图14一8(d)）。如上继续进行，将点F插人到D点和G点

之间，这就得％lj了本问题的汉密尔顿回路，可以它作为本问题的解（图148(e))，共线路

总长等于：

1 4 14+1 3 04+1 2 65+R 25+1077+412+1300=7597

止么位
仪月人月止

图l午8

该问题的最优解示于图14一8(f）中，其线路总长度为75.48。它可以通过交换线路中

两个相邻点E和D的连接顺序而得到

存本例中，用几何法虽然未得％lj其最优解，但它的精确度仍然是很高的，在一般倩况

下用这种方法常可以得％lj较为满意的结果

除上述两种方法外，还有不少其他算法可用于求解旅行售货员问题，存解决实际问题

时，可同时用几种算法，从中选取最好的结果

三、车辆调度问题

车辆调度问题（vehlole、。heduling problem , VSP）是由Dantzlg和Ram、er于1959年
提出来的，后来虽经过多人的潜心研究，但由于其复杂胜大，口前仍未找到多项式算法

所谓VSP问题，一般指的是：对一系列发货点和收货点，组织调用一定的车辆，安排
适当的行车路线，使车辆有序地通过它们，存满足指定的约束条件下（例如：货物的需求
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量与发货量，交发货时间，车辆可载量限制，行驶里程限制，行驶时间限制等），力争实现一

定的口标（如车辆空驶总里程最短，运输急费用最低，车辆按一定时间到达，使用的车辆数

最小等）

车辆调度问题的分类法很多，例如根据车辆满载程度分为满载问题与非满载问题；

根据可使用的车场数口分为单车场问题与多车场问题；根据可用车辆的车型数分为单车

型问题与多车型问题；根据决策者的要求分为单口标问题与多口标问题等

下面研究单车型、多车场运输问题的一种启发式算法，井考虑使总空驶里程极小化这

一口标（它对运输企业的运输效益有极大影响）

1．问题说明

设某运输企业要完成的货运业务（例如指某一天或某半天）有n，项：A , AZ，⋯，A , ,

共货运量分别是g , 92，⋯，g ,，完成各项运输业务所需的车辆数（根据货物类型和车辆状

况而定）分别为a , aZ，⋯，a ,；此外，该企业有，，个车场可以使用，即可从车场A，十，

A，十：，⋯，A，十，发出空车和接收空车，这些车场与各货运业务的发货点和收货点位于同一

个连通道路网上，各车场可派出的空车数分别是b，十，b，十2，⋯，b，十，，可接收的空车数分

别是呱十，呱十2，⋯，风十，

2．数学模型

按照每项运输业务的要求将货物由发货点运送到收货点，这界然均为重车行驶，且必

须完成，在分析使急空驶里程极小化这一问题时，它的安排对口标函数值不产生影响，可

不予考虑。因此，可将每一项货运业务l作，，即从共发货点，，将货物运送，l］收货点，"，看

成一个压缩了的点―重载点，（图149)
「 ＂ 任

令气＿）公）l : .＿如场）
r ,

11 ] I

(a) (b) (c)

图l千，

对于每一个重载点，，为运出其货物量g需要a辆空车，它们将货物运抵口的地卸

车后，又提供出a辆空车，然后这些空车驶向其他货运业务的发点（这时为空车行驶），继

续装货执行运输任务。由此可以看出，执行运输任务的每辆货车都如此交替地进行空驶

和重载，直至完成一个时间单元（一天或半天）的货物运输任务，返同某一车场为止

车辆在道路网上行驶（不管是空驶还是重载）时，可选择某种意义下的最短路线行走，

也可根据睛况选用共他行车路线

设由点，发往点j(, , j为车场或重载点）的空车数为二．，共空驶里程为〔．，则使总空

驶里程极小化的空车调度问题的数学模型可描述如下，见式（14.4)
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用＋附用＋附

n。二一二二〔勺J

(1一1.2．·⋯阴）

(1一阴＋1，阴＋2，⋯，阴＋")J，簇为

皿
同
沛
皿
同

二J。一“

二J。簇呵

勺一1 , 2，⋯，阴）

勺一阴＋1，阴＋2，⋯，阴＋们

八）。且为整数

此处a（或a ,）可由式（14.5）得

一g尹Q

一［别＋,

若g尹Q为整数

若g厂Q不为整数
(1 45)

卜式中，［剖为数杯大于、训勺最大整数‘Q为一辆车的可载叭
价值系数〔。根据实际倩况，可取为点！到点j的广义最知距离（或运费）为避免由

车场发出的空车不经重载点直接驶向车场，令

〔，一Ml , j一阴＋1，阴＋2，⋯，阴＋"

共中，M为一足够大的正数

运输问题式（14.4）的运输表如表145所示表中将重载点和车场分开，形成了4个

区域：〔一〔、〔一F、F一〔和F一F

表145

收空车
发空车

A

重载点

A2

车场
发车数

份＿'
A , A ,+IA ,

〔一F

A ,+.

:
 
:重

载
点

A ,

A ,+l

A ,+2

F一〔 F-F

口启

/）启＋l

/),+2车

场
A ,+

收车数

/),+.

/）认 /）认
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3．算法

众所周知，表上作业法是求解运输问题的一种很有效的标准算法，而且能很方便地得

出整数最优解，这正符合本问题的要求。因而，在构造求解问题式（14.4）的启发式算法

时，应尽量设法利用表上作业法的优点

首先仅考虑重载点部分，由式（14.4）得到：

⋯
艺艺〔。八

(z一1.2．·⋯刀门
(146)

毛妻。且为整数

显然，这是一个一般的产销平衡运输问题，可直接用表上作业法求解，设求出的最优

解为厂。）一（二罗）。由于模型式（14.6）是模型式（14.4）的核心部分，且式（14.4）的另两组

约束条件为“镇”型约束，故以这个解中的非零变量的值作为模型式（14.4）中对应变量的

值，令其他变量的值取零，这就得到了式（14.4）的一个可行解

然而，用上述方法得到的解无法以它为根据进行派车，因而是不可接受的。为此，需

要设计一套解的判别和调整规则，使从厂。）出发，经有限步迭代，能得出模型式（14.4）的

可接受最优解或可接受满意解。这项l作可采用如下步骤进行

(l）解的上展

对解厂。）中的每一个非零分量二洲＞0(, ,）一1 , 2，⋯，m)，计算
=

11lln

呐十1暇暇呐十时

一石）。｝+ 11lln

呐十1蕊尸蕊呐十时
｛〔，一石：＞。｝一〔 (147)

式中

石一b一艺二罗（l一m＋卜一m＋们

叮一忆’一又二罗勺一m+1，⋯，m＋川

(148)

(149)

由式（14.7）算出的占。值，为按下述方法调整二罗一个单位引起的空驶里程增加量

若由式（14.7）得出的占。来自k行和j列（k , j任［m+1 , m+,，〕），则把二罗扩展至二岁和

二沪，这时，将二罗，二护和二尹＝个变量的值分别调整为：

尽弓嘿｛搬鱿 （14.10)

L了、，一了岁＋mm｛了岁，b ., b曰

解的这种扩展I作按民，的大小，由小到大依次进行，直至找出要求的可接受可行解，
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即在表145中的〔～F区和F一C区含有适当的非零解分量（这两个区中非零解分量值
的的冲洲 的冲洲的

之和艺艺二。与艺艺二勺相等，共值的大小可根据运输任务和车辆倩况事先估计，存
一IJ一的十1 一的十IJ一1

求解过程中还可进行调整）。如此得到的解记为厂，’一（二扩’)，异然，它对模型式（14.4）是

可行的。当占。＜。时，按此方法调整得到的解厂，’优于解厂。，。

(2）解的收缩

本步骤是步骤（1）的逆过程。当表14.5中C一F区或F一C区的非零解分量之值的

和比派车数要大时，需将解的非零分量的值由〔～F区和F一C区向C一C区收缩。为

此，对每一对二梦＞。和二护’> 0(k , l任［。，+1，。，+，司；, ,）任［1 , m〕），计算

成一mm｛〔一〔、一〔、一二习’＞。，二护’＞。｝ (14 11)

并以此为依据进行下述解的调整：

⋯花拼蒸子子 (14 12)

对解按式（14.10）和式（14.12）进行上述调整的口的，存于使C一F区（和于一C区）

中非零解分量之和又又
IJ一的十1了勺（和里擎。）“派车”相等，"“体实施”,”的调整

作可存式（14.10）和式（14.12）确定的范围内分步进行，不一定都取这两式中给出的最大

调整量

如上调整后得到的解记为厂2，一（二岁），这个解也是模型式（14.4）的可行解

4．安排行车路线

经上述调整得到的解厂2 ,（或厂，'，当不需进行解的收缩步骤时），是模型式（14.4）的

可接受可行解，可以它作为安排行车路线的依据

安排行车路线时先存经过上述调整后得，lj的可接受可行解x一（二。）的非零分量中

寻求下述序列：

了、奋2＞。，了，。＞。，了，＞。，一了，,＞。 （14.13)

在该序列中变量的下标k , , k。任仁m+1 , m＋司，即了个2和了早，分别位于表145中的
于一c区和c一F区。依据解的序列式（14.13)，可得到某条初始行车路线如下：

A奋，? A奋2 ? A奋3 ? A奋～·一A、～A、
车场一一车场

重载点

有了初始行车路线（一条或若下条）之后，再根据具体的约束条件（例如每条行车路线

的长度限制，存一条行车路线上行车时间的限制，各条行车路线的均匀胜要求，派出的车

辆数等），对行车路线进行调整（包括某些初始线路的截短或合并），最后由调度员选择合

适的驾驶员执行

实践证明，这种启发式算法的运算速度决、精度高，对城市货运汽车科学调度产生了
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很好的效果。需要指出，解的调整l作（扩展、收缩）应和行车路线安排结合进行

即练即＃l]

由本章卜面的论述可知，启发式方法的范畴不存在严格的理论限

定胜，已着重于对相关理论和方法的借鉴以及对已有力法的改进，着眼

于实施的可行、方便和效巢的提高，从而可为人们解决复杂实际问题提

供新的思路和途径

华

闻

习题

14.1 fl么是启发式力法，试说明用启发式方法解决实际问题的过程和步骤

14.2在解决实际问题时如何运用启发式策略户除本书卜列出的几个启发式策略

之外，你认为还有什么样的有用策略，

14.3对在多台设备卜加l多个l件的l件排序问题来说，你认为应如何衡量不问

排序方案的优劣户需考虑哪些准则户这些准则的适用条件如何，并举出两个实例加以详

细说明

14.4说明cw节约算法的基本思想，你认为还可用已解决哪些力面的问题户举例

加以说明

14.5说明本书所述货运车辆优化调度算法的原理和求解步骤，并绘出求解过程框

图。请简要同答以下问题：

(l）若有两种车型的车可用，书中提出的模划应怎样修改户在书中所提算法的启发

下，试拟订一套求解的迭代步骤

(2）如何将书中提出的模型和算法推广到多口标的倩形户

14.6表146给出了12个l件在设备A和设备B卜的加l时间，要求：

(l）若所有l件都先在设备A卜加l，冉在设备B卜加l，试安排使总加l时间最

知的l件加l顺序，并计算总加l时间

(2）若l件8一12先在设备B卜加l，冉在设备A卜加l，共他条件同卜，请设计一

启发式算法，以确定尽可能小的总加l时间和安排相应的l件加l顺序

表146

O
八

门
钊

1
.

1
.

1
1
b

1
0
3

丁件
设备

A
H

14.7有4个l件J、J：、J3、J，在＝台设备A、B、C卜顺次加l，各l件在各设备卜

的加l时间示于表14一7中，试构造一启发式算法，用于寻求使总加l时间最短的l件加

l川典序
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表IJ7

丁件
设备

入

E

'

l碍8有10个城市，已们在坐标系中的位置如表14书所示，试完成以下I作：

(l）用CW节约算法求出纤过每个城市一次月仅一次的一条最知线路

(2）用Xor肠k和Lov。提出的几何法，求出经过卜述城市一次而目仅一次的最知线路

(3）卜述两种力法得出的结果有无改进的余地，如果有，你认为可通过f｝么方法加

以改进2试写出改进的结果

表IJS

城巾
坐标

夕 几 J 6 78 〔〕 1自

一
71自

自 9自 1 gJ

l碍，有一只有3个重载点和2个车场的运输问题，共运输表如表14一9所示。表中

小方框内的数争为两点｝bj的车辆空驶距离，1、2和3＝项运输业务的重载里程（已将装卸

车时间折算在内）分别为7、8和9，其他有关清况如表149所示。试用本章给出的车辆优

化调度启发式算法，求出满意的可接受可行解

表IJg

收空车 重载点 车场
发车数

发空布 12 号 J 弓

J 121〔） 81〔）
11可）

玉载点 2

H
6

川

、
，

.
 
J

一
勺

车

场

收车数
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附录A运筹学应用软件简介

附录B习题参考答案与提示

附录C自测试题及答案
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附录A运筹学应用软件简介

运筹学应用软件的开发足同运筹学的发展紧密相连的。囚为即使是一个只含几十个

到l百个变量的线胜规划模塑，通过于］求解十分繁杂甚至不可能。而实际问题的数学

模塑要远远复杂得多，变量个数甚至多达几十万个、！百万个，囚此必须借助计算机软件

进行求解

目前，国内教学中常用的求解运筹学模塑的软件主要有LIND(）、LINGo、wmQS七

和MATLAB等，下面分别进行简单介绍

IJINI)0

LIN以）足英语Llnear INteract . ve and l)lscreale()11 , m．乙atlon的缩写，个泽名为“线

胜交互离散最优化”，由Lln ' l、schrage丁1986年开发．可用丁求解线胜规划、整数规划和

二次规划模塑。日前采用的LlN1)()6.1版木可处理不超过300个变量、托。个约束的线

胜规划模塑

LIN以）的输人十分类似丁模塑的1弓写格式。以线陛规划为例，日标函数分别为max

或mln，紧接着一行为S1（即、，lbjeclto，约束丁）；每个约束单列一行，除一号外．落号输人

<，妻号输人＞，每个约束中变量一定列丁等式或不等式左端．常数项列丁右端，变量自

动假设为）0，不需单独输人，对变量砚。的睛况．需先行处理。模塑最后一行为end。对

变量取值无约束的，在end语句下面加｛Free和变量名，如Freexl等。

木1弓第一章例1的线陛规划模塑，且LIND(）的输人为

m己x 2xl+xZ

St

5x2 < 15

6xl+2x2 < 24

xl+xZ < 5

end

求解模塑时．只需用鼠标点击LIN以）主窗n箭头打靶的图案，并弹出一个对话窗n

D()RANGE(SENSlllVll丫）ANALYSIS , ,，如点击“否”，得到如下输出结果

」F OP』工州皿FOUNE几TSTEP

OB玉灯1工习〔风用口』工O目V两LUE
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日500000

V两日I户pT刀 V及LI」E

魏 : : : : : :
SL八CK OR SL旧PLOS

7 500000

0 000000

0 000000

FED口CEU CoST

0 000000

0 000000

刃t月L PRICES

0 000000

0 250000

0 500000

咖
2
)
3
）
引

它表明纤迭代2次找到最优解。从输出结果中看到决策变量、松弛变量及对应一个

约束的对偶变量的取值，可对照本朽第一章表19例1的求解结果

如进行灵敏度分析，则得到如下输出结果

R两川亚5 IH翻HIC拍

V两日I户pT刀

魏

几毛LO例ABLE

DECRE蕊SE

1 000000

03〕3〕3〕

几毛LO例ABLE

DECRE蕊SE

7 500000

6 000000

1 000000

它表明在模型最优计划不变情况下，目标函数系数的允许变化范围（参见本15第二章

例5）和最优基不变条件下模型中各右端项的允许变化范围（参见本朽第二章例6)

用LINDO求解整数规划时，同求解线性规划模型的区别为end语句后，对取值为正

整数的变量，添加gln和变量名，对取值为。1的变量添加．nt和变量名。如本15第五章

的例4模型的LINDO输人为：

．日器xl+4沉2

St

一2xl+3沉2 < 3

xl+2沉2 ' 8

end

q工n xl

q工nxZ

用LINDO求解目标规划模型时，可参照本朽第四章第一节之二的优先级分层优化

计算方法，并参照该部分列出的例子从第一层级到第N层级，分N次按LINDO输人格
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式运行即可

蒋绍忠编著的“管理运筹学教程”（浙江大学出版社2。。5年）一15附录3中给出厂

LIND()6.1用户手册，比较详细介绍厂LlND（〕6.1的版本信息、菜单和l具图标、基木

语法规则、LINDO模型的编译求解等，可供参阅

二、LINGO

LINGO是一种较之LINDO只有更强大功能的软件l只，可应用丁求解线陛规划、

非线性规划、整数规划，图与网络模型及存储、排队、对策等模型

用LINGO编写的语句中，允许包括各种数学运算和表达式，如括号、对数、分数、指

数和一角函数等。各种运算符号的表示为加（}）、减（一）、乘（*）、除（/）、等丁（一）、指数

(）、小丁等丁（簇）、大于等于（))，但不支持严格小于（<）或严格大丁（>）。

LINGO包含各种逻辑运算符号，如＃not＃表示否定该操作数的逻辑值，#eq＃表示

若两个运算数相等则为true，否则为加！se ,#h＃表示若左边运算符严格小丁右边运算符

时为true，否则为工alse等

集是LING(）建模语台的一个基础构件，借助集能够用一个单一的、长的、简明的复

合公式表示一系列相似的约束，从而可以决速方便地表达规模较大的模型。在LINGO

中使用集之前，需对集部分事先定义。集部分以“sets '’开始，以‘·endsats”结束

模型中数据部分用“data”语句开头，以“enddata”为结束

LINGO中函数用＠开头，如数学函数＠s1n(x）、＠exP(x）、＠fo部x）等。＠Sum表达

一个指定集的和，@for用丁对集成员的约束，@mm和＠max表达对集成员取最小值与

取最大值等

一个LINGO程序一般以model作为开始语句，以end为结束语句（一些简单模型中

也有省略的）。对所有注释语句开头加“!”号，每个语句以“;”号结束，各语句中各变量及

变量同常数之间的乘积均添加“*”号。

LIN以〕程序中允许数据来自SPreadsheet或从数据库中读取，并将运算结果送回原处

下面举几个应用LINGO求解运筹学模型的例子

1．木朽第六章习题6.18用LINGO编写的程序语句为：

m工n二2朴xl人2一4朴xl朴x2+4朴xZ八2一6资x工一3赞x2 ,
xl+x2＜二3 ,
4朴xl+x2＜二9尹
xl＞二0

x2）二O ,

纤运算后的输出结果为：

LOCalOP七1贬l日olut工on found

Ob〕ect工ve value 一1 1 02500



今运筹学教程（第5侧
InfedS工b工l工t工es

ExLended 50工ver日tep日

TOt己1 50工ver工t6r己t工O刀S

Var工赴le

X1

X2

0 000000

。
言

Va工ue

1 950000

1 050000

Re」uCed COSt

0 000000

0 000000

S工ack orsu印工us

一11 02500

0 000000

0 1500000

1 950000

1 050000

Dua工Pr工C6

一1 000000

2 400000

0 000000

0 000000

0 000000

W

1

2

3

4
5

O R

2．木朽第六章习题6.23用LINGO编写的程序语句为：

m工n二（x工一1）人2+(x2一2)^2

x2一x工二0

xl＋器2＜二2

xl＞二0

, 2》二O

纤运算后的输出结果为：

b艾al OPt工贬l日olut工on found

Ob〕ect工ve value

Infed日工b工l工t工es

ExLended 50工ver日tep日

Total 50工ver工terat工。刀s

Var工赴le

X1

X2

0 5000000

0 000000

5

46

讥以u6

0 5000000

1 500000

ReduCed COSt

0 000000

0 000000

S工ack orsu印工us

0 5000000

0 000000

0 000000

0 5000000

1 500000

D以．1 Pr工Ce

一1 000000

0 000000

1 000000

0 000000

0 000000

W

1

2

3

4
5

O R

3．第二章模型（3.1）所示的运输问题模型展开后共有（, n}, ,）个约束。即使如该章

例1这样简单的运输问题也有7个约束条件。下面用LINGO编写该例的程序语句。模

型以‘·model”语句开始，以‘·end”语句结束。中间含3个部分（1）设置部分。从语句第2

行至第6行，以“Sets '’开始，"endsets”结束，说明这是一个含3个产地（Producers）和4个

销地（m盯kets）的运输问题。（2）给出模型的目标函数和约束条件，从第7一第11行，其

中第7行为日标函数，第8一第9行为产销平衡表中的列的约束，第10一第11行为产销

平衡表中的行的约束。（3）给出问题中的产量、销量和单位运价表，从第12～第18行，以
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"data”开始，"enddata”结束。第13行为各产地产量，14行为各销地需求量，15一17行为

单位运价表中各行数字

model

SetS

Pro血cer日／蕊l双泊／c越曰clty ,

m叮ket日／日l , BZ田田／d曰印川，

l工nk日（匹oducer日～kets)co日tvol哪e

endset日

m工n二＠s哪（工Inks co日七朴vo工四e)

@for（怕rke七s(J))

@s哪（pr仪加cers（工）vol哪e（工〕））二demand(J),

@for(pr仪加cers（工）)

@s哪（怕rke七s(J)vo工哪e（工J)）二ca尹c工ty（工）,

data

capac工ty二16 10 22 ,

demand二8 14 12 14 ,

cost 二4 12 4 11

2 10 39

8 5 116 ,

end生lta

end

模型运行后的输出结果表明日标函数的最优值为2村，）资销地之间的调运方案为：

A ? B3为12 , A ? B。为4 , A : ? B为8 , A :～巧为2 , A3 ? B：为H , A～巧为8，其他均

为零。输出结果最右边一列“Reduced Cost”为对应（A（工）, B(J)）格的检验数。只体结果

可对照木1弓第一章表311

Glo比IOP七1怕l日olut工on found
Ob〕ect工ve value
Infea日工b工11七les

Total 50工ver工terat工。刀s

Var工赴le

CAF蕊CITY(Al)

CAF蕊CITY(A2)

CAF蕊CITY(A3)

。EH蕊NU(Bl)

。EH蕊NU(BZ)

。EH蕊NU(B3)

DEH蕊NU(B4)

COST（几1，日i)

COST(Al , BZ)

COST(Al , B3)

COST(Al , B4)

COST（几2，日i)

COST(AZ , BZ)

COST(AZ , B3)

244 0000

0 000000

7

姚以ue ReduCed COS七

16 00000 0 000000

10 00000 0 000000

22 00000 0 000000

8 000000 0 000000

14 00000 0 000000

12 00000 0 000000

14 00000 0 000000

4 000000 0 000000

12 00000 0 000000

4 000000 0 000000

11 00000 0 000000

2 000000 0 000000

10 00000 0 000000

3 000000 0 000000
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COST(AZ，助） 9 000000 0 000000

COST(A3 , Bl) 8 000000 0 000000

COST(A3 , BZ) 5 000000 0 000000

COST(A3 , B3) 11 00000 0 000000

COST(A3，助） 6 000000 0 000000

VOL口HE(Al , Bl) 0 000000 0 000000

VOL口HE(Al , BZ) 0 000000 2 000000

VOL口HE(Al , B3) 12 00000 0 000000

VOL口HE(Al，助） 4 000000 0 000000

VOL口HE(AZ , Bl) 8 000000 0 000000

VOL口HE(AZ , BZ) 0 000000 2 000000

VOL口HE(AZ , B3) 0 000000 1 000000

VOL口HE(AZ，助） 2 000000 0 000000

VOL口HE(A3 , Bl) 0 000000 9 000000

VOL口HE(A3 , BZ) 14 00000 0 000000

VOL口HE(A3 , B3) 0 000000 12 00000

VOL口HE(A3，助） 8 000000 0 000000

本例用LINGO编程可能优点并不突出，但如果是一个含5。个产地、80个销地的运

输问题，约束条件就有1胭个，用！述方法，程序语句（1）和（2）无多大变化，只有第（幼部

分数据规模大一些

4．木朽第八章例13求网络最大流问题。为编程需要，图835中二用二代换，原图

中。一二。分别变换为二2一二，二变换为二：。用LINGO编写的程序如下：

model

SetS

Po工nt/15/,

d工s（卯Int，卯Int)f , c ,
endset日

max二＠s哪（卯Int（〕）l〕＃ne#If(1〕）)

@for(dlsf＜二c),

@for(polnt（工）｝工＃ne#1#and＃工＃ne#s)

@s哪（dls（工〕）f(1〕））二＠s哪（d工s（〕工）f（〕，工）),
datac二0 5 4 3 0 0 00

0 0 0 0 5 3 00

0 0 0 0 0 3 20

0 0 0 0 0 0 20

0 0 0 0 0 0 04

0 0 0 0 0 0 03

0 0 0 0 0 0 05

0 0 0 0 0 0 00 ,
epdd , ta

end

程序共19个语句，以“model”语句开始，"end '’语句结束。中间共含3部分。（”设置

部分：从第2句至第5句，以“Sets '’开始，"endsets”结束。表明这是一个求含8个点的最

大流问题。（2）给出厂求最大流的运算过程，运算符“#ne#”表明“若两个运算符不相等，
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则为true，否则为工！ase '’。（3）从第10句至第19句为数据部分，以“data '’开始，"enddata ' '

结束。数据给出的为依次两点间的弧的容量C。数字对应的各弧容量分别为：第1行

(l , 1)(l , 2)～·（l , 8)，第2行为（2 , l)(2 , 2)～·（2 , 8)，依此类推

木例用LINGO程序运算的优化结果，为简化起见只夕J出流量为非零的部分：

Glo比1叩七1怕l日olut工on found
Ob〕ect工ve value 11 00000

Infea日工b工11七les 0 000000

Total 50工ver工terat工。ns3

Var工王山工e Va工ueR。」uced Cost

F(1 , 2) 5 000000 0 000000

F(1 , 3) 4 000000 0 000000

F(1 , 4) 2 000000 0 000000

F(2 , 5) 4 000000 0 000000

F(2 , 6) 1 000000 0 000000

F(3 , 6) 2 000000 0 000000

F(3 , 7) 2 000000 0 000000

F(4 , 7) 2 000000 0 000000

F(5 , 8) 4 000000 0 000000

F(6 , 8) 3 000000 0 000000

F(7 , 8) 4 000000 0 000000

l述结果可对照木15第八章图8盯中得到最优解时的各弧旁的数字

由徐家旺、王晓波主编的《实用管理运筹学实践教程）)（第2版）（清华大学出版社，

2014年）一朽中比较详细介绍厂LINGO软件的基础知识和应用案例。由张杰等编著的

“运筹学模型及其应用”（清华大学出版社2012年8月）一15中则分别列出运筹学各类模

型应用LINGO求解的编程。将两木15结合起来学习，有利丁较决掌握运筹学模型的

LINGO编程们

三、WinQSB

QsB是Quant , tat , ve Syslem for Bus , ness（商务数量分析）的缩写，w , nQsB是指该

系统在Wlndow环境系统下运行。该系统由美籍华人开发，是一种求解OR的专用软件

软件界面为英文，但比较直观，使用方便。它是一种教

学软件，对非大型问题一般都能计算，对较小的问题还

能昂示中间计算过程。 1

安装WmQSB软件后，在系统程序中自动生成

WmQSB应用程序，用户可根据不同问题选择子程序

以木朽第八章例7求最小生成树问题进行说明（见5

图Al）。囚木例属Nelwork Modeling，用WlnQSBH寸

调用子程序Network Modeling，冉在问题类型中选

4 叭

24

3 兄bZ

图A」
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Mlnlma ! sPann . ng ' Iree，输人节点数为9，参照表Al输人两点之间的权数（只在表的｛

一角输人一次）。

表A-1

点击菜单栏Resulls ? Graphlc Solullon，可晶示最小部

分树的图形如图AZ。

假如仍采用该例求二；至。：之间的最知路（51、ortest

Path IJrol , lem）如为有向图需按弧的方向输人数据，囚木

例为无向图，每条边必须输人两次，即将每条边看作两条方

向相反的弧，见表AZ，表中l下二角数字均需填写。点击

"Solve and Ana协e '’后·系统提示用户选择图的起点和终点

（木例中假定起点为：)，终点为：)）。用户选择后，系统不仅输

显示：)；至图中各点的最知路长．见表A3

表A-2 表A-3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 From To

口飞

Z)8 刃d

别7
二

盯弓

图A-2

出：）至二的路长，而且还

Dlstance Curnulatlve
一

呀l2

热

劝

: '
认

认

劝

姚

钩

劝

劝

劝

劝

劝

劝

劝
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点击Result ? Graphlc solut , on可晶示jl{｝二到各点的

最知路长，见图A3

熊伟编著的《运筹学）)（第2版）（机械l业出版社，2。。9

年）中除附有WmQSB的软件操作指南和实验指导｝汾卜．还

在各章中均列出一节比较详细介绍fwmQSB软件用丁求

解运筹学各个分枝的具体操作步骤和案例
图A ? 3

四、MATLAB

MATLAB是Malrlx La卜oratory（矩阵实验室）的缩写，是一种很好的科学计算软件，
由美国Mal卜WorkS公司丁20世纪80年代中期推出。其数据计算能力、特别是在数据
的可视化方面比较突出。

MATLAB有大量事先定义的数学函数，还有很强的用户自定义函数的能力以及强
大的绘制二维和一维图的功能。MATLAB还嵌有多个成熟的由各行各业专家编写的用
丁解决各种应用领域的｝具箱，如优化l具箱、金融l具箱等。用户可直接利用这些l具
箱，按相关命令的输人要求即可得到相应结果

MATLAB的Desktop操作桌面是一个高度集成的｝作界面，利用MATLAB进行
编程、计算调用MATLAB自带的命令都在指令窗中输人。MATLAB对知阵的输人、基
木运算符号、各种函数表达、对各种数字常数预定的变量名、数据显示的格式控制命令、常
用操作指令、指令窗中实施指令行编辑的常用操作键等均有明确规定

当利用MATLAB求解比较简单问题时．可以通过指令窗直接输人一组指令求解
但当要解决的问题所需的指令较复杂时，引进脚木编写进行。由丁MATLAB是一种功
能强大的计算应用软件，应用时需要熟悉MATLAB的有关基础

李l农编著的《运筹学基础及其MATLAB应用》一1叙清华大学出版社，2016年）对
运筹学中的线性规划、对偶问题、目标规划、整数规划、非线性规划、排队论等问题的
MATLAB的编程分别做厂系统阐述。张建林编著的《MATLAB定量决策五大类问题》
（电子l业出版社，2013年）一｝S中侧重以问题为导向，将常见的定量决策问题归结为资
源配置、作业安排、库存订货、路径选择和纤济金融五大类，给出5。个案例，分别对案例背
景、模型建守，用MATLAB编写脚本文件．开进行求解。石俊等编著的《运筹学：原理及
应用》（Jt京大学出版社，2012年）一15中分别介绍厂MATLAB在运筹学的线陛规划、整
数规划、目标规划、排队、存储等分枝中的应用

五、Excel、启发式算法及其他

Excel是计算机Offlce软件的组成部分，它通过建守运筹学问题的电子表格模型．然

后应用Excel Solwer求解。这方面可参阅l以中主编的《运用SPreadsheet建模与求解》
（清华大学出版社，2。。3年）．陈｝成主编的《实用管理运筹学―基丁Excel))（清华大学
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出版社，2011年）及刘春梅编著的《管理运筹学基础、技术及Excel建模实践）)（清华大学

出版社，2011年）

对大型复杂模型，通常先要使用一个建模系统来有效表达数学模型并将只输人计算

机。建模系统除能有效建命大型模型外，还可用丁对模型的管理，包括数据存取、将数据

转换成模型参数，分析模型的解以及产生决策制定者内部的总结报告等。国外这方面已

开发出诸如AMPL、MPL、（)PL、GAMS等软件

由丁实际问题的运筹学模型存在模糊性、概率不确定胜、动态、非线性、多目标等，以

及含有一些特殊的约束，带来优化计算｛的复杂性，使寻找问题的有效算法成厂运筹学应

用中要突破的一个重要研究方向。目前已出现很多启发式或称之为软计算的方法。这种

方法通常是一个迭代过程，通过每次迭代一步步对解进行改进。迭代过程广泛借助丁生

物学、物理学及其他自然现象的运行机制。启发式算法中著名的如遗传算法、模拟退火、

禁忌搜索、蚁群算法、粒子群算法等，类似算法还在进一步发展中。在「美」F .5. Hllller和

G . J . Lleberman所著《Introductlon to operatlons Research》一朽的第s、9、10版（清华大

学出版社，英文影印版及中译本）和谢金早编著的《现代优化计算方法》（清华大学出版社）

等15中有比较详细的阐述



附录B习题参考答案与提示

第一章

一、选择题
l(tl) 2(t) 3

6(}J) 7(tl） 吕

二、练习题

11(l）无穷多最优解，X

:
)
: : : ;))

3(tl)

10(l)(.)

一。（乌工）'+（卜。）（今叻 ，介宁（0 , 1)，二子一3

(2）尤叮行解；(3）唯一最优解，X一（1 ,

12略

13(1)

3)，二子一17介（l)X子一（2 , 1)，二子一16

可行尸

户

丰？

。
。
刊
。
‘
昭
‘
。

妇
。
‘
。
刊
。
陀
陀
陀

(2)

! lf行产

户

户

？卜

厂
成

.{’。、

(1）、（2）农．1卫打八号者为最优解



芝、运扮乒州刽第撒）

14。镇〔厂d镇3q时为Q3点；3q镇〔厂d镇5厂2时为Q：点；5厂2镇〔厂d＜一时为Ql

点；〔一。，d镇。或〔镇。，d一。时为O点

15下界二一趁厂5 ,］界二一21

16(l）有无穷多最优解，其中之一为x一（4厂5 , 9厂5，。）下，二’一7 ;

(2）无可行解

l7

一
一32 4 一22 气 一气 一3广20

18 all一1 , a12一一2，咖1一一1，咖2一3，〔1一一1，〔2一5 , I , l一1厂2，仇一1厂2

19(l）略；(2）月一oH于，3镇a镇4时最优基不变；(3)a一3时，一l镇月镇l时最优
基不变

1 10略

111(l）不正确；(2）不正确；（韵不正确；(4）不正确

112(l)x仍为最优，m肤z一人《火；(2）囚日标函数斜率变化，X一般不冉足

最优解；（韵最优解变为斌，日标函数值不变

1”川：(）一1，⋯，5）分别代表5种饲料采购数（kg)，最优解为：一：2一：3一。，

：一39 74 ,：一25 64，二一32 44（元）

114(l）川：，⋯，：分别代表从周一至周H那天开始｝班职丁数，最优解为

X一（7 , 4 , 2 , 8 , O , 2 , 0)，二一2创人）

(2）对这23名职丁分别编号①，②，⋯，0，以23周为一个周期，这23名职丁1班安
排见下表

每周卜研时l司

周一～周五
周二～周六
周一～周口
周四一下周一
周六～下周一

职丁①
1 ? 7

8 ? 11

12 ? 13

14 ? 21

22 ? 23

职丁②

2 ? 8

今～12

13 ? 14

1气～22

23。1

起止周

职丁⑩

16 ? 22

23 , 1 ? 3

4～气

6 ? 13

14 ? 1气

职丁⑩

17 ? 23

1 ? 4

气～6

7 ? 14

1叹～16

职丁谷

23 , 1 ? 6

7 ? 10

11 ? 12

13 ? 20

? 1 ? ? ?

（韵从缸天人数中减大班长、副班长与当天值班人数，只他同（1）、（2)

115川一1 , 2 , 3分别代表商品A、B、c , j一1 , 2 , 3代表前、中、后舱，：。为装于j舱

位的商品数量。日标函数使总运费收人最大，约束条件分别考虑舱位载重限制，舱位容

量限制及各舱位载重平衡限制和商品数量限制



附初”题参考答案与提示含
1.16设门，，众，为周一至周五对大学生和商界人十电话调查人数，二2 ,，二22为双休日

对上述人员电话调查人数，门3，二23为分别问卷调查人数，则数学模型为

mln之～3.0了11+2.5了12+5.0了13+3.5了21+3.0了22+5.0了23

、
一
…

了11＋了12＋了13＋了21＋了22＋了23 ? 600

了11＋了1 :＋了13)2 50

了，3＋了23)180

了11＋了12

了21

了21＋了12

了，)O

)0.8

)0.8

最优解二，, ? o，二，2 ? 350，二，3 ? o，二2 , ? 58.33，二22 ? 11.66，二23 ? 180，二一2014.17。

1.17设石为，种产品）月正常时间生产数，式为加斑时间生产数，模型为

m一鑫壑一）了·＋（一〔一；）了；：一身［睿暑粼＋了认一D。，
艺““。簇， （少～1，⋯，6)

艺““乞簇乙 （少～1，⋯，6)

艺（匀＋二：。））艺D。（少～1，⋯，6)

了。）O

18用二，(，为第1 , 2 , 3年年初，j ? 1，⋯，4）分别表示

…
门
―
-
-
-
-

元）。最优方案为二认～60，二，。～90，二2 ? 20 , x，。～170.395

2002年年底至少筹集到资金数为420.3957万元。

A、B、C、D4类投资数（万

7. X，。～7 211几．r。～0.

1.19设该厂每月初拥有熟练工人数二（I ? 1，⋯，6)，每月招收培训的新工人数夕，

该厂月末库存为I，一月初库存为I。，R为各月对时装的需求数，则数学模型为

ma、二～艺（每月销售收人一熟练丁人工资一培训工人补助一原材料费一库存费）

}’卜1+40了一40‘。·25夕’)R
、．,.}'‘一’卜1+, O了＋' O夕卜1+' O‘。·艺5夕，一“

一‘1一。·，衍＋戈
〔了，夕多O

求解结果为二．? 875 122元，各月有关数字如下
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月
q
丫

: : :

9

82 47

2气8〔〕

')

3

1〔）6 62

264气

')

4

13〔）啼3

〔〕

637 38

6

12气7气

〔〕

')')')

石

从

上

1.20设二为每月买进的杂粮吨数，y为每月卖出的杂粮吨数，数学模塑为

nlax二一3 100夕1+3 250夕：+2 980夕3一2 850不1一3 050不：一2 900不3

约束条件含存货限制、库容限制、资金限制和期未库存限制4个方面

第二章

一、选择题

1.(a)(b)(c) 2.(d) 3.(b) 4.(d) 5.(b)

6.(c) 7.(a) 8.(d) 9.(d) 10.(b)

二、练习题

2.1略

2.2(l）不正确；(2）不正确；（韵不正确；(4）正确

2.3略

2.4(IPZ）最优解为X一（0.5 , 5)，二一550

2.5

l) ( d 扩 jg 儿 。 j kl

21〔） 31广4 气广4 一1广2一3广4一卜2一卜4一卜4 01

2.6(l）将第2个约束改写为2二一二＋二3一3二妻3，写出对偶问题；

(2)J11图解法求得最优解为y一8厂5 , y一1厂5，二一19厂5 ;

（韵根据互补松弛胜质得原问题最优解X一（7 ' 5 , o , 1厂5 , o)

2.7

2.8

无界

29

(1）略；(2）对偶问题最优解为Y一（22厂15 , 2厂15 , 0)，二一280川3

囚原问题有可行解，写出对偶问题，而判断只无可行解，故原问题日标函数值

(l）对偶问题为

nlln 趾一8为＋6y :+6y3+9y4

｛为＋枷＋脚要2



附初”题参考答案与提示今

(2）由x ' ?(2 , 2 , 4 , 0）丁代人原问题，第4个约束为＜号，故夕。～o。再由

｛夕，+2夕： )2

{8夕l+6夕：+6夕3 ? 16

解得y一（4/5 , 3/5 , 1 , 0）。

2.1。；，一告，, , ;：一5 , : , ; 3一，2＋专，3·
2.11(l)X . ?(o , 3/2 , l , o , o)T，二．? 36 ;

(2)X一（2/3 , 2 , o , o , o)T，二一22/3。

2.12可参见本章例4同第1章例5求解的表进行对照。

2.13(l)X . ?(8/3 , 10/3 , o , o , o)T ;(2)X . ?(3 , o , o , o , 7)T ;

(3)X . ?(10/3 , o , 8/3 , o , 22/3)T

2·14 '”略；'"，〔3簇5 ,‘。簇8 ; ' 3’一50簇入簇”8 , ' 4 '‘。一‘", 3 '[2⋯、，所以
〔．毛16。

2 15 (1）。、入、音，

合簇“簇”

X . ?(O , 5 , 2 , O)T , 之．（入）? 5一2入

入）1 ,

(2)O簇入簇2 ,

2簇入簇8 ,

入）8 ,

(3)o簇入簇10/3 ,

10/3簇入簇70/3 ,

入＞70/3 ,

(4)O簇入簇l ,

1簇入簇5 ,

5毛入毛25 ,

X . ?(2 , l , O , O)T ,

X . ?(O , 2 , O , l)T ,

X . ?(O , 5)T ,

X .(10/3 , 10/3)T ,

X . ?(5 , o)T ,

X . ?(30＋入，5一入，0)T ,

X . ?(O ,(30一7入）/4 , 30＋入）T ,

X . ?(10+2入，10+2入）T ,

X .(10+2入，15一3入）T ,

X .(25一又，O)T ,

之．（入）? 3

之．（入）? 2+2入

之．（入）? 1 20一10入

二．（入）?(320一10入）/3

之．（幻～40+5入

之．（入）? 1 60+3入

二．（劝～1 65+3/2入

无可行解

之．（又）? 30+6又

: : : :
2.16(l）获利最大产品计划为A-30 , B-o , C-30，二一2

(2）产品A的利润变化范围为［24 , 48〕，最优计划不变；

(3）新产品D可安排生产；

(4）可招收劳动力15Oh。

? 35＋入

? 50一2入

700 ;

之

之
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2.17(1), l一6 ,．一一2 ,．一10，山l一O ,“论一1 ,"”一2 ,“即一3 ,“即一3 ,“哭一一1 ,

": 3一l ;(2）一6镇I镇8 ;(3）一5尹，3镇I：镇15。

2.18(l）现有生产条件下最优方案为：生产原稿纸1 000拥，H记本2 000打，可获

利8000元厂天；(2）从市场招收临时丁200人厂天，新计划只生产原稿纸9000捆，减去招

收临时丁费川每天可获利10 000元。

2.19(1)J月二，二：，二3分别代表产品I、几、m产量，有X．一（100尹’3 , 200尹’3 , o);

(2)X．一（175尹’6 , 275厂6 , 25);(3)6镇镇15 ;(4）一4镇入镇5 ;(5）值得安排生产；

(6)X．一（95尹，3 , 1 75厂3 , 10)

第三章

一、选择题

1.(d) 2.(b) 3.(c) 4.(a)(c) 5.(c) 6.(a)(b)(d)

二、练习题

3.1正确的有（l)(2)(3）。

3.2表324和表325给出的调运方案不可以作为表l作业法迭代时的基可行

解，原因是：(l）表324的运输问题应有6个基变量，表中只有5个填数字的格，缺1

个；(2）表325问题应有9个基变量，而表中有10个填数字格；此外，通过空格（八，B)

可找出两条闭回路。

3.3 ? 3.5略

3.6根据运输模型的特点，可从本章给出的实例中进行总结。

3.7表326运输问题的最优解为：力：一5，力3一3，介一6，二：一2，二33一3，二3一1 ,

二一39；表327为产销不平衡运输问题，应添加一个假想销地B，其需求量为3，冉求解

得其最优解为：力一3，力3一O，力一2，二：3一2，乃一。，二3：一3，二一抢，产地八3滞留产量

3个单位。

3.8设了。为第，季度生产而于第j季度交货的设备数量，可列出该运输问题的如下

产销平衡表和单位运价表合一的表。表中D为虚设的需求地，M为任意大的正数，表明

不允许后面季度的产量川于前面季度交货。表中小方格内的单位运价为，季度生产于j

季度交货的每台设备消耗的费川，为生产成本和保管费川之和。

交货手
十产量

十产手
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续表

、重

交货手
十产量

十产手
11 ') 1 19

11叹 1 16

19叹

交货量

3.，最优分配计划为：二l一。，二l一2。，二。一15，二。：一5，二。：一2。，总收益二一

425。囚面粉厂的急产量大于食品厂的总需量，故面粉厂几的产量中有10个单位面粉

滞留

3.10(l）为最优解；(2）不冉足最优解，新最优解为：力：一3，力一5，二：一8，二：：一

2，二一1，二一3，二．一43 ;（韵最优解不变，囚为这样做不改变非基变量检验数的值；

(4）最优解不变，就如同将单位运价由元厂5。。g变为元厂kg，价格增加为原2倍一样，这

样做不会改变非基变量检验数的符号；(5）可参见本章第二节中的对偶变量法部分的

讲述

3.11最优分配方案为：电站工供给城市1-15。单位，城市2-25。单位；电站

几供给城市1-14。单位，城市3-310单位

第四章

一、选择题

1.(c) 2.(b)(c)(d) 3.(d) 4.(d) 5.(b) 6.(a)(c)

二、练习题

4.1(l）不正确，逻辑不合理；(2）正确，表示未达到的日标值越大越好；（韵正确，

表示离日标值正负偏差之和最小；(4）正确，表示超过日标值越大越好

4.2正确的有（3）和（4)

书．3(1）二一55，二：一4。，d「一d产一。，d牙一。，d扩一15 , d矛一d犷一。；

(2）二，一25，二：一15 , d「一d产一。，d牙一6。，d矛一5 , d梦一。，d不一d才一。

书．书（l）二一5。。，二：一3。。，d于一d产一。，d牙一d才一。，d矛一5。。，d犷一。；

(2）了一1。。。厂3，了：一14。。厂3 , d「一d产一。，d牙一25。。厂3 , d犷一。，d牙一d梦一。

书．5设一1 , 2 , 3表原料酒工、几、m等级，j一1 , 2 , 3表红、黄、蓝酒，二。为j种酒中使

川第种原料酒的数量，日标规划模型为
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mm｛尸，(d士＋d牙＋d寸＋d不＋d梦＋d于），尸Zd于，尸，d百盏

(l）了，,＋了，:＋二，3簇1 500

了21＋了2 :＋了23簇2 000

了3 ,＋了3 :＋了33簇1 000

(2）按比例配制，如对红商标酒含等级m原料少于10%

了31

了11＋了21＋了31毯0.1可整理成
一0.1门1一0.1了21+0.9了3 ,+d丁一d寸～o

类似由表414可整理出6个约束

、．t .(3）因获利～售价一成本

? 5.5（了11＋了21＋了31)+5.0（了12＋了22＋了32)+4.8（了13＋了23＋了33）一

6（了11＋了12＋了13）一4.5（了21＋了22＋了23）一3（了31＋了32＋了33)

可据此整理出约束条件

一0.5了11＋了21+2.5了31一了12+0.5了22+2了32一1.2了13+0.3了23+

1.8二33+d于一d幸～2 000

(4）红商标酒每天至少生产2 00okg，其约束为

二，,＋二2 ,＋二3 ,+d百一d奋～2000

二。）0(, , j ? 1 , 2 , 3), d丁，d士）0(, ? 1，一，8)

4.6设对A、B、C＝种新产品开发投资分别为二，，二2，二3万元，则目标规划模型为

min｛尸，d丁，尸2(d玄＋d寸＋d才），尸3d犷，尸。d才盏

｛二＋d丁一d士～300

一了＋d歹一d丁～350

一了：+d歹一d歹～350

5. t．丈了＋d丁一d丁～350

一了＋了＋了＋d夏一d丁～900

一0.05了＋0.07了＋0.1了＋d万一d干～100

（了）0(j ? 1 , 2 , 3), d丁，d丁）0（之～1，一，6)

4.7略

4.8设二。为第！阶段生产产品j的数量，r。为！阶段对j种产品需求量，则目标规

划模型为

mln｛尸，(dn+d几＋Zd乃＋d云＋d云＋Zd云＋d五＋d玉＋Zd云）,

尸2(d士＋d玄＋d寸），尸3(d才＋d犷＋d才）盏
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沙一‘一‘一犷·

（了，多Od , d多O

（之，j ?

（之～1.

, 2 , 3)

93 000（更～ : , : :

第五章

一、选择题

1.(b)(c)2.(a)(d)3.(d)4.(d)5.(a)(b)6.(d)

7.(a)(b)(c)

二、练习题

5.1正确的有（l）和（3)

{1，队员）出场
5.2设二～钊 ）? 1，⋯，8

旧，否则
mln之～1.92了l+1.90了2+1.88了3+1.86了‘+1.85了5+1.83了6+1.80了了＋1.78了R

了l＋了l＋⋯＋了8 ? 5

了l＋了2 ? 1

八＋二＋二，)1

二，＋二。簇1}
八＋二。簇1丁

了：＋二，簇1

二，? o或1 ,)? 1，⋯，8

（条件l)

（条件2)

（条件3)

（条件4)

…
了

…
{1，物品装人背包

5.3设二～代 （)? 1，⋯，。，)，再建立数学模型
〔O，否则

5.4(l)X .(3 , l)T，之．? 7 ;(2)X . ?(o , 9)T，之．? 9

5.5(l）无可行解；(2)x一（l , o , o)T，二一2

5.6可关闭第③个消防站

{o，选条件（, ? 1 , 2，⋯，P)
5.7设v～钊

〔1，否则

}"' ' '＋钟＋' ' '+“杯·孙一场
妙l＋为＋⋯＋夕户～p一q

{1，指派，完成）项任务
5.8设二～钊

〔O，否则
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(l）门。～二：～二3 :～二。。～1，其余二。～o ;

(2）门。～二：:～力～二6。～o，其余二。～o

5.，用表1几作业法求解时，将人员看成产地，业务看成销地，各地产量和销量均为

1，于是就转化为运输问题

结果为门～二：。～二3。～二。。～二。：? 1，其余二。～o，急得分6.1

5.10例如先不考虑每人完成一项任务的约束，按谁完成得分多进行分配。当不满

足指派问题要求时，按八，⋯，八。中指定1人完成B，其余4人再按得分多的进行分配，

这样得5个分支。如5个分支均非可行解时，可选一个边界值最大分支，并指定剩下4人

中的1人完成任务B :，继续分支，依次进行

5.11(l）令二～二＋4二：+6二。，二，二：，二。～o或1，二＋二：＋二。簇1，夕～夕＋2夕：+

4夕。＋夕。＋2夕。，夕，⋯，夕。～o或1，将二，夕表达式代人模型即可；

(2）将卜式中改为二～二＋16二：+36二。，二，二：，二。～o或1，二＋二：＋二。簇1，夕表达式

不变，冉将二，夕表达式代人模型

5.12(l）设二。为车j对用户，卸货（, ? 1，⋯，5 , j ? 1，⋯，4)

{1，车）对用户八卸货
夕护一气 曰一1 ,’二，任）

{o，车j对用户C卸货

{1，车）对用户B卸货

旧，车j对用户D卸货

{1，第）车出车

旧，第j车不出车

则数学模型为

nlln

5t

〔l留l＋〔2留：＋〔3留3＋〔．留．

（各用户处卸货量不超过j车载受能力d

（满足，用户需求）

二l簇姚儿

二3簇d(l一夕）

二：，簇叭二

（各车不能同时为八、C卸货）

八，簇d(l一二）)
（各车不能同时为B、D卸货）

石）o，留，，夕，，二，? o或1

(2）收附加费K相当于固定费用，因原问题不涉及费用，故可令

当了。

当二)O
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则！述模型的日标函数变为

min｛又〔叭＋又又K。。。

约束条件中增加

r了求Mu

{:：童念1
第六章

一、选择题
1.(d) 2.(c) 3.(b) 4.(a)(b)(c)(d) 5.(b)(d)

6.(a)(c)7.(b)(c)8.(d)

二、练习题

6.1正确的有（l)(2)(3)(4)

6.2 ? 6.7可参阅教材有关内容，此处略

6.8设中心混凝土搅扑站的位置为（二，妇，则其位置可确定如下：
(l）搅扑站到各丁点的道路为直线时可表示为：

m . n｛又Q仁（二一二）2+(，一，)2〕’厂2}

(2）道路为互相垂直或平行的网格时

mm｛又Qz（一二一二一＋一，一，川

6.，设X ?（二，二：，二3)’为仕一近似解，假足它小正好满足该万程组，则将兀代人

方程组中必出现误差，使该误差平方和最小，就会找到该方程组的解。由这种考虑可得相

应优化模型如下：

mlnj(X)?（二一2二：+3二3一2)"+(3二一2二：＋二3一7)"+（二＋二：一二3一l)"

用无约束极小化方法求解，其精确解为

X . ?（二厂，二』，二犷）T ?(13/8，一3/2，一7/8)T

6.10(l）、（2）均为凸规划

6.11(l）用斐波那契法所得结果为：尹了～8，最终区间（", b)?(2.942 , 3.236)，近

似极小点I ? 2.947，近似极小值j(2.947)～一6.997 ;

(2）用。．618法所得结果为：尹了～9，最终区间压，, b，〕～[2.918 , 3.131〕，近似极小点

t ? 3.05，近似极小值j(3.05)～一6.998。该问题的精确解是：I一3．。，j(I .)～一7．。
6.12其迭代过程见下表
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达1七次数k

〔〕

1

刹幻

(2，一2 , l)

(l/2，一l/2，一l/2)

(2/lO，一2/lO , 1/l("

(1/20，一1/20，一1/2())

Vj(T‘含，)

(4，一4 , 4)

(l，一l，一2)

(4/l。，一4/l。，4/l())

(l门O，一1门O，一2门（))

最速下降法的搜索方向为负梯度方向，由l表中的甲j（二川）值，可知相邻两步的搜

索方向正交。

6·1 , ' , , ,}J最速下“法“: X。）一（:), , l）一（一：), , 2）一（一。182), x(3）一（一：:);
' 2，川牛顿法有：X(0）一（:), X(l）一（翻，此：为极小点。
读者很容易存二一二：平面l画出这两种方法所得迭代点的变化路径。

6.14(l）存点x ' ,）一（2 , 2)T不存存可行下降方向；(2）存点厂别一（3 , 2)T，其可行

下降方向可由条件｛d < d3及d :＜。盏确定；（韵在点厂3）一（0，。）T其可行下降方向可由

条件｛dl＞一音dZ及dZ＜。确定。读者容易。二维空间中画｝}｝该问题可行域的边界，并
存点厂别和厂3）分别按l述给出的d和d：的关系确定其可行下降方向的范lt］。

6.15提示：首先将该二次规划在形式l作如下变化：①日标函数变为极小化；

②约束条件写成“),，的形式。然后即可运J月本“式（6.50）给出的库恩塔克条件写出该

问题的K丁条件。

6.16不满足K丁条件，原囚是存该点起作川约束条件的梯度线性相关。

6.17其K丁条件为

〔2（了．一4）一仪厂＋产厂一O

卜l '，尸g）。

最优解为：了一4，此时尸厂一尸犷一。，j（了．）一。。
6.18提示：将约束条件写成“妻”形式，冉按本l弓式（6.50）写出该问题的K丁条件。

6.19

(O , 10厂11)T

6.20

6.21

6 22

最优解X’一‘。，, , ,；当”一，”寸，X’一（。， 当M一1。时，X .邵

最优解x一（0，。）下j(X .）一。。

最优解x一（l , 2）下nl . nj(X .）一一l。

(l）最优解X一（二厂，二犷）T一（1，。）T ,/(X .）一别3。

(2）最优解二．一。，j（二．）一。。

6.23最优解x一（二厂，二犷）T一（1 , 2 , 3厂2)T ,/(x .）一1 , 2。
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第七章

一、选择题
1.(d) 2.(a)(b) 3.(b) 4.(b) 5.(b) 6.(a)(b)(c)

二、练习题

7.1费用最低为1l（万元），路径为八一B3一C3一D一E

7.2使用顺序解法比较简单。最合理停靠码头为匕，最佳航线为八一BZ一C3一D一

匕，急路长为1200

7.3最优决策为：第1个月生j奋600件，第2个月生产500件，第3个月和第4个月

不生产，可使4个月总费用最小，为68000元

7.4最优决策为：向项目八、B、C分别投资1万元、2万元、1万元，最大急收益为

155万元

7.5最优决策为在零件八、八2、八3！分别装1个、1个、3个备用零件，可使设备运

转的可靠胜最高，达到0.042

7.6最优决策为：第1、2年年初把全部完好设备投人低负荷下丁作，第3、4、5年年

初把全部完好设备投人高负荷丁作，5年产品总产量最高为23 700

7.7使用逆序解法时，阶段数刀～3，状态变量、。为第k月库存量，决策变量u。为第

k月j奋量，状态转移方程、。十～、。＋u。，k阶段费用姚（、。，u。）? 1 000+4u。＋0.05心＋2、。

基本方程j。（、。）? max{d。（、。，u。）+j。十（、。十）盏，k ? 3 , 2 , 1

边界条件j（、）? o

最优生产方案为：第1个月生产133. 33kg；第2个月生产333. 33kg；第3个月生产

533. 34kg，最低费用为10 267元

7.8二个正数均为16时乘积16"? 4 096为最大

7.,(l）石～1，八～2，八～1 , Fma : ? 4 ;(2）石～1，了2 ? 1，八～1 , Fma :～一4 ;

(3）了l ? 20厂3，了2 ? 4厂3，了3 ? 10厂3 , Fma : ? 800厂27

7.10最优策略为：第1、2、3周价格为500元时采购，第4周价格为500元或600元

H寸采购，第5周不管什么价格都要采购

7.11(l）该问题数学模型为

max二～(8一了l）了l+(10一2了2）了2

（了＋了～5

｝二，二：)o且为整数

(2）最优生产方案为生产八―3件，八2-2件，急利润27（千元）

7.12最优采购方案，第1、2、3周价格为7就采购，第4周价格为7或8时采购，第5

周无论什么价格均采购，价格期望最小值为7.254
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7.13最佳方案为每年都投资项目A，一年未期望急资金为1 440万元

7.14最佳更新计划为：第一年年未和第二年年未各更新一次，从第一年年初起一

直用到第四年年未，总盈利63.5万元

7.15参考本章第四节的货郎扣问题建命动态规划的数学模型冉求解，其最知路径

为二～边～二～二3～二，最短距离23

7.16略

7.17(l）正确，(2)(3)(4）均为错误

第八章

一、选择题

1.(a)(d) 2.(a)(b) 3.(c)(d) 4.(a)(b) 5.(a)(b)

6.(c) 7.(b) 8.(a)(c)

二、练习题

8.1用点分别标记药品A , B，⋯，H，两种药品不能同储一室的可将点用线连接，则

图中不相邻的点（药品）可同储一室。本题有多个答案，其中之一为：下列药品可放同一

室：{A , G , B盏｛D , H , F盏｛C , E盏，至少需3间储藏室

8.2(l)(3）正确，(2)(4）不正确

8.3图846(a）有6个点，每个点的次均为4，可一笔画出，图846(b）有10个点，其

中8个偶点，2个奇点，所以有欧拉路，可一笔画出

8.4图中有8个奇点，将其两两相连任两点间重复边最多为一条，使之成为欧拉图，

且保证图中每个圈！的重复边总权不大于圈总权的一半，则从A点出发的欧拉回路就是

最优邮递路线

8.5图8AI(a）、（b）、（c）分别为用深探法、广探法和破圈法得到的图848的生

成树

钊， 钊、

巧任熟
处 钊飞 姚 ，飞

畏沙jl熬去：、
别7t怡

笼b)

图SA

8.6如图8A2所示，锅炉房到各座楼铺设暖气管道急长度为最小

8.7根据本章定理6之（2)，树图陛质应是T无圈，且树枝数n，等于图中节点数减

1，故本章例7（图825(a)）最小生成树的数学模型为

max二～2己。l+l己。：+3己。3+～·＋2己6+3己6 :+5己：
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锅炉居

川

0

0 1份
︸

图8A2

｝①。1+' 02+"+' 56+' 6+, 78一“
一②每个圈在最小生妙中边数应不超过该圈所有边数一’

二’·｛例如在”。一”1一”2圈中互f一＋' 12+' 2。毛艺，
一在”·丁”4一”3二”2一”。圈中有‘4+f43+f32+fZ。毛3等
L③所有‘? O或1

8.8图848(a）树枝总长为29，图848(b）树枝总长

为22。

8.，构造一棵如图8A3所示的最优二叉树，其叶子

的权分别为50 , 20 , 15 , 10 , 5，最小总权数为195 ? soxl+

ZOXZ+15X3+IOX4+5X4。

分拣过程按A ? B ? E ? D卜C进行。

8.10最短路径有6条，分别是①二。～二，～二：～二，;
图8A3

②二。～二3～二：～二，；③二。～二，～二：～二。～二，；④二。～二3～二：～二。～二，；⑤二。～二3～二，～二，;

⑥钩～二3～二。～二，。最短路长为19。

8 11

护一⋯井
1 13 21心61325

6 213 625心225

蝙
蝙
。

靳
。
魏

o
鲡
蝙

"."'”设了一⋯：
mlnz ? 4二，:+6了，3

〔二12＋二l , ? 1

二，:～二：。＋二：5

二l ,～二，,＋二肠

(,，户在最短路径上
，则数学模型为

否则

+5二：。＋4二：5+4二3。＋7二35+5二。5+7二。6+5二56

二：5＋二35＋二。5～二56

二。6＋二56 ? l

二，? o或1

二2 ,＋二，,～二，5＋二，6
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(2）略

8.13将题8.11所得两点间最短距离的矩阵口5）每行分别乘1几各村小学生人数，再

将每列数字相加，最小为360，即小学应建于二：村，使小学生卜下学走的路程最短

叭
8
0

又

刃l

O

250

2O

4O

1 50

460

刃2

1 60

O

3O

1 20

5O

360

刃3

4O

300

O

6O

100

几00

300

2O

O

100

几00

刃5

240

100

5O

8O

O

4 70

8.14如图8A4，用二，二：，二3，二。，二5表示第1、2、3、4年年初和第4年年未，各点连

线数字为时段间盈利减去维修费和更新支出的差额。最长路为二～二：～二3～二5，即于第

1、2年年未更新，再用到第4年年未，急盈利63.5万元

560

425

295

l ' 15功！‘儿18215
t)1 tlZ 295 335

470

图8A4

8.15设从刃～跳的流为f。，弧（老，j）的容量为C。，则问题的数学模型为

max之～无＋无3＋无。～介＋介

约束条件一是容量限制条件，即所有f。簇〔。，另一类约束条件为节点（除、，I点外）平衡条

件，即进人某一节点流量和等于流出该节点流量和。例如，对点二：有九：＋几：＋几：? f为

等，最大流14

8.16可增加一个虚拟发点、。，将其同、，、：连线；增加一个虚拟收点I。，将其同I ,

I：连线。再用标号算法求得最大流为21

8.17本题实质l几是求二。至二，的最大流。设f。为道路（, , j)I几通过车辆数，结果为

f0 ? 10 , f0 : ? 10 , f03 ? 20，力。～10，介5 ? 10，介6 ? O，几6 ? O，儿～20，几6 ? 10，几，? 10 ,

几5 ? o，几～10，介，? 30，二。至二，最多派车数为40辆

8.18参照本章最大匹配问题，将甲、乙、丙、丁、戊用点二，⋯，二5表示，将俄、英、日、

德、法用点夕，⋯，夕5表示，把每个人懂得的外语用边相连。规定每条边容量〔。～1，再求

出该网流最大流。结果为最多4人能被聘。一个方案是：甲―英语，乙―俄语，

丙―日语，戊―德语，丁―未能被聘

8.19参照1几题匹配问题，建立最大流模型，注意各人要与没有联系的单位用边相

连。可以有多个安排方案，其中一个方案为：甲―单位1，乙―单位2，丙―单位3 ,
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丁―单位5，戊―单位4，己―无法安排。

8.20见图8A5，各边上数字为（〔。，几）,｛几盏为最小费用流，流量为6，最小费用为35。

8.21如图8A6所示，跳、二为虚拟发点和收点，各边上数字为（〔。，f。）,{f。盏为最

小费用流。满足各配货中心需求时急运费为105（百元）。

口l(60）飞2

。，
钊、

仅为．方，
Z , 3(31）了，礴

图8A5

止t、灿育、奔争
月1 (55)

图SA

8.22见图8A7，图中各边数字为（仇，〔

Bl

欣为
姚〔0万）

。户
几

图SA

8.23用T(, ? 1，⋯，5）表示运输任务，做二部图（X , Y , E)，如图8A8所示，X , Y

中均有5个点T , , T :，⋯，TS。凡完成T任务后可继续完成T任务的，则在x , Y两个集

的T，兀间连一线，再求此二部图的最大匹配。M :{(T , , TZ)(T。，TS)(TS , T3）盏。所以

只需要两条船，分别完成TI ? T ,，讯～孔～T3。

图SA

第九章

一、选择题

1.(a)(b)2.(a)(d)3.(a)(b)(c)(d)4.(a)(b)5.(a)6.(b)(d)
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91

练习题

分别如图gAI(a）和图gAI(b）所示。

一

D

D

〔a) (b〕

图gAI

9.2(l）见图9A2 ;(2）见图9A3

D
，
白

D
FG

l
 
;

J
KII

图9A2

B3尸E 6H吕

图gA-3

,.3(l）关键路线为①～③～④～⑤～⑦～⑧，需时26单位；

(2）关键路线为①～③～④～⑦～⑩～@～⑩，需时32单位。

,.4(l）图上计算法见图9A4，关键路线①～②～③～④～⑥～⑦；表上作业法

（略）。

气带斋

月5
含（奋

米黯
l0

带器黯半
黔

气

图9A4
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(2）见图9A5，关键路线①～②～④～⑦～⑨～⑩

黑 箫

粉：
2 ' 1 55

2·”带朱，了
推

6“豁
豁 邵

飞￡27 二

煞米箫粼盐。
需

入
5
翻
一
翻

9U
陀

粼

图，AS

9.5(l）略；

(2）每件丁作的丁时期望值和方差如下表所示

下作 t 扩 丁作

A 弓 l 厂

月 9 IF

〔 1 34 〔于

D 81

(3）期望完丁期为32天，方差（扩）为5 ;

(4）提前3天完丁概率为9.1%，推迟5天完丁概率为98.7%

,.6关键路线为①～③～①～③～⑥～⑧～⑩，最早期望丁期41天，完丁概率

为50%

,.7最知丁期为15天，人力资源在15人／天之内较为均衡的一个方案如图9A6

所示

,.8丁期为25天时急成本最小

,.,(l）正常计划丁期为19天，最小丁期为12天；(2）最佳丁期为15天，每项丁

作相应丁时为：A一9，召一8 ,（卜14 , D一15 , E一6 , F一1

,.10随机网络图见图9A7，产品的成品率为93.7%，平均加丁时间为36. 8h

9.11(l)(2)(4）错误，(3）正确
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4 5 6 78 , 10]1 12 13 14 15〔天）

冲一三一～_ _ _ j

1 5 15

〔人胶）

图9A6

' o : J ,

(0 33)

e日月》

《t二5、

图9A7

第十章

一、选择题

1.(d) 2.(d) 3.(c) 4.(b) 5.(b)

6.(c) 7.(c)(d)8.(a)

二、练习题

10.1(l)P。～0.5 ;(2)P4 ? 0.3125 ;(3)l一P。～0.5 ;(4)L ? l（人）;(5)L。～

0.5人；(6)W。～0.1667(h);(7)P(T > 15)? eO75 ? 0.4724

10.2(l)P。～0.25 ;(2)L ? 3（人）;(3)W ? l(h);(4）又＞3.2（人／h)
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10.3老系统平均队长24.70辆，新系统（增加一个收费装置后）空闲概率为。．25 ,

所以采用新装置合算

10.4(l)P。～0.6158 ;(2)L ? 0.5616（人）;(3)L、～0.1774（人）;(4)W ?

0.1462(h);(5)W、～0.0462(h)

10.54台

10.6(l）囚尸～1，队长将无限增大；(2）尸。～1/3，至少有2名以卜顾客的概率为

l/3 ;(3)L ? 4/3（人）, L、～l/3（人）, W ? 2/9(h), W、～l/18(h)

10.7(l）有效到达率分别为5.76和9.45，服务强度分别为。．6和1.5 ;(2）平均

顾客数分别为1.2064和8.0774 ;(3）满足率分别为。．04和。．37 ;(4）当到达率冉增大

H寸，应增加服务员数，提高服务效率

108 1875（人）_

9(l)P。～0.2 ;(2)L ? 2.6（人）, L ? 1.8（人）, W ? 0.4333 , W ? 0.3

, 0 '"c一汽＋2 '’一，, ; ' 2，尸’-1一了忑

1
0
1
0

10.11本章式（10.82）一式（10.85）中，令了～。化简后再同原式比较

10.12(l)0.2623 ;(2)0.179

10.13(l）应扩大等待空间；(2）应提高平均服务效率

10.14建造两个卸位可使卸位处的砂与数平均减少2.13辆，相当于用14万元的投

资换回17.04万元的运输设备，囚此建两个卸位合算

10.15尸。～。．312，尸～。．347，尸：～。．225，尸3～。．09。，相对通过能力Q ? 1一尸3 ?

。．91，绝对通过能力A～入Q～。．728，损失率尸3～。．09。，占用通道平均数、～川1一尸3)?

1.09

10.16(l)0.3874 ;(2)0.4672 ;(3)3台

10.17

较仍为看管

10.18

10.19

1020

设维修丁看管

3台

n，台机器，比较不同。，值时，使工阳＋40以。，）刁为最小，纤比

(l）该商店可以盈利；(2）当维修率达到入～7.2件／h时盈亏平衡

(l)(2）正确，(3)(4）不正确

略

第十一章

一、选择题

1.(d) 2.(b) 3.(a)(d)

二、练习题

11.1最佳订购批量Q . ? 346t

4.(d) 5.(d) 6.(b)
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11.2订购费1 000元时纤济订购批量为38 730件；订购费100元H寸为12 247件

1 1.3 Q . ? 1 225台

11.4生产速率20件／月时，纤济生J古批量为69件，最小费用69元；生产速度

40件／月时，经济生产批量为20件，最小费用为80元

11.5(l）不允许缺货时，最优存储策略为每隔0.45月订购一次，每次订购1 78至

件，最小平均费用为2236元；(2）允许缺货时，最优存储策略为每隔0.48月订购一次，

每次订购1 918件，最小平均费用2085元

11.6(l)E()Q为354件；(2）最优存储策略为1. ? 2.59月，Q . ? 388件

11.7最优采购策略为1. ? 0.1洲年，Q一1 549个

11.8最优采购策略为每隔0.2年订购2 000单位

11.，纤济订购批量为50 000个

11.10可比较模型一与模型四

对模型一有

c了～碑而派（见式（11.5))

对模型四，将式（11.22）代人式（11.2）有

c :＿趣亚还
一＋〔2

囚C :/(C+C :)< 1，故C孟＜C了。

类似可比较模型二与模型四

11.11进货160件为宜

11.12应订购100件

11.13订购策略为（90 , 100)，即期初库存小于90时应订货，补足库存100；如期初

库存不低于90，则不订货。如发生缺货，则自行生产

1 1.14（、，S)?(30 , 40)

1 1.15（、，S)?(72.5 , 80)

11.16木题中订货量（Q）与存储量（R）变化的关系见图11八1

n个少1

图IIAI
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设为两次订货之间的间隔期（以月为单位）

囚〔（Q）一丝

(

V+( 合Q+' Q一R ,+' Q一ZR ,+ ⋯＋(Q一（月一l)R)

合Q+' Q一“'+⋯＋(Q一（月一l)R)限·笔
l
尸
e
s
e
s
e
s
L

令 旱一终＋6oR一。
得

1 1 17

一援，。·
囚有〔（Q)＋〔’(Q）一冷艺尸（r), 为期望需求量，k为常量，囚此

〔（Q)＋〔，(Q）一平均盈利（

11 18(l)(2)(3）正确，

第十二章

一、选择题

l(c) 2(d)

二、练习题

常数），这就足两个准则下结果相同的原囚

(4）不正确

弓（l) 6(fl)(r)

121儿童甲赢得矩阵见表12八

表12AI

石头

几（' 1)

布 剪刀

石头

布

剪刀

一1

一1

一1

12

丰（2，丰）

2甲、乙双方策略均为出1猜2(1 ,

，甲的赢得矩阵见表12八2

表12AZ

(］。2)

l猜3(l , 3),}1

(2。弓）

2猜3(2 , 3)，出2猜

(2。4)

:{.{{
一6

一斗

: : . ;{
一8

一6
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12.3

12.4

12.5

(2)X .

12.6

12.7

14厂八

(2)X .

128

(l）最优策略（a :，月）, V（一1 ;(2）最优策略（a3谓）, V（一3。

甲企业最优策略为推出新产品；乙企业最优策略为改进产品隆能。

(1）、一（专，。，导，。）' ,，一（%，韵’, v（一8、
一（3厂11 , 8厂11)T , y一（0 , 9厂11 , 2厂11)T , V〔一49厂11。

X一（1厂2 , 1 , 2)T , y一（1健，3健）T , V〔一5 , 2。

(l)X一（。，1 , 3 , 2厂3)T , y．一（1厂3 , 1 , 3 , 1厂3)T或y．一（1厂3 , 2 , 3，。）T , V（一

一（1 , 3，。，2厂3)T , y一（1厂3 , 1厂3 , 1 , 3)T或y一（2 , 3 , 1厂3 , 0)T , V（一4厂3。

先构造两名健将不参加某项比赛时甲、乙两队的得分表如下：

甲队得分表 乙队得分表

上健将不参加该项比赛 上健将不参加该项比赛

蝶沃仰汰杠沃 蝶泳仰泳虹泳

霍
将
不
荔
该
项

袋

l3 霍
将
不
荔
该
项
袋

l4

将甲队得分表减大乙队得分表，得甲队赢得矩阵，求解得

X．一（1 , 2 , O , 1厂2), y．一（O , 1 , 2 , 1 , 2), V〔．一一2

结论为：甲队李健将应不参加仰泳比赛，并以各1厂2概率参加蝶泳与蛙泳比赛；乙队

王健将不参加蝶泳比赛，并以各1厂2概率参加仰泳与蛙泳比赛。比赛结果甲队输2分。

12.，甲有4个纯策略：①不管正面或反面均认输；②不管正、反面均打赌；③出现

正面认输，反面打赌；④出现正、反面均打赌；乙有2个纯策略：①较真；②认输，可据此

列出对甲的赢得矩阵求解结果为

X．一（0 , 1厂3 , O , 2 , 3), y．一（2 , 3 , 1厂3), V〔．一1厂3

12.10核心为（25 , 25 , 25 , 25）。

12.11(l),(｛盏）一O , ,({l盏）一，({2盏）一，({3盏）一一2 ; ,({l , 2盏）一，({2 , 3盏）一，({l ,

3盏）一2 ; ,({l , 2 , 3盏）一3。

(2）核心为（l , l , l）。

（韵sh叩ley值为每名游戏者1元。
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第＋三章

一、选择题

1.(c) 2.(b) 3.(' .) 4.(d)

6.(d) 7.(c) 8.(b)(c),.(d)

二、练习题

".1应选择乙产品，转折概率尸一0.25

13.2(l）只损益矩阵如下表

5.(d)

10(d)

方案

1〔〕〔〕

1弓〔〕

2〔〕〔〕

2弓〔〕

盗〔）〔）

1〔〕〔〕

24〔〕〔〕

1啼〔〕〔〕

14〔〕〔〕

啼〔〕〔〕

4〔〕〔〕

1叭）

2 400

弓以）O

弓1〔〕〔〕

26〔〕〔〕

4〔〕〔〕

状态

200

2 400

弓600

4 800

4弓00

盗8日日

2叭）

2 400

弓6。〔）

4 800

60。〔）

味引们

弓〔〕〔〕

24〔〕〔〕

弓6〔〕〔〕

48〔〕〔〕

6〔〕〔〕〔〕

7？〔）〔）

(2）等可能法：进货250；最小最大法；进货100；后悔值法：进货250；乐观系故法

（乐观系故为0.3)：进货300

".3(l）两种方法得出结论均不需要修整；(2）两种方法得出结论均需要修整

".4(l）应参加投标，投面包供应特许权；(2）应参加投标，投饮料，不中时，冉投

咖啡

".5(l）应先进行勘探；(2）勘探结果若基础较差，则不钻井；若构造一般和较好

H士，进行钻井

13.6(l)l产（20）一l , l产（8）一0.75 , l产（O）一0.5 , l产（一6）一0.25 , l产（一10）一O ;

(2）该决策者为回避风险塑

".7(l）数据规范化处理后如下表

项 目 价格 离单位路径 中小学 环境

川

卜
︸
妇

6盗6 日味71

权重 O4

(2）表中数字分别乘l权重冉按行加总，有A-0.4 , B-0.64 , C-0.

定方案B

，故选
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第＋四章

一、选择题

1.(a)(b)(c) 2.(a)(b)(c)(d) 3.(a)(b) 4.(a)(b)(c)(d)

二、练习题

1书．1 ? 1书．5请参考本1弓第十四章有关内容

14.6(l）所有丁件先存设备A｝加丁冉在设备BI加丁，最优丁件排序为：

4一10一8一5一1一11一2一7一6一9一3一12，总加丁时间为84 ;(2）可先将丁件1一7（先

存A｝加丁冉在BI加丁），丁件8一12（先在BI加丁，然后冉存A｝加丁）分别排序，

冉将二者按总加丁时间尽量知的要求组合起来

14.7按相应启发式规则，可首先分别考虑丁件存设备A、设备BI和设备B、设备

C｝的最优加丁顺序。若二者加丁顺序相同，就采川这个顺序，否则，对加丁顺序不同的

丁件加丁顺序按结果较好者进行调整。木问题采川的丁件加丁顺序为：J一J一J3一J : ,

急加丁时间等于4。

14.8(l）以城市1为基点，仿照本章例2的做法，可得出连接各个城市的一条线

路；(2）肖先构成凸包1一2一7一10一8一6一1，冉将凸包内的3、4、5、9各点（城市）分别

插人到其邻近的二点（在凸包｝）之间，形成包含所有城市的一条线路；(3）对l述得到的

线路，通过交换城市间的连接顺序以缩知线路长度，最后得到线路：1一3一5一2一7一

10一9一8一6一4一1。线路急长度为71.2916
149比满音的可榕普可行解l]. l下先

收空布 重载点 车场
发车数

发空车

重
载
点

车

场

收布数



附录C自测试题及答案

自测试题（一）

一、填充题（每题3分，共15分）

1．一个标准到的线胜规划问题，川单纯形法求解时，判断存存无穷多最优解的标志

为

2．川表］作业法求解产销平衡的运输问题，判别问题存存无穷多最优解的标志

为

3．一个人的效川取向川效川曲线表示时，当属保守型时，效川曲线足①形，属胃

进到时，效川曲线呈②形

4．若（l ,)）足网络图关键路线l的一项作业，若协（l ,)）为作业最早开始时间，11 ,(l ,))

为作业最晚必须先成时间，I(,)）为完成该作业所需时间，则一者之间存存以下关系

式：

5．求解动态规划问题的最优化原理可叙述为：

二、选择题（每题3分，共15分）

以下各题（a)(b)(c)(d)4个答案中有一个或多个足正确的，请填写存答案中

1．求解具求极大值的线胜规划问题得到第项资源的影子阶格为k，由此对该项资

源多投人5个单位，则该问题的日标函数值将增加
(a)sk (b)< sk (c）镇sk (d）儿他

2．若图G足树图，下列说法中正确的有

(a）图无圈，且连通

(b）图中有n个点（n一l）条边

(c）图中任意两点间存存月仅存在唯一的链

(d）当有5个点时，各点的次为3 , 2 , 1 , 1 , 1

3．日标规划的日标函数儿中表达正确的有

(a)nla州d+d十 （b)nlm{d+d十

(c)nla州尸（d「＋d节）＋尸：(d子＋d才）(d)nln{3二＋2二：

4．一个含川个产地n个销地户销平衡的运输问题数学模到中，独立的约束条件有

(n)”子＋”一1 (h）求”子＋”一1
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(c)< , n＋刀一l (d)(a)(b)(c）均不对

5．用标号算法求网络最大流时，若找出一条从发点、到终点I的增广链，则在该增广

链的所有弧上有

(a）正向弧上几簇〔。反向弧上几～o

(b）正向弧上几簇〔。反向弧上f。）O

(c）正向弧上几＜〔。反向弧上f。）o

(d）正向弧上几＜〔。反向弧上几～o

＝、已知线胜规划问题（20分）

max之～3力＋5了： 对偶变量

｛二， ＋二3 ? 4 夕，

一 2了：＋了啼～12夕2

”·’·｛3二，+2二2＋二。一，8 , 3
〔了）Oj ? 1，艺，一，5

要求：(a）写出其对偶问题；(b）用单纯形法求解原问题最优解；

(c）由（b）的结果直接写出对偶问题最优解

四、用图解法流域下述目标规划的满意解（15分）

mm之～尸l时＋尸2时＋尸3时

二：+d丁一d士～4

一2二：+d牙一d玄～4

+2二：+d歹一d寸～8

）沂，d士）0(, ? 1 , 2 , 3)

五、下图中已知两点间的距离如图中所示，若求图中二，至二5点之间的最短距离若用

整数规划求解，试列出其数学模型。（15分）

t性 6 之4

7
q

六、某城市拟铺设一条从A ? E的管道。已知各段路线及铺设所需费用如下图所

示。试用动态规划方法找出一条使急费用最省的路线。（20分）

④



附叙一自’, ,’撇及袱含

自测试题（二）

一、填充题（每题3分，共15分）

1．线陛规划可行域中任意一点对应问题的一个①解，可行域的顶点对应问题的

一个②解

2．从线陛规划的原问题直接写出其对偶问题，若原问题目标函数为min之，变量了簇

。，则在对偶问题中对应的第j个约束条件取＿号

3．若希望产品n的产量了：不超过产品I的产量了的1/3，在目标规划中的约束应

表为①和mm②

4．下图中各弧旁数字为各弧的容量，计算、～I的最大流时可得出图中最小割集

为

书 4D

7 2c13
2 63t

5 4 10

B 石

5．动态规划求解的思路，依据利·别尔曼提出的最优化原理将一个含n个阶段的多

阶段决策问题转化为一个含①个阶段②的单阶段的决策问题

二、选择题（每题3分，共15分）

以下各题（a)(b)（。）(d)4个答案中有一个或多个正确的，请填写在答案中

1．已知夕：为线性规划对偶问题的最优解，若夕一。说明在最优生产计划中

(a）第，种资源已耗尽 （b）第，种资源还有剩余

(c)(a）和（b）均有可能 （d)(a)(b)(c）均不正确

2．一个含n，个产地，，个销地产销平衡的运输问题建立的数学模型中含＿个

基变量和 个约束

(a)n哥Xz了，n哥＋z了一l (b)n哥Xz了，n哥＋z了

(c）簇n , X ,，一l , n ,+, , (d)n , X , ,，簇n ,+,，一l

3．分配问题的效率矩阵中做如下变换时将不影响问题的最优解

(a）效率矩阵某一行加常数k (b）效率矩阵某一列加常数k

（。）效率矩阵某一行乘！常数k (d）效率矩阵某一列乘l常数k

4．一个网络的关键路线具有以下胜质

(a）任一网络存在唯一的关键路线

(b）关键路线1几各作业的急时差与自由时差均为零

（。）关键路线是完成一项丁程自始点至终点用时最省的一条路径

(d）网络图中任一点出发有多个作业时，其中用时最长的作业必包含在网络的关键

路线中
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气q尸

5一个整数分成个整数之和使其乘积为最大，可建布下列数学模塑求解

（的线胜规划 （b）整数线胜规划

(c）动态规划 （山非线胜规划

一、线性规划问题（20分）

max二一2们一JZ+J3

{J】＋JZ+J3毯6

卜1丈一J+ZJ？ 毯4

IJ)O(j一l , 2 , 3)

已知川单纯形法求解时得最终单纯形表如下

（护一2了

分析下列条件单独变化时最优解的变化

（的日标函数变为nmx二一ZJ ,＋故2+J3

(b）约、右端项由［{｛变为［:{
四、某公司有5个可供选择的投资项日，其所需投资额与顶期收益如下表所示

项目 1234 气

投资额（万儿） 1舶 2101川 叭 1鸽

预期收希（万儿） 46 铂 别〕 20 鸽

公司限定投资额不超过600万元，预期收益将在今后5年内实现。投资选择l需满

足：(1)1、2、3项日中至少选一项；(2）项日3、4中最多选一项；（韵项日5选取的条件是

项日1必须选中。为使预期收益最大，试建立数学模型，但不需求解

五、川I > IJk从ra算法找出下图中从①至⑦点的最知路径及最知距离，要求列出计算

步骤
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六、要求用动态规划方法求解下述非线性规划问题

max二～二甲·二：·二孟

｛了l＋了，＋了3毯6

（几）Oj ? 1，艺，3

要求写出动态规划的基本方程，说明各符号意义，给出边界条件，并求数值解

自测试题（三）

一、填充题（每题3分，共15分）

1．线陛规划问题L和L :

LI : max 声，对偶变量 L : : ma、二～又〔二 对偶变量

岛t

〔了）O , j ? 1，⋯，刀

据此有多～ 为

又“、～31 , 1
了，）。，)? 一”一刀

2．利·别尔曼提出厂求解动态规划问题的最优化原理，可简要概述为：

3．用线陛规划求解得第，种资源的影子价格为k，则在问题中其他参数不变的条件

下，第，种资源增加10个单位，日标函数的增加值将增大

4．用FordFulker沁n标号法求网络最大流时，若找出一条从、～t的增广链，其正向

弧！必满足①，反向弧！必满足②

5．阴个约束条件又““簇b(, ? 1，⋯，阴），其中只有k个条件（k＜阴）真正起到约
J ? l

{1，假定第，个约束不起作用
束，若用夕～代

｛。，假定第，个约束起作用

又设M为任意大整数，则1几述假定可表为

二、选择题（每题3分，共15分）

以下各题（a)(b)（。）(d)4个答案中有一个或多个是正确的，请填写在答案中

1．对取值无约束的变量二，标堆化时通常令二～式一才（式，才）0）。用单纯形法求

解时可能出现

(a）对＞。，才＞。

(b）尸：＋居～。

（。）时＞。，时＞。

(d）城＞。，式～。



今’主筹学川别第弓版）

2．以下叙述中正确的有

（的原问题有可行解，其对偶问题一定也有可行解

(b）原问题无可行解，其对偶问题一定也无可行解

（。）若原问题有无界解，其对偶问题一定有无界解

(d)（。）(b)(c）均不对

3．以下叙述中正确的有

（的求解运输问题的表l作业法是单纯形法求解运输问题时的简化

(b）可以川求解运输问题的表l作业法求解分配问题

（。）运输问题在适当变换后可川匈牙利法求解

(d）动态规划只川于求解动态多阶段的问题，不能川于求解静态的优化问题

4．川对偶单纯形法求解线胜规划时，出现以下隋况判别问题无可行解

（的基变量列b < o存，行全部a。）o

(b）基变量列b < o在，行个部a。镇。

（。）基变量列b > o在，行个部a。）o

(d）基变量列b < o在，行个部a。镇。

5．线胜规划问题

max二一，l力＋了2

〔了＋了，毯6

、．1．代二＋2二：镇10当的取值范lt］为何值时，问题有无穷多最优解

厅，二：)O

（的，l一1 (b)1 < , l < 2 (c), l一2 (d)2 < , l＜一们

一、下表为求极大值线性规划问题的初始单纯形表发迭代一步后的表，二、二；为松

弛变量，试给出表中a一l值及变量下标I，、），、、、I的值（20分）

翻

d

丈

不1

l
)

一1

一

:
二
：

〔〕

1/2

1/2

寿一

四、甲、乙、丙、J4人完成A、B、C、D、E五项任务，每人完成各项任务的时间如下表

所示，若规定A、B两项必须完成，C、D、E中有一项可以不完成。若规定每人只完成一项

任务，问如何分配川时最少？(15分）
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D
牡
即
4
(
j
曰

:
 
:

〔

3l

26

28

36

:
 
:

H
四
朋

:
 
:

A
断
洲
洲
曰

甲

乙

内

丁

五、求下图中网络的最大流（、～I)，图中弧旁数字为（〔，，八）(15分）

吸73)

套85)7 , :
132)

咬55)

（气3)
〔30)

吸l〔）8)

.30 !

吸64)
贬94)

《凡4)

六、川动态规划的逆序算法求下述非线性规划的最优解，(2。分）

要求写出阶段划分，状态变量、决策变量、允许决策集合、状态能够方程，并列出各步

计算过程

max二一4二＋9二：+2二盖

{2了】＋4了：+3了：毯10

｛二，二2，二3妻O

自测试题答案

自测试题（一）答案

一、填充题

1．个部氏簇0，其中至少一个非基变量的J一。

2．个部检验数）。，其中至少一个为零

3．①凸②凹

4.1。簇I庄（, j）一I岛（, j)

5．一个过程的最优策略具有这样的胜质：即无论初始状态及初始决策如何，其以后

所有决策应构成最优策略

二、选择题

1（亡）2（习）(h)(' l）名（h）丰（h）几（' l)
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＝、（a）对偶问题为

1111们71

︷
夕

"' ' '{

4夕＋12夕：+18夕3

+3 , 3)3

2 , :+2 , 3)5

, ,)O)?

(b）原问题最优解

2. ?(2 , 6 , 2 , O , 0), ,. ? 36

（。）对偶问题最优解

,’一（。，争，，。外叨一36
四、满意解为由OABCD围成的多边形内

处必 dl

么02 ,
(("）药

及61 ,

J(401

五、用二表（二，二2)，二：表（二，二3)，二3表（二2，二3)，二。表（二2，二。），二。表（二3，二。），二6表

（跳，二。），二：表（二。，二。）

则数学模型可表为

mlnz ? 7二l+5二：+4二3+6二．+9二：+8二6 ? 3二

二～二3＋二。二＋二：? 1

二：＋二3～二。＋二6二。＋二。～二

二6＋二：? 1

了，? O或1(j ?

六、费用最省路线为A ? BZ ? C ? D ? E ,

，一，7)

急费用为8

l
了

1

自测试题（二）答案

一、填充题

1．①可行解②基可行解

2.)

3．①3二2一二＋d一d十～o②d十

4.{(A , D)(A , C)(S , B）盏

5．①刀个②具有递推关系的
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二、选择题

1.(c)2．①（c)3.(a)(b)4.(b)5.(c)(d)

气、（a）最优解变为2. ?(8/3 , 10/3 , o , o , 0)2. ? 46/3

(b）最优解变为Z一（3 , o , o , o , 7)2一3/2

门投资第，项目
四、设二，～代 ，则模型为

}o不投资j项目

maxz ? 46二，+50二：+30二3+20二。＋35二：

（二，＋二：＋二3李1

一二3＋二。耳1

st侧了＜泊

｛咒粼宁资津’+' 35几簇600
五、①至⑦的最短路为①～③～⑤～⑦，总长度为14

六、阶段k ? 1 , 2 , 3状态变量、。其中、，? 6

决策变量二。O毯八毯、。状态转移、。～、。一八

基本方程八（、。）? 111习X

o簇几簇，。

{p。（u。）．八＋,（、。＋,）盏，f4（、。）?

当k ? 3时几（、3)? max｛端
众，簇狱

·厂。（、。）盏～、且（当二3～、3)

f :（、：)? 111习X

。簇几匀2

｛二：。八（、：一二：）盏～max｛了：
簇〕2簇几

"（、，一二，)“盏

（、，一了，)3一3了，（、，一了，)2 ? O

当二： 一：/4时使、：）一27(7)”达到最大值
当k ? l时f ,（、，)? max｛二贾

簇勺簇6
·八（6一二，）盏～max（二贾·27

o簇Jl簇6 毕

令岩一2了1一27（毕）’一卜27（守均

一27了1（丫）3[ha一，〕一。
当二，? 2时f ,（、，)? 108为最大值

逆推得二，? 2净、：? 4，二：? 1净、3 ? 3，二3 ? 8

自测试题（三）答案

一、填充题

1.1/3



而，运筹乒川创第撒）

2一个过程的最优策略具有这样的胜质，即无论初始状态及初始决策如何，对先前

决策所形成的状态而言，只以后的所有决策应构成最优策略

3镇10冷

4①／。＜〔。②／。＞。

5冗“。二镇乃＋, M，冗，一川一冷
J ? 1 ? 1

二、选择题

l(b)(d) (d)3(a)(b)(c) (a)

a 1)c dc「gh吐 」k 1 mn、 t

一324 一22310 气 一气3广204 气 1 气

四、重新构造一个效率矩阵，增添一个虚拟戊，囚八，B任务不允许由戊完成，故有

‘
沂
材
脸
朽
。

刀
牡
即
刊
扮
。

（
们
抓
路
肠
。

B
四
朋
纤
牡
M

A
抓
朋
胡
匆
M

甲
乙
内
丁

戊

川匈牙利法求得最优分配为甲八，乙C，丙B，」D，共川时101

五、求得网络最大流如下图所示

吸凡5)

l片8)
卜 （33)

《20)

(65)
' 55}

了4硬10 10)
（飞0)

(98)
了．'

最大流为18

最小割为｛(),))(): ,))(): ,)(3 ,)}

六、冷―阶段变量冷一1 , 2 , 3；、．―状态变量；二．―决策变量

／孟（’孟）一、牙琳＊{‘孟不；+／歼】（不歼】）}
当冷一3时／3（、3）一max{2瑞＋八（、）}

0（石（与邝



附录C自测试题及答案

冲
一
3

一一
.
3

了丫丸（、。）? O

当k ? 2时

当k ? 1时

得几‘、3，一2(%)2一着
介恢）一。梁装／4
了，(10)～。貂统

{9二2＋介（、2一4二2)}

{4二，+fZ(10一2二，)}

最后得二l ' ? o，二g ? 5/2，二犷～o , z ' ? 45/2



教学支持说明

尊敬的老师：

您好！感谢您选用清华大学出版社的教材！为更好地服务教学，我们为采用本书作

为教材的老师提供教学辅助资源。鉴于部分资源仅提供给授课教师使用，请您直接手机

扫描下方二维码实时申请教学资源。

蘸
任课教师扫描二维码
可获取教学辅助资源

为方便教师选用教材，我们为您提供免费赠送样书服务。授课教师扫描下方二维码

即可获取清华大学出版社教材电子书目。在线填写个人信息，经审核认证后即可获取所

选教材。我们会第一时间为您寄送样书。

任课教师扫描二维码
可获取教材电子书目

清华大学出版社

。甲细州互163 com⑧『
电话：861062770175一506/4340

地址：北京市海淀区双清路学研大厦B座509室

网址：hi中刀W帕vtuPcom酬

传真：8610能775511

邮编：1叨哪4


