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教材习题洋解

第一章 绪 论

习题 1. 2 

l．指出下面微分方程的阶数，并回答方程是否是线性的：

(1) 器＝ 4x2-y;

(3) （虑）2+x器— 3y2 = O; 

(5) 虑＋ cos y+2x = O; 

(2) 归－（岱）2 + l2xy = O; 

(4) X 正江－ 5 心＋ · dx2 V dx 3xy = sin x; 

(6) sin（归）＋ el= x . 

(2) 二阶，非线性．

(5) 一阶，非线性．

2. 试验证下面函数均为方程生义十矿y=O 的解，这里也＞ 0 是常数：
d元2

解：（1) 一阶，线性．

(4) 二阶，线性．

(3) 一阶，非线性．

(6) 二阶，非线性．

(2) y = C1 COS 吵炉是任意常数）；

(4) y = c2sin 血伍是任意常数）；

(5) y = CJ COS 血＋ c2sin 血(c1, C2 是任意常数）；

(6) y = Asin(wx +B)(A,B 是任意常数）．

(l) y = cos 血；

(3) y = sin 叨；

\嘈

．生 d心）山解：（1) 因为 y = cos 血忠＝－wsin 血，心＝－忑－ ＝－矿cos已

所以归＋心＝－矿cos 血 +w2cos wx = 0. 

因此，y = cos 血是方程归＋矿y=O 的解

(2) 因为 y 少 · 巠 卢）扛
= C1COS 血油： ＝－ c1wsin 血，心＝ dx =－心cos也

所以归＋必y=-c心cos 血＋心cos 如＝ 0.

因此，Y = C1COS 血是方程应＋心＝ 0 的解．

山

(3) 因为 y - sin血忠＝砒OS 血，归＝字＝－w2sin 血，
所以归＋心＝－矿sin 血 +w2sin 血 ＝ o.

因此，y = sin 血是方程归＋矿y=O 的解

• 93 • 
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d(4z:' (4) 因为 y = c2sin 血岱＝ c2砰S血，归＝¥=—心sin己
` 

` 

所以也¥ + w2.'Y =- c2w2 sin ClJX + w2 
扣2

+ w"(, y =- c2wi sin 血：十 wzczsin 也： ＝ o,

因此，y = c2sin 血是方程归＋矿y=O 的解．

(5) 因为 y = C1 COS ClJX + Cz Si 少= C1 COS"兀 c2 sin ClJX, ~ =- c1 砒sin ClJX + c2 wcos 血，
d兀

凸咚） 2 2 · 
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所以归＋矿y=-c迈cos wx — c心sin血心(c1COS血五sin wx) = 0. 

因此，y = C1COS 血气sin 血是方程归＋心＝ 0 的解

(6) 因为 y = Asin(wx 十 B) ，阻 ＝心OS但＋B),

凸 d（虑）
心忐

= ＝－矿Asin(wx + B), 

所以归＋心＝－矿Asin侐＋B）＋矿Asin侐＋B) = 0. 

3. 验证下列各函数是相应微分方程的解：
. 

(1) y = sm x, -— ,xy'+ y = COS X; 
X. 

(2) y = 2+c ✓卢，（l －心y'+xy = 2x(c 是任意常数）；

(3) y = C已:/'-2y'+ y = O(c 是任意常数）；

(4) y = ~,y'尸 ＋ y2 -2ye工 ＝ 1 — e气

(5) y = sin x,y'+ y2 - 2ysin x+ sin2 x - cos x = O; 

1 (6) y=- －，丘y'= x2 y2 + xy + 1; 
X 

(7) y = x 2 + l, y'= y- - (x2 + 1) y + 2x ; 
, 

(8) y = - 声，虚－卢
f(x) 

,y = 
g(x) f J(x )· 

.. 
Sln x 

解：（1) 因为 y=~,y'=
, xcos x-sm x 

X ,_y - x2 ' 

.. 
所以 xy'+y = 

xcos x-sm x + smx = cos x . 
X X 

因此，y= 亚旦是方程Xy1 + y = COS X 的解
X 
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— " (2) 因为 y=2+c ✓仁亏气y'=
-ex 

./1-7' 

所以(1-x2)y'+xy = (1 —丘） • 
-ex 

J 
+x(2+c ✓二）

=-ex j"f二＋2x+cx ✓卢＝ 2x.

因此，y=2+c~了是方程(1-x2)y'+xy = 2x 的解．

(3) 因为 y = cex,y'= cex,:/'= ce工，

所以:/'- 2y'+ y = ce" - 2ce7'+ ce工＝ 0.

因此，y = ce工是方程y" - Zy'+ y = O 的解

(4) 因为 y = e7',y'= e.r, 

所以 y'e一工＋ y2 -2ye工＝ 8e一x+e红－ 2e宅＝ 1 － e气

因此，y=e工是方程 y'e一工＋ y2 — 2ye工＝ 1-e红的解．

(5) 因为 y = sin x,y'= cos x, 

所以 y'+ y2 - 2ysin x + sin2 x - cos x = cos x + sin五－ 2sin xsin x + sin2 x - cos x = 0, 

因此，y = sin x 是方程y'+ y2 - 2ysin x + sin2 x- cos x = 0 的解

(6) 因为 1' y=-— ,y ＝上，x x 

1 1 2 1 所以丘y' ＝丘子＝ 1，又丘y气xy+l = x2(－言＋x（-了 )+1 = 1, 

1 因此，y=－一是方程x2y'= x2 y2 + xy + 1 的解．
X 

(7) 因为 y ＝丘＋ l,y'= 2x, 

所以 y2 - (x2 + l) y + 2x = (x2 + 1)2 - (x2 + 1)伲＋ 1) + 2x = 2x = y', 

因此，y ＝丑十 1 是方程 y'= y2 - (x2 + l) y + 2x 的解．

(8) 因为 y=—赞＄，所以 y' ＝— g'(x)f(x) － g(x汀(x) ＝坠立i耸一心立
卢x) J2 (x) · J(x) · 

, 
又因为i包为－且包}＝丘但M－坠立 2 －卢= g(x) 卢x) ＿且竺2 = ' 

g(x) f(x) g(x) f(x)) f(x) f(x) f(x) y, 

所以，y ＝－坠立是方程 y'=i邑f —互尘的解．
f(x) g(x) f(x) 

d 4. 给定一阶微分方程立＝ 2x.
扣

，
名抖

心
飞
匀
勺A
7̀
`

(1) 求出它的通解；

(3) 求出与直线 y = 2x+3 相切的解；

(5) 绘出(2),(3),(4) 中的解的图形．

(2) 求通过点(1,4) 的特解；

(4) 求出满足条件仁釭＝ 2 的解；
。

= 2x 的通解为y = x2 +c,c 为任意常数． 勹
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(2) 把｛x=1，代入 y = x2 +c得c=3．所以过点(1,4) 的特解为 y ＝丘＋ 3.

y=4 

(3) 因为与直线相切，所以方程组｛y ＝丘＋c，有且只有唯一一组解，即 x2 +c = 2x+3 有唯一
y = 2x+3 

解，故 c=4．因此，与直线 y = 2x+3 相切的解是 y = x2 +4. 

(4) 因为Ilydx＝炉＋c)d.x=(1 五） 1 : =½+c=2,e)r~c=i =++c=2，所以c=-
3 ，因此，满足条件］冲

=2 的解为 y= x2 + —. 5 
3 

(5) 满足(2),(3),(4) 的解的图形分别如图(1. 1) 中的(a), (b), (c) 所示．

; 
y=x2+3 

(- 1,4 )\-to/.( 1,4 ) 
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s. 求下列两个微分方程的公共解：

y'= y2 + 2x - x4, y'= 2x + x2 +x4 -y-y气

解：因为方程 y1 = y2· +2x-x4 与方程 y1 = 2x+x2 +x4 - y—夕的公共解满足

y2 + Zx - x4 = 2x + x2 + x4 - y - y2, 

化简得(y — 丑）［2(y＋丑）＋ 1] = o, 

所以 y = xz 和y=－-－丑可能是两个方程的公共解．进一步代人验证，可以证明 y＝丘是两

H解，而 y=

程的公共角

本题是求铜

ij要将所求

6. 求微分方程 y' + xy'Z - y = 0 的直线积分曲线．

解：设方程 y1 + xy12 - y = 0 的直线积分曲线为 y ＝妇＋b，则 y'= k,k+xk2 ＿匕－b= o. 

膊跺 所以｛k = b, 即 {k = 0, { k = 1, 
k2 = k, . lb = 0, l b = 1. 

员曆｀信 因此，方程 y' + xy'2 -y = 0 的直线积分曲线为 y = 0 或 y= x +1.

", ; ©方法点击：本题是求解方程的部分解，采用的是待定系数法．待定系数法是求解常微分方程 ｝
I : 
? ：常用的方法之一，有待定系数法和待定函数法解决此类问题的关键在于正确地设出解具有的
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－－气7. 证明：与微分方程 4丘y'2 - y2 = xy3 的积分曲线关于坐标原点(0,0) 成中心对称的曲线，也是此

微分方程的积分曲线． ,i 
证明：设微分方程的积分曲线为 y=f(x) ，则有 4x2户 (x)了(z) ＝寸 (x). 11 

又若设与积分曲线 y= f(x) 成中心对称的曲线为 y= g(x) ，则有 f(- x) =-g(x) ，从而

r (-x) = g'(x). II 在方程 4x于(x) － 广 (x) ＝寸 (x) 中用一x 代替x 得 『
4(- x)2户 (-x)-fl(— x) =- x尸 (-x) • 

即 4f[f(— x)千一[- f(-x)千＝ x[- f(-x)千，于是 4x2广 (x) － g-(x) = X.旷 (x).

这就证明了 y= g(x) 也是微分方程的积分曲线．

8. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分方程：

(1) 曲线上任一点的切线与该点的径向夹角为 a;

(2) 曲线上任一点的切线介千两坐标轴之间的部分等于定长 l;

(3) 曲线上任一点的切线与两坐标轴所围成的三角形的面积都等千常数 a气

(4) 曲线上任一点的切线介于两坐标轴间的部分被切点等分；

(5) 曲线上任一点的切线的纵截距等于切点横坐标的平方；

(6) 曲线上任一点的切线的纵截距是切点的横坐标和纵坐标的等差中项；

(7) 曲线上任一点的切线的斜率与切点的横坐标成正比．

解：（1）设曲线为 y=f(x)在点(x,y) 处曲线的切线斜率为 k = y'= /(x) ，而点(x,y) 处径向斜

率为 k1 = 上．当曲线与切点的径向夹角为 a 时有关系式 tan a= 
k - k 
一，则所求的微分方程为
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其中(X,Y) 为切线上的动点坐标

切线与 x 轴，y轴的交点分别为 (x－斗，0 和(O,y-xy')．由题意知，
y ) 

告（x－沪＝ x，令(y-xy') =y, 

整理得，xy'+ y = 0，此即为所求的微分方程．

(5) 设曲线为y~f(x) ，在点 (x,y) 处曲线的切线斜率为k=y'，切线方程为Y-y= y'(X-x), 

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标

切线的纵截距 Y= y-xy' ，由题意知 y-xy'= X气即 xy'=y-x2.

(6) 由 (5) 知，Y 1 
2 

＝一(x+y) ，从而有 2xy'= y-x．因此，所求的微分方程为 2xy'= y-x. 

(7) 设曲线为 y= f(x) ，在点 (x,y) 处曲线的切线斜率为 k=y'，由题意得y'=kx(k>O为比

例常数）．

第二章 一阶微分方程的初等解法

习题 2.1

少(1) ¥ = 2xy，并求满足初值条件 x =O,y=l 的特解；
扛

(2) y2扣＋（x+Ddy = o，并求满足初值条件 X = O,y = l 的特解；

(3) 少＝三；
dx xy 十x为

(4) (1 +x)ydx十 (1- y)xdy = O; 

(5) (y+x)dy+ (x-y)上＝ 0 ；

(7) tan ydx - cot xdy = 0; 

(9) x (ln x- ln y)dy- y扣＝ O;

(6) X 嚣－y+ 丘勹＝ O;

(8) 少
d.x + 

e>'2+3工
一一—= 0; 

y 

(10) 少
扛
=e亡气

又 y=O也是方程的解，若取c= O，则 y = O 含在通解中，所以方程的通解为 y = ce,e为任意

常数

把x = O,y = 1 代入通解，得满足条件的特解为 y = ez2 . 

(2) 将变董分离，得到 一山 dx 
y z x +l 

1 两边积分，即得一＝ ln I x+ l l +c，因而通解为 y = 1 ，其中 c 为任意常数
y ln ! x+1 |+c 

y=O 是方程的一个特解．将 x = O,y = 1 代入通解，得 c=l，故满足初值条件的特解为
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y= 1 
ln I x+l l+l' 

(3) 将变量分离，得到一立—d dx 
i-ay= 1+y x(l+x) 2 ，对两边积分，即得

1 1 / 1 

钊房＝厂了丘），
丘

+1 

1 
即一lnll+y21

1 1 I 1 I 1 
2 =－了lnI 1+了 |+C1 心为任意常数．

所以通解为(1+y2) （ 1+x2) ＝正，其中 C = e2'1 是任意正常数．

(4) 将变量分离，得到一旦二立dy = ~dx(x -=t= O,y-:/= O 时）．
y x 

两边积分，即得 y - ln I y I = x + ln I x I+ c1, c1 为任意常数

即 x - y + ln I xy I = c，其中 C =-c1 为任意常数

又易证y=O也是方程的解．所以方程的解为 y=O及 x - y + ln I xy I = c. 

(5) 原方程变形为 ydy+xdx十xdy-ydx = o，从而有

1 
2 
-d伲＋ y2) + (x2 五） · xdy - ydx 

丑＋y2
=0. 

两边同除以 x2 ＋兑即为d(x2+y2) d停）
霆＋y2）十 1 ＋停）2 = o, 

1 两边积分，得到一ln（丘＋ y2) + arctan 立＝ c,c 为任意常数
2 x 

(6) 原方程变形为 xdy-ydx+ ✓丘－ y2dx = 0. 

当 y室丑时，两边同除以石亡气了得型立立也＋dx= 0，即 d行） 十上dx. = o, 

尸｀ x 

两边积分得 arcsin 立十 ln Ix I= c，其中 c 为任意常数．
X 

另外，当 y2= 丑时，易验证 y2 ＝丘也是方程的解．

所以，原方程的解为 y2 = x2 及 arcsin立十 ln Ix I= c. 
X 

(7) 当 tan y =I= 0 时，即 y-=/=krr,k = O, 土 1, 士 2, …时，分离变量得 cot ydy = tan xdx. 

两边同时积分，即得 ln I sin y I = - ln I cos x I+ c1 ，其中 q 为任意常数

即 sin ycos x = c，其中 c ＝士的为非零常数

另外，y = 坛，k = O, 土 1, 土 2,…也是方程的解

所以，原方程的解为 sin ycos x = c 及 y = krr,k = 0 ，士 1 ，土 2, …．

(8) 原方程可以变形为 e子 ． ydy+e扛也＝ 0.

两边积分，即得上产－上 2 
3 2 

e-y~ = c1 ,c1 为任意常数
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坛

［像一一一一一一一一—化简得2e釭－ 3e子＝ c,其中 C = 6c1 为任意常数

d工(9) 方程可变形为一＝王ln王，令 u ＝王 = du 
dy y y ，即 X = yu，则原方程变为 u+y •一＝ uln u，即

y dy 

du ＝少
u(ln u-1) y 

积分得 lnu-l=cy ，即 ln王－ 1 = cy 或 ln立＋ 1 =-cy，其中 c 为任意常数．
y x 1 (10）原方程可以变形为 edy=gd.x，两边积分，得到 e =8+c，其中 c 为任意常数

笺 2．作适当的变量变换求解下列方程：

怼 ｀4 （1) 少=—仁． (2) 少= 2x-y+1. 
dx x-2y+ 1' d.x. (x+ y)2, 

(3) 坐= x-y+5. 
dx x-y-2' 

(4) 忠＝（x+1）气 (4y+D2 +Bxy+l; 

(5) 心＝ y6-2# . 
d.x 2xy5 十 x2y2 , 

(6) ~ =红＋ 3矿＋x
心 3x2y+2y3 -y· 

解：（1）令 u=x+y，则t=l＋山，故原方程变为业＝止乒，分离变量为立坐＝ dx.
p dx dx uu2+1 

两边同时积分，即得 u-:- arctan u = x+ c,c 为任意常数．

所以，原方程的解为 y = arctan(x+ y) +c. 

(2) 解方程组｛2x-y+l = O, 
得x=

1 1 - --,y = - 
工－ 2y+1 =0, 33. 

厂＼＇代人原方程，则有殷＝归
y=Y十一，

3 

y dY du 
再令u= －，即 Y=uX，则有一＝ x~+u.X dX dX 

从而
(1-2u) 

2(1-u+u) X 
2 du ＝垫，两边同时积分得 ln(u2 - u+ 1) + In X2 = c1, 

即 ln（Y2 -XY+X2) = CJ'其中 q 为任意常数．

所以原方程的解为 ln[ ( 
1 \2 /'1 \ / 1 \'/'1 \ 2 y-了)－ (x＋寸（y－寸＋（x+寸］＝ C1 ,

化简为丑＋y - xy+x-y = C，其中 c=e勹
1 
3 

－一，q 是任意常数．

如 7(3) 令u=x-y，即 y=x-u,则原方程变为— ＝ 二一，分离变量，并且积分得 u2 - 4u+14xdx u-2 

= c, c 为任意常数
代人 u = x-y，可得原方程的解为(x- y)2 -4(x- y) + 14x = c，化简得

x2 + y2 - 2xy + !Ox + 4y = c. 

1 -du 
4 

(4) 令 u = 4y+l，则原方程为一一 ＝
忐

(x+ 1)2 气＋2x(u-1) ＋ 1，即皂 ＝ 4(u+ x) 2 +8. 
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中 c 为任意常数

代回原变量，故原方程的解为 tan(6x+c)
2 = 
3 

(x+4y+l). 

du 
(5) 令 u = y3 ，则方程可变形为一＝ 3u2 -6丘

dx 2卫＋丘

dv 再令 v ＝上，即 u ＝匹，则上面方程化为 x¥+v= ———
3寸－ 6

x dx 2v+1 
，整理得，

7 dv, 3 dv dx 
了．二＋了．言＝了＇

两边同时积分，得(v-3)7(v+2)3 ＝正，其中 c 为正常数

代回原变量，并且化简原方程的解为(y3 - 3x)1 (y3 + 2x)3= 立皮

(6) 原方程可以变形为过2=2丘＋3y2+1
xdx 3丑＋ 2y2 -1· 

令 u = x2 — l,v=y2+1，则方程可化为一＝
dv 2u+3v 
du 3u+zv· 

再令 w ＝ 卫，即 v= uw，则有些＝ w+u迦．从而 u业二 2-2证
u du du du 3+2w 

4 分离变量并化简得一du= ( 
5 —-＋上）如，两边积分得 u4(1- w)5 = cCl+w). 

u 1-w 1+w 

代回原变量即得原方程的解为(x2 — yz - 2)5 = c(xz ＋夕），其中 c 为任意常数．

3. 证明方程王少
y dx 

= J(xy) 经变换 xy = u 可化为变量分离方程，并由此求解下列方程：

(1) y(l + x2 yz)如＝ xdy; (2) 五少 ＝卢
y dx 2 - x2y2· 

x 坐－ u
丑山解：令 u=xy ，即 y ＝旦，则原方程变为一 •~ = f(u) ，即 =- 

du dx 
x u x2 u(f(u) +1) x. 

所以原方程可以化为变量分离方程．

(1) 原方程可以变形为过~ = 1
ydx 

+(xy兄故相应的 f（工y) = 1+ （工y凡即 f(u) = I+u气

所以，令 u=xy 时，所求解的方程变为
du d兀= u(u2 + 2) x 

2 两边积分，得 x4 (1 ＋忑）＝ c,其中 c 为任意正常数．

因而，原方程的解为 x4 + 2x2 
亏＝ c．另外，y = O 也是方程的一个特解
y 

(2) 相应的 f（工y) ＝生巨抖，令 u=xy 时，原方程可化为 du ＝也
2 - x yu（红） x·

2 - u2 +1 

两边同时积分，得 lnl~ u2 
X 

2 1 = 4 +c，其中 c 为任意常数
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“女, 

';·. ` 一贫． 七心 .,.. • . . . . . . . I 

••• ..:L 立立代回原变量，得原方程的解为 lnI x |= 4 +c. 

岁 ．．．，

. 4．已知 f(x)『f(t)dt = 1 (x -=I= O) ，试求函数 f(x) 的一般表达式
; · 玄·• •• , 0 

飞;. ^?: •· 
荽心2 解：对方程 f(x)f：氏）dt = 1 两边关于 x 求导得J'(x)f勹Ct)dt+ j2 位） = 0. 

0 . 

？，飞'.r;. ; 
诊t上、·

工

t 由巳知条件，知J:J(t)dt =一L，则卢x) 一~+ /l(x) = 0，即虹廷2 =- j3 (x). 
沁、飞之 ·, o f(x) f(x) 也
:·,·“: ＂f， 浮登窃: .. :7,̀  ,, 1 
，'.'.:!',,;;心｀｀·, i x'· = 1 
己“心，． - 分离变量，积分得 fl(x) 2(x+c) 

,c 为常数，且x+c> 们从而 f(x) ＝士
．奉＇卜．i 迈石亡了
气豁·^必了，飞：骂 令 x=l 时，有士 1 『土 1 dt = 1 ，解得 C = 0. 
齿、平年 5心>. ✓2(1 +c) 。 ✓2(t+c)

知，
...•. 3 所以，f(x) 的一般表达式为 f(x) ＝士 1 

叶．： 平·
x(t) +x(s) 

， 5．求具有性质 x(t+s) ＝ 的函数 x(t) ，已知 x'(0) 存在．
l -x(t)x(s) 

飞、 解：令 t=s=O，则 x(O) = 2x(O) 
1-x2(0) 

心, c· 

又由导数的定义可得

x'(t) = lim ~ = lim~ = lim~ ＋丑（t) ．细，
s-+-O S = ！凹 [1-x(t)心）］s =上“1-x(t)x(s) s 

由于 x(O) = 0,x'(0) 存在，故

x'(t) = 1 ＋丑（t),._ x(s) - x(O) 
l-x(t江(0)

•lim~=x'(O)[l + x2 (t) J' 
,-o s 

分离变量，再积分可得x(t) = tan巨'(O)t+c]，再由 x(O) = 0，知 c=O，从而x(t) = tan巨'(O)t] .

：今方法点击：本题是函数方程的求解问题，利用导数定义建立微分方程，转化为求解常微分方！
： 程的初值问题

6. 求一曲线，使它的切线介于坐标轴间的部分被切点分成相等的两段．

解：设所求曲线为 y=f(x) ，在点(x,y) 处曲线的切线斜率为k=y' ，切线方程为Y-y= y'(X-x), 

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标

切线与 x 轴，y 轴的交点分别为 (x－ 斗，o）和(O,y — xy').
y 

由题意知，令（广斗）＝ x,-½ — ' y 2 (y-xy') =y，整理得 xy'+ y = 0，即 xdy+ ydx = o. 

积分得 xy = C，其中 c 为任意常数．所以满足条件的曲线为 xy = c. 

7．在图(2. 1) 所示的 RC 电路中，设 E = 10 V,R = 100 n,c = 0. 01 F，而

开始时电容 C上没有电荷

问：（1) 当开关 S合上“1” 后，经过多长时间电容 C上的电压uc = 5 V? 

(2) 当开关 S合上“1” 后，经过相当长的时间（如 1 分钟后）开关 S从“l" I ,\S -\ 2 

突然转至“2'＼试求芞的变化规律，并问经过多长时间妃＝ 5V? L_—-+E 
解：（ l) 教材 2. 1. 3 中例 9告诉我们充电过程中电容C两端的电压变化规律 图 (2. 1) 

R 

.. .. 4
.

～
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『一 ．＿＿：／．一一． ／勹 · - . . 勹.． . . . . . . . . . . . . . . . . 下-千哎吓',̀  
．一 霆3.?
名已 ｀叉｀

满足芞＝ E(l-e-_忐）． 如炉吝tt饭贮
把 E = 10 V,R = 100 n,c = 0. 01 F,u.c = 5 V代入上式得 ef = 2 ，即 t = In 2．所以经过 ln 2 的 笠

坛
时间电容 C上的电压uc = 5 V. 

亨荽含江5
(2) 对于放电过程，由闭合回路的基尔霍夫第二定律，有芞＝ RI ，对于电容器放电时，电容器上 气

女
的电量 Q逐渐减少，由初始电量 Q=C•uc=C•E，以后电盘减少，所以电流 I满足 邓

dn 
I =—-

dt 

方程为

RC 

i端的电压为 E,

离变量并积分得到芞＝ C1 • e吱-，其中 cl 为待定常数代入初值芞(0) ＝丘得 Ct = E．所以，在

放电过程中芞的变化规律为 uc = E • e飞气把E = 10 V,R = 100 n,c = 0. 01 F,Uc= 5 V代

入上式得 et= 2，即 t = ln 2．所以，经过时间 ln 2 时，叱＝ 5 V. 

代人气＝ RI，得到叱满足的微分

8. 求出习题 1. 2 第 8 题(1) 所确定的曲线，其中 a= 互,
4 

解：曲线上任一点的切线与该点的径向夹角为 a 的曲线满足微分方程

山= y+xtana 
dx x-ytana 

d 当 a ＝工时，对应方程为立＝汇巨4 dx x-y. 

少令 u = -;-，即 y = ux,f =u 
d 

扣
+x~，所以有 x
忐

坐＝旦
dx l-u 

分离变量并积分得
1 

arctan u —-- n 
2 

2 
ln(l + u2) = ln I x I+ c，其中 c 为任意常数

把 u ＝上代人上面的通解，化简得
X 

arctan 立 ＝ ln ✓~+c.
3: 

若用极坐标表示通解，则由千 x = rcos 0,y = rsin 0,0 = arctan 立，户 ＝ 丘十y2. 因此，极坐标形
X 

式的通解为 r = c1e(J,q 为正常数

9. 证明满足习题 1. 2 第 8 题(7) 所给条件的曲线是抛物线族．

证明：习题 1. 2 第 8 题第(7) 小题的曲线满足微分方程少＝ kx,k 为正常数
dx 

1 
分离变蜇并积分得 y= —kx2+c，其中 c 为任意常数，所以满足条件的曲线是抛物线族．2 

习题 2. 2 

1. 求下列方程的解：

(1) 山
dx 

= y+ sin x; (2) 贤＋ 3x = e气
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ds, 1 
(3) 

dt 
—=- scos t + ~sin 2t; 

2 

(5) 皂＋勹邑－ 1 = O; 

(7) 山—立
dx x+l 

= (x+ 1)3; 

(9) 少＝空＋1
心

十王(a 为常数）；
X X 

(11) 嚣＋xy ＝心；

(13) 2xydy = (2y2 -x)dx; 

(15) 山＝ 1 
扛 xy+x3y”

(4) 少
d工
一旦y= 色x"(n 为常数）；

X 

(6) ~ =立土立．
扛 xy2'

(8) 山＝－
扛 x+y曰

(10) 工皂＋y = x3; 

(12) (yln 工－ 2)y釭＝ xdy;

(14) $! =兰土廷
扣工2,

06) y = ~ + f:y(t)dt. 

哥
少1 解：（ l）首先求线性齐次微分方程 ＝ y 的通解．

甘 dx
82 分离变量，得坐＝也，两边同时积分，得y= c~. 

y 

设原方程的通解为 y = c(x)e勹代入原方程得到

赞＝ sin X • e飞

两边同时积分得 c(x) ＝上e一工 (-si
2 

-sinx —cos x) +c1, 

即方程的通解为 y = CJ ~ - + (si 一一(sin x + cos x),c1 为任意常数2 

也
(2) 首先求线性齐次微分方程一＋ 3x = 0 的通解．

dt 

dc(t) 
分离变量并积分得 x = ce一气设原方程的通解为 x-= c(t)e一气代入原方程得到一一－＝ e气

dt 

1 
积分得 c(t) = +e5'+ C1. 

5 

所以，原方程的通解为 x = c1e-3勹＿ 1 一e气其中 q 为任意常数．
5 

ds 
(3) 首先求线性齐次微分方程一十 scos t = 0 的通解．

dt 

ds 分离变量，得一 ＝－ cos tdt，两边积分得 s = ce-•int. 
s 

dc(t). 1 
设所求通解为 s = c(t)e-s工代人原方程，化简后得—- =— sin (2t) esin'. 

dt 2 

两边积分，得 c(t) = (sint-l)e如'+c1 .

于是，原方程的通解为 s = c1e玉“十 sin t- l,c1 为任意常数

(4) 首先求线性齐次微分方程少＿丑
扣 x

y=O 的通解
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d 分离变量，得立 =..!!..dx，两边积分得 y = ex气
y X 

设所求通解为 y = c(x)x" ，代入原方程，化简后得鸟俨＝ e工，积分得 c(x) = e +c1. 

千是，原方程的通解为 y = C1x" +e工x勹其中 q 为任意常数．

(5) 首先求线性齐次微分方程也十
釭
罕y=O 的通解．

X 

d 分离变量，得立＝红子均工，两边积分得 y=cx飞．
y X 

设原方程的通解为 Y = c( 
.1. 

c(x)丑e工，代入原方程，得到
dc(x) -1. 1 

=e 工． 2 ,两边积分得
d兀 X 

心） = e-¼ +c1. 

于是所求的通解为 y=c1f# ＋夕，其中 q 为任意常数

(6) 原方程可化为立山＝立土立
dx x 

dz 3z 于是，令 z = y3 ，则方程变为非齐次线性微分方程一＝—＋ 3x3.dx X 

运用线性微分方程的求解公式，得

z= 护（j矿e一31n|工ldx十 c) = x3 (3x + c). 

所以，原方程的通解为 y3 ＝式（3x+c) ，其中 c 为任意常数

(7) 原方程可化为—4立－＝乌工
d(x+D x+l 

+ (x+ 1)3. 

d 2 千是，令 z=x+l，则方程变为非齐次线性方程立＝－y+z3 ，运用线性方程的求解公式，得
dz z 霖

y= 护（仁• e炉·上十c)＝云（扣＋c).

代回原变量，得原方程的解为 y=-¼-1 
2 

(x+ 1)4 +c(x+ 1)2 ，其中 c 为任意常数．

(8) 原方程可化 志 l
为—=— •x

dy y 
+y2(y#-0). 

遠
将 y 视为自变量，x为因变量时，它是一个一阶非齐次线性微分方程，运用一阶线性微分方程的 ，

乌

求解公式，得 , 
x= 护（伈 • e一片dydy+c) = y（扣＋ C).

另外，y=O 也是方程的解．

1 
所以原方程的解为 x= cy+1,y3,c 为任意常数，还有 y=O 也是方程的解．

2 

(9) 当 a=O 时，方程变为山＝工旦
dx x 

，积分得 y=x+ln l xl+c;

d 当 a=l 时，方程变为立＝立 X 
+1 

dx X +—，运用一阶线性微分方程的求解公式，得X 
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y = 护（I气. e王·也十c) = x(ln Ix I—-¾:+ c) 

=釭 +xln Ix I......1. 

当 a-::/:- O, l 时，运用一阶线性微分方程的求解公式，得

y ＝ 护（［宁• e如·釭＋c) ＝牙（产＋三＋c)

= ex“ 十—二－—.1 
1-a a 

综上所述，原方程的解为 y=

x+ ln Ix l+ c, 

立十xln I x I- 1, a = I, 

a= O, 

其中 c 为任意常数
1 立＋一~-一， a 于 0,1,

1-a a 

(10) 原方程可化为少=— .l...y+
dx X 

x2．这是一个一阶非齐次线性微分方程．

运用一阶线性方程的求解公式，得

y= 丘（fx2 ．护dx+c)＝权长＋c)=~＋扣3 .

所以，原方程的解为 y= 上十上x3,c 为任意常数
X'4 

dz 
(11) 原方程是n=3 的伯努利方程．令z=y一气则方程可化为T: = 2立 － 2x3 ，这是一阶非齐次

心

线性微分方程，运用一阶线性微分方程的求解公式，得

z= 产（f- 2x3. e寸2xd.rdx十 c) ＝扩［伲＋ ne-x2 + c] = ce:l- + x2 + l. 

所以，所求通解为y2(c~ +x2+l) = 1．此外，y=O 也是方程的解．

(12) 原方程可化为伯努利方程*= 2 lnx dz 2 
心

y+ y气令 z=y一］ ，则原方程可化为— =—z —
x x dx x 

血，这是一阶线性微分方程，运用求解公式，得
X 

z= 护（I－宁. e-［长 ． dx+c)＝十卢＋21n x+ 1), 

代回原变量，得到 y(cx2 + 21n x + 1) = 4，这就是原方程的通解．

此外，y = O 也是方程的解

(13) 原方程可化为伯努利方程心＝立 1 dz 2 
dx X 2y ，令 z = y2 ，则原方程可化为一＝ —z — 1．运用一

心 x

阶线性微分方程的求解公式，得

之＝护[J ( - 1) • e-J长． dx+c]＝正＋x.

代回原变量，得到原方程的解为 y2 ＝ 立2 +x,这里 c 为任意常数．

du 
(14) 令 u = e>' ，则

d兀
— =8 山，代入原方程，得坐＝ U2 +3XU

dx dx 
2 ，此为 n=2 的伯努利方程

X 

扣
令之 ＝ u飞则上述方程可化为 = 

3 1 
dx 乞 2 ．运用一阶线性微分方程的求解公式，得

X X 
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z=启dr (f－沪炉． dx+c)=cx一3 －卢

代回原变量，得到原方程的解为 fl (c::.r一3 1 1 2x) ＝ 1 ，其中 c 为任意常数，整理得，x3e-y 十一x=c.
2 

(15) 原方程可化为过2= l 也＝－呈＿
山 x+x3y2

，令 u = y2 ，则有
dx X＋丘u·

扣当视 u 为自变量，x 为因变量时，上述方程为一＝王＋旦x3 ，这是 n=3 的伯努利方程．
du 2'2 

也
令z=x飞则经整理得，一＝－z-u．运用一阶线性微分方程的求解公式，得

du 

z= ef一1中小－ u）上du+ c) = ce- - u + 1. 

原方程的解
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是就这, 数常意任为c 中其, 
2 ex __ 2 

户、丿
2 y 2 x + 2 x 1 ( 

n
"尸
且, l + 2 y y 

2 
e . c __ 1-f 

得可, 量变原回
t ,1 

(16) 对方程y= ~+］工y(t)dt 两端关千x 求导得少＝ e工＋ y.
o dx 

运用一阶线性微分方程的求解公式，得 y = ~ (f e工 . e－工dx+c) = ~(x +c). 

注意到当 x = O 时，由原方程可得 y = l，所以可求出 c = l．因此，原方程的解为 y=ex (x+1) ．

2．设函数cp(t) 千－oo<t<+oo上连续，中'(0) 存在且满足关系式<p(t+s) =<p(t)<p(s) ，试求此函数．

解：令 s=O，则中(t) = cp(t)cp(O)．由于它对任意－oo<t<+oo 都成立，所以 <p(0) = 1. 

由函数导数的定义，得

cp,(t) = lim 
千(t+s) - <p( t) 处四(s) -1) 

= lim 
r今0 $ 0 

= <p(t) • li~ 
?(s) —<p(0) 

= <p( t).<p, (0)' 
s-0 S 

dcp(t) 
即 cp(t) 满足微分方程一一~ = cp(t) 中，（0）．积分得 <p(t) = ce¥<o>i. 

由

又中（0) = 1 ，得出 c=l，所以，所求函数为 <p(t) = e,p(O)t • 

3．如图 (2. 2) 所示的 RL 电路，试求：

(1) 当开关 S1 合上 10 s后，电感 L 上的电流；

(2) Si 合上 10 s 后再将＆合上，求＆合上 20 s 后，电感 L 上的电流．

dI, R1 
解：（ 1) 电流 I关于 t 的微分方程为一十一I = — ,

E 
dt IL£ L 

把 R1 = 10 O,L = 2 H,E = 50 V代入得，

dI — dt 
51 + 25, 

运用一阶线性微分方程的求解公式，得 I= 5 - ce一气其中 c 为常数．

图 (2. 2) 

当 t= 0 时 I = O，所以 c = 5 ，因此， 当 t = 10 s 时，电流为 I = (5 - 5e噬）A ：：：：：：：：：： 5 A. 

• 107 • 

，

比
．
＂
＇
，
？

》
,
？
，
．
，
氐
＇．
．
，一

，

心
、

．
．
气

＇

文
'
”
:

灼
飞
'
"
y
5
，
飞
尺

.\ 
.. 
`
，
；
｀
·
`
r亡

三
`
~
｀̀5
.`
夕
行
气
，V

匀
歹
灯
}
3
5
r
:`

孔
了

3
f
`

e

`

；
沁
产
贵
紫
绥

路
，

恩

1
,
？
`
,

s c::: 
。
2 

-
} 

R 



1 一1(2) 当 S 与＆均合上时，此RL 电路的电阻为R= （－+上) 20 
R1 凡 3

＝－几电流 I关于 t 的微分

方程为癌＋扣＝产，即盟＝－普I+25.
运用一阶线性微分方程的求解公式，得 I= 7. 5 +ce书勹其中 c 为常数

将初值 l(O) = 5 代入，可解出 C =-2. 5. 

因此，当 t = 20 s 时，电感 L上的电流为 I=(7.5-2.5e－竿）A~7.5 A 

理意义，设 t = 0 时，[ = O. 'C_)E=Umsin 叫

也＋ -¥-1 ＝互dt LL. 

dI RT I u 
即—=－—

dt L 
I +－旦'

L sin wt，此方程的通解为

I(t) = e-f, (f 阶sin wt • ef t dt十 c)

＿且t= ce-r 十 Um 
R2 十必L2

(Rsin wt - wL cos wt). 

由 t=O 时 l=O 得 c=
wLUm 

R2 十矿L2· 于是

图(2. 3) 

Um I(t) = ~ <Rsin wt -wLcos wt +wLe个）．
R2 十矿L2

若令 sin<p ＝
- wL R ,cos <p = 

✓氏＋矿L2 JR2 十心L2
，则解可化为

, I I(t) =~(cos cpsin wt+ sin cpcos wt - e-f, sin<p), 
✓R2 十矿L2

还玉~ 砍 即 /(t) = um 」

✓R ＋必L2
[sin(wt +<p) - eL 1 sin <p]. 

此解的物理意义是电路中的电流分为两部分，一部分随时间逐渐衰减最后为零；另一部分则是

R 

d (1) 一阶非齐次线性微分方程立＝ P(x)
心

y+Q(x)Q) 的任两个解之差必为相应的齐次线性微分

方程器＝ P(x)戎）的解；

(2) 若 y = y(x) 是＠的非零解，而 y = y(x) 是 0 的解，则方程 0 的通解可表为 y = cy (x) + 

夕(x) ，其中 c 为任意常数；
跷

飞 （
:̀i 证明：（1）设 <p(x) ，少(x) 是方程 0 的任两个解，即有
畔妇
心

=P(x)<p(x) + Q(x),~ = P(x) 少(x) + Q(x ). 
d工
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— 两式相减，得到d[<p（x) 一心(x)]
d兀

== P(x) ［中(x) －少(x)].

即 <p(x) － 少(x) 为齐次方程＠的解

(2) 因为
d[cy(x) ＋歹(x)] 酗归

三=C 十 ==CP（垃y(x) + P(x) y(x) + Q(x) 
扣 扛 dx

圭 P(x)[cy(x) +y(x)]+Q(x). 

即 y = cy(x) + y(x) 是 CD 的解，且譬 ＝ y(x) -:/= O,c 为任意常数

故 y = cy(x) + y(x) 是方程 CD 的通解

(3) 设 y = f(x),y = g(x) 是方程＠的任意两个解，则有

归归
扣

== P(x)f(x)，圭P(x)g(x).
d工

设 c 为任意常数，则

d[cf(x)] d[f(x) 土 g(x)]= P(x)[cf(x)］，圭P(x)[f(x) 士 g(x)].
釭 扛

即说明了 cf(x) 和 f(x) 土 g(x) 也都是方程＠的解．

6. 求解习题 1. 2 第 8 题(5) 和(6).

解：（1) 其微分方程为 xy'= Y 
d －丘，变形得立＝斗
扣 x

-x，运用一阶线性微分方程的求解公式得

y= 护［f(-x) • e-f；七dx+c],

即 y = x(c-x) ，其中 c 为任意常数

d (2) 其微分方程为 2xy'= y-x，变形得立＝立 1 
clx 2x 2 

－—，运用一阶线性微分方程的求解公式得y=

心［I(分）• e－［炉dx+c] ，即 y=c 石－x，其中 c 为任意常数．

7. 求解下列方程：

(1) (x2 - l)y'-xy 十 1 = O; (2) x(:c - l)y' - (2x2 - l)y+x3 = O; 

(3) y'sin x • cos x - y- sin3 x = 0. 

解：（ 1）此方程可以变形为山 ＝ —五—_ 1 y (x ＃士 1) ，运用一阶线性微分方程的求解公式得
釭丑－ 1 x2 - l 

其通解为 y= 忒丈产 (I-x21-1式亡dx • dx+c). 

即 y ＝汃了＝可(I—了与· I 上 1| －令 clx 十 C).

当正 l > O 时，则 y ＝ 石了可[J- （工2 -1）分 dx+ C]. 

利用换元法，令 x = sect，可得

J (x2 -1）分 dx = f (tan t)-3 sec t • tan tdt = f竺dt ＝—上＝－ x 
sin2 t'""' - sin t 石＇

所以，y= 石了=r(~+c) = c 五亡可＋x.J 
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当 x2-l<O 时，则

y= 平［I－卢(1王）—令也十 c]

＝汀二[I(1 －正）五山＋cJ,

利用换元法，令 x = sin t，可得

I(1 王）分也＝ J(cost)一3 • cos tdt = f sec2 tdt = tan t = ~ J. 

所以，y= Ji＝了(~+c)=c.fi＝了＋x.J 
当 x2 — l=O 时，原方程变为 xy = 1 ，解曲线退化为点（士 1，士 l ）．

综上所述，原方程的解为 y=c ✓ | l-x2 I +x. 

d (2) 此方程可以变形为立＝ 2x2 -1 工
dx x(x2 -1)y＋亡了（X-=/= 0，士 1) ．

运用一阶线性方程的求解公式得其通解为
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当仁l>O，且 x>O 时，y=x 石亡可门—x(x2,-1）分 dx+c],

求积分并化简得

y = x(l +c 石丁言）．

当 x2-l<O，且 x>O 时，y=x 看＝了[Ix(1-f ）分 dx+c],

求积分并化简得

y = xO+c~). 

当 x2 -1 > 趴且x<O 时，y ＝－ x 石亡言[Jx(x2 -1）分 dx+c],

求积分并化简得

y = xO-c 尸）．

当 x2-l < O ，且 x<O 时，y =-x./I＝了[I -x(1 - x2 ）分 dx+c],

求积分并化简得

y = x(l-c~). 

当 x2 -l = O 时，原方程化为 y=x，即曲线退化成两点(1,1) 和(— 1, - 1). 

当 x = O 时原方程化为 y = O，即曲线退化成坐标原点(0,0).

综上所述，得到原方程的解为 y= x(1 + c 汃 f-1 I) ，其中 c 为任意常数．

d (3) 此方程可以变形为立＝． 1 
扛 smx • COS 产 cosx＋亚兰(sin x -:/=- 0, cos x -:/=- 0). 
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运用一阶线性微分方程的求解公式得其通解为

y= 上二 (I
• 2 

Sln x —. e寸 . l & 
smXCOS 工

COS X 
•dx+c), 

即 y = tanx(J 翌侵 cot xdx十 C)'
求积分并化简得 y = tan x(c- cos x) ，即 y = ctan x- sin x, 

当 sin x = 0 时，原方程化为 y = 0. 

士 2, …．

综上所述，原方程的解为 y = ctan x - sin x (x ＃抎士矛），c 为任意常数，或者点

(2k六＋于－ 1), (2k广哥,1),k=O, 士 l, 士 2, …．

习题 2.3

1. 验证下列方程是恰当微分方程，并求出方程的解：
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．、．．．，“心．

• • ·;;. :', 

、，屯

, : · ·,. 
,...:;.;', 

飞．｀.. ··. 
·-·:,之
．，个．·,·,.-.·.,, ''.,. 
'•·辛·>

，．，．菜；乡：，令 .. 
,>.-:怜．了
,＇，：＾”:．｀今

当
七，二．．·· · ·夕·

cosx=O时，原方程化为y ＝士 l，即曲线退化成 (2妘＋千， — 1) 和 (2k71'. — 矛习，k = O，士 1, f 气
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，飞六｀：，六；

? . • .，'，I令才｀.,. 
. ·扈：． ．．；三

;\ ；，～沁.. 

: : : 4 
·./•••·.. 

. 吓';一千
..,. • ' .,,..,', 

~:· ... 气
也卫3壶＇

(1) (x2+y)心＋（x-2y)dy = O; 

(2) (y-3:x:2)也一 (4y- x)dy = O; 

(3) ［已分］dx＋甘 － （x言］dy = O; 

(4) 2(3xy2 + 2丘）也十 3(2丘Y+ y2)dy = O; 

(5) (-;-sin-;- －产cos-;-+ 1) dx + (~cos-;- - -;zsin-;- 十 7)dy = o. 

解：（1) 由于M= x 2 + y,N = x-2y，又aM aN -=1 - -
ay ax =1，因此方程是恰当微分方程

现在求 u，使它同时满足如下两个方程：

迎＝丘＋加
3x 

y, 
ay 
- = x- 2y. 

au 1 
与ay 

- ＝ x- 2y 相比较得到 <:p, (y) ;=- 2y，积分后得到 <:p(y) =- yz ，所以 u = -:;-x3 +xy — y气
3 

1 即得到原方程的通解为一x3
3 

+xy-y2 = C，其中 c 是任意常数

(2) 由千M= y- 3已N = x- 4y，又aM ~ aN - = 1,— 
ay 社

= 1 ，因此方程是恰当微分方程

把方程重新分项组合，得到(ydx 十 xdy) - 3x2dx - 4ydy = o，即 d(xy- x3 - 2:/ ) = 0. 

于是，方程的通解为 xy - x3 - 2y2 = c，其中 c 为任意常数．

飞，: : 
~ 

l ·'̀  第一个方程对x积分，得到u= －x3 , 
3 

+xy+cp(y) ，对此等式两端关于y求导，得迎 ＝ x
ay 十中 (y)' -二·

，女一
'，又

:；··蠡．

· . ".· 
(';:f'、

.;. -_产

, ·-·•··· 

'" 

也

` : $ 知

::. 
获兰

(3) 由于 M= —工＿＿上，N ＝ 上 ＿ x2 
(x - y)2 x ,. , y (x - y) 2 ，这时
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飞
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勹
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飞

厦了'"" -~ ,垒~· 詹 . . . ., 吓· d -J心 身七 ｀ 厂：今．守勹望巨二

垫＝ 2y(x-y)2 +y2 • 2(x —y) = 2xy 
秒 (x- y)4 - (x-y)3' 

aN —=_ 2x(x- y) - x2 • 2(x - y) = 2xy 
ax - (x-y)4 - (x-y)3' 

因此方程是恰当微分方程．现在求 u，使它同时满足如下两个方程：

`

1 

~
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飞
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钮＝—－上

由 O式对 x积分，得到

』; = ；-—二2y)x2
u =-ln Ix 勹气＋rp(y).

对上式关千 y 求导，并使它满足＠即得

些 ＝ y2 -2xy,1 x 2 

ay (x-y) 2 +? (y) = -- y (x- y)Z • 

于是小y) ＝上－ 1，积分后可得叭y) = ln I y 1-y，所以
y 

u =- ln Ix I —工－ ＋ ln I y I—y = lnl 立|－ y —工，
x-y xx—y 

因此，方程的通解为 lnl 立|—y--：
X I - x- y =c，其中 c 为任意常数

9@ 

~̀
·̀· 

.

. 
,
、

.
L

令

飞

~. 

(4) 由于M= 2(3xy气2x3),N = 3(2丘y+yz) 这时，
aM 
ay ¥! = 12xy空＝a 12xy ，故方程是恰当

X 

微分方程，把方程重新分项组合，得到

。

.' 。

__ 
__ 
y d 

y 

2 

d 

6 +D dx+ 
、
、
丿

.. 

2 

1x -

( 

解的
十
程
2
8
扣

y 

xy 

方
（22 
列

x

下
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求
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芒
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尸
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心
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f
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入
了

．5． 心
．
卢`
e令
二`
飞
＄
品
｀
沪
．
心．
．
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,
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-
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沁 打`
．

3
t

，̀
勹

(6xy2dx十 6x2ydy) + 4x3 d.x十 3y2dy = o. 
即 d(3丑y2 + x4 + y3) = 0，千是，方程的通解为 3x2y2 ＋丑＋ y3 = C，其中 c 为任意常数．

1 
(5) 由千M = -=-sin x 1 x. x1 - －－斗COS 立＋ 1 ，N = —cos 斗 —一sm-

y y x- X X X 
fcos--::-+1,N = -::-cos-::- - ~ +勹．因为y y y 

JM 1. x, 1 
a —=—一sin王十一cos 五．二－上COS 立十斗． l_sin 斗

y f yy y y2 丑 xx2 xx' 

空＝二!cos 上十上． ~sin立＿上．工 l x x 
2 2 sm一—一·—cos —,2 2 ax x x x x x y.y y y y 

故方程是恰当微分方程，把方程重新分项组合得到

(-;-sin f dx — 'sinfdy)+(－含cos -;dx十 ~cos 7dy)＋也十 ;zdy = 0. 

即 d(- cos 五 ＋ sin 立＋ x－上） ＝ 0.
y X y 

于是，方程的通解为 sin立－ cos 王＋ x — .1.. ＝ c，其中 c 为任意常数
X y y 

(2) Ce:,; +3y2)心＋ 2xydy = O; 

(4) ydx - xdy = (x2 + y2)dx; 
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『· · 乙 ．亨 ：＇ ．．．．． 合．．．．．．．． 入 3 —心= 守｀

(5) ydx- (x+ y3)dy = O; 

(7) (y －式）dx-xdy = O; 

(6) (y-1 — xy)扛十xdy = O; 

(8) (x+ 2y)扣十xdy = O; 

(9) [xcos(工+y) + sin(x+ y)］也十xcos(x+ y)dy = O; 

(10) (ycos x —xsin x)d.x十 (ysin x+xcos x)dy = O; 

艺+ $，言孚
心

翠枷裕．心一齐－
了千 生存'.1
:-..:- 气气一”-

(11) x(4y七十2xdy) + y3 (3yd.x 十 5xd吩— f\I= V. 

：认灵
．姿

焙

合得到 ` 解：（1) 因为
aM aN2 
ay 社

= 2xfi' ，重新分项组1
迄

(2xye工2 dx十 e工2 dy) - 2xdx = o, 

即 d(e"'~ y－丑） = o. 
2 

千是，方程的通解为 ye"'~ - x2 = c,c 为任意常数．

(2) 方程两边同乘以丘得丑edx十 3丘y2dx十 2丘ydy = O. 
决

二是方程的通解为 e"'(x2 -2x + 2) +x3 y2 = c，其中 c 为 ｀; 任意常数

aM aN 咚
(3) 因为一－ ＝—=

ay ax 
2x，分项重新组合，得(2xydx十x2dy)+dy=O，即 d(x为＋ y) = 0，于是 俀

i 方程的通解为 x2y+ y = c,c 为任意常数

(4) 方程两边同除以(x气沪，得y山－xdy x 
气y2

＝扣，即 d (arctan ~ - x 
y X 

) = o，于是方程的通解为

arctan 玉－X = C,C 为任意常数
y 

1 1 (5) 方程两边同时乘以下，并且重新分项组合得一中－－ －立
y (yy勹 dy)-ydy= O ，即 d(;- -f)= o. 

于是方程的通解为王－
y 
芳＝ c,c 为任意常数此外．y=O 也是方程的解．

(6) 这里M= y-1 - xy,N ＝ 几、应＝ 1 — x篮＝
ay 杠

1，方程不是恰当的．

aM aN 

因为土二二这＝－
N 

1，所以方程有积分因子µ = eJ-1d工＝ e-x

以µ = e-:r 乘以方程两边，得到(ye-x - xye一工）dx+x • e一工 dy- e-:rdx= o. 

即 d(xye一工 ＋ e一工） = 0，因而，通解为 xy + l = ce勹其中 c 为任意常数

aM. aN 
·~ =- 1,方程不是恰当的．(7) 由于M= y- x气N =-x,~ = 1 —=—

ay 

aM aN 

因为心二旦王＝－上，所以，方程有积分因子 ＝ e-J炉 ＝ x-2N x µ 

以µ ＝产 乘以方程两边得到斗dx－上dy-1 •釭 ＝ 0，即 d(－立 —x)= 0. 
x x x 

因而，方程的通解为 y ＋丘 ＝ cx ，其中 c 为任意常数

(8) 由千M= x + 2y,N = x, 3M aN -- = 2 -ay ,ax = 1 ，方程不是恰当的．
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..,, 

aM aN 

因为生二旦王 1 
N 

＝－，所以方程有积分因子µ=ef炉＝ x.
X 

以 µ=x乘以方程两边得到 2xy心＋丑dy＋丑心＝ 0，即 d（丑y＋上x3)=3) o. 

于是，方程的通解为 x3 +3丘y=c，其中 c 为任意常数

(9) 由千M = xcos(x+ y) + sin(x+ y),N = xcos(x+ y), 

3M aN 
砂
- =— xsin(x + y) + cos(x + y) ,—=- xsin(x + y) + cos(x + y), 

ax 

所以方程是恰当的，且方程可以写为 d(xsin(x+ y)) = 0. 

于是方程的通解为 xsin(x+ y) = c，其中 c 为任意常数．

J 
•

• 

｀
俨~, 

', .
`
} 

}
一
了

．
，

心

.̀
,
r
i 

.. 

气

编
．
~

，

、 . ·. :

(10) 由于 M·= ycos x —xsin x,N = ysin x+xcos x, 

aM 丙＝ COS X篮＝ ycos x+ cos x-xsin x, 
ax 

aM aN 

从而方程不是恰当的．因为 y 3x= 
-M 

1，所以方程有积分因子µ = ef1dy = eY. 

以µ = eY 乘以方程两边得
(y釭OS X也＋yeYsin xdy) + (eYxcos xdy- eYxsin xdx) = O, 

即 d[(y-1归sin x + eYxcos x] = 0. 

于是方程的通解为 eY (y - l)sin x＋包XCOS X = c,c 为任意常数

(11) 由于M= 4xy+3凡N = 2x2 +5xy3, 
3M 3N 
ay 

= 4x+ 12y3, = 
ax 

4x+5y＼此方程不是恰当

的因为M,N为多项式，设积分因子的形式为 µ = :r!"y飞于是方程乘以积分因子 f'y” 后变为

(4~1沪1+3:r!"y叶4)也十 (2沪＋2y+5:r!"+1沪3)dy = O. 

它是恰当方程的充要条件为

4(n + l)x.m+1y"+3(n+4)已y叶3 = 2(m+2)尸y" + 5(m+ 1):r!"y气

对比系数项得 {4n - 2m=0 ， 解得 {m = 2, 
3n--5m+7 = O, ln = 1. 

即积分因子为µ = x2y，方程乘以积分因子后为

4丘y2dx十 3x2 y5釭＋ 2x4ydy + 5x3 y4 dy = d(x4少＋ d(x3夕） = 0. 

于是，方程的通解为 x4 y2 + x3 ys = c，另外，x=O,y=O 也是方程的解．

3. 试导出方程 M(x,y)dx 十 N(x,y)dy = O 分别具有形为 µ(x+y) 和 µ(xy) 的积分因子的充要

条件

解：方程 M(x，沁dx+ N(x,y)dy = o 具有 µ(x+y) 的积分因子的充要条件是

酗＝酗
ay ax 

即 N皂－M岛＝ （贾－詈）µ.

令 z = x+y，则 µ(x+ y) = µ(z) 华＝华＝业
，近切吐．

• 114 • 



- 、~ —戈一
aM aN 

所以有(N-M) 贮（贾－誓）队立即µ4告＝气仁守dz.

因子的充要条件为

aM aN 
ay 归
N-M 

= f(x+ y). 

同理，若令w=xy，则

µ(xy) = µ(w) ，包＝岂·言＝ y. 岂，负＝岂·言＝ X •岂，

方程Mdx+Ndy= O 具有形如 µ(xy) 的积分因子的充要条件是

,
蠹
'
,

忑
，
嚣
闷
尽
茛
忐
器
裘
袭
五
度
沁
贷
茫
饬
名
令
袅
袅
篡
栩
勺
茩
笠
翠
佥

分积的
+ 

为形有具
d N 

心
M 

程方以所出解以可寸日
--

N 

N业－M知＝空一空
3x ay (3y 3x 耘，

即(yN-xM)¥=du 1aM aN 一也句－立卢）．
aM aN 

当且仅当 3y ax 
yN-xM 

= g(w) = g(xy) 时，可以求出µ的表达式

所以，方程M扛＋Ndy=O 具有形为 µ(xy) 的积分因子的充要条件为

aM aN 
砂杠
yN-xM 

= g(xy). 

x 的积分因子．

证明：充分性：

设 dy - f(x,y)釭 ＝ 0 有仅依赖千 x 的积分因子，下证该方程是线性的．

由千积分因子只依赖于x，所以存在某个中(x) 满足

过4. 设 J(x,y) 及 连续，试证方程 dy- f(x,y)心＝ 0为线性微分方程的充要条件是它有仅依赖于
ay 

t 

气，，．r、

丕：｀

垫仁空 ＿扛－ 0
ay 知＝砂

N 1 
= <p(x) , 

即过
ay 

= - <p(x). 

积分得 f(x,y) ＝－中(x)y +h(x) ，其中 h(x) 是关于 x 的任意可微函数．

d 这样，原方程便为立 ＝－ rp(x)y+ h(x) ， 即证明了 dy- f(x,y)dx = O 是线性微分方程
d.x 

必要性：

设方程dy-f(x,y)dx = O是线性微分方程即存在g(x),h(x) 使得 f(x,y) = yg(x)+h(x). 

此时，M=- f(x,y) = - yg(x) -h(x),N = 1, 
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: : 二坴＝卫＝—g(x)'
飞?

N 1 

? 
芦 所以方程具有积分因子µ = eJ-g(x)气即方程有仅依赖于 x 的积分因子．

1 

aM cJN 

＄＇ S．试证齐次微分方程 M(x,y)心＋ N(x,y)dy = O 当动f+ yN # O 时有积分因子µ=

心
:iM + yN· 

:\、·

.气. lJt明：汉 1V1\X,y八 1'1\X,y) 定 m汃介t

石，
M(x,y) = M(x,ux) 气M（1,u) ，

N(x,y) = N(x,ux) =.r"N(l,u). 

` : 1 
．众志 §

方程两边乘积分因子µ=
凶＋yN

，心切…

(.rM+ yN #0) 后变为

, M N 
也十 dy = O. 疼 xM+yN....., 1 xM+yN ; 

I 
M(x,ux) +uN(x，匹） xN(x，匹）

即 dx+
讥(x，匹）＋yN(x，如说（x，如＋yN(x,ux)

1 
即—也十

NO,u) 
x ~'M(l,u) +u.NCl,u) 

du= o. 

du= O, 

此为恰当微分方程，有解 x = ce－如心芯沁产．

这就证明了µ=
1 

缸＋yN
（祝＋yN =I= 0) 是使方程变为恰当微分方程的积分因子．

6．设函数 f(u),g(u) 连续、可微且 f(u) =I= g.(u) ，试证方程 yf(xy)dx＋工g(xy)dy = o 有积分因子

µ = {xy[f(xy) - g(xy)］｝气

证明：因为M= 对（xy),N = xg(xy), 

a(M· µ) _ a(N ·沁
ay ax 

＝订'· x(f- g) - f • x(fx - g'x) _ g守 (f- g) -g • y(fy —u) 
X2 (f-g) 2 卢f-g)Z

= f(f-g) － f叮—g'） _ g'(f- g) - g(f-g') = 0, 
(f- g)2 (f-g)Z 

所以该方程有积分因子µ = {xy [f (xy) - g(xy) ］}一1

aM aN 
.? 7．假设方程 M(x,y)心＋N(x,y)dy = o 中的函数 M(x,y), N(x,y) 满足关系—-－ = Nf(x) 

ay 杠

-Mg(y) ，其中 f(x),g(y) 分别为 x 和 y 的连续函数，试证该方程有积分因子

µ = exp[J f(x)dx 十 Ig(y)dy]. 

屯 §`
？ 证明：用µ = exp[f 1cx)心＋］g(y)dy]乘以方程两边得µMdx十µNdy = O. 

` 宁－譬汇µ贾＋岭g(y) —置－Nµf(x)

= µ[贾－詈＋Mg(y) - Nf(x)] 

圭 0.
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因子．

8. 求出伯努利微分方程的积分因子．

解：伯努利方程为您＝ P(x)y+Q(x权 (n-:/=O,l) ，改写为
? 屯，心矿
气，心

义归
dy-P(x)ydx-Q(x)y'dx = O, 忱}: ｀梦

乘以了得y---ndy-P(x)y1---ndx— Q(x)也＝ o,

即 d(y曰） — （1-n)P(x)y曰山－（1- n)Q(x)扛＝ 0.

再乘以 e一(l勹）IP(x)釭得

e一（丘）JP(x)七 [d(y巨）

即 d[y巨e一(l勹）］P（气－d伽－n)Q(x)e-0平工)dxdx] = 0. 
乡
妥

这是全微分方程，因此所求的积分因子是 Y---n e一0---n)J P(x)竺 娑
汒，心

y=O 的积分因子，从而求得可微函数U(x,y) 使得心 ＄赁
=µ(M釭＋Ndy)．试证 p.(x,y) 也是该方程的积分因子的充要条件是 p.(x,y) = µ <p(U) ，其中 逸 今妒

中(t) 是 t 的可微函数． `` 
证明：充分性：

当有 dU=µ(M釭＋Ndy) 及 p.(x,y) = µ中(U) 时，对方程有

醮－酗
3y ax 

｀贾－翌）＋（M贯—N翌）
=µ<p(U) （贾譬）＋M岛<p(U)＋凇<p,(U)N-N包<p(U) － N心(U)M

气(U)［呤汇气］＋心（U）（躯－ NM).

因为 µ(x,y) 是方程的积分因子，所以还心Q ＝还必Q
ay 知

代入上式，得迟座Q ＿迟亘立
ay 吐

圭 0，即 µ(x,y) 也是方程的积分因子．

必要性：

设 µ(x,y) 也是方程的积分因子，于是同时有

µ(M七十 Ndy) = dU,µ(M妇Ndy) = dV, 

即凶 ＝忍µN ＝ 粤汹＝岱沁＝贮
因此 au 

ax 

av 
ax 

凶
汹

= 

rlU-ayrlV-ay 
µN 

三 0.
µN 

au au 
函数 U(x,y),V(x,y) 的雅可比行列式恒等于零且一·—- ＝ µ2MN 芛 0.

ax 砂
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因此函数 U(x,y),V(x,y) 彼此相关，可表示为 V(x,y) ＝少(U(x,y)).

于是

p.(M釭＋Ndy) = dV = dcp(U) ＝仅'(U)心＝仅加(Mdx十 Ndy),
则有关系式户＝吵'(U)．记 <p(U) ＝砑(U) ，有 p= 砰(U).

10．设伈亿y),µ2 (x,y) 是方程M(x,y)扛十N(x,y)dy= o 的两个积分因子，且旦芛常数，求证旦
µ2 µ2 

= c(c 为任意常数）是方程的通解

证明：按积分因子定义有µ2(M上十Ndy) = dU = O，得 U(x,y) = c，其中 c 为任意常数

且由第 9题知有µl=µ2<p（U) ，可得~=<p(U) ，即巴＝ c（任意常数）等价于 <p(U) =c（任意常
µ2. µ2 

数）．

于是 O == d<p(U) 兰 <p,(U)dU=<p，(U)µz(Mdx 十 Ndy).

因为 µ2 芛 o,<p(U) 不恒为常数，即 <p,(U) 芛 0．所以 Mdx+Ndy= 0. 

即由 <p(U) = C（任意常数）确定的解 y= y(x) 是方程的解．

这说明了旦＝ c（任意常数）是方程的通解．
µ2 

假设第 5题寸

意常数）．

aM iJN 
证明：由千方程M止＋Ndy = O 是恰当的，所以一－＝ －－，且由于方程是齐次的，我们不妨设 M(x,

砂吐

y) 和 N(x,y) 是 m次齐次函数，则有 · 

堕． x＋呾． y = mlv!, 。
扣办

aN , aN 
一• x+ —. y = mN. ax - 'ay 

另外，
a —[xM(x,y) + yN(x,y)] = M+x 

3M(x,y) aN(x,y) 
+y ax ax 3x 

利用 0＠可得

a. 3M(x,-y)3N(x,y) 
一[xM(x,y) + yN(x,y)] = x +N+y ay 3y 砂

a a 
一［xM + yN] = (m+ l)M，一［xM"+ yN] = (m+ l)N, 
扣： ay

d 
立[xM+yN]

所以立＝－ ax M 
也． a

＝－－． ，即 M也十Ndy = 0. 
—[xM + yN] N 
砂

所以 xM+ yN = c 是方程M扣＋Ndy= O 的通解．

习题 2. 4 

1. 求解下列方程：

(l) x沪 ＝ 1 + y'; (2) y'3 - x3 (1 - y') = 0 ; 

(3) y = y'飞＇ ； (4) y(l + y'2 ) = 2a(a 为常数）；
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(5) x2 ＋泸＝ 1; (6) y2 (y'- 1) = (2 - y'）气

1. 1 解：（l）方法一：方程不显含 y，解出 x并令y'= p，得 x= 飞十方，P#O,关千 y求导数，得p p 

; ＝(—；一切·忽或C3+2p)dp+ p3dy = 0. 

积分得，
3 I 2 

y= -+-2p2 I p +c. 

1, 1 

所以方程的通解为［x飞飞＇
y＝否＋p+ C, 

其中 p-#- 0 为参数，e 为任意常数

方法二：方程不显含 y，记 y＇＝十，则方程化为正3 = l+t飞X = t3 十几则

dx dy= ~ = t一i d(t3 气） = (3t+2)dt, 
t 

所以 y ＝扣＋2t+c.

x=t3+t2, 

因此，方程的通解为{ 3 
y= 产＋2t+c,

其中 t 为参数，e 为任意常数

(2) 方程不显含 y，记 y' ＝红，则方程化为(t3 - (1 －釭））x3 = O. 

l 1 1 解出 x 得x= 了 -t2 ，两边对 y求导得仁习3=(--!z-2t)• t, 
即 dy = [o-t3) （分－ 2t) ]dt，积分得 y=－扣＋扣＋++c.

1 
x = - - t2' 所以，方程的通解为[ t 其中 t 为参数，e 为任意常数
y=－扣＋令＋++c,

(3) 已解出 y，方程不显含 x，令 y'= p，则原方程化为 y=p吃．

对 x求导数，即得 p = (2p+ p2兄悲，即忐＝（p+2)也dp，积分得 X = (p+l)ef'+c. 

．户 了',

所以，方程的通解为{x= (p+DeP+c, 
其中 p 为参数，e 为任意常数另外， = 0 也是方程

y=p屯，
y 

的解

(4) 方程不显含 x，令 y'= tan t，则原方程化为 y = 2acos2 t. 

dt 两端关于 x求导，可得 tan t =- 2asin 2t •—，即 dx =-4acos2tdt，积分得
dx 

x =- a(2t + sin 2t) + c. 

所以，方程的通解为{ x =— a(2t + sin 2t) + c, 
其中 t 为参数，e 为任意常数

y = 2acos九

另外，y= 2a 也是方程的解
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(5) 方程不显含 y，令 y'=cost，则方程可化为 x = sin t ，对 y 求导得 dy = cos2 tdt. 

积分得 y=
t, 1 
2 + +-:-sin 2t+c. 4 

x = sin t, 

所以方程的通解为1 t 1 其中 t 为参数，e 为任意常数．
y=t 十丁sin 2t+c, 

(6) 方程不显含 x，令 2-y'= ty ，则原方程化为 yZ(l-yt,)=y守．

由此得 y= 上— t，且 y'= I +t气

d （－上－ 1
因此 dx ＝~=

t2) ll 
y'1+户

dt ＝－一dt，积分得 X = ~+c. 
户 t
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于是原方程的参数形式的通解为｛x ＝了＋c，或者消去参数 t，得 y = x－土－c，其中 c 为
y= 了 -t,

任意常数

总练习

1. 求下列方程的解：

(1) ysin x＋虑cosx = l;

(3) 心
d工

= 4e- Ysin x-1; 

(5) <xye; + y2) dx—丑e~ dy = O; 

(7) (2x+2y-l)上十 (x+ y-2)dy = O; 

(9) 皂＝ 3y+x-2;

(11) 心 ＝ x —y+1 
dx x+y+3; 

(13) (x2 + y勺也一 2xydy = O; 

(15) * = e7 ＋斗．
d工工． ，

(17) (x- y2)也十 y(l +x)dy = O; 

(19) X（虑） 2 -2y（阻）＋ 4x = 0; 

.• 
(21) Cl+ e-;)也十 e7 (1 －气dy= O; 

y 

(23) y山－ （1 + x +y2)dy = O; 

(25) 虑＋．品－x= O;

. 

(2) ydx- xdy = x2 ydy; 

(4) ~ = ~ ; 
dx X —写＇

(6) (xy + l)ydx—xdy = O; 

(8)~= 
2 

dx 
斗＋~;3, 
X X 

(10) X 虑＝ 1+ （虑）勹

(12) e-y （器＋ 1) ＝正；

(14) 少
dx 

=x+y+l; 

(16) (x+ 1) 炉 1 = 2e飞
(18) 4x2 y2dx 十 2(x3y-l)dy = O; 

(20) y2 [ 1 - （忠）勹＝ l;

(22) 与dx十三dy = O; 
y y 

(24) [y-x（丘＋ y2)]dx-xdy = O; 

(26) (2xy ＋ :cy＋爷）dx＋（丘＋沪dy = O; 
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(27) ~=~; 
dx 4x+6y+5' 

(29) 皂子＝ e气 (30) * =丘－2矿＋ 2x
dx 3丘y2-6y气3y”

(31) y2 (xdx十 ydy) +x(y心－ xdy) = O（提示：令 x = pcos 8,y = psin 8); 

(32) 山＋旦＝ 0（提示：令
dx'l+x3y 

u = x+ y,v = xy). 

解：（1）原方程可以变形为山＝（一 tan x)y+ 1 
dx 

一一一 (cos x =I=- 0). 
COS X 

运用一阶线性微分方程的求解公式得 y=J-tan志（］石~. eftan志也十c),

即 y = I cos X I (J ¾z. 1 
cos x | cos x Idx十 C).

当 cosx>O 时，y=cosx(［已亏也十c) ，即 y = ccos x+ sin x. 

1 当 cosx<O 时，y =— cos x(f-－了心＋c），即 y =- ccos x + sin x. cos x 

当 cosx=O 时，由原方程可知 ysin x = 1. 

故得原方程此时的解为(2k六＋ t,1)或 (2k亢－责，一 1) ，其中 k=O，士 1 ，士 2'....

综上所述，原方程的解为 y = ccos x+ sin 工，其中 c 为任意常数．

1 2 (2) 在方程两边同乘歹，则有过气千过J! = ydy，即 d（— 7)= d停）．
2 

所以通解为义十斗
2 =c，其中 c 为任意常数

X 

du (3) 令 u ＝也则
扣
一 ＝ e1. 少，代人原方程可得业＝ 4sin x-u. 

dx dx 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得

u = ef（一Ddr (J 4sin x •产d.r十 C) = e一工 (f4sin x • Ef dx十 C)'

化简整理，得 u=e一工 [2(sin x- cos x)e工＋ c］，代回原变量，得到原方程的解为

~ = ce一"'+ 2(sin x - cos x), 

其中 c 为任意常数

(4) 令 u ＝立，即 y= ux，则原方程化为
X 

x• 坐+ u=U, 
dx ' - 1- ..;u 

即 (u号－ u一1)du= x一1dx(u =F 0). 

两边积分，得一 2u寸－ ln I u I= ln Ix ！十 C1 ，代回原变量整理得

X = y(c－令ln I y I)2. 

当 u=O 时，y=O，易验证 y=O 也是方程的解．
2 

所以，原方程的解为 y=O 和 X = y(c-
1 了In I y I) ，其中 c 为任意常数
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d兀(5) 令 u= 王，即 x= uy ，则一＝ u+ - du 
y dy y dy. 

代入原方程得 y• t ＝言弓;'即 (-;-eu)du ＝序
积分得一 ln I u I- eu = ln I y I+ c1 ，即 e" 十 ln I yu I十 CJ = 0. 

代回原变量，得原方程的解为 e-; +ln 巨 l=c，其中 c 为任意常数

(6) 当 y =I= 0 时，方程两边同乘；可得(x＋沪dx-;zdy = o ，即 d停＋沪＝ 0.
X 

2 

所以方程的通解为一十五2 y 
=c，其中 c 为任意常数

另外，y=O 也是方程的一个解．

(7) 方程可以变形为山 =_2x+2y— 1
dx x+y-2 · 

令u=x+y，则皂＝ 1 ＋t=l＋（－于号）＝－~'

即（』了 1)du= dx(u产 1)．积分得 31n I u+l 1-u = x+c1. 

代回原变量并整理得(x+y+D3 = ce氐y ，其中 c 为任意常数

当 u=-1 时，即 x+y=-1 亦为解，它含于通解中．

dZ (8) 此方程为n=2 的伯努利方程，令z=y飞则—=－y一2 少 dz 
，代入原方程有 = d.r d.r d.r 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得

z= 丘（I兮·护. d.r十 C),

计算得 z= 上+－1 
2. 

X X 

代回原变量，得原方程的通解为一 ＝上 ＋－2 ，其中 c 为任意常数
y X X 

另外，y=O也是原方程的一个解

(9) 这是一阶线性微分方程，运用一阶线性微分方程的求解公式，可得该方程的通解为

y= 护［］（x- 2)e-f3dxdx十 c] = ce3x －扣＋主

即 y = ce扛 --x+ - 3 9 
，其中 c 为任意常数

d (10) 令 p ＝立，则原方程化为 x= — +p，两端对 y求导可得dx p 

i = (- }+1)忽，即 dy = (p--})dp. 

积分得 y ＝令p2 - In Ip !+c. 

X = "7 + p, 所以原方程的通解为{ p 其中 p 为参数，e 为任意常数．
y = 令p2 - ln I p I+ c, 

• 122 • 

1 1 
之： 3. 

X X 



予'\'，\， ． `， b .. ．， ，C, ` ｀＇`诊 . ． . ".. , · '、 ．., ，．．卢~＇心,::·.': ;.... :,. :.·... :.. ~-.. :' . :';气，::...·.'. ...'.. •. '· --~怂
,. 

6 窟
j

(11) 原方程可以变形为(x- y+l)上＝ (x+y2+3)dy, 

即（1 + x)dx - (y2 +3)dy- (ydx十 xdy) = 0. 

千是，d（乌2 ＿上 3 -3y-
2 3 

y3 -3y-xy 十x)= 0，积分得原方程的通解为

1 1 
txz-xy +x—了y3 -3y = C, 

其中 c 为任意常数

(12) 原方程可以变形为坐工上立
也

=x可飞即 e一（叶Y> d(x+ y) = xdx. 

X 
积分得原方程的通解为—+2 

e一（叶y) = C，其中 c 为任意常数

1 (13) 方程两边同乘勹，则有 dx＋告七—~dy=O，即 d(x－号）＝ 0．积分得x-立 = (,，所以
x x x x 

原方程的通解为 x2 -y2 = 立，其中 c 为任意常数．

du 
(14) 令 u = x+y，则

dx 
-=1＋山代入原方程可得坐

dx'dx = u+2．积分得 u+2 = c~. 

代回原变量，则得原方程的通解为 x+y+2 = ce工 ，其中 c 为任意常数

(15) 令 u =-;-，即 y= ux ，则忠＝ x• 皂＋ u.

代入原方程可得 x• 坐＋ 1 
dx 

u = e'" 十 u，即 e---vdu= _:!:...dx. 
X 

积分得 ln I x I+ e_,, = c. 

代回原变量，则得原方程的通解为 ln l xl+e才 ＝ c，其中 c 为任意常数．

(16) 在方程的两边同乘 e 后，原方程可以变形为

(x+ DeYdy = (2- eY)dx, 

即
eY I dx 

2 - eY 
dy= 

x+l· 

积分得

- ln I 2 - eY I = ln I x + l I+ c1, 

即(x+D(2-eY) = c,c 为任意常数

aM 
(17) 由于 M = X - y2, N = y(l + X) ,—=-2y,_ aN 

ay 3x = y. 

垫4＿空

因为立二二红＝二立，所以方程有积分因子 = - 
N l+x 

µ 忐炉 ＝ （l+x)气

用µ=（1+x尸乘方程两边得到

x —f 
(l + x)3 dx+~ O + x)2 

dy= o, 

即 d(－立二—』-＋ 1 2 
20 + x)2 l+x ' 20+x) 2) = 0. 故方程的通解为一立—- - - L_ 2(1 +x)2 + 

1 
l + x ' 20 +x)2 

= C1. 

即 y2 = cO + x) 2 + 2x + 1 ，其中 c 为任意常数．
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(18) 由千M= 4x2沁N = 2(x3y-l) aM aN —=8x2y,~ = , ay 3x 6丑y.

aM aN 

因为立匕幸＝二l，所以方程有积分因子µ＝忐扣 rl-,ffl y-½ -M 2y =y 2 ，用 y 2 乘方程两边得到
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Y

屿压＋2(x3y令一门）dy= 0，即 d（扣员－4员）＝ o,

4 
所以方程的通解为—x3

立 .l

3 
沪 4yt = C1 ，即（x3y-3)员＝ c，其中 c 为任意常数．

(19) 令忠＝ p，得到 y ＝少xp+红p ，两边对 x 求导数，得到

2p —2x 业

p＝扣叶嗯＋ f dr, 

整理得鸟二4. l l 
p -4P --;-dp = ~dx(p2 =t= 4) ，积分得 p= ex. 

X 

把 P = ex 代入y ＝令xp+？得y= 令cxz+1 ，即 2cy ＝丘＋ 4.

另外，当 pZ = 4 时，可得 y = 2x,y =-2x 也是方程的解．

所以原方程的解为 2cy ＝ c2x2+4,c 为任意常数及y ＝士 2x.

(20) 令少＝
扛

p，则方程化为 y2 (1 - p2) = 1, 

解得
1 

y = =-- k. 
看

或y
J 

1 当 y= —一—时，对 x求导得p = p(l-p2叶业
卢归

若p* 0 ，则有(1 - p牙旁 dp ＝也积分得 c+x = p(l-p勹甘．

此时方程的通解为｛c+x= p(l-p叶，
- ..l y = (1 - pZ)- t. 

另外，若 p=O，原方程化为 yz = 1 即 y ＝士 1.

1 c+x=-p(l - p五，
当 y=-

J 
时，同理可以求得通解为{ -J. 

y=-(1-p2) 2, 

且 p=O 时，y ＝士 1 也是方程的解

综上所述，消去 p后，可以得到原方程的解为 y2 = (x+c)2 + 1 ，还有 y ＝士 1，其中 c为任意常数．

d工
e~ （王－ 1)

(21) 原方程可以化为—= y 
dy 

．令 u ＝王，即 x= yu ，则
l+e? Y 

扛—=u+y 
du 

dy 
一 ＝ e“(u- 1) ，即 (1 +eu)du =－盐
dy 1+e" e“ 十 u y 

玉两边积分得 ln I e“ 十u I+ In I y I = c1 ，代回原变量，整理得原方程的通解为x+ ye°'; = c,c 为非

零常数
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(22) 由于M= 红 N ＝立二廷，垫f=-6 斗，空＝二竺y3 • • • - y4'ay ~ y4 1 ax y4 

所以此方程是恰当微分方程．原方程可以变为 d（弓－一＝ 0.1 y y) 

所以原方程的通解为
丑 1
y3 y 

=c，即 x2 -y2 = cy3 ，其中 c 为任意常数

(23) 由于M= y,N=-O+x+:/) aM 1 aN 
= =- 'ay--'-'ax 1. 

aM aN 

因为生二旦王=-__?_，所以方程有积分因子 ＝ d-红y = y-2 -M µ y. 

用µ=y一2 乘方程两边，得到

长－（号红1)dy = o, l!P d（气~ -y)= 0. 

积分得x+1 —-y=c，即 x+l-y2=cy.
y 

所以方程的通解为x+l-:/ =cy,c 为任意常数另外y=O也是方程的解

(24) 方程两边乘（丑＋y尸可得ydx-xdy
丑＋y2

一平扛＝ 0，即

( d(arctan f一号）＝ 0.

所以方程的通解为 arctan玉－—
x2 

y 2 
= c,c 为任意常数

d (25) 令 p ＝立，则方程变为 X = p+e!. 
dx 

1 两边对 y求导可得一＝p （1+8) 也
dy 

积分得y= 互
2 

+ (p- l)e! +c. 

，即 dy = p(l +e!)dp. 

所以方程的通解为：勹;-1)凸＋ c，其中 p 为参数，c 为任意常数．
aM aN 

(26) 由于 M=2xy＋丘y斗，N＝丘＋夕，贵＝ 2x＋丘＋兄翌＝ 2工．因为红—虫；＝ 1,3 N 

所以方程有积分因子µ=~.

用µ=~乘方程两边可得

叩xy ＋丘y丹）dx＋（丘＋y勺~dy = o, 

即 d(x2y~ ＋辛）＝ o.

所以方程的通解为（丘十—f1 
3 )y8 = cl ，即（3丘y+y心＝ c,c 为任意常数．
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(27) 令 u = 2x+3y，则 du 
dx $=2+3* 

d工

即7言炉＝忐(7u + 22 =/= 0). 

且原方程可化为业 红土丝
扣

= 2u+5' 

积分得和－点In I 7 u + 22 I = x + c! ，即 14u-49x = 91n I 7u+22 l,+49c1. 

把 u= 2x+3y代人，化简得方程的通解为 9lnl 2x+3y＋引＝ 14(3y－奇x)+c，其中 c 为任
意常数

另外，当 7u+22 = 0 时，即 2x+3y+22
7 — =0也是方程的解

(28) 令丑y=u，则忠＝ 2xy＋丑少＝红气·山dx - X I..., - dx' 代人原方程，可得

皂＝停－2丑）u＋沪

此方程为 n=3 的伯努利方程，令 z=u飞则生＝－ 2u-3 坐dx-,...., dx' 代人上式得

生＝－ 2(立＿红）z一生dx x x3' 

运用一阶微分方程的求解公式，可得

Z = ef-2尸）七［I－彗(i-z.r3 ）玉＋c ，
x ] ~ 

化简得 z＝卢（1+
4 

ce) ，把z=u一2=x-y一2 代入，可得原方程的通解为xz-y2=cy七

任意常数

du 
(29) 令 u=xy，则—＝ y+ 尘 U

心 x = - dx X 
+x •虑，代人原方程，可得

患气＋x仁－卢），
X 

2 

即 e--vdu = x • dx，积分得 e--v +— = c.
2 

2 

代回原变量可得原方程的通解为 e一功十五＝ c，其中 c 为正常数．
2 

(30) 原方程可以变为霆 = 
2丘－y3+1

2立Ix - 2y3 + x2 + 1 · 

令 u = y3,v = x2 ，则得到—=du 加一 u+ ly-,V = X 
dv v-2u+l 

，即 d（如十u-u2) = d（才十 v)

积分得 u2 十寸 —如 —u+v= c. 

把 U = y3,v ＝丘代入，得原方程的通解为 y6 +x4 +x2 -y主－y3 = c,c 为任意常数．

,c为

(31) 令 x = pcos (},y = psin (}，则 dx = cos 肚p-psin 础，dy = sin 绅＋pcos (}心，代入原方程，

化简得 p3sin2的－p3cos 勋 ＝ 0 ， 即 dp ＝嚣补切(sin(} ＃ 0).

积分可得 p
1 =-, +c1 ，代回原变量，得✓云千:y2 =c1- J 

sin(} y . 
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整理后得到（丑十y2)(y+ 1)2 = cy2 ，其中 c 为任意非负常数．

另外，当 sin 0 = 0 时，y=O 也是方程的解．

(32) 令 u = x+y,v= xy ，则 du= 扣十dy,dv = ydx十 xdy，且原方程可以变形为

(1 + x3 y)dy_+ (l + xy3 )也 ＝ 0.

由千

1 • dy+ 1 • dx = d(x + y) = du,x3 ydy+ xy3dx = v(udv-vdu), 

因此，原方程进一步变为(1 －寸）du十如dv=O，即
du vdv 
u v;; -1 (u * o,.J- "# 1). 

积分得 In I u I ＝ 令In I tf -1 I+ c1 ，即石产可＝ cu ，其中 c 为任意常数

代回原变量，即得到原方程的通解为✓~ =c(x +y),c 为任意常数．

当 u=O 时，x+y=O 也是方程的解

当 .J = I 时，丑Y'= 1 也是方程的解，它包含在通解中．

2. 求一曲线 ，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标．

解：满足条件的曲线的方程为 y-xy1 = X，即 ydx 一 xdy = xdx. 

1 两边同乘以一，则得到上扛 1 1 丘 x2 一了dy= 了心，即 d(－沪＝ d(ln Ix I). 

积分得 In Ix |＋斗＝ c，即 y= 釭 -xln I x I,c 为任意常数
X 

ll 
g

,'
,L',t 

3. 摩托艇以 5 m/s 的速度在静水上运动，全速时停止了发动机，过了 20 s 后，艇的速度减至互＝

3m/s．确定发动机停止 2 min后艇的速度，假定水的阻力与艇的运动速度成正比．

dv dv 
解：根据牛顿第二定律和题设条件得m T. = k1 v(k1 为比例系数），即一＝ kv(k=~).

k1 
dt dt (m) 

积分得 v=c也将初始条件 t = 0 s,v = 5 m/s 代人得 c=5，解得 v = 5卢

将 t = 20 S, V = 3 m/ S代人 v=5岁，得 k= 责ln 奇，则 v= 5e命In令．

当 t = 120 s 时，V = 5e61n1 ::::::::: 0. 233(m/ s). 

因此，发动机停止 2 min后艇的速度约为 O. 233 m/ s. 

4. 一质量为 m 的质点作直线运动，从速度等千零的时刻起，有一个和时间成正比（比例系数为 k1) 四

的力作用在它上面此外质点又受到介质的阻力，这阻力和速度成正比（比例系数为如）．试求此

质点的速度与时间的关系．

解：根据牛顿第二定律，可以写出质点运动满足的方程为

m• 盟＝ k1 t -k2 v,

其中 v表示质点的运动速度，t 表示时间

dv 
方程可以变形为一＝－

k2 
v+ k1 

dt m m 

运用一阶线性微分方程的求解公式，可得其解为

V = ef- ~dt (f 扫• ef~c1tdt+c), 
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化简得 V = C • e一：t ＋气t－f)k2 K 2. 

由于 t = 0 时，v(O) · = 0，代人可得 c ＝宁·

于是 v＝吐冷＋生（ 勹t-－便 ，这就是质点的速度与时间的关系
K§ K2 K2 

一 本题与第3题的舰法一样冼」用牛顿第二定律建立徽 方程模或然后根据微；、 、二七，5念；邓＃ 一 ,'; 了．．， ＇忿,1~孕占 妇泸于＾上t ,，产、．净 1了
，分方程的特点，选用合适的初等积分法求解．

5. 证明：如果已知里卡蒂微分方程的一个特解，则可用初等解法求得它的通解．并求解下列方程：

(1) y'e一工＋ y2 - 2ye:' = 1 - e气 (2) y'+ y2 -2ysin x = cos x-sin五；

(3) x2 y'= x2 y2 + xy 十 1; (4) 4丑 (y' － y2) = 1; 

(5) 工2(y'+y2)=2; (6) 丑/+(xy-2)2 =O; 

(7) y'= (x- l)y2 + (1 — 2心y+工

屯、 证明：已知里卡蒂方程为t = P(x) y2 +Q(x) y+ R(x) ，若已知y(x) 是它的一个特解，设z= y-y, 

则生＝拉＿坐
dx dx d五

由于 y是方程的一个解，所以恩＝ P(x欢＋Q(x)y+R(x) ，因此

贵＝［P(x)y2 + Q(x) y + R(x)] - [P(x欢＋Q(x)y + R(x)], 

畔＝ P（心（y 寸）＋Q（心 (y-y)'

变形为悲＝ P(x)z!- + (2P(x)y + Q(x))z. 

此时为 n=2 时的伯努利方程，从而可以用初等方法求解．

(1) 方程有特解 y＝己令
也 ，

z=y－己则原方程变形为一＝－ • 
＆乙e:'. z!- ，即＝－＝凸七．积分得

忐 # 

-=- = e:'+c. 

把 z = y-e 代人，即得方程的通解为(e+c)(y-e) = 1,c 为任意常数．

dZ l 
(2) 方程有特解 y = sin x，令 z = y-sin x，则原方程变形为一＝－夕，积分得一＝ x+c.dx ~,·v,_,-,'"'Z 

把 z = y-sinx代入，即得方程的通解为(x+c)(y-sinx) = 1,c 为任意常数．

1 
(3) 方程有特解 y=－一，令

1 & 
z = y十一，则原方程变形为一＝＃ 一一

1 
x x dx xz. 

这是一个 n = 2 的伯努利方程，令 u=
1 du 1 中一，则—=－—·—=－ 1 ＋上，z'7":., dx i'- dx ~ I X 

积分得 u = ef长 [f (- 1). e－［长dx+c] ，化简得 u = x(c- ln Ix I). 
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把 u=-!- = (y+ 上）一）代人整理即得原方程的通解为(xy+l)(c-ln Ix I)= 1 ，其中 c为 ·.
%,- X 

任意常数

1 
(4) 方程有特解y=－一，令

1 z=y+－，则原方程可以化为生＝＃一三2x 2x dx x. 

1 
这样，完全同第(3) 小题一样，可以得到通解为一＝ x(c - ln I x I). 

z 

将z=y+
1 

2x 一代人整理即得原方程的通解为(xy十一1 2)(c-ln 曰） ＝ 1，其中 c为任意常数

l 1 dz 
(5) 方程有特解y=－一，令 z = y+－，则原方程变形为一＝—夕 十一.z.2 

x x dx x 

这是n=2 的伯努利方程令 u ＝亡，则业＝ 1 2 
七

--u. 
工

运用一即发性微分方程的求解公式可得 u ＝古长 (J1 • ef-;七dx+c) ，即 u=..£. ＋五
丑 3.

把 u ＝亡＝（y+f）一1 代人并整理得到原方程的通解为 xy ＝红二卫
x3 +c 

(6) 原方程变形为＇ 4 4 
y =—夕十一y-下．易看出 y ＝上是一个特解．

x x x 

令z=y-；，则皂＝－＃＋子．

令u=z飞则悲＝－ z一2 虑，从而皂＝ 1－今

,c 为任意常数

类似于第(5) 小题可求得u ＝今＋五，把u=z一1= --
1 一1

x 3 (y x) 代入整理则得原方程的通解

为 xy
4丘＋c
丑＋ c

,c 为任意常数

(7) 易知 y=l 是方程的一个特解．令 z=y- 1，则生＝ (x­
dx 

令 u ＝矿，则皂＝－卢·患，代人得皂＝ u+O-x).

l)z2 - z. 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得u=e[］(1-x)e-:rdx十 c] ，即 u=c~ 十 x.

把 u=z一1 = (y- 1尸代入，即得原方程的通解为(y - l)(ce,Z + x) = 1 ，其中 c 为任意

常数

第三章 一阶微分方程的解的存在定理

习题 3.1

1. 求方程忠＝ x+j'- 通过点（o,o) 的第三次近似解．

解：仰 (x) = O, 
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正）＝仰＋妹(t)]dt ＝立2 

泸）＝炉＋砑(t)]dt ＝孚＋总
『 f x5 f x11 

伶 (x)= 。 [t 十妓 (t) ]dt ＝了十茄十面产口而·

所以方程忠＝叶夕通过点(0,0) 的第三次近似解为

X X x 8 
X 

11 

Y3 =了十元十面＋口面·

2. 求方程岱＝ x-y2 通过煮(l,O) 的第二次近似解．

解：伪 (x) = 0 ，仰 (x) = J: [t－硃 (t) ]dt ＝立巨

泸）＝炉－砑 (t)]dt ＝贮－（t2 产］dt=f飞－ ＋f－房－品

所以方程忠＝ x－f 通过点（1,0) 的第二次近似解为

Y2 = :-f叶－蔚－峙

3. 求初值问题｛岱＝ f －沁R, I x+ l I¾ 1. I y I¾ 1，的解的存在区间，并求第二次近似解，给
y(- 1) = 0 

出在解的存在区间的误差估计．

解：易知M = r~fR I f(x,y) I= 4,h = min伈扣＝十，在R上函数f(x,'y) ＝丑－夕的利普希
(工,y)ER

仰 (x) = l 

= 2. 因为乎＝ l-2y 飞 2,
y 

X 
3 1 『

I: 
[t2 _ qi (t) ]dt = ~ + + 

.1 3 3' 

[t2 ＿砑（t)]dt ＝『［t2_ （t3+1)2]dt ＝立＿五＿立＿卢且
-1 一1 9 3 9 1 8 63 42' 

岔由误差估计

I 仰 (x) - <p(x) 国宁·（十）3 =左

5 
］值问题的解的存在区间为一— ~x~－一．

3 
4 4 l衬

池l解为 Y2 = 
3 x 3 , x · x4 x1 , 11 

3 9 18 63 ' 42 
一－－－－－－＋一，在解的存在区间的误差估计为 I y-yz l¾ i; ~、 24·

4. 讨论方程心 3.l =—y3 在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件，并求通过点(0,0) 的一
dx 2 

切解．
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解：显然 f(x,y)
3 l. 过 1
2 

=-y3 在整个平面上是连续函数，又 =- ay 2 
y-½ 在 y#-0 的区域上是连续的，所

以在区域 IY|~a>O 上满足解的存在唯一性定理的条件，其中 6 是任意正数．

从而，满足解的存在唯一性定理的条件的区域为 I y l~a>O. 

当 y=O 时，易验证y=O是方程过(0,0) 的解

当 y#-0 时，方程可以变形为
＿上

d 3 y 3 y= －dx，积分得灶＝ x-c，或 I y I= ex-2 
(x-c汁，其中 e是

任意常数
上

由于 y3 >o，故 x~c.

0, X ~ C, 相应的，过(0,0) 的解可以表示为 I Y I={ 立 其中孛 0 为任意正常数
(x- c)"i,x > c, 

O, x~ c, 综上所述，可以得到过点(0,0) 的解为 y=0，以及 I y I={ 其中 c?O 为任意
(x-c)i ，工＞ c,

正常数

5．如果函数 f(x,y) 于带域吓乏 x~{J上连续且关于y 满足利普希茨条件，则方程少＝ f(x,y) 满
心

足条件 y(.xo) = Yo 的解千整个区间［a,防上存在且唯一．试证明之．

（提示：用逐步逼近法，取M = IJ¥lX_ I f(x,yo) I,) 
迁[".fJ]

证明：设M= ~a~~ I f(x,yo) I,h = {J-a,b = Mh，有某常数 L，使得在域R = { (x, y) I a~ x ~ 
天[,,,p]

p, ly-y。 l~b} 中有

I f(x心1) - f (x, Y2) I ~ L I Y1 - Y2 I , (x, Y1), (x, Y2) E R. 

构造逐步逼近函数序列

厂(x) ＝ y0, 

卢）＝ Yo寸 f（砰－1 伶））d名a ~三{J,n = l,2, …．
工。

因 I rp-. <x) - y。 l=II;f妇）叫式。 If妇） Id眨M(x-xo) 五幻b.

可证 I 仵 (x) －仵1Cx) |<员尸(p— a)气

事实上，有

I <p,r+-1 Cx) —<p,, (x ) I~ IJ工 If伶，西）－f（砰，仵l 伶）） 1 de! 
气

气。 1 吵－仵l 伶） 1 叫

三0 的n-l I e- Xo 尸dd

< M 
(n+1)! 

U lx-x。 1 叶l

< M Ln(/3— a)叶1.
(n+1)! 
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00 

由于级数2 坠
1,-1 k! 

L七1({3-a)门收敛，易知级数

卢）＝仰(x) ＋芦 [<f4. (x) 一作1 (x)] 

在区间［a面上一致收敛，于是存在极限lim<p,, (x) = <p(x) ，它在区间[a,,8] 上连续，且
"_,?? 

<p(x)= lim<p,,(x) = y。十!d:~ f（砰－1 ce))de 
r～。工。

=y。+『如im件飞））de= Yo +『 f(~，声）） de.
工。 n-+00 气）

故 <p(x) 是积分方程也就是微分方程的解．

设？（分，叭x) 均满足积分方程

y=y。 +『庥艰））击，“<笃勺咚红红
工。

当 x~ 工o 时，利用格朗沃尔不等式，由

I 卢）－贮）三O If(s,<p(s))- f(s ，心（s)) I ds也『 I 中(s) －少(s) 1 ds, 
气

有 I <p(X) －叭x）尽 0，即 <p(x)= 少(x)(a~ 功 ~x~f3).

同理可证当 a<工<功 <p时，有 <p(x) 兰队x).

即积分方程也就是微分方程的解是唯一的．

6. 证明格朗沃尔(Gronwall) 不等式：

设 K 为非负常数，f(t) 和 g(t) 为在区间［a和上的连续非负函数，且满足不等式

f(t) 幻 K+ f:J(s)g(s)ds,a ~ t罕

则有

f(t) 勺 Kexp[J:g(s)ds],a~ t罕

并由此证明定理 1 的命题 5.

证明：（1) K>O 时，令 w(t) = K+『f(s)g(s)ds，则 w'(t) = f(t)g(t) < g(t)w(t). 

I (t) 由叭t) >O 可得竺－勺(t) ，两边从 a 到 t 积分得 ln w(t) -ln w(a) ~ J:g(s)也即有
w(t) 

说五p[f:g(s)ds],w(a) = K > O. 

所以 w(t飞 KexpU:g(s)ds ，即有

a f(t) ：如）¾ Kexp[f: g(s)ds］王心
(2) K = o 时，对任意£>0，因为 f(t)<『八s)g(s)也所以 f(t) ~ e+ J:t(s)g(s)ds. 

由 (1) ，可得 J(t) ~eexp[J: g(s)ds] ，当 c一矿时，有 f(t) ~ 0．又因为 f(t） ~o，即得 f(t) = 

0，从而
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f(t)~Kexp[J:g(s)心］飞 ~t罕

由(1),(2) 知，格朗沃尔不等式成立．

下面利用格朗沃尔不等式证明定理 1 的命题 5:

『 ;妇设 cp(x) 是积分方程 y=y。+ f(~,y）北，笃 ~x~xo+h 的定义在工o ~x~xo +h 上的
气）

谥

另一连续解，则 <p(x) =.p(x) (x。 ~x~xo +h). 

证明：设 <p(t) ，少(t) 是初值问题 x'= f(t,x),x(to) = Xo 的两个解，则有

<p( t) = Xo+『 f(~，声））知，从t) = Xo+『眼哏））北．
to · J 10 

于是

1 <p（t) －砂 l<ft l f化，中伶））－ f心伶）） I de~L『 l 森）－恨） I de, 
to to 

其中 L为利普希茨常数，由格朗沃尔不等式知 K=O且

O~I 即－叭t) I勺 Kexp(f:h Lde) = 0. 
to 

于是 <p(t) ＝叭t)．即定理 1 的命题 5 得证．

滋
志
g
1
_
1
i

7. 假设函数f(x,y) 千伍，Yo) 的邻域内是y的不增函数，试证方程~=f(x,y) 满足条件y(xo) = d 

Yo 的解千 X~Xo 一侧最多只有一个．

证明：设方程满足条件 y（工o) = Yo 的解有两个：y ＝仰 (x) 和 y= 仰 (x) ，要证当 x~ 工o 时，

A 
cp(x) ＝仰(x) －仰 (x)== 0. 

用反证法，若 <p(x) 芛 O(x>xo) ，即存在 X1 >xo ，使得 <p(x1) # 0，不妨设 p（工1) >O，由 <p(x)

的连续性及 <p(xo) ＝们知存在玩心0~玩＜立，使得叭玩） ＝ 0 及 <p(x) >O，玩＜x<立，

则有

其中玩 <X~XJ.

卢）＝伶（x) －仰 (x) ＝ I:。［f吁 (e)) － f(8沁））Jde, i 
由 <p(x) ＝仰 (x) －仰 (x) > O(xo < x~x1) 及 f(x,y) 对 y 的单调不增性，

仰 (x) －仰

这与 <p(X1) > 0 矛盾因此，对x~ 知，有 rp(x) == 0. 

----------------------------------------
，：令方法点击：本题结论并没有韬出初值问息懈甘
，一，从而假设方程有两个解，证明这两吹娜恒等即邓决 ，·;西

8．设 f(x) 定义千－oo<x<+oo，满足条件

If位）－ f伍） I~ N I X1 - X2 I, 

其中 N<l，证明方程 x= f(x) 存在唯一的一个解

（提示：任取 Xo ，作逐步逼近点列 Xn-+1 = f(xn)(n = 0,1,2,…)，然后证明 x" 收敛于方程的唯
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00 

且序列{x”} 的收敛性等价于级数 Xo + ~(X1t -xr-1) 的收敛性．
K一l

由千 I x1-x。 I = I f (xo) - Xo I' 

I x2 - x1 I = I f (x1) - f(x。 )I~ N I X1 - Xo I = N I f <.xo) - Xo I, 

由数学归纳法可知 I Xi - X1r-1 I~ N仁1 If（功）－工o I. 
00 

由假设得 N<l，所以级数~ N,,_1 I f (xo) - X。 I 收敛．
•-1 

00 

由级数收敛的比较判别法知，级数 Xo + ~ (x, - X1t-1) 绝对收敛，从而序列｛立｝收敛．不妨设
K一1

limx" =x.. ，由 f(x) 的连续性知，Xn+1 = f(立),n=0,1,2,…的两端当 n一00时取极限有x·
" 
=f(x餐），即 x骨是方程x= f(x) 的解

下证唯一性．

设x= f(x) 有两个解 x骨，了，则 x• ~ f(x.) ，了＝ f(了），由已知条件

I X餐一无着 l= 1 f(x.)-f(了) |~NI x• _x· l, 

由于 N<l，即有 x• ＝了，所以 x=f(x) 存在唯一的一个解．

9. 给定积分方程

令、
丿

x ( f __ 、
丿

x ( e 陬列序数函近逼步逐作明证

，
认i上
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磁
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中(x) = f位）＋入f:K(x，扣忍
" 

(*) 

其中 f(x) 是[a,b] 上的已知连续函数，K(x,~) 是a~x~b，吓至 e<b上的已知连续函数．证明

当 I 入 l 足够小时Q 是常数），（＊）在[a,b] 上存在唯一的连续解．

（提示 1作逐步逼近函数序列

卢）＝ f(x） ,~1(x) = f（工）＋寸K（工和咚
a 

(n = 0,1,2,…).) 

叶）＝ f(x) ＋寸K(x，知颈...'
" 

严(x) = f(x) ＋寸K(~，知忍....
a 

。

令M= max i f(x) 1,L= max I K（组） l>O，则
工E[a,6] 工 E [11,6] 

~E [a,6] 

I 仰 (x) －泸） I = I).f:K（工，扣（叫 ~I 入 I f: I K <x, e) 1 1 眼） 1 女
。

< 1 入 1.ML(b-a),

假设 1 作 (x) －在1(x) |<1 入 l*L*M(b-a)订成立，则有
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I <{Jl+t (x) 一作 (x) I= I 寸K(x,~)（沁）一件1 伶））制
。

己 I 『 I K<x,~) 11 伶伶）－ ~l 伶） 1 心
a 

<1 入 1 『L廿1 1 入 l"-M(b-a)"-de
« 

=I 入 1 片1沪M(b-a)片1'

由数学归纳法知，对任意的 nE N，有

I <p,, (x) 一件1 (x) I~ /i.,1L" I 入 l"(b-a)".

下证｛<p,. (x)} 在[a,b] 上一致收敛．考虑级数仰 (x) ＋芝（作 (x) － <p,,--1 (x)），只需证该级数在
K一1

[a,b] 上一致收敛即可．由千

I 伶 (x) － <f'l-1 <x) I~.ML• I 入 j• (b-a)•, 
00 

1 1 
当 I A I< 时，级数:.ML• I 入 I * (b-a)口收敛，由此知当 l 入 1 ＜ 时，级数

(b-a)Lk=1 (b-a)L 

叶）＋2（叶）一件1 (x)）在[a,b] 上一致收敛，即 {<p,. (x) ｝在[a,b] 上一致收敛，不妨设其
•-1 

极限函数为旷 (x) ，即当 x E [a,b] 时，<p,, (x) 当 n-00 时一致收敛于旷 (x) ，且由 rp,. (x) 的连

续性知旷 (x) 在[a,b] 上连续，对迭代函数列 O，当 n－ 00 时两边取极限，得

旷 (x) = f(x) ＋寸K(x时（拽 (1 入 I< (b-a)L) , 

即当 1 入 I< (b-a)L 时，积分方程必存在连续解．

下面用反证法证明当 I U< (b-a)L 时，（＊）方程的解的唯一性．

设另有解叭x) 且 ip(x) ＃旷 (x) ，即 fp(x) = f(x) ＋寸K（组）否伶）击．

记M = ~a~, I <p* (x) -cp(x) I> O, 
天[a,b]

I 旷 (x) －孕(x) I= I 寸:K(x，归（e) －织））年
a :I 入 1f:LI 矿伶） －织） I dE= 11 入 1 随(b-a),

斡

即有M¾ I 入，随(b-a) ，由于M>o，所以 1 入彦（b}a)L，与 1 入 1<(b-1a)L 矛盾．唯一 ［
性得证．

习题 3.2

1. 假设函数 P(x) 和 Q(x) 于区间[a，队上连续，y ＝中(x,xo ,yo ) 是方程

忠＝ P(x)y+Q(x)

欢
劝
坎

的解，Yo=<p伍，如Yo)．试求血2 血:
ax。 ayo

及钮
ax ' ，并从解的表达式出发，利用对参数求导数的方法，

岳
譬
均

囡
泌

• 135 • 



检验所得结果

l 解：因为 f(x,y) = P(x)y+Q(x) ，所以昙＝ P(x).

. 由解对初值的可微性定理得

迟 工过ds~ =- f(xo,yo)exp[J工0 ~ds] =- [P(x心＋Q(xo)]exp[J: P(s)心］，

总＝ exp玑芞产］＝ exp[J:0 P(s)叶

笠＝ f（x,<p（x,xo,Yo)) = P(x)<p(x，工o 心o)+Q(x).

因为非齐次线性方程有解的表达式为

y= JP(工)d:z: [f Q(x) e-f P（连d.x+c],

千是 <p(x，功心o) = Yo • J;o P(s)山 +::,;Q(s)忒P(t)伍．f气
直接对参数求导可得

沪心o,Yo ) ＝－
a工o

P（心y。 ef~ P(s)中＿ Q(xo）忒 P(s)山＝－［P（五＋Q(心］J;。 P（心，

沪立0 ,Yo) = d;P(s)山，
吵

沪心o心o)
ax 

= P(x)y芯。 P(s)山＋ Q(x) ＋『 P(x)Q(s)忒P(t)如
气）

=P(x)［已。 P(s)山＋『 Q(s)上｀（t）汕＋Q(x)勹工。 ］
11 经检验，一解对初值＝的p;；;；已言厂；．
I 2．给定方程立＝ sin（习，试求ay(x,x0,Yo ),ay(x，工o 心o)
, dx x 社。 ayo

在 Xo = l,yo = 0 时的表达式

i 解：设 f(x,y:= sin停），则笱＝士COS停）．
由解对初值的可微性定理的证明可知，

a气＝－f伍，沁exp玑芞产）＝－s卫）exp(J:0 +cos 于ds)'

a气＝exp玑芞产）＝ exp(J:0 +cos 于ds).

当工o = l,yo = 0 时，对应地得到
3y(x,x0,Yo) 社。 1 工。一切。-o = o, 

a气|=exp(J: 忤） = IX I. 
气一1,yo-O

毡I
“
f
t

,

..

, 
__ 

, 

所以在 Xo = l,yo = 0 时，g = o,-P!-a工0 - v'ay。 =Ix 1. 
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过3. 假设函数 f(x,y) 及 都在区域G 内连续，又y = <p( 
ay 

<px,xo,yo) 是方程器＝ f(x,y，入）的满足初

始条件 p伍，Xo,yo) = Yo 的解，试证血2 存在且连续，并写出其表达式
砂o

解：记初值为(Xo 心o+Ay。）的解为 y ＝ cp(x,xo,yo+ !:ly。)，其中 11:ly。 l~a,a 足够小，则有

<p ＝ y。十I:z:f(s,rp(s))ds，少＝ y。+岭＋I:z:f(s，少(s))也
Z。 Z。

少－ <p = !:ly。寸 [J(s，少（s)) - f(s，中（s)) ]els 
气

: = ~y。十 I:z: af(s,o+0(u-@ ) 
工0 ay 

（心(s) －中(s))也

其中 0 E [O,l]. 

由五及？冲的连续性，有叮(s, ？十()(少一 <p)) ＝丑丘垒
ay 3y ay +r，其中 r满足： !:ly。一 0 时 r一 o, !:ly。

=O 时 r=O. 即对 Ay。 #0 有

卢＝ 1＋『［型
!:ly。工。 ay

+r]卢ds,
Ay。

& af(x,@ 即 z ＝仁夕是微分方程初值问题｛石＝ [ 3y 气］z,
Ay。

的解
z(xo) = 1 

即止立
Ay。

于是血
ayo 

=z=exp{『［芞~+r扣｝．
气

= lim 仁立＝ exp{『［型
心。-0Ay。

:[~]ds} ，它是 x,xo,yo 的连续函数．
4. 设 y ＝？（x,Xo 心0 ，入）是初值问题

器＝ sin（杠y),<p（Xo,xo,yo ，入） = y。

的饱和解，这里入是参数，求血2 』生
社。 ay。

在(x,O,O,l) 处的表达式

解：这里 f(x,y) = sin（杠y),扛
ay ＝杠cos（杠y）．由解对初值的可微性定理得

笠＝－f(xo,Yo) exp (J:z::z:0 芞卢）＝－sin（杠。沁exp(J；心cos（心严），

总＝ exp(f:。宁心）＝ exp(『心cos（心严）．
气）

当工o = O,yo = 0，入＝ 1 时，则有气 = o, 
社。 (:z:,0, 0,1)

气a劝 (:z:,o,o, D = exp (J: scos 0心） ＝ exp（号）．
习题 3.3

1. 解下列方程，并求奇解（如果存在的话）：

(1) y = 2x 器丑（忠）4; (2) X = y- （皂）勹
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---— (3) y = X 虑＋｀可百，并画出积分曲线图；

(4) （忠） 2 ＋ x忠－y=O，并画出积分曲线图；

(5) （虑） 2 ＋ 2屯－y = O; 

(7) y = x(1 ＋忠）＋（嚣）勹

(9) y = 2x＋器－十（器）3 ; 

(6) X(嚣） 3 －咚）2 -1 = O; 

2 

(8) X（虳d.x 
- (x-a)2 = O(a 为常数）；

(10) （忠） 2 + (x+l) 忠－y= 0. 

I l 解：（1) 令 p ＝虑，得 y= 2xp+:x!-p4 咚＝ p= 2p+2x矿＋（2x+ 4打）悲
i 
! 即(1+2吵(p+2x悲）＝ 0.

当 1+2平＝ 0 时，有 p3=－卢，即忠＝－（2x)寸．
分离变量积分得 y＋立 上

4 
(2x)! = c. 

当 p+2x坐＝ 0 时，有型 dx c 
dx p ＝－—,积分得x=~x p 

击，

­

为
千
汰
无
符

C 
x= －石，所以方程的通解为y+f (2x)t = C 或［y= ；＋8 ，其中 c 为任意常数，p'FO 为参数．

当 p=O 时还有解 y= 0. 

由上式消去 p，得 C P2 4c2 
x r (y-cz) - = = 2 2 ，即（y-c2)2 = 4cx，这是通解的另一形式．

1 x=- __ 
由于 p－判别曲线为｛

y= 2xp ＋丑p-i, -- . . ... I.., - 2 p3, 2x+4打＝ 0，即 p,,j,O 时｛ 3 可检验它是方程的解，且不包含
y=-777. 4p2' 

在通解中．

对任一点 P( 1 3 2p3 ，一切(p=f;O) ，取 c 1 -— =－一，便得通解中的一个解2p 

｛x ＝一点: t: 
y =－古·-¼+（喜）2'

且在 P 点与其相切，故它是奇解

(2) 令 p ＝虑，得 X = y-p2 及嚣＝ p = 1+2p悲

整理得釭＝（2+ 2 尸)dp,

• 138 • 



积分得x= 2p+ln(p-D2+c. 

通解为｛
x = 2p+ln(p-1)2 +c, 

其中 c 为任意常数，p为参数
y = p2 +2p+ln(p-1)2 +c, 

当 p=l 时，方程还有解 y=x+l.

由于 p－判别曲线为{y=x+p2 ，即 y=x,因为 y=x不是方程的解，故方程不存在奇解．
2p = o, 

(3) 令 p ＝山，则方程可以写成y=
七 xp+卢·

这是克莱罗方程，因而它的通解是 y ＝立十 J下臣

由于 c－判别曲线为｛x+ 示丁°，消去c，得到 y ＝左了，经检
y ＝工＋ JF巨气

验 y =,/1-二了是方程的解，故是奇解．积分曲线图如图(3. 1) 所示．

(4) 令 p ＝山，则方程可以写为 y ＝功＋p2．这是克莱罗
d兀

图(3.1)

y 

- 2 

方程，因而它的通解为 y ＝立十 c气

x+2c = O, 由于 c－判别曲线为｛ 消去 c，得到 y=－立
y= 立十;, 4 

云
经检验y=－一是方程的解，故为方程的奇解．积分曲线图4 

如图(3.2) 所示

(5) 令 p ＝山，则方程可以写为y= 2xp+p气
d.x 

两边对 x求导，则 p = 2p+2x 悲＋ 2叶甘，即器＝－~-2.

这是一阶线性微分方程，积分可得

x＝尸［j（－ 2)d沁p+c],

即 X = -fa主

从而原方程的参数解为{ 1 
x=－扣＋tr'
y=－－红

3 
p2 + p· 

由于 p－判别曲线为{y = 2xp +p2, 
消去 p 得y =-x2. 

2x+2p = 0, 

经检验y=－丘不是方程的解，所以方程没有奇解．

(6) 令 p ＝器，则方程变为 y=xp －卢·

这是克莱罗方程，因而它的通解为 y ＝立一 -::r.1 
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由于 c－判别曲线为『号＝ 0，消去 c，得到 4y'+27.x'= 0. 

y= 工一一，8 

经检验 4y3 +27~ = 0 是方程的解，从而是方程的奇解．

(7) 设 p ＝虑，则方程变形为 y=xO+p)+p气

两边关千 x求导，可得 p= O+p)+<x+2p) 业，即dx
忐 dp

~ =-:-x-2p. 

这是一阶线性微分方程，积分可得 x = ce-P -2p+2，代入 y = xO + p) + p2 ，则

y = c(p+ l)e-P - p2 + 2. 

所以方程的参数解为｛
x = ce-P - 2p + 2, 

其中 p是参数，c是任意常数
y= cO+p)口－p2 +2, 

y = x(1 + p) + p2, 由千 p－判别曲线为｛ 消去 p 得y=x-_!_xz.
x+2p = 0, 4 

经检验，y=x
1 
4 
丑不是方程的解，故方程没有奇解

(8) 令 p ＝虑，则方程变形为平＝ （x-a)气即 p ＝士生立，从而也＝土工兰
石 dx 石．

积分得方程的通解为 9(y+c)2 = 4x(x-3a)2,c 为任意常数

由千 p－判别曲线为｛
劝2 - (x - a)2 = O, 

消去 p得X =a. 
2xp = O, 

经检验，x=a 不是方程的解，故方程没有奇解

(9) 设 p ＝器，则方程变形为 y = 2x+ p 
1 __ 3 

3 
p. 

两边对 x求导，得到 p=2+0-p勹业，即 dx ＝上卫2dx p-2 
qp(p #- 2). 

积分，得到 x=-
(p+2)2 

2 
-3ln I p - 2 l+c. 

代入y= 2x+p叶仗则得到y=－扣3子－3p-4- 6ln I p-2 l+2c. 

x=- _!_(p+2)2 - 3ln Ip —2 l+c, 所以方程的参数解为｛ 2 
其中 p 为参数，c 为任意

1 y=- TP3 - p2 -3p-4-6ln I p-2 l+Zc, 

常数

另外，当 p=2 时，方程有解 y= 2x－一．
2 
3 

y= 2x+p－蚐，由于 p－判别曲线为{ 3 消去 p得y = 2x 士一．2 
3 

1-p2 = o, 
2 经检验，y= 2x－一是方程的解，从而方程有奇解 y=2x－ 一．

2 
3 3 
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(10) 令 p ＝山，则方程变形为 Y = (x+ l)p+ p2 ，即 Y = xp + p(l + p). 

心

此为克莱罗微分方程，所以它的通解为 Y = ex 十 c(l + c). 

由于 c－ 判别曲线为｛ y = ex 十cO +c) , 
消去 c得(x+D2 +4y = o. 

x+ 1+2c = O, 

经检验，(x+ 1)2 +4y = 0 是方程的解，从而为方程的奇解．

2. 求下列曲线族的包络，并绘出图形：

(l) Y = c.x + c2; 

(3) (x-c)2 +(y-c)2 = 4; 

(2) 产y＋立2 - 1 = O; 

(4)(工 -c)2 + y2 = 4c. 

解：（1) 由于 c－判别曲线为｛y= ex ＋乙
消去 c得 4y+x2 = 0. 

x+2c = O, 

由千 4y+:r!- = 0 不含在曲线族y= ex 十;屯且对其上的任何一点 P(x,y) ，取 c=－旁，便得

到通解中的一个解且在 P点与其相切．

故 4y+ :r!- = O 是曲线族y= ex ＋产的包络．其图形如图(3. 3) 所示．

(2) 由于 c－判别曲线为｛c兮＋ c:z:2 -1 = o, 
消去 c得到x• +4y = 0. 

2cy + :r!- = 0, 

由于丑＋4y=O不含在曲线族c2y+cx2 -1 = 0 中，且对其上的任何一点 P(x,y) ，取c=－—,
丘
2 

便得到通解中的一个解且在 P 点与其相切．

故 x4 +4y = 0 是曲线族 c2y+cx2 -1 = 0 的包络．其图形如图(3. 4) 所示．

由于 c－ 判别曲线为｛
(x-c)2 +(y-c)2 = 4, 

(3) 消去 c得(x - y)2 = 8. 
2c = x+ y, 

容易检验(x-y)2=8 是曲线族(x- c)2 + (y - c)2 = 4 的包络．其图形如图(3. 5) 所示．

(4) 由于 c－判别曲线为 {(x-c)2+y2 =4c，消去 c得到y2 = 4(x+l) ，容易验证y2 = 4(x+D 
c-x = 2, 

是曲线族(x-c)2 + y2 = 4c 的包络其图形如图(3. 6) 所示

y Ay 

X 
x 

X 

图 (3.3) 图 (3.4) 图 (3. 5) 图 (3. 6) 

3. 求一曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标轴使两截距之和等千常数 a.

解：易知过点(x,y) 的切线的横截距和纵截距分别为 x－斗和y — xy＇，所以所求曲线满足方程
y 

x－斗＋y-xy' = a. 
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设y'=p= 器，则方程变形为 y+xp2 = (x+ y-a)p，即 y=xp+』L

p —1 
(p -=I= 1). 

此为克莱罗方程，有通解 y ＝卢三勹，其中 c 为不等于 0,1 的任意常数

由于 c－判别曲线为［y= 立＋产丁＇ 消去 c得(y-x-a)2 = 4ax. 

x - (c - l)2 = 0. 

经检验，（y-x-a)2 = 4ax 是方程的解，故它是方程的奇解，从而所求的曲线为(y-x-a)2 = 

4ax 及y ＝立十产气，其中 c 为不等于 0,1 的任意常数

4．试证：就克莱罗微分方程来说，p－判别曲线和方程通解的 c－判别曲线同样是方程通解的包络，从

而为方程的奇解

证明：克莱罗微分方程为 y = xp+ f(p),·P＝虑其p－判别曲线为｛ y = xp + f(p) 

x+ f(p) = 0. 
，而方程对x求

导得p = p+[x+ /(p)]p' ，有 p'= 0，故 p=c，所以通解为y= 立 +f(c) ，其中 c 为任意常

数由通解y= 立+f(c) 推导得其c－判别曲线为｛y= 立 +f(c)

x+ /(c) = 0. 
，它是方程通解的包络，对任

意值 p=p。 均有点(xo,Yo) 对应，两者一致，均为方程的奇解

习题 3.4

1. 从例 1 的欧拉方法、改进的欧拉方法、2 阶龙格－库塔方法、4阶龙格－库塔方法中选择一种方法每

一步从精确解出发计算出下一步，并求出其相对误差，同时与表中的积累误差比较．

解：我们选取欧拉方法来计算．由公式 Yn+l = Yn + h. f (xn'Yn)'Xn = X。十小及教材中例 1 的图表

可得如下结果：

精确解 欧拉方法 从精确解出发的欧拉方法

x, y. Yi 误差 Y; 相对误差

。 2 2 。 2 。

0. 1 1. 609 7 1.4 0. 209 66 1.4 0. 209 66 

0. 2 1. 418 1 1. 265 6 1. 152 5 1. 353 575 0. 064 525 

0. 3 1. 303 7 1. 189 4 0. 114 2 1. 274 790 0. 028 971 

0.4 1. 228 1 1. 140 1 o. 088 016 1. 212 489 0. 015 611 

0. 5 1. 175 2 1. 105 9 0. 069 255 1. 165 684 0. 009 516 

0.6 1. 136 6 1. 081 3 0. 055 327 1. 130 414 o. 006 186 

0. 7 1. 107 7 1. 063 0 o. 044 694 1. 103 427 0. 004 730 

0.8 1. 085 6 1. 049 2 o. 036 401 1. 082 555 0. 003 045 

0.9 1. 068 4 1. 038 6 0. 029 828 1. 066 219 0. 002 181 

1 1. 055 1. 030 4 o. 024 552 1. 053 284 4 0. 001 715 6 
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2. 计算线性微分方程 y' ＝心，A ＝ [ 0 -50 0] 的刚性比．
0 70 —120 

解：易知矩阵A的三个特征根为入l =-0. l,A2 =-50山＝－120．从而根据刚性比的定义知，所求刚

性比为叩灯入 1 ＝旦斗＝型＝ 1 200. 
min I 入 1 1 入1 I - 0.1 

因此，刚性比为 1 200. 

3. 试用教材附录 C 中的数学语言求解例 1.

解：对应千例 1，公式(3.36) 、（3.37) 、（3.40) 、（3.41) 用 Maple语言来写就是

(1) Y: =x+O.l*x*(l 一 x2).

(2) Y: = x＋斛m(1－x2) +Y* (1 －殍））．

(3) kl: = X* (l-x2) ;k2: = (x+o. 05 * kl)(l - (x+ 0. 05 * kl) - 2); 

Y: = x+O. l -iE-k2. 

(4) kl: = x * (l - x2) ;k2: = (x+ 0. 05 * kl)(l - (x+ 0. 05 * kl) - 2); 

k3: = (x + 0. 05 * k2) (1- (x + 0. 05 * k2) - 2) ; 

k4: = (x+O.l*k3)(l-(x+O.l 关 k3) - 2); 

Y: = x + 0. l/6 *(kl+ 2 关 k2+2 *k3+k4). 

然后，对 x分别赋值，循环求解即可．

第四章 高阶微分方程

习题 4.1

1．设x(t) 和 y(t) 是区间[a,b] 上的连续函数，证明：如果在区间[a,b]上有达2 ＃常数或迅Q ＃常
y(t) x(t) 

数，则 x(t) 和 y(t) 在区间[a,b] 上线性无关．（提示：用反证法．）

证明：假设 x(t),y(t) 在区间[a,b] 上线性相关，则存在不全为零的常数a,/3，使得江(t) 十fty(t) 兰 o,

t E [a,b]. 

那么不妨设 x(t) 不为零，则有迟Q=－旦，显然 ” －一为常数，与题设矛盾，所以假设不成立，x(t) p p 
即证明了 x(t),y(t) 在区间[a,b] 上线性无关

2. 证明非齐次线性微分方程的叠加原理：设 X1 (t),Xz (t) 分别是非齐次线性微分方程

也 dn-lx
扩＋a心）而＋…＋a,. (t)x = /1 (t), CD 

也 dn-lx
+a1 (t) --+…+ a,.(t)x = fi(t) @ 
扩缸l

的解，则 X1 (t) + Xz (t) 是方程

但＋a1(t) 炉＋…＋a,. (t)x = /1 (t) ＋儿 (t)

的解
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吟
上～ 那么由＠和＠相加，并利用导数的运算法则得

，七 寸 (x1(t芦动））五(t).<!,r-1(x婴f叭t)）+…＋a,, (t) (x, (t) ＋叭t)) = f, (t) + f,(t). 

d它，，，矗、 d,r-I

灰

't}

也 dn-1x1(t)

de 
+ a1 (t) ~ + • •• + an (t)工1 (t) = !1 (t), 

d尸1

也 dn-石 (t)

dt" 
+a1 (t) ＋…＋an(t)工2 (t) = fz (t), 

缸l

@@ 

3. 已知齐次线性微分方程的基本解组立，立，求下列方程对应的非齐次线性微分方程的通解：

(1) 工”-X = COS t心1 = e1 心2 = e一t ; 

免 (2) i“十亡;x'－卢x=t-l,x1 =t心2 = e1; 

; (3)x"+4x = tsin2t,xl = cos 2t,x2 = sin 2t; 

焚 （4) 卢－ 4tx＇十 6x = 36 甲心1=t气X2 = t3; 

(5) t五＇＇－ tx1 +x = 6t+34t2,X1 = t心2 = tln t; 

(6) t2 ~I - 3tx＇十 Bx = l8t2 sin On t), x1 = t2 cos(2ln t), x2 = t2 sin(2ln t). 

解：（1）运用常数变易法，令 x(t) = c1 (t) e'+ c2 (t) e-t ，将它代入方程，则有

（ c勹 (t)et +c勹 (t)矿＝ 0，

c'1 (t)f! - c'2 (t)e一t = cost, 

『勹 (t) ＝令e-COS t, 

c'2 (t) 1 =- 2 
e·cos t, 

1 1 
积分得 C1 (t) ＝－一e-i (cos t- sin t) + c1 ;c2 (t) ＝－一e'(cos t+sin t) +c汇

4 4 

解得

故所求通解为 x(t) = c1 ff + c2 e-t 
1 - --cos t. 2 

(2) 运用常数变易法，令 x(t) = c1 (t)t + Cz (t)e勹将它代入方程，则有

厂 (t)t+c勹 (t)6 =0, 

c勹 (t)+c'2(t)e'= t-l, 

c勹 (t) =-1, 

解得 ｛占 (t) ＝ te飞
积分得 C1 (t) =- t + C1,c2 (t) ＝— e一1(t+D +c2. 

千是原方程的通解为 x(t) = cit+c过 一 (t2+t+ D.

(3) 令 x = c1(t)cos 2t+c2(t)sin 2t，将它代入方程，可得关千 c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组

『勹 (t)cos2t+c'2(t)sin 2t = 0, 

- 2小 (t)sin 2t+ 2c勹 (t)cos 2t = tsin 2t. 
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解得

积分得

『(t) ＝飞t(cos 4t- 1) , 

占 (t) = +tsin 4t. 

{q(t) ＝点cos 4t：点tsm4t－扣＋Yl,
1 1 

cz (t) = i:;sin 4t - ~tcos 4t十九
64 16 

于是方程的通解为 X = Ct cos 2t + C2 sin 2t- 十卢OS 2t+上tsin 2t 
16 

，其中 c1 心为任意常数

i

3 
I
'

器

(4) 方程可以变形为 x" 4 / I 6 36 --x +-x= -- t 广 t
3lnt，由于 X1 = t2 心2 = t3 是对应齐次方程的解，故可 a

以令 X = Ct (t汒＋Cz (t)t3. 

将它代人方程，则可得关千 c勹 (t) 和 c'2 (t) 的方程组

｛比 (t) ＋ t飞 (t) ＝ 0, 

2tc勹 (t) +3比（t) =袒ln t, 

解得
{c勹（t) ＝亨lnt,

占 (t) 36 = 
t 

5 ln t, 

解得

｛叭t) = 4t一3(1+3lnt) ＋ cl,

Cz(t) =-9尸 (ln t 十 -¼)+cz.

于是方程的通解为 X = C1 t2 + C2 t3 + 1 —3ln t+~ 
7 

t ( 4) ，其中 c！心为任意常数．

(5) 原方程可化为 x” 1 / I 1 - + 
6 

--x —一t~'t2- x=~+34. 
t 

令方程的解为 X = t • Ci (t) + tln t • Cz (t) ，将它代人方程，则可得关于 c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组 如 t

{t • c勹 (t) + tln t • C勹 (t) = 0, C勺
七况 • 

c勹 (t) + Cln t + l)c'z (t) ＝于＋ 34,

{4(t) ＝－（于＋ 34) In,, 

6 占 (t) =— +34, 
t 

积分得

积分得
{q(t) ＝－ 34(tlnt 一 t) - 3(1n t)2 +cl, 

c2 (t) = 34t + 61n t + c2. 

千是方程的通解为 x = c1t+c2tln t+ 34t2 + 3t(ln t)气其中 c) 心为任意常数．

(6) 原方程可以变形为

3, 8 
x”- —x +7x = 18sin0n t). 

t t 
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令 x = c1 (t)t2cos(2ln t) +c2 (t)t2sin(2ln t) ，将它代人方程，则可得关于c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组

｛廿cos(2ln t)c勹 (t) + t2sin(2ln t)占 (t) = 0, 

2t(cos(2ln t) - sin(2ln t))c勹 (t) + 2t(sin(2ln t) + cos(2ln t))c勹 (t) = 18sin(ln t), 

解得

『勹 (t) ＝－ 9尸 sin(lnt)sin(2ln t) , 

c勹 (t) = 9尸 sinOn t)cos(2ln t), 

积分得

厂）＝令sm(3lnt) －旁sm(lnt) ＋ cl ,
` 3 9 c2 (t) =- *cos(3ln t) 十一cos(ln t) + c2. 2 2 

于是，原方程的通解为

x = c1 t2 cos(2ln t) + c2 t2 sin(2ln t) + 6t2 sin On t), 

其中 C1 心为任意常数

d五
巳知方程一－－dt2 

x=O有基本解组 e勹e飞试求此方程适合初值条件x(O) = 1,x'(O) = 0，及 x(O)
4 
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= O,x'(O) = 1 的基本解组［称为标准基本解组，即有W(O) = 1]，并由此求出方程的适合初值条

件 x(O) = Xo,x'(0) = x'o 的解

d五解：由于 e勹e-t 是方程—-－
心

x=O 的基本解组，故存在常数 C1,C2 使得 x(t) = c1 e'+ cze气

x'(t) = c1 et - c2e-i ，令 t = 0，则有方程适合初始条件 x(O) = 1,x'(O) = 0，千是有

{qe0 +c过＝ 1 ，

c1e0 -吐° = 0, 

1 1 
解得 C1 = t,c2= 了，故 X1 (t) ＝了et+了豆

又该方程适合初始条件 x(O) = O,x'(0) = 1 ，因此

｛平＋ c戊＝ 0 , 
C3 e0 - C4 e0 = 1, 

l 1 1 1 解得 C3 =-;,,C4=－一，故 X2 (t) ＝一e' －一e-t
2 2 2 2 

显然X1 (t),X2 (t) 线性无关，所以此方程适合初始条件x(O) = 1,x'(O) =O及x(O) =O,x'(O) = 

1 的基本解组为

l l l X1 (t) = 1.-e'+—e-t 心2(t) = - et ___ 1 e-t . 
2 2 2 2 

再令方程的适合初始条件工(0) = xo,x'(0) == x勾的解为

式）＝ C5 （扣＋卢）五（扣－扛），

则得到
『6 =x' (0) = x'0, 

cs = x(O) = xo, 
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故，适合初始条件 x(O) = Xo,x'(0) = x勾的解为

et + e1 , el -e-t 
工(t) = X。十x 。2 '- V 2 • 

5. 设 X;(t)(i=l,2, …，n) 是齐次线性微分方程
d"x , ,, dn-1 x —+a1 (t) 一一十…＋an-1 (t) 也
扩缸1 dt 

＋an(t)x=O 的

任意 n个解，它们所构成的朗斯基行列式记为 W(t)．试证明 W(t) 满足一阶线性微分方程 W'+

a1 (t)W = O，因而有

W(t) = W(to )e卡。”产 ， to, t E (a,b). 

解：由千 X;(t)(i = l,2, …， n) 是齐次线性微分方程的任意 n个解，所以满足

厂五(t)产＋a2(t)x{n-2) +··· + an(t)m = 0, 

心） + a 1 (t)x~n-1> +a2 (t)x~,,_z, + …+ an (t)Xn = 0, 

由行列式求导法则知
, , 

X1 工： n X1 又石

, , I , 
X 1 Xn X1 x 亢

W'(t) = +…+ 
X1 (,r-2) 工石(,r-2) Xi (,r-2} 立(,r-2) 

Xj （冗一1) X” (,r-1) xin) 工n(n) 

X1 Xn 

, I 
X1 X n 

工：l(n-2) 又石(rr-2) 

Xi （心 又石（心

将 W'(t) 中第 k行都乘以 a..-..十1 (t) ，加到最后一行(k = 1,2, …，n-1) ，则

X1 Xn 

I , 
X1 Xn 

W'(t) = I (- a 1 (t)) =- a i (t)W(t), 

X1 (n-2) ... Xn (,r-2) 

X] (n-1) Xn (,r-1) 

即 W' + a1 (t)W = O，则有惯锐＝－a1(t)dt.

t 

两妞口到 t积分 ln I W(t) I I ~ =-J:n a 1 (s)也则
b to 

ln I W ( t) I一 ln I W(t。)I=- J:_ a1 (s)也
'o 

即 W(t) = W(t。 ) e卡。气四 ，to,t E (a,b). 
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娑＄ x“十 a1 (t)x'+ a 2 (t)x = 0 
吵泛
吐， 淡

§ -
L-. 的解，这里 a1 (t) 和 a2(t) 于区间[a,b] 上连续，试证：
偌
婺 (1压(t) 为方程的解的充要条件是

` 沁 W'[x心］＋a1W[x1 心］ = O; 

(2) 方程的通解可表为

x = x1 [c1f ½exp(-f:0 a1 (s油） dt ＋ c2 ],
其中 C1 心为任意常数，如t E [a,b]. 

邵
＇

吓
孔
令
·

If If, I I 
台x心 2 -x 心2 +a1x心 2 -a心 1X2 = 0 

台X1 (式＋a1x勹 ＋ a江2 ) = 0 

台:!'2 + a 1x'2 + a2x 2 = O(x 1 =I=- 0), 
令i:, 即 X2 为（＊）的解
迈

(2) 因为 X1,X2 为方程的解，所以由刘维尔公式得

Xl l x 2 2 1 =W(to) e-f炉1 (s)气

即 x1x'2 - x伍＝ W(t。 )e噜。 al (s)屯

1 d（丑两边都乘下，则有一至）＝匹斗－J:o al(,)屯
X1dt x1 

于是竺＝ c1f 上寸。 “1 (s)ds dt十 c2 ,
X1 2 X1 

即

取 c1 = l, c2 = 0，得

X2 = [c1J沪炉l (s)ds dt十 C2 ]功·

; 
此时 W(t) = 1 m, x 2 I =e-I:。 al (s)d.,#0，从而方程的通解可表示为

X 1 X 2 

工2 = x1f节J:o "1 (s)d.s dt' 
X1 

( * ) 

其中 C3 , C4 为常数，如t E [ a,b]. 

7. 试证 n 阶非齐次线性微分方程也王＋a1 (t) 生兰十…＋a,,_1 (t 尘
扩 d广1 dt

) ¥ + an (t)x = f(t) 存在且最多

存在 n+l 个线性无关解．

是非齐次线性微分方程的一个解，则i. • 148 • 
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X1 (t) 十王(t),x2(t) ＋王(t) ，…，Xn(t) ＋元(t) ，元(t)

均为非齐次线性微分方程的解．

同时0 是线性无关的．

事实上，假设存在常数 Ci, C2,… ,c出，使得

C1 (x1 (t) 十元(t)) + C2 (X2 (t) ＋元(t)) + ••• + Cn (xn (t) ＋跃t)) +c叶1 (x(t)) = o, 

即
" 2e,x, （t) ＋沁）艺C; = 0. 

i=l i~ l 
叶1 叶1

我们说2讫＝ 0．否则，若互比＃ 0，则有
i-1 i=l 

砌＝－＄奇X;(t).
i=l ~Cj 

｀芯

(*) i1"'' 

j=l 蕊 ；

(＊)的左端为非齐次线性方程的解，而右端为齐次线性方程的解，两者矛盾．

九

从而有区C;X;(t) = 0, 
i=l 

又 X1 (t),X2 (t) ，…，Xn(t) 为非齐次线性微分方程对应的齐次线性方程的一个基本解组，故有

CJ = C2 =… =c,. = 0，进而有 C,,+1 = 0. 

即 0是线性无关的．

再证明非齐次线性微分方程最多存在 n+l 个线性无关的解．

X2(t) － xm(t) ，…心n+l (t) - Xn-1-2 (t) 是齐次方程的 n+l 个解．

由定理 5 及推论，这 n+l 个解一定是线性相关的，即存在不全为零的数 C1,C2 , …， C出 ，使得

Ct (X1 (t) - X叶2 (t)) + c2 (xz (t) - x叶2 (t))+ …+ Cn-1-1 (x叶1 (t) - X叶2(t)) ==0, 

即 c心l (t) +c江z (t) +…＋ c叶心叶1 (t) - (c1 +c2+ … +c叶1)x叶2 (t) = 0. 

所以这 n+2 个解是线性相关的，即证明了最多有 n+l 个线性无关的解．

习题 4.2

1. 证明命题 1 和命题 2.

证明：命题 1 的证明如下：

已知 X = z(t) =<p(t) + i少(t) 是齐次线性微分方程的复值解，则有

dz z'(t)= 忑= <p, （ t) ＋吵(t),:l'(t) = <p”(t) + i舫'(t) ，…心 (t) ＝沪 (t) + i产 (t).

因为如） ＝ <p(t) + i少(t) 是齐次方程的解，于是

砍')(t) +a1 (t)z丘1) (t) +… +a亡召(t) +a,. (t)z(t) 圭 o,

即［产 (t) +a1 (t)<p己）（t） 十…十 a,. (t)qi.t) J + i［扩（t) + a1 (t)扩忙1) (t) ＋…十a,. (t)弘t)］圭 0.

所以 <p(n) (t) + a 1 (t)中丘1) (t) +...+a,. (t)<p(t)= 0' (l) 

少(n) (t) + a 1 (t)少忙ll (t) + ••• + a,. (t)叭t) = o, ® 
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从而有

（沪 (t) 三产 (t))+a1(t) （中(,r-l) (t)'- i少丘1) (t))+ …+an (t) (q;(t) - i叭t)) = 0. @ 

(D,(g）怠）式即证明了 z(t) 的实部<p(t) ，虚部叭t) 和共枙复值函数跃t) 均是齐次方程的解．

命题 2 的证明如下：

由于 X = U(t) + iV(t) ，则

x'= U'(t) + iV'(t),:i!'= r.f'(t) + iV'<t) ,…,x(n) = U(n)(t)+iV”)(t). 

于是由 X = U(t) + iV(t) 是方程

d石扩lX
~ + a1 (t) ~ +… dx 
dt" 缸l

+a,,_1 (t) 一
dt 

+an(t)x = u(t) ＋切(t)

的复值解，得到

［擘＋a1(t) 芦＋…＋a,.(t)勹＋ 1[擘＋a1 (t) 空＋···+a,.(t)V]圭 u(t) + iv(t). 

由于两个复数相等的条件是实部与虚部分别相等，于是有

守U d..-lu 
扩
~ +a1 (t) ~ + ••· +a,.(t)U = u(t), 

缸l

d“V d..-1V 
和一一十a1 (t) ——-+… +a,. (t)V = v(t), 
扩缸l

这就证明了这个解的实部 U(t) 和虚部 V(t) 分别是方程

d九x d,.....l X ' '/., dx ... 
扩

+a1 (t) 
缸l

+···+a,.....l (t) 
dt 

+ a,. (t)x = u(t), 

和总＋a1 (t) 店气＋...＋ ai,--1 (t) 璧＋a,, (t)x = v(t) 

(3) x<5> - 4xll'I = O; 
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(5) /'- a2 s = t + 1 ; 

(7) x(4) -2x“十x= 户一 3;

(9).i“十x'-2x = 8sin 2t; 

(11) /'+ 2as'+ a2 s = e1; 

(13) :1'- 2x'+ 3x = e-,cos ts 

Cl 5) :1'- 4x'+ 4x = e1 + e21 + 1 ; 

(17) :1'- 2x'+ 2x = te1cos t; 

(19) x“ 十 1 x =. . 3, 
SIn t 

(2) x"'- 3ax11 + 3a五'-a3 x = O; 

(4).i“十x'+x = O; 

(6) x"'- 4.x''+ Sx'- 2x = 2t + 3; 

(8) x111-x =cost; 

(10) :t胄— x = et; 

(12).x''+ 6x'+ Sx = e气

(14) x“十x= sin t - cos 2t; 

(16) x“十 9x = tsin 3t; 

(18).x''+ 2x'+ 5x = 4e- , + 17sin 2t; 

(20) :i“十x=l 1 . 
sm t 

解：（1）微分方程的特征方程为入4-5入2+4=0，有根入1=2，入2 =-2山＝ 1 ，入(=-1.

故方程的通解为 x = c1e2t +c2e- 2t +c过十C4 e飞其中 C1,Cz, C3, C4 为任意常数

(2) 微分方程的特征方程为入3 ＿浊店＋3a2入一a3 = 0，它有三重根入＝ a，因此方程的通解为x=, 
.
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二二二二二二二二二二＝．，．
c1e"'+c2记＋C3 t2 e"' ，其中 C1 心心为任意常数．

(3) 微分方程的特征方程为入s_4入3=0，它有根入1,2,3 = 0 ，入4 = 2 ，入5 =-2. 

因此方程的通解为 X = C1 e2'+ Cz e一21 + .c3t2 +c4t+cs ，其中 C1 心心心心为任意常数．

(4) 微分方程的特征方程入2 十入十l=O 有复根入1 =
-1＋欢i

，入2=
－ 1-次i

2 2. 

故通解为 x=
士屈 4 屈C1 eZ1COS ~t + Cz ez'sin~ 

2 2 
t ，其中 C1,C2 为任意常数

(5) 对应齐次微分方程的特征方程入2-a2 =0 有根入1 =a心＝－a.

当 a"# 0 时，齐次线性微分方程的通解为 S = C1e“ 十 C2e一气

设方程有特解 s = A+Bt，代入原方程解得A=B=
1 

＿勹，故方程的通解为
a 

s = clg +c2e飞－沪＋ 1）． 图

当 a=O 时，原方程可化为/'= t+ 1，对方程积分两次，即得 s 1 = c1 +czt十一t2
6 

(t+3) ，其中 C1, 引

o 为任意常数

屠；

(6) 对应齐次方程的特征方程为
i 

入3 _从2 +5入一 2 = 0. 

解得特征根为入1= 入2 = 1山＝ 2．故齐次线性微分方程的通解为

x=c过十 C2记＋C3e2t • 

又因为入＝ 0不是特征根，故可以取特解形如王＝ A+Bt，代入原方程解得A =-4,B =-1，所

以原方程的通解为 x=c过十c2te1 + C3e“ 一 t-4，其中 C1 心心为任意常数．

(7) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入4-2入2+1=0，即得特征根为小＝入2 = 1 山＝入4

=-1．故齐次线性微分方程的通解为 X = C1 e' 十 Czte'+c3e-t +c4te气

取特解形如元＝ At2 +Bt 十 C，代入原方程解得A = 1,B = O,C = 1. 

于是原方程的通解为 X = C1e' 十 c2 te1 +c3矿＋ c,te-, ＋ i'- + 1 ，其中 c口C2,C3,C4 为任意常数

(8) 对应齐次方程的特征方程为入3-l = O，解得特征根为

入1 = － 11戎凇＝ － 1／凶＝ 1.

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e寸'cos"4t+ + 戎
2 

c2e2tsin7t 
2 +c过．

1 取特解形如王＝ Acos t + Bsin t，代入原方程解得A =- -1-,B =－上2 2. 

故原方程的通解为

士 及 _j_t ．戎 l 
x = c1ez' cos 2t+c2ez'sin 2t+ c过一t (cos t + sin t), 

其中 C1 心心为任意常数．

(9) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入2 十入－2=0，有根入1 =-2 ，入2 = 1. 
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i—— 

-.lt 戎． 上戎 1 
X = C1 e- °"tt COS 一－t + c2 e-ii sin !.;f-t + c过十一te1,2 2 3 
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故齐次线性微分方程的通解为 x=c过十cze一2t • 

2 因为士2i不是特征根，则取特解形如元＝Acos 2t+ Bsin 2t，代人原方程解得A=－－，B=－－
6 

5 5. 

故方程的通解为 X = C1e' 十 c2e-2t 2 6 
5 

－一cos Zt- 7sin 2t，其中 C1 心为任意常数5 

(10) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入3-1=0，它有根入1=
－ 1+戎i-1－欢i

2 心＝ 2' 

入3 = 1. 

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e-
.1.t 瓦上c1 e rcos 一t

屈
2 

+c2e-z'sin 一t
2 +c过．

由于入 ＝ 1 是特征方程的根，故方程有形如无＝ Ate1 的特解，代入原方程解得A= —．于是原方3 

程的通解为

其中 C1 , Cz, C3 为任意常数．

(11) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入2 + 2a). + a2 = 0 ，有 2 重根入＝－a.

当 a=-l 时，齐次线性微分方程的通解为 s=c过十c2te1,). = 1 是特征方程的 2重根，故方程有

形如 s= At飞的特解，代人原方程解得A ＝一．2 

千是方程的通解为 S = C1 e: 十 C2tef + 一tZet • 
2 

当 a#- l 时，齐次线性微分方程的通解为 S = C1e飞＋cite- ，入 ＝ 1 不是特征方程的根，故方程

有形如 5= Aet 的特解，代入原方程解得A=~．故方程的通解为 s = c1e- +cite-+ (a + 1) 

(a+D2 也其中 C1 心为任意常数

(12) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入2+ 6入 十5=0，它有根入1 =-1心＝－ 5.

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e-t +cze一5t.

由于入 ＝ 2 不是特征方程的根，故方程有形如无＝ Ae” 的特解，代入原方程解得A ＝点．于是方

程的通解为 x=c]矿＋ c2e-s1 + 页产，其中 C1,C2 为任意常数．

(13) 对应齐次线性微分方程的特征方程为X-2入＋3=0，即得特征根为入1=1+我．i心＝ 1－

屈i.

故齐次线性微分方程的通解为 x=c过cos我t+c过sin戎t.

由于 一 1 士 i不是特征方程的根，取特解形如王＝ （Acos t + Bsin t)e飞代人原方程解得A ＝春，

4 B =－一．故原方程的通解为41 
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X = C1~COS 扣＋c过sin 扣＋（寺OS t－吉sin t) 矿，

其中 C1,C2 为任意常数

(14) 对应齐次方程的特征方程为入2 +1=0，即特征根入1 = i心＝－L故齐次线性方程的通解为

X = C1 COS t + <;2 sin t. 

O 对千方程 x“十x = sin t，取特解形如元＝ t(Acos t + Bsin t) ，代人原方程解得A=-上,B=
2 

0，故歹＝－一tcos t. 
2 

＠对于方程 x“十x=-cos 2t，取特解形如元＝Acos 2t + Bsin 2t，代入原方程解得A= 上,B=
3 

0，故元＝ --cos 2t. 
3 

故原方程的通解为 x=
1 c1 cos t + c2 sin t －一tcos t+ . 1 
2 3 +cos 2t，其中 C1 心 为任意常数．

(15) 对应的齐次方程的特征方程为入2_4入＋4=0，即得特征根为入1 =.l.2 = 2. 

O 对于方程 :x!'-4x'+4x = e勹可设其特解形如无＝ Ae勹代人方程则得到A=l，即方程 :x!'-

4x'+4x = e' 的一个特解为元＝ e' .

＠对于方程工”-4x'+4x=e气可设其特解形如元＝ Bt2e2t ，代入方程则得到 B= －，即方程x'，
2 

玉'+4x = e2' 有一特解为无＝令心．

＠对于方程:x!'-4x'+4x = 1，可设其特解形如元＝ C，代人方程则得到C＝十，即方程x”-4x'

+4x= 1 有一特解为元＝一．4 

所以，原方程的通解为 x = (c1 +c2t)e2t +e' +..J 廿铲十
2 4 ，其中 C1,Cz 为任意常数

(16) 对应线性齐次方程的特征方程为入2+9=0，即得特征根为小＝ 3i,.l.2 =-3i. 

设方程的一个特解为元＝ t[(At + B) cos 3t + (F.t + F) sin 3小代人方程，得到

A =－奇F= 点B = E= O. 

即方程的一个特解为王＝－上产 1 
12 cos 3t + ~ tsin 3t. 

36 

于是方程的通解为 x = c1 cos 3t + c2 sin 3t - A 12t2 cos 3t＋森tsin 3t，其中 C1, Cz 是任意常数

(17) 对应齐次方程的特征方程为入2 ＿纵＋2=0，即得特征根为入1=1＋心＝ 1-i，先求方程 [
x” - 2x'+2x=te(1七）t 的特解．

设其特解为 王 ＝ t(At + B)e0七）勹将它代入方程并消去因子 e(l十叭得到A =--½-,B= 上4,~ - 4' 

于是方程 :i!'- 2x'+ 2x = te0七）t 的一个特解为元＝－t（户十 ti)e(1七）t ．
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臣：一一一一一一一一一一—
1 分出它的实部 Re位｝ ＝一（t2 sin t+ tcos t)e' ，根据命题 2 可知其为原方程的一个特解．4 

千是，原方程的通解为 x= （ 十 . ) t 
1 c1cos t+c2sin t)e'+ 
4 
一te'(cost+ tsin t) ，其中 C1, C2 为任意常数．

(18) 对应齐次方程的特征方程为入2 +2入＋5=0，即得特征根为入l =-1+2i，入2 =-l-2i. 

0 首先求方程x'+ 2x'+ 5x = 4e-t 的一个特解．

设其特解为 xi =Ae飞代入方程则得A=l，即方程x'+2x'+5x= 4矿的一个特解为X1 =e气

＠再求方程 x'+ 2x'+ 5x = 17 sin 2t 的一个特解．

设其特解为 x2 = Bcos 2t + Dsin 2t，代入方程求得 B =-4,D = 1. 

即方程 x'+ 2x'+ 5x = 17sin 2t 的一个特解为x2 =-4cos 2t + sin 2t. 

所以，原方程的通解为 x ＝矿（c1cos2t十 c2 sin 2t) + e1 - 4oos 2t + sin 2t，其中 Q 心为任意常数

(19) 对应齐次方程的特征方程为入2+1=0，即得特征根为入l = i,).2 =- i. 

现用常数变易法求已知方程形如 x1 = c1 (t)cos t+c2(t)sin t 的一个特解．

可得关于 c勹 (t) ，占 (t) 的方程组

{cost· C勹 (t) + sin t · 占 (t) = 0, 

- sin t • c勹 (t) + cos t • c'2 (t) 
1 

= 
sin叮

解得
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千是所求的通解为 X = C1 COS t + C2 si = c1 cos t + c2 sin t+ —— 2sin t 
，其中 c1 心为任意常数．

(20) 由于 x“十x=O 的通解为 X = C1 cos t + C2 sin t，现利用常数变易法，求已知方程形如 X1 = 

c1 (t)cos t + c2 (t) sin t 的一个特解，可得关于 c勹 (t) ，占 (t) 的方程组

{COS t • C勹 (t) + sin t • C勹 (t) = 0, 

- sin t • c勹 (t) + COS t • C勹 (t) = 1 - -sm t 

解得

｛ c勹 (t) = 1 - sin t, 

c勹 (t) = cos t - cot t, 

积分得

{q(t) = t+cost+cl, 

c2(t) = sin t- ln I sin t l+cz. 
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故原方程的通解为

x = c1 cos t + c2 sin t + 1 + tcos t - sin t • ln I sin t I, 
这里 Ct,C2 为任意常数

3. 设 rp(t) 是方程 :1'+ k2 X = f(t) 的解，其中 k 为常数，函数 f(t) 于 O~t<+oo 上连续，试证：

(1) 当 k #- O 时，能够选择常数 C1,C2 的值，使得

砂＝ C1COS 比十立sin 比＋+J: sin Ht- s) • f(s)ds 
k k o 

(2) 当 k=O 时，；贮~'．

X = C1 + C2°t + j _ (i 

(0~ t<+oo); 

(O~t<+=), 

运用常数变易法，设 x(t) = c1 (t)cos kt 十 c2 (t)sin kt．可得

｛孔 (t)coskt 十 c'2(t)sinkt =0, 

一妘'l (t)sin kt 十 kt:12 (t)cos kt =氏）．

解出 c'i (t),c'2 (t) 后积分得

{C! （t) ＝叶］：Sln ks • f(s)ds 十 Yl,

C2 (t) =上J:cos ks • f(s)ds+万
k Jo 

即非齐次线性微分方程的通解为

1 t x(t) ＝沁0Skt五sin kt ＋飞J: (- cos kt • sin ks 十 sin kt• cos ks)f(s)ds 

= r1cos kt五sin kt ＋上J: sin k(t - s) • f(s)ds. 
k Jo 

若令 11 = C五＝立，则得
k 

中(t) = C1 COS kt ＋兮Sinkt＋杜sin k<t- s) • f(s)ds(O ~ t <+ oo). 

(2) 当 k=O 时，齐次方程有通解 x(t) =CJ + Czt. 

同样运用常数变易法，设非齐次方程:/'= f(t) 的一个特解为

无＝ C1 (t) + C2 (t) • t, 

代人方程，则得关于 c勹 (t) 和 c'2 (t) 的方程组

｛凸（t) + tc '2(t) = 0, 

占 (t) = J(t)' 

解得

『c勹 (t) = - tf(t),c1 (t) =- j:寸(s)心，c12(t) = J(t),c2(t) = J:J(s)ds, 
。
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所以原方程的通解为

x(t) = c1 +c2t-f；寸（s)ds+ t『 f(s)心
。

= C1 +c2t+『（t- s)f(s油(O~t<+oo),
。

` ' 

入3 =-3. 

所以齐次方程的通解为 X = C1 +c2e屯＋ C3e-3t .

因为仰 (t) ，仰 (t) 是非齐次方程的两个解，知 <pt (t) －仰 (t) 是对应齐次方程的解，也就是说存

在适当的常数 C1,Cz, C3 ，使得

伶 (t) －仰 (t) =Ct+ Cz产＋ C3 e一3t • 

从而lirn耘 (t) －仰 (t)] = li~[c1 + C2产＋C3 e一3t ] =Ct . 
t...00 t·-OO 

故lim[ （t) －仰 (t)] 存在．
t roo 

仵

也S. 形式为 x' 十a1f
缸

I 立竺＋··• +a..-1x 少
缸1d.x

+a..y = 0 的方程称为欧拉方程，这里 a1,a2 , ．．．心

为常数引进自变量的变换 x ＝ <!,t = In x,可将之化为常系数线性方程，试证明之，并求解方程
(1) t2 x＂十 tx'-x = O; (2) t:2~'-4tx＇十 6x = t. 

程方拉欧对
一
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忱
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＂

勹皂＋alx,r-1 店＋…＋Q.,r--1 X 忠＋a,,y = o, 

引人自变量变换，令 x ＝己则 t = ln x，则有

山＝山．生 ＝ e一t 尘
clx dt clx dt' 

归＝ e一心（e一卷）＝ e一2t （归－鉴），
假设对自然数 K-1,

炉＝ e于）， （沪＋｀臼＋…＋<XJt-2 鉴），
则有

皂＝ e飞[e－（七l)t （炉＋｀臼＋…＋a仁2 贵）］

=e士（但＋/31 炉＋...+~1 赉）·

e 

@ 

其中阳阳...心－1 为常数．

由数学归纳法可知，＠式对任意自然数 K 成立．
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千是对任意自然数 K 有

勹窑＝归＋叮卢＋…＋~l 鉴．
将上述关系式代入方程0，则得到常系数齐次线性微分方程

竖＋bl 萨＋... +b已鉴＋bny = 0. 

其中 bl ，妇…心为常数

(1) 设 x ＝户，代人方程，得到关于 K 的方程k (k - 1) + k - l = 0，即 k2 -1 = 0. 

因此 k1 = 1 ，如＝-1，从而方程的通解为 X = C1t+c2-:-，其中 C1,Cz 为任意常数

(2) 先求方程 t五'' - 4丘＋ 6x = 0 的通解，设x ＝几代人方程则得到关于 K 的方程k(k-1)

-4k+6 = O. 即（k-2)Ck-3) = O ，因此 k1 = 2，如＝ 3.

故方程户.f'- 4tx'+ 6x = 0 的通解为 X = C1 t2 + C2t气

故利用常数变易法，求已知方程形如 X1 = C1 (t) • t7- 十 Cz (t) • t3 的一个特解，可得关于 c勹 (t) ， 斋？料

c勹 (t) 的方程组

｛礼(t)+t%＇2(t) ＝ 0, 

2tc勹 (t) + 3t气'2 (t) = ~, 1 
t 

解得

『(t) ＝－}, 

占 (t) =-¼' 
积分得 C1(t) = -:-+ 

1 
Ct,C2 (t) 

1 
=--A +c2 ，故方程的通解为 X = Ct t2 + Cz t3 + --;:;- t. 3 I 1 
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习题 4.3

1. 求解下列方程：

(1)x“ ＝ 亡（这里 x' ＝ 靡，x" ＝ 髻，以下同）；

(2) 立”－ (x')2 + (x')3 = O; 

(3).i“十卢(x')2 = O; 

(4).i“十 ✓~=O;

• 157 • 



(5) ax"+ [l + (x')嘈＝ 0（常数 a#- 0); 

(6) :1' l' --x 
t 

+ (x')2 = 0（提示：方程两端除以 x').

1 解：（1）方程不显含 t,x，令 y=x'，则方程变形为 y' ＝－，分离变量得
2y 

尘 l.l.=— ,2ydy = dt,y2 = t+c1,y ＝士（t+c1)t.dt 2y 

于是 x'= y ＝士（t+c1汁，积分得
t 

x_+c2 ＝士 J: (s+c过 ds ＝士和＋c且，
。

即 9(x+c2)2 = 4(t+c1凡

从而方程的解为 9(x+cz)2 = 4(t+c1凡其中 C1,c2 为任意常数

少 2 (2) 方程不显含 t，令 y=x'，则方程变形为 xy t-y2+y3 = 0，得到 y=O 或少＝工二Ldx x' 

积分后得一L ＝丘（c*O) ，即 y=~王－，从而 x' ＝二王＿
1-y 1+cx 1+已

1 
积分得 x+~ln Ix I= t+cz. 

C 

即方程有解 x+ciln Ix I= t+c2. 

当 y=O 时得 x'= 0，故 X = C. 

综上，方程的解为 x+ciln Ix I= t+c2 或 x =c，其中 C1,C2, C 是任意常数

(3) 方程不显含 t，令 y=x'，则方程可化为 y心 2
扛 1 ; 0. 

解得y=O或心＝』L
d兀 x-1.

0 当 y=O 时，即 x'= 0，得到 X = C,C 为任意常数．

＠当少＝乌L 且y#-0时，积分可得y= C1 (x-1)飞即 x'= C1 (x-1)2 ，再次积分得一一－＝d.x x-1 x-1 

C1t+ Cz ，即（.:t-l)(c1t+c2) = 1. 

注意到当取 c1 = 0 时y=O，所以第＠种情况包括第0种情况．因此，原方程的解为(x-l)(c1t

+c2) = 1 ，其中 cl,c2 为任意常数．

(4) 方程不显含 t,x，令 y=x' ，则方程化为 y岱＋迈＝歹＝ o.

当 y ＃士 1 时，方程又可以变形为一义杻＿ ＝－ dx，积分后得到JF二了＝ x+c,
J 

即JF二产＝ x+c，故 x' ＝士 ✓1- （x+c)2 ，再次积分得

CD 当 x'= ✓1- （x＋矿时，X = sin(t + C1) + C2 ; 

l

、

＠当 x'=- ✓1-(x+c)2 时，x = cos(t+c1) +c汇

当 y ＝土 1 时，x' ＝士 1，从而 x ＝士 t+c.

综上所述，原方程的解为 x = sin(t+c1) +c2 或 x = cos(t+ci ) +c2 ，以及 x ＝士t+c，其中 C1,
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_ 

Cz,c 为任意常数

(5) 方程不显含 t,x.

令 y=x/，则方程可化为 ay 心 3 
d兀
+（1+y2)歹 =O，即 aydy

(1 + y2)3/2 

积分后得 a(1+y牙令＝ x+c1 ，从而有

x'= Y=士《(:勹-1'
积分后可得

✓a2 -(x+c1)2 ＝士（t+C2), 

即(x+c1)2 + (t+c2)2 = a2 ，其中 C1,C2 为任意常数．

“ 

=-dx. 

(6) 当 x'=I= 0 时，方程两边同除以 x'，则得到乌－－1 
x 气＝ 0，即

t 

d Cln I x'I- In I t I 十 x) = O, 

积分可得 In I 于 l+x = c1 ，解出 x' ，则有 x'= t(e-:r+c1 ），再次积分可得 e工 ＝的 (f)+c汇

由于 C1 心为任意常数，所以可以写为 e工 ＝ c勹 (t2 +c勹）．

当 x' = 0 时，即得 x=c，显然它也是原方程的解

综上，方程的解为 e! = c'1 (t2 1 +c 2) 或 x=c.

2．用幕级数解法求解下列方程：

(1) x＂十tx'+ x = O,x(O) = O,x'(0) = 1; 

(2) (1- t):i“十 X = O; 

(3).i"－丘－x= 0. 

解：（1) 由于方程中 p(t) = t,q(t) = 1 ，故存在幕级数解．

设 x=a。 +a1t+a2t2十…＋a＂t“ 十…是方程的解，利用初值条件，可以得到砌＝ O,a1 = 1 ，因而

x = t+a2t2 +a3t3 +… +a,,t“ 十…，

x'= I+ Zazt+ 3a3t2 十…＋匹尸＋…，

:i!'= 2a2 + 3 • 2a3 t +… +n • (n -1)awt"一2 + ·... 

将 x,x',.i" 的表达式代人原方程，比较同次幕系数，可得

1 1 
a2 ~ O,a3=－了 'a4 = O,as =百 ＇ ...,an=－三，…，

n 

因而，a5 = O,a1 = (- 1)3 • f-:了扫古 'a8 = 0, …, 

最后得到 a及 ＝ O,a幻1 = （— 1)•. 1 
1 • 3 • 5…(2k + 1) 

于是原方程有幕级数解

对一切正整数 K 成立．

t3'ts t1 
x = t 一w+了一 1· 3 • 5 • 7+ …+ （一 l)n • 

户叶l

1 • 3 • 5 • 7…(2n + 1) 
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(2) 方程可化为 x“十一~=O，因 tp(t) = 0，切（t) 户
＝一一，故存在幕级数解．l-t 1-t 

设x=a。 +a1t+az廿＋a3t3+ …＋antn+ …是方程的解，则

x'= a1 + 2azt + 3a3f 十••• +m,.trr-l+ …, 

~, = 2az + 3 • 2a3 t +…+ n(n- 1)a"t广2 +…. 
将 x,x' ， x" 的表达式代入原方程，比较同次幕系数，可得

2az +a。 =0,3 _• 2a3 - 2az +a1 = O, 

k(k- l)a,, - (k- l)(k- 2)a仁1 +a,,_z = O,k > 3. 

本方程的解应该为通解，为此，需要找到两个线性无关的解．

设 X1(t) 和 x2 (t) 是满足初值条件 x1 (0) = O,x'i (0) = 1,xz (0) = 1,x'z(O) = 0 的两个解

对于 X1 (t) ，显然有知＝ O,a1 = 1 ，代入 O 式，可得

-1 -1 -
a2 = O·,a3 = 2 心＝－－=,a5 = -5,.. 

1 • 2 • 3,-• 3 • 4 1 • 2 • 3 • 4,-a 1 • 2 • 3 • 4 • 5 

a.,= 
(n -1) (n- 2)a,....1 - a..-2 

n(n - 1) 

也就是 X1 (t) 
t3 

=t 2 A __ 5 45 _ 18 ~6 - -- - -- t -一t -— t - • • ·, 3! 4! 5! 6! 

对于 x2(t) ，显然有 a。 =l.a1 = 0，代入 0 式可得

` 

e 

1 -1 -1 
a2 =-— ,a3 = ~, a4 = ~, • · ·, 

2 1 • 2 • 3 1 • 2 • 3 • 4 

a,, = 
(n-1) (n- Z)a..-1 -a..--2 

n(n - 1) 

也就是 X2 (t) = 1 —一户－－t3 ＿上t4 -… 
2 ! 3 ! 4 ! 

，所以方程的通解为

x=c心1 (t) + C江2 (t) 

= C1 (t-吉t3 一看t4 -奇ts -甘t6 -…)+c2 (1 －吉t2 -吉t3 －古t4.- …)．

(3) 由千 p(t) =- t,q(t) =- 1，故存在幕级数解．

设 x = ao +a1t+…＋a,,t" 十…是方程的幕级数解，将 x,x',.i" 的表达式代入方程，比较同次幕

系数，可得

2a2 -a。 =0,6a3 — Za1 = O,k(k - Da1 - (k-1)生2 = O,k > 3. 

即 a2 ＝夸心＝譬心＝节且k>3.

设初值条件 x(O) ＝ ao = c1,x'(O) = a1 = c2 ，有

C1 _ _ Cz -- C1 _ ~ Cz 
a。 =c1.a1 = c2.a2 = 7,aa =— ,a4 =,,------;,as = -;:;---;:, ···, 

2 3 2 • 4 3 • 5 

C1 _ _ Cz 
a让＝ 2 ． 4…(2k) ＇a幻1 = 3 • 5…<Zk+TI',···. 

千是有幕级数解

X = Ct (1叶＋卢＋卢卢＋…）五（t+辛＋卢＋豆卢＋…）
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3. 求解贝塞尔方程

归三'+(t2 叶）x = 0. 

［提示：r（令）＝丘．］

解：方程为 n ＝令的贝塞尔方程卢：“十丘＋（户一n勹x=O，有通解

y = C1]令 (t) + C2]一分 (t).

由 r（令）＝；；及 sint= ~ d石辈，产一）可得
00 

Jt(t) = t （一 1)k 巳）
让

仁0 k!r（申＋K ＋ 1) 2 2 

＝了2 (-1)k.TK 产
记~ k ! • 1 • 3 • 5.. • (2k + 1) 

=J"!sint. 
穴t

同样，由 r(－令）＝ r(今）＝抎及 cost= t 污哥产可得
/c= O 

臼(t)=3 ur(1(－』k丑）什）生令 ｀＄m·勹擘．言KK-1)产

=J!cos t. 
穴t

所以此贝塞尔方程的通解为

X = C1]令 (t) ＋社－令 (t) ＝石Cc1 sin t+czcos t), 

其中 C1,C2 为任意常数

4. 一个物体在大气中降落，初速度为零，空气阻力与速度的平方成正比例，求该物体的运动规律．

解：以 m,x分别表示物体的质量和降落的距离，则物体的下降速度为 x'，加速度为 x"，按牛顿第二定

律，物体降落时的运动方程可写为

mx" = mg - k(x' ) 2,x (O) = O,x' (0) = O, 

其中 g 为重力加速度，k>O 为比例常数．

若令 v=x'，则方程可化为加'=mg — 压，记 a=《平，b ＝《尸，积分求解

mgm产妇2 =K(a产＼ ＝ dt，品ln尸贮妇卢l = t+c. 

即仁芦＝心，v = a(ce迈 ＿ 1) 
a -v 1 +ce饭·

利用初值条件 v(0) = x'(0) = 0 得 c=l，即有 x'
a(e2ht -1) 

=v= 
l+e迈·

1 + e21:t 积分得x= 上In——-+c.b 2e” 
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再利用初值条件 x(O) = 0 得 c=O，从而该物体的运动规律为

x=yln亨气ln[ch（汽门］．
s. 试证：对于二阶齐次线性微分方程

泸＋ p(t)x'+ q(t)x = O, 

其中 p(t),q(t) 为连续函数，

(1) 若 p(t) 兰一 tq(t) ，则 x=t是方程的解；

(2) 若存在常数 m使得m2 +mp(t) +q(t）至 0，则方程有解 x= 它t;

若 X1 (t),Xz (t) 是方程的两个线性天

定，且 X1 (t),X2 (t) 没有共同的零点．

兑 证明：（1) 当 p(t) =-tq(t) 时，方程可化为 x"－叭t)x'+ q(t)x = 0，将 x=t代入方程得

:/ x"－叭t)x'+ q(t)x = 0－叭t) + q(t)t == o, 
讫
及 即 x=t是方程的解
欢

气 (2) 将 x= 产代入方程得

才 x'+ p(t)x'+q(t)x = m2emt +mp(t)产＋q(t)emt = em'[m2 +mp(t) +q(t)] = o, 
故 x ＝产是方程的解

(3) 由于 X1 (t),Xz (t) 是方程的两个线性无关的解，故 W[x1,x2] #- 0 且

｛式 (t) ＋ p(t)小 (t) ＋ q(t压 (t) = 0, 

式 (t) + p(t)文勹 (t) + q(t压 (t) = 0. 

上述方程组是关于 p(t) tq(t) 的二元一次代数方程组，由克莱姆法则得: : 一二：: I = 1 :: : x/I 2 

式工1 | W［立，工2] · 

得

．
可
0
式
公

__ L
尸
解

2
t

通的程

+ 1 （

、

方

十
次

,
x
齐

）
阶
1

一t

二

＋
由
. 

1 (te 2 ___ IIXXi 
为
解
化
特
可
有
程
知
方
易
.. 解

勹
＇

r，
厂
，
o
，
＇

S
,，5.，
，
召
竹
．
．
，
社
．
．
古

4尸
、

5
``

，
三
．

J
§

r 

[～}
＄·

P
·
·

5

，
归
归
～
／
立
佩

p(t) = I 二：：：：： I=立
x}I Xl IW[xl,x2] 

,q(t) = 

, 
X 2 X2 

, 
X 2 X2 

、
｀

` 

` 

即方程的系数 p(t),q(t) 由 X1 (t),X2 (t) 唯一确定．

若存在 X1,X2 的共同零点 i，即 XJ (t) = X2 (t) = 0 ，则 W[x1 (t),x玉）］＝ 0．这与 X1,Xz 线性无

关矛盾故 X1 (t),X2 (t) 没有共同的笭点．

x = x1 (c1 +cI扣Jp(t)dtdt) = et [ C1 + cf e一心（叶）dtdt] 

= et (c1 +cf压） = et Cc1 ＋矿）．

所以所求的通解为 X ~ ff (c1 + C2t3) ，其中 C1,c2 为任意常数．

7. 假设 <p(t, C1, Cz , …， Cn-Je) 是方程 F(t,y,y',...,y<n-1e)) = O 的通解，而函数叭t, Ct, C2, … ,Cn) 是 x(K)

= cp(t, c1,cz , …， C,,-k) 的通解，试证叭t, Ct, Cz, …， Cn) 就是方程 F(t,x<"),x（片1), … ,x(n)) = 0(1 ¾ 
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k :s;;; n) 的通解，这里 cl,C2, …心士，…心为任意常数．

证明：因为叭t, Ct, C2,… ,C,.-1,,) 是方程 F(t,y,y' ，…，y丘k)) = 0 的通解，所以有 F(t,<p,<p, ···'砍寸））

圭 0，且 C1, Cz, … ,c,,.....,. 是彼此独立的常数

而函数叭t, Ct, C2,… ,Cn) 是砂＝叭t,c1,c2, …，c亡＂）的通解，即

护 (t, C1 t C2, … ,Cn) == <p(t,C1,C2, …,c,,_....). 

于是

沪l,C2,…，Cn) 圭 J-·-Jrp(t,c1,c2, …， C..-A:)dt… dt 十 c,,_叶1尸＋CJt-#2尸＋ ... +en' 

其中 C..-+1-1 心--H-2, …， c” 是彼此独立的常数．

将 X = ¢(t,C1,c2,…，c”) 代入 F(t,xm ，工（叶1), …，x<n)) = 0 中有

F(t，少（It) ，护四，…，产）圭 F(t,<p，吐…，中(n-k)) == Q' 

即弘t,Ct,cz,… ,Cn) 是该方程的解，且因 C1, Cz,…心－It 彼此独立，即有

立．．．配
ac1 ac,,_. 

迎
a
c
l

. . . 
三

ac1 

立
ac已

于是

. . . 
挫

OC1 

钮竺
Jc1 
. . . 
仁

ac1 

过
如

. . . 
三
ac亡＊

立
ac亢

. . . 
三

ac1 

罕
Jc1 

. . 
仁

OC1 

. . . 
挫
acn--i 

罕
ac..-.. 

. . . 
钮
ac广＊

竺
ac,r-K 

. . . 
仁

ac,,_1,, 

迎
a
c
l

= (-lr . . . 
a (n-卜1)p 

OC1 

: 
亡
ac广＊

鸟
3c广叶1

. . . 
挫
3c,,....叶1

竿
ac,,_叶1

. . . 
仁
ac,.....叶l

t lt-1 

(k-1) ! 

。

。

茫

a<p忙It-1)

ae,r-* 

. 
a<p丘仁l)

ilc1 

笠
. . . 
挫

a” 
罕
ac" 

. . 
三

acn 

l 

。

。

。

. .. . 
(k-1) ! 

户l

妇
a
C
l

其中 m = 1 +2+ …+k + (n-k+ 1) + … + n. 

旦
dCn-k 

; 
a (,r-lt--1) 
中
ac,,.....,, 

, 。
# 

1:·0 

#- o, 

屯｀ 3 
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` ·_ 1 1. .. ..... . .. . . ... . ... .. ...} 

组程方定给
1 

惩
荔
．
合
石
怂
人
芯
又
扫
饶
，
东
旁
勺
贸
｀
考
器
泳
哎
哆
步
为
，
约
．
飞
“
众
兑
佟
占
玄
｀
七

'
r又

即常数C1,Cz, …，C..-1,,'••, C" 彼此独立，所以叭t,C1, ．．．心）是方程 F(t,x(k) ,x由1) , …，x<n)) = 0 

的通解．

`

.
、

第五章 线性微分方程组

习题 5.1

、

x'= [~ 1 ~]x,x = [::]. 

(1) 试验证 u(t) = [_cos:ntt],v(t) =［二 tt]分别是方程组（*)的满足初值条件 u(O) = [:], 

(*) 

`
．
\
＇
｀
.
，
女
守
皂
节
沁
飞
飞
＄
详
怎
心
夕
；
＇
勹
负
涅
气
冷
茫
'

$
·
,
＇

5
)，
沁
，
关
，
菩
活
心
令
叱
名
、
令
才.

I
A
．
尸
“
如
鬟
繇
露
匿
貂
院
了
歹
坎
肆
笠
霖
芦

叭0) ＝勹］的解．

(2) 试配丘（t) = c1u(t) +c2 v(t) 是方程组(*)的满足初值条件 w(O) ＝勹］的解，其中 C1 ,C2

是任意常数

解：（1) u(O) = [~:二］＝ [:], 

心）＝［二心 [_01 汇］［＿COs:：上 [_01
1 
0]u(t) . 

又由 V (0) ＝ ［二°0] ＝［]，

心） ＝ ［＿CO二］＝ [_0l ;]［二tt]= [_01 

因此，u(t) = [~:二］ ,V (t) =［二 tt]分别是方程组（＊）的满足初值条件 u(O) = [~],v (0) 

~]v (t), 

= [:］的解
11 ro 

(2) w(O) = c1.u(O) + c2 叭0) = C1[。]心］＝ [::], 

w'(t) = c1u'(t) + c2 v'(t) = c1 ［二 SCOm:t]＋ c2 [＿cos:ntt]

= ［- clsmt+c2 COS千°
- cl COS t - osm t [_ 1 

= [~1 

1]［沁0S t+c2sin t ] 

0 J L- c1 sin t + Cz cos t 

1 
~]w(t). 
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因此 w(t) = C1 u(t) + C2 V (t) 是方程组（＊）的满足初值条件 w(O) =『］的解，其中 C1, C2 是任
C2 

意常数

2．将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值问题：

(1) :l'+ 2x'+ 7红＝ e飞x(l) = 7,x'(1) =- 2; 

(2) x<4> + x = te',x(O) = 1 ，工，（0) =-1,:;t'(O) = 2,x'(O) = O; 

厂“十 5y'-7x+6y = e勹
(3) ~,, . _-. __, · ~- . x(O) = 1,x'(O) = O,y(O) = O,y'(O) = 1. 

f'-2y+ 13y'-15x = cost, 

解：（ 1) 令 x1 = x,x2 = x勹得

芍，

厂｝＝ x ' =x2, 

戎＝ :i'=- 7txi - 2x2 + e飞

即亡］＝ [_°7t -12] ［勹＋ ［eo-』
又由 x1 (1) = x(l) = 7,xz (1) = x'(1) =-2，千是把原来的初值问题化成了与之等价的一阶方

程组的初值问题：

x'= [_07t -12]x+ [eo- t] ,x(l) = ［＿72] ，其中 x ＝勹］
(2) 令 X1 = X, X2 = x', X3 = X1, X4 = X气则原方程可化为

X1 = X = X2, 

Xz = X = X3, 

:tJ = z"'= X4, 

~ = -x+ tei =-xi +te勹

且 x1 (0) = x(O) = 1,xz = x'(0) =-1心 (0) = x"(O) = 2心 (0) = x"'(O) = 0. 

于是把原来的初值问题化成了与之等价的一阶方程组的初值问题：
rxl88f 

__ x 

.. 

中
为

化可

其

7
1

一
题问

1-20 
I

—

l

值

＿＿

初

0

的

认
来

I
J

原
”“J 

7 
0
0
0
d

贝

r

匕
，
＇y __ 

+ x 

0
7
叫
计

o
J
g

, 

0100Y 

__ g 

1000 

1, 
I 

-

x 

ooo 

|_

_ g 

__ 

, x 

,x 

__ 5 令、
丿

3 ( 

I I 
矶＝ x =如，

动＝:/' =- 5w4 + 7矶－ 6峦＋ e勹
I I 
如＝ Y = W4, 

且

亿 (0) = x(O) = 1, 

迈(0) = x'(0) = 0, 

如(0) = y(O) = O, 

w'4 = y'1 = 2也 － 13w4 + 1如＋cos t'L W4 (0) = y'(0) = 1' 

。

I O _0 ::』
。 1 

尸四7 0 -6 e t 。
即 w'= I w+ ,w(O) = ，其中 w=

。 0 0 。 。 l: 15 O 2 COS 1 
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雇：七 一一一一一—l11 ro 。］x,满足初值条件 x(O) =＼］的第三次近似解．

炉）＝ [:]+f:[~l

初）＝［］＋［；［＿01

07 rt r 0 

炉）＝［』+f:[~1

汇］ds= ［勹＋［庄 [t』

汇］ds＝符［一厂 [l\]; 
飞勹］ds ＝厂］＋ ［厂／ ［勹］

所以，满足初值条件 x(O) ＝[:］的第三次近似解为

炉）＝［：－一：．
1 

』x在任何不包含原点的区间三t¾b上的：］是方程组 x' = ［一。卡
基解矩阵．

卢1(t)2

一2
t

。

_ 

一

『

解：令 (l)(t) 的第一列为 q,i (t) ＝亡］，这时 q/i(t) ＝［门＝

故 'Pi (t) 是方程组的一个解．同样地，如果以 4>z (t) 表示 O(t) 第二列，我们有

-- 
组程方求
厂
—
」

法

-- 01 

近

-- 

。

逼

证

步

验

逐

试

用试
阰

解

弓
上
贮
仁
启
，
归
”
n
u
贮
归
沪
气
了
}
:
：
:
』
_

」
丫 心t) ＝ ［汇 [_0鱼

户

产(t)．
这样 Cl>l (t) 也是方程组的一个解．因此 G>(t) 是解矩阵．又因为 det4»(t) ＝－户＃ 0，故 4»(t) 是方

., 

, 

,.' 

．
云4
f

.,4 

.•

• 

.

.. 

、
"

.

"
,

. 

.. 
飞

r
.
i
·
·

,..,

·-t

' ,2 

... 

.̀ 

2
一2t

。
-- 

__ ,x 
组程 `,x＝勹］在任何不包含原点的区间 a,;;; t,;;; b 上的基解矩阵．

s. 考虑方程组

其中 A(t) 是区间 a~t~b上的连续nXn矩阵，它的元为 a;j(t)(i,j = 1,z,..,,n). 

(1) 如果Xi (t),Xz (t) ，…心 (t) 是（＊）的任意 n个解，那么它们的朗斯基行列式W[x心），工z (t)' 

… ,Xn(t)］圭 W(t) 满足下面的一阶线性微分方程W'= [au (t) +a沈 (t)+ … ＋ a,., (t) ] W. 

(2) 解上面的一阶线性微分方程，证明下页的公式：

x'= A(t)x (*) 

',. 
争；｀ ·. ·3 

• ：俨
气',,...,

欢 ．％".,. 中偷＇，心
44.,t 、f
.~.` 
` ·.:',: 
;, •. " 呻．
夕，冬

.•. .. 合．

．＾ 矗 ？＇

.`.. ' b 
,?·̀  4 、
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W(t) = W(to)或如气产..七m(，湿， to,t E [a,b]. 

I , , 
IX11 Xu X12 X1,. , X12 Xln 工11 工12 Xln 

, , , 
I X21 工22 乓片 1 立． 1 

X22 X加 工:21 X22 工:2"
解 ： W'(t) = 十…＋

x,,,, I 1 工nl
I 立.} , , 

立l X心 ... X心 x"" Xn2 x,., 

auxu +a12X21+ …+a1,.xnl a11X12 +a12X22+…+a1nxn2 a11X1n +a12X2n + ••• +a1nXm 

X21 X22 工纭

Xnl X戒 x,., 

X12 X1n 

+·.. + 

Xll 

X21 

妇Xn +…＋am立1 a“心12+ …＋ a,.,x泣

a11X11 a11X12 " 'a11X1n 

X21 Xzz 

又女1 Xn2 

工2.. I .. I X21 

+···+ 
x,.. 生Xnl a"'X戒 amXm 

整理后变为

W'(t) = (au+ … ＋生）

X22 

Xn xl2 

Xu X12 ... X1n 

X21 X22 

X22 

工乙

X2n 

a同心ln + … ＋心Xm

X1n 

X2” 

= (an+ …+a"')W(t) 

已
置n已
j
,

己
9畿
声
”
亨谱
＇俨
v
i

.J
}仁}
耐4．
仁
＇i
}
午
l

X,,1 Xn2 … x,.. I 爸!
= [an (t)+ …十 am (t)]W(t) ． 平；

浆；
酗(2) 由于 W'(t) = [au (t) + … +a,,. (t)]W(t)，即~ = [au(t)+…+a,.. (t) ]dt．两边从 h 到 ~i

径!
t 积分则有 访 t

ln I W(t) 1- ln I W(to) I= f:。［an (s) +…＋生 (s) ]ds, 
葵:
$ t 
乏？

即 W(t) = W(to）忒的研玉m咙，to,t E [a,b]. ~~ f 
焙 t

6. 设 A(t) 为区间a<t<b上的连续n X n实矩阵，fJ>(t) 为方程x' = A(t)x的基解矩阵 ，而x ＝ 叭t） 嚣！

为其一解，试证： 1 诏
运 3

(1) 对于方程 y' =-AT(t)y 的任一解 y = 甲（t）必有妒(t)。（t) ＝ 常数； 分；

(2）只）为方程 y' ＝－ A双t)y 的基解矩阵的充要条件是存在非奇异的常数矩阵 C，使 ii
甲(t)4><t) = C. 

因为 'l! (t) ＝一心(t)甲(t) ，所以（护(t)）＇=－炉(t)A(t).
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「
而[ylf (t)。(t)]'＝－甲(t)A(t)叭t) ＋甲(t)A(t)叭t) = 0. 

以对于方程 y'=-A双t)y 的任一解 y='l'(t) ，必有护(t)f1(t) ＝常数．

｝必要性：

设叭t) 为方程 y'=-AT(t)y 的基解矩阵，则

[ytr (t)ct>(t)了＝［ytr (t) ]'ct>(t) + ytr (t)ct>'(t) 

=[-AT(t)甲(t)JT cJ)(t) ＋甲(t)A(t)ct>(t)

＝－甲(t)A(t)4>(t) ＋甲(t)A(t)4>(t)

= o, 
故乎(t)帜t) = C. 

由于心(t) ，甲(t) 分别是基解矩阵，从而 det(<lt(t)) =;c O,det（甲（t)) =;c 0，这样，det(C) ＃们即C是

非奇异的．

充分性：

若存在非奇异常数矩阵 C,det C=;c O，使炉 (t)cf>(t) = C，由于 cf>(t) 为方程x'= A(t)x的基解矩

阵，故 0一1 (t) 存在，所以炉(t) =C• ~一I (t) ，并且 det（妒（t)) = det(C• •一1 (t)) #- 0，即甲(t) 为

方程 y'=-A双t)y 的基解矩阵

7. 设方程组 x'= A(t)x有一个非零解x(t) = (rpi (t) ，仰 (t) ，…平，（t））飞其中 <p,,(t) =;c 0，证明：x'=

A(t)x 经变换y; =x， 一坐泣
<p,, (t) 

x,.(i = 1,2,…,n - 1) ,y,. ＝土Xn 可化为关于n-1 ^ 
仵 (t)

，未知函数

沁Y2, … ,y广1 的线性方程组，它只含 n-1 个方程，且不含 y门·

解：当 i = 1,2, …， n- 1 时，由 y2 = x，一坐立，可得到
中n

'' , ，中 i 中＂ －伶<p n _．生，＇ 一五， 色，＿一生 ' Y i = x i - 2 xn x n =x, 中，十 2 <p n x n 
<pn <pn <pn <pn <pn 

n n n n 
= I;a,J工厂五 ． 2a"<p，＋号. I;气中， 一生 I;a,rjXj

J一1 <pn J=1 <p“J一1 中n J=1 

＝旮（立于＂）＋贮· =:（工，于")

＝岱（x丿干）＋a;,, (Xn千n)＋导· :(xJ 一 ;xn)

+am.:忔 -:xn)

＝ 笘 (a,, -a“巨
当 i = n 时，由 y亢

1 ＝ －金立，可得到
<p,, 

I I n n n 

y勹＝呈＝昙沁也飞·导<p1 ＝ 古导 (xi －臣）
＂一1＝ 上江 (x) －三）＋长 (Xn一气）＝飞沁

仵 i=1 中n I <p,, 中＂ 仵户l
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由此可以看到，y'; (i = 1, 2,.. ·, n) 可以由 yl,y2, …，y,r-1 线性表示，命题得证．

8. 设叭t) 为方程x' ＝心(A为nXn常数矩阵）的标准基解矩阵（即 cf>(O) = E) ，证明：帜t)。一1 (to) ~ 

= cf>(t一份，其中 to 为某一值．

Xn常数矩阵，所以方程x' ＝心的基解矩阵cf>(t) 满足坐应2
dt 

= A •cf>(t) ，解；

＝夕，即帜t) 是指数函数的，又根据指数函数的特点知道0一I (t) = e一人从而 cf>(t)。叹to)=

泸. e动。＝ 8(已。) = 0(t-to ). 

(t),f(t) 分别为在区间[a,b] 上连续t

f(t) 存在且最多存在 n+l 个线性无关解． ？石

证明：对于齐次方程 x' ＝ A(t)x，由定理 4，可知一定存在臼性无关的 n个解，并且这 n个解可以作为 i
方程的基解矩阵，由定理 9 知至少存在非齐次方程 x'= A(t)x+ f(t) 的一个特解．

O设 X1 (t),X2 (t) ，…心 (t) 是齐次方程x'=A(t)x 的n 个线性无关解，而x。 (t) 是非齐次方程 酐

x'= A(t)x+ f(t) 的一个特解，则

X1(t) + Xo (t),Xz (t) + X。 (t) ，…， x,.(t) +x。 (t),x。 (t) " 

是非齐次方程的 n+l 个线性无关解．这是因为，若存在常数 k1 ,k五…，忆，如 ，使得

k1(X1(t) ＋心 (t)) ＋如 (xz (t) +x。 (t)) ＋…十 k,. (X,. (t) + X。 (t)) +k。Xo(t) 圭 o,

则一定有 k1 十如十…十九十K。 = 0. 否则，

x。 (t) = - Kl - K” 
k1 ＋如十…十九十K。

X1 (t) +…+ 
如十如十…十丸十K。

Xn (t), 

这与 Xo (t) 是非齐次方程的解矛盾．所以

, 

k心l (t) + k江z(t) +…＋丸Xn (t) ::=: 0. 

由假设可知，k1 =如＝…＝丸＝ 0，而且 K。 =0.

所以非齐次方程 x'= A(t)x + /(t) 存在 n+l 个线性无关解．

＠假设方程 x'= A(t)x + /(t) 存在 n+2 个线性无关解，分别为 'Pl (t) , 'l'2 (t) ,…, 'f'n+l ( t), 

贮2 (t) ，则由性质 2 知 'l'2 (t) - 'Pl (t) , 'P'3 (t) -'Pl (t) ，…，＇叶l (t) -fl)i (t) , c,,,,+2 ( t) - 'Pl (t) 是对

应齐次方程的 n+l 个线性无关解，这与推论 1 矛盾，故方程最多有 n+l 个线性无关解．

综合以上0@，即证明了方程 x' = A(t)x+ f(t) 存在且最多存在 n+l 个线性无关解．

10. 试证非齐次线性微分方程组的叠加原理：
赞

设工 (t),X2 (t) 分别是方程组 ; 
x ' = A(t)x+ / 1 (t), 

x'= A(t)x + / 2 (t) 

x'= A(t)x＋小（t) + / 2 (t) 

x'= A(t)x + / 1 (t), 

x'= A(t)x+ I凶） ＠ 纂

分别将 X1(t)心 (t) 代人＠和＠则

的解，则 X1 (t) +x2 (t) 是方程组

的解

证明：
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x仁＝ A(t)x1 + /1 (t),Xz = A(t)x2 + /2 (t), 

则 x臼＋斗＝ A(t)比 (t) + X2 (t)] + /1 (t) 十几 (t)'

[x心）＋Xz (t) ]'= A(t)比（t) + Xz (t)] + /1 (t) + /i (t). 

令 x = X1 (t) +xz(t) ，即证 x'= A(t)x+ /1 (t) + /2 (t) ，从而 X1 (t) +x2 (t) 是方程组

x'= A(t)x+ ft (t) + Ii (t) 

20 -- 
__ A 

(I) 试验证 -»Ct) ＝／［岁
。

:J,/(t) =［二tt],

e” 
te2t]如＇＝心的基解矩阵；

(2) 试求 x' ＝心＋／（t）的满足初始条件叭0) = [~]的解叭t).
-1 

` 

吓(t) 表示 CZ,(t) 的第一列 q>i (t) =广］，则

砂＝ ［了］＝［：：］［勹＝ [: 
1 2]炉t)'

故 'I'! (t) 是齐次方程组的解．

如果用社）表示 (l)(t) 的第二列 'P'l (t) = [t;~]，有

砂＝『2t ：e:te丁[: :][t:：主[~
1 』炉t)'

故 CJ>i (t) 也是齐次方程组的解

从而 fb(t) 是方程的解矩阵

又 det cl)(t) = I 泸 te2tI= e4t #0，故 cl)(t) 是 x' ＝心的基解矩阵．
0 e2, 

(2) 由常数变易公式可知，方程满足初始条件叭0) = [~ 的解

叭t) = 0(t)矿 (O)。（0) ＋0(t)]:0丿(s)f(s)ds,
e2t 

而矿 (t)= ［。
- te2t] 

= [~ 
e 2t 

e 4t 

故叭t) = [(1一一：厂］＋ [e: 

- t]产，
1 

t::t]I; ［勹 - se-”] ［：二］ds
e 一2s
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矿(s)=[。µ = [: 

若方程满足初始条件叭0) = [~]，则有
。

了］产．

叭t) ＝叭t)J；矿（s)f(s)ds = [e;t t；飞［：了］e－仁］ds = [告::廿2/].

若叭0) ＝［_＼］，则有

擘(t) = (»(t)矿 (0)[_1]心）『矿(s)f(s)ds
- 1 。

= [eo“t::tt][_\]+ [申te了］ = [(1 /tt-+1:;2)e2t]. 

13. 试求下列方程的通解：

(1) X1 + X = sec t（于＜ t ＜旁）；

(2) x'-Bx = e丐

(3) x'-6x' + 9x = e飞

解：（1) 易知对应的齐次线性方程 x“十x = O 的基本解组为 X1 (t) = cos t,x2 (t) = sin t. 

这时，w压 (t) ，x2(t) ］ = 1_co::t cs：订＝ 1.
由公式得

<p(t) = f ` . sm tcos s - cos tsm s 
0 1 ~sec sds 

= J: (sin t- cos ttan s)ds = tsin t + cos tln I cos t I. 
。

所以原方程的通解为 x = c1 cos t + c2 sin t + tsin t + cos tln I cos t I. 
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(2) 易知对应的齐次线性方程 x,-Bx = 0 的基本解组为

X1 (t) = e气X2 (t) = e-t COS岛t,x3 (t) = e-1 sin戎t.

因为入＝ 2 是方程的特征根，所以方程有形如 x=At岁的解，代入得A= —
1 

12· 

千是原方程的通解为 X = (c1COS岛t+ c2sin戎t)e-t+ c3 eu 十上te气
12 

(3) 易知对应的齐次线性方程 :i!'- 6x'+ 9x = 0 对应的特征方程为入2_6入＋ 9=0，解得入1,2 = 

3 ，故方程的一个基本解组为

X1 (t) = e女心z (t) = te3t, 

e3' teat 
W[x1 (t),x2(t)] = 1 = e6t, 

3e3t e3'+ 3te3e 

中(t) ＝『o te心－e6?3t • se3＄妞＝扣＋申te3t －扣t .

因为 te凡 e3t 是对应的齐次线性方程的解，故仰 (t) = -}e' 也是原方程的一个解．因此原方程的通

解为 X = C1 e31 + Cz te"＋扣

14. 已知方程组尸 ＝ x1cos2t-x2(1-smtcost) ，有解xl=－ sint,x2 =cos t ，求其通解．
妇
dt 
叭1 + sin teas t) ＋立 sin勺

解：设 X1 = 件 (t),x2=<pi. (t) 是方程组的满足初值 <pi ~O) = 1 ，仰（0) = 0 的一组解，则有

I 仰 (t) -sintI = 1 1 0 ．心00S年玉t)中＝ et, 仰(t)cos t 0 1 1 

解得仰 (t) = et _仰 (t)cos t 
，代人方程组第一个方程得

sm t 

, - cot t+ e'(cost- csc t). 如） ＝ 仰 (t)

异公式可得此为一阶线性微分方程，由通i

研）＝厂[]: e'(cos s - csc s) • e-J~cot志ds+ 1 I, ] n 

化简得 'P"t (t) = e'cos t，从而＠_ 1_ (t) = e'sin t. 

所以，原方程的通解为［勹＝ c1[- smt]+c2 ［釭:: :J,c1,cz 为任意常数
又：2 cost 订 15 已知方气言：：：工厂广 ， t＞ 0的二方程组有解::气，x2=－t，求其通解

~ (t),x2= 仰 (t) 是对应的

解，C1,c2 为任意常数由刘维尔公式可得
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—今J
1_产t :]| =_ 1 1:: I ·砂＝（c, +c,)t', 

解得仰 (t) = (c1 + Cz)产一坪2 (t) ，代入对应齐次方程组第二个方程得

砂＝十中2 (t) + (c1 + C2), 

此为一阶线性微分方程，由求解公式可得

研）＝氏［炉＋C2)e-［主ds + c2 ] = t[ (c1 + c分 ln t+c2], 

从而伶(t)=(c1 +c2沪子[ (c1 + c2)ln t+ c2]. 

特别地，令 c, = l,c, = O，则［二］＝［户；ln产tlnt]
I 户 t2 子ln t 由于一 t tlnt I=t3#0，所以矩阵 O(t) ＝［＿厂 t2_ t21n t 

tlnt ]可以作为齐次方程的基解
1 r tln t t 2 ln t - t2 矩阵，并且矿 (t) = t[tl: t t 2lnt:-t2]. 

t 

由定理 9，可得

［x勹＝ 帜t). ［勹＋cf>(t)『1矿 (s)f(s)ds

= [＿户t t2:1:tln t] [::]+ [:2t t2 ;1ni'-tln t] ． I： 卡［sl: S S21nss2- s2[ [ _ s§ ]ds 

= [:2t t2 :ln户tln t] ［C勹＋ [ §lnt－辛1nt)2 +f-f l 
令On t)2 ＋令ln t－扣＋-¾ii.

这就是原方程的通解，其中 C1 心为任意常数．

16．给定方程 :1'+Bx'+7x = f(t) ，其中 f(,t) 在 O~t<+oo 上连续，试利用常数变易公式，证明：

(1) 如果 f(t) 在 0~ t <+oo 上有界，则方程的每一个解在 O~t<+ oo 上有界；

(2) 如果当 t-oo 时，f(t）一 0,则方程的每一个解叭t) ，满足 <p(t) 一 O（当 t- oo 时）．

证明：（1）因为 f(t) 在 O ~t<+oo 上有界，所以存在M>O，使得 I f(t) l~M, Vt E [o，十00).

又因为 x=e飞x=e-“ 是齐次线性方程的基本解组，

所以非齐次线性方程的解

即＝ I t e-“ e一s - e一te一7s

o W[e飞e-1,J
几）ds = It e一7中 － e一1e一7$

。 -6e玉

＝ 钊；e一（气(s)ds -让e一7(r叮(s)ds.

f(s)ds 

故 I 和） I ~ 尽 (I 1 -e-t|＋扣 1- e- 1, I)< 孚（手 － 今e一7t -e-t归吉M.
又对千非齐次线性方程组的满足初始条件的解 x(t) ，都存在固定的常数 C1,C2 ，使得

x(t) = c1 e-7, 十 C2 e-t +<p( t). 
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从而 I x(t) l<I C1e-11 I 十 I c2 e一I l+I<p(t) l<I Ct l+I C2 I＋吉M.

因此方程的每一个解在 O<t <+ oo 上有界

(2) 当 t- oo 时，显然 C1 e-7, 一 O,cz e勹 一 0.

lf:e一(t--叮(s)叫 < 1 f(t) 1 fte一(t--s) f(s)ds < I f(t) I, 

甘to e一7(t-叮(s)dsj <I f(t) I J: e一7(t--叮(s)ds<1 f(t) 1, 

因为 t-oo 时，J(t) 一 0，所以J:e一（已） f(s)ds 一 0,『 e一7(t--s) J(s)ds一 o,

所以从方程通解表达式容易得到方程的每一个解 <p(t) ，满足 <p(t) 一 0（当 t-oo 时）．

17. 给定方程组

x'= A(t)x, CD 
这里 A(t) 是区间 a<x<b上的连续n X n矩阵，设叭t) 是0 的一个基解矩阵，n维向量函数

F(t,x) 在 a<x<b, llxll <oo 上连续，to E [a,b] . 

试证明初值问题：

{x' = A(t)x+F(t,x) , 

叭to ) = ff 
的唯一解叭t) 是积分方程组

x(t) = cI>(t)矿（五＋『 cP(t）矿 (s)F(s,x(s))ds
'o 

的连续解反之，（＊ ＊）的连续解也是初值问题(*)的解

证明：因为 cP(t) 是 0 的一个基解矩阵，令

x(t) = cP(t)C(t), 

这里 C(t) 是待定的 n维列向量

假设（＊）有形如＠的解，将＠代入(*)中的方程组得
(l/ (t)C(t) + cI>(t)C (t) = A(t)叭t)C(t) + F(t,x), 

又因为 er,'(t) = A(t)cP(t) ，所以

(*) 

(* *) 

@ 

«,(t)C Ct) = F(t,x); @ 

因为在[a,b] 上心(t) 是非奇异的，所以 0一I (t) 存在，用 0一1 (t) 乘＠式两边后再积分可得

C(t) = C+『矿 (s)F(s,x(s)）也ta ,t E [ a,b],C =旷（t泗

代回＠式即得 x(t) = «,(t)矿 (to)q+『 «,(t)矿 (s)F(s,x(s)）也

即 x(t) 也是（＊＊）的解

反之，设 x(t) 是(**）的连续解，对（＊＊）式两端微分可得

心(t)

dt 
A(t)d>(t)矿 (ta )r,+A(t)叭t)［矿 (s)F(s,x(s))ds + (J)(t)矿 (t)F(t,x(t))

= A(t)如t)矿（比)11+ A(t)«,(t)『矿（s)F(s,x(s))ds + F(t,x(t)) 

= A(t)x(t) + F(t,x(t)), 
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而且 x(to) ＝九

因而(* *)的连续解也是初值问题（＊）的解．

习题 5.2

1. 假设A是nXn矩阵，试证： 赃

(1) 对任意常数 cl,o 都有 exp(c1A + c2A) = exp c1A • exp c2·A; 

(2) 对任意整数 k，都有(expA).I! = expkA. （当 k 是负整数时，规定(exp A).., = [ (exp A)一lJ气）

证明：（1) 由性质 1 可知，当矩阵 A,B 可交换时，

exp(A + B) = exp Aexp B, 

因为Cc1A) • (c2A) = (c2A) • Cc1A), 

所以 exp(c1A + czA) = exp c1A • exp c2A. 

(2) k > O 时，
(exp A),. = exp A • exp A •…• exp A = exp(A +A+... + A) = exp kA, 

k<O 时，－k> O, 

(exp A),.= [(exp A)一l]士＝ ［exp(-A)于* = exp(- A) • exp(-A)…exp(-A) 

= exp[(-A)(-k)] = exp kA. 

故 Vk，都有(exp A),. = exp kA. 

2. 试证：如果叭t) 是 x' ＝心满足初始条件叭to) = 1J 的解，那么叭t) = [expA(t 一份］九

证明：由定理 9 可知 '(t) = C>(t)矿 (to)1J + C>(t)『矿 (s)f(s)ds.

由于 (l>(t) = exp At ，。一1 (to) = (exp At。)一1 = exp(-At。)， f(s) = 0，又因为矩阵

(At). (- At。) = （-At。). (At)' 

所以叭t) = [exp A(t- to) ]ff. 

3. 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征向量：

(1) [: :J; 

. 

-

- 6 

01 

; 

-- 3321 

1 

10 

354

-

--- 

6 

00 

-
2
4
4
-
l

＿
一

、
丿
、
丿

24 (( 

(3) [ - 0 2 l !], 

解：（ I) 因为 det（,1E-A) = I,\..::-41 ,\-=-23 I 
入一 1 -2 

= （入 — 5) （入＋ 1) = 0，所以入1 =5，入2 =-1. 
-4 入－ 3

对应于入1=5 的特征向量 u = [::必满足线性代数方程组

忱Eu:］A]u = [—44 -2主］＝ o,
产 ｝`

因此，对于任意常数尹 O,u ＝心］是对应于入1 = 5 的特征向量类似地，可求出对应于入2 = - 1 '. 

复
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信· · · · · .. . .. . . . . , . . . . . .. .. . . ,.... ;l 

` 1 灼
衫 的特征向量为v=/3[ ](/3 # 0). 
氐 － 1

(2) 因为 det（尥－A) ＝（入十 1) （入＋ 2）（入一 2) = 0，所以入1 =-1心＝ 2，入3 =-2. 

U1 

对应千入I --J 的特征向量 ul =［］必满足线性代数方程组

队E-AJul = [/: : /:] [:3] = 0, 

2 入, 

量向
）

重二

征

( 

特的

1

2-___ 

1 入

= A
J

以

于
所

, 。

应对
＿
一
组

及
）
程

量

方

向
3

以, ）
入
数

征

（
代

特
0

2 

）
性

的
＃
1p1 

（
＋
线

Q

足

--- __

1l1-

l
B
.

＝
满

＿
＿
必

入

l 

S11-

- 

于

量
一

一

A
i

—
尸
』

应

向

对

= 

2 

是

1

丿
一
仆

l
+
O
u

入
量

－
－
特

向

a

的

1
2

征

=21 

特

1--

-__ 入

u 
，
如

0

的

＃
于
一
一
）

a

应
）
重

数
对
入

A

＿
＿

( 

0-
＃
辽

1

常
出
意
求

Y
(

＿

以

(
e
t

＿
＿

d 

任于
河

t
J

为

A
l

对
地

Y

因
千

似
＿
＿
）
＆
应

类

U
J
@

－
一
对

此因
`~ 

忱E-AJu=[/: － 2 ／\]勹＝ o,
2 

因此，对于任意常数a#0,u=al-1] 是对应千入1 =－ 1（二重）的特征向量类似地，可以求出
-2 

对应于入2 =3 的特征向量v=/3［]（/3＃ 0).
入一－ 1 

(4) 因为 det（~-A)= IO 入

6 11 

。

- 1 I= （入十 3) （入十 1) （入十 2) = o. 
入＋ 6
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所以入1 =- 1,).z =- 2心＝－ 3.

对应千入1 =－ 1 的特征向量 ul =t:] 必满足线性代妇程组

归－A把＝［一。1
6 

因此，对于任意常数 "#0,ul ＝三］是对应于入1 =－ 1 的特征向量．

-1 

-1 

11 
~1] []=o, 

类似地，可以求出对应于入2=－2 的特征向量 u2=p[:2](p,jcO），以及对应于入3=－ 3 的特征

向量u3= y[:93]0#0). 

4. 试求方程组 x' ＝心的一个基解矩阵，并计算 exp At ，其中 A 为

勹；(1) [-2 
-1 

14 -- 
、
丿

2 ( 

-44-

、
｀
，

3 ( 

.' 
-- 12 

354 --- 
.' 

-- 332 185-

、
丿

4 ( 

011 

忱E-A]u = [ 
2 ＋瓦

l 

. 

__ 

11 

3-

- 
解：（1) det().E-A) = 0，得入1 ＝屈，入2 =－我．

对应于小的特征向量为u= 厂］，必满足线性代数方程组
U2 

乙］［：：］＝ 0 ，

解得 u = [? ~Ji ]a(a # 0). 
2+./3 

类似地，可以求出对应千入2=－及的特征向量为"= [ 1 ]队P=I= o). 
2 －屈

由于 u= [ 1 ]”= [ 
2+ ./3 J L2－屈

1 ]是对应于入1,A2 的两个线性无关的特征向量，

所以 Cl>(t) = [ 
(2 ＋屈）e灯t

,t 
(2 －戎）e如

］是所求方程组的一个基解矩阵，且e --./3t 

I

习
召

`, 

沁
书
．

q
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匕 匕---------— exp At= <P<t)矿 (0)

l -（2 —屈）产＋（2＋屈）产泸－e知

三－e和＋产 (2＋打）产 (2 －./3)e-./i』
(2) 由 det（)E-A) = O 得入1=5心＝－ 1.

1 解得 u = [~] 
1 心＝ [ ］是对应于儿扣的两个线性无关的特征向量，则基解矩阵为

2 -1 

1 1 

0(t) =[2e;-e:-J,0(0) = [; _\］，矿 (0) ＝勹＿：］ ．
则 exp(At) = (l)(t)矿 (0) = -½[2e::1~22e; 2~;：二］．
(3) 由 det()E - A) = 0 得入1=2 ，入2 =-2，入3 =-1. 

e 2t 。 e -t 1 -1 1 

解得基解矩阵 CZ,(t) = e 2t e -2t e - ,.- 1 (0) = - 1 1 。 , 

e 2t e 一2t 。 。 1 一－ 1

e 让 一产十 e-, e2t - e--, 

则 exp At= «l>(t)。一1 (0) = eZt _ e-21 -e也＋ e一2t +e一t e2t - e-t 

e2t - e-2t - e2t + e-2t e 2t 

(4) 由 det（).E-A) = 0 得入I =-3 ,.l.2 = 2+/7 ，入3 = 2 －打，

解得基解矩阵 Cl>(t) = 

- 3e- 3t (2顶）te （心）te 

7e一3t 4打－ 5 （2寸）t － 4打－ 5 （2芍）te e 
3 3 1 • 

4e-3t . 1+打 (2项）t
3 

e 
1 －疗

e (2寸）t

3 

1 则 exp At = CZ,(t）。,1 (0) = ~[A1 A2 A心其中
4.f[ 

2劝e-“+ （ 3 ＋打）e（2项）t+ （一 3 ＋/7)e(2寸）t

A 
- 14疗产＋ 13+7`（2项）t ＋-13+7`（动）t

1 = 1 33 3 

三立e-3t+10+4行 (2切）t ＋-10+4`（2寸）t
3 3 

e 
3 

立产＋ 5－罚 (2切）t － 5 －疗（动t
3 3 e + 3 

e 

A2 = 1-14万产 ＋－ 53+25气心）t ＋ 53+25`（动t
9 9 9 

于e-“ 十— 2尸汇心）t+气卢e(2寸）t
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A3= 

-8打一3t 1 -
e + 2+4万 (2项）t 2+4打． （曰和

3 3 e + 3 
e 

垫e-3t 122-28打 (2项）t ＋-122-28万 (2寸）t
9 + 9 

e 
9 e I • 

平产＋26+2`（2寸）t ＋- 26+2｀2-Jf)t
9 9 

5. 试求方程组 x' ＝心的基解矩阵，并求满足初始条件叭0) ="的解叭t):

(1) A= [: :J'ff ＝勹］；

(2) A= 『: ：二\］，., =［二。』，

(3) A = ~ ~ 1 l'I =[I』
解：（1) 由本节习题第 4 题(2) 知，其基解矩阵为 Cl»(t) =［它 e5t] 

- e一t 2e& 

而满足初值条件叭0) =ff= 『]的解为
3 

叭t) = 0(t)矿 (O)IJ = [_"~ 2:•][：一：］勹］
e5t 矿 1 l r e-, + 2e5' 

= ［幻－ e--t］长[—e一t +4e5』
(2) 由本节习题第 4 题(4) 知，基解矩阵为

i
4夕i

l

-3e一3t e (2十斤）t e (2寸）t

(l>{t) = 7e-3' 位e（动）t － ifi-5 (2勺）t
3 3 

e 

4e一3t 旦丑：e（2项）t 匕仁寸）t
3 3 

。

而满足初值条件叭0) ＝ n= ［-2] 的解为叭t) ＝ 0(t)矿 (O)'I - exp At •"，经计算得
-7 

垫产＋4－ 26气(2+l'f)t+-4-26万e（2-,/'i)t
3 3 3 

叭t) ＝上 1-364万产＋－748+146`(2项）t ＋ 748+146打产
4沂 99 9 

-208疗 一3t — 178 — 22万e(2项）t ＋ 178 - 22`(2寸）t
9 e + 9 9 
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!—— (3) 由本节习题第 3 题(3) 可知，矩阵 A 的特征值为入1=3，如＝－ 1（二重）．

. a I {3 

对应于入1=3 ，入2 ＝－ 1 的特征向量分别为 ul=[a』 ,u2=1__
3 

则叭t) = e31Eu1 +e-1[E+t(A+E)如，

为了得到基解矩阵，依次令 n等于(l,O,O)飞 (O,l,O)T,(0,0,1)飞代入叭0) = ＂，解得
少e3t 十令e-t -¼产十 e-t (t --¼) 奇泸十 e-t （—奇－令t)

1 1 1 (7 1} 3 (3 1) «.P<t) = I 一 e3t _＿矿一e3'+e-i - --t 一e3t + e一t --+-t 
4 4 8 8 2 16 16 4 

1 1 长＋e-1(-f-t) 立铲十 e一t (立+上t)-e3t_—e~ 
2 2 8 8 2 

/3 7,.. 4'I 日11 r 「飞1 

由于初值条件~=~a』＋ 丫 I,解叶叶，所以v,= I+ I,v, = I-+ 1' 
_ 4/3+2r 

3 」 |v=－上 14J l甘

1 1 
一e3' 十一－ e-t
2 2 

叭t) = e3t丘＋ e-'[E+t(A+E)五＝ l+e3'-—e一t1 
4 4 

. 
__ 

t 

_} 00rs 

nco 

et 

--

.Sl2 

= 

.' 
]- e1)

[ 

厂

l

L
0

为

f
-

－
因

、
丿

__

, 

)
－
－

G

又

t6 

, 、
丿

f 

t 

）
八

o
1

_

，

,__( 

t 
叭
勹

1
3
1
0

解

l
O
l
-

－
为

的
门
_
5
4
2

阵

）
［
矩

＝
解

L

0_

_

00 

A

基
－

fAI 
]
－

l
]

的
一

一

+ 

l
1
4

飞
尸L中
心
，

心
1

＿
＿
厂
L`

入

r

,___

_

__

5 __ 

x 组

0
0
,
x
1

程
叭
叭
令
入

）
以
1

所

方
）
）

求

0
@

（

6

缸

i

戟
溶
代
心
沁
芍
负

钺

-1 

.l.elt -.l.e一i
2 2 

- e51 e-t 7, r - e-t - e一t - 1 - 1 
解得0(t) ＝ l2e5t - e一t ] ，则矿 (t) ＝二[_ 2e5t e5t ]矿(0) ＝-+［＿ 2 1 ]，由
求解公式可得
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,,,(t) ＝ 0(t)矿 (0)叭0)心(t)『矿 (s)J(s)ds
。

= [:e5t -e t - [et _[ 石令十 e-t ＿了＋了］
故所求的解为叭t) ＝[:它－ e-t-扣－责』

产＋e--i －扣叶

(2) 由 det（)E-A) = 0 得小＝－ l,J\2 =- 2 ，入3 =-3. 

-a 
设入1 对应的特征向量为V1 ，则（入1E-A）力l =0，得“1= [-aa],a#0. 

知＝ ［勹，同理可得m= ［尸勹

则0(t)= ［二
e-i 

e 一也

- 2e-21 

4e- 2t 

reTeTe __ 

__ 

e - 3t 

-9:－e3：女］．由求解公式可得
砂＝ 4>(t)矿 (0)。（0) +c.P(t) f: 旷 (s)f(s)ds

。

e 一2t

- 2e一2t

4e- 2i 

e 一3t

-9:-e3t-3tl • I: 
3e$ 

-3e2s 

e3s s 

$ 

$e2e3e 

3_2 

4 

5_2 

$, 

e 3 

e 

t)2 
l_2-1_2 

e心叶一e一3t ＿ fe-, ＋令te一t

-2e一2t+立产＋立它一上te-i
4 4 2 

妇－扣3t ＿行＋令te-i

e一2t 飞－e一3t 气七＋申te一t

故所求的解为叭t) = -2e一2t+立e-“ 十立e一t ＿上te-i
4 4 2 

4e一2t —扣＂ －轩＋令te---t

(3) 令 x' ＝心的基解矩阵为 Cl>(t) ，由 det（J.E-A) = 0 得小＝ 1 ，入2 = 2. 
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沁
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袚
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f
迕
丸
趴
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衮
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比
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捻
玄
癹心
贮
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，
贞

3
;

.
. ,' 

｀子了 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .l 

d 

解得对应的基解矩阵为 0(t) ＝［
d 

的解为

·- 2e-t 
(t) = l 

. 3e-2i - 3e-2t 
］，从而矿 (0) = [~2 

3e-i 

. 

__ 

21e 

e zt 

2

一3

3 ]，由求解公式可得
-3 

t) = CZ,(t)矿 (0)叭0) + CZ,(t)『矿 (s)/(s)ds
。

= ［COSt-2sint+e, （－4-2n+3平）＋3e气1叮－炉

2cost-2sint+et(- 4-2n +3平）＋ 2岁 (1+? －平』

有一解形如

x(t) = p穸勹

其中 c,p 是常数向量．

pme"t = Apem t + C古勹

则 p(mE - A) = c. 

由千 m不是A 的特征值，故 lmE-Al=l=O，从而 mE-A存在逆矩阵．

那么 p = c(mE-A）一l,这样就证明了方程有形如 x(t) = pe"' 的解．

, 8．给定方程组

,? ,' 

: ：，了：

{4-3年2x1+4- x2 =0, 

~-2x1 +:i臼＋ X2 = 0, 

(1) 试证上面方程组等价于方程组 u' ＝知，其中

-
．

．”

?
．
人

J.,·· 

...., 

..

.. 

r

.?. 

矗

u = [:] = [],A = [/04 1 

14

-

.' 

-- 

1 

02-

(2) 试求(1) 中的方程组的基解矩阵；

(3) 试求原方程组满足初值条件X1 (0) = 0,./i(O) = l,x2 (0) = 0 的解．

, 证明：（1) 令 UJ = X1,Uz = ~,U3 = X2 则原方程组化为

, Ul 2 

. 

+UJ s-

2 

4 

u 

+ UJ 

54Ul u-2 ____

__ 

,
x
l
”
X
l
，
立

__
____ 

,Ul,s,UJ { 
入

．

｀厂
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—了

即u'=t.J=[ 一：l i1] [:3] 

从而有 u' ＝知．

反之，设 X1 = U1,X仁＝ u2,x2=u3 则方程组 u' ＝心可化为

{4=－ 4m+4x: ＋ 2x2 ，式＝ 3x;-2x1 - 4 +x2, 

x; = 2x1 -x} - x2 =>{4 = 2x1 -x} - x2· 

即证明了上面方程组等价于方程组 u' ＝邑

(2) 由 det（)£-A)= 0 得入1 = O,A2 = 1，儿＝ 2.

由｛二二'-2u3 =0，得 ul = a』产0.
-2u1 + u2 +ua = 0 

同理可求得 u2 气［乒0 和 u3 = Y[] ，产 o.

礼 Lo」 l2 扣。

(3) 令U1 = X1,U2 = Xi,U3 = X2 ，则原方程组化为等价的方程组u' ＝必且初始条件变为U1 (0) 

=O心 (0) = 1,ua(O) = 0．而 u' ＝知满足此初始条件的解为

e 让3
_
2
妃

+6 

+ 

1 

te 

te 

2 

2 -_ 1
_2 

I 

__ 寸
1
0
}

泸__ " 夕

于是根据等价性，原方程组满足初始条件的解为

1 3 2t X1 (t) = 7 - 2d 十一e2t ,x2 (t) = 1- e1. 
2 ? 

9. 假设 y=,p(x) 是二阶常系数线性微分方程初值问j

e 2t 

e1 2e也
1 是一个基解矩阵．

证明：y ＝ 『rp(x - t) f(t)dt, 
。

委
气
忠
衫
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也
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羡
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这, 解的、
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丿
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题
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丿
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( 
y
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程
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方

,

_ 

是
dt 

、
丿
t ( f 

、
丿
t x 叭

．

Ho .̂ __ y 证试, 解的

因为 y' = <p(O) f(x) ＋『rp'(x- t) f(t)dt ＝丿飞(x一 t)f(t)dt, 
0 . J 0 
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y'= [: <p1 (x - t) f(t)dt ＋中，（O)f(x) ＝『<p1(x - t) J(t) dt + J(x), 
。

所以有

f'+ay' ＋妙＝ f：<p”(x-t)几）cit+ f(x) +a肛＇（x- t) f(t)dt +bf: rp(x.- t) f(t)dt 

习题 5.3

由此得 X(s) ＝+［占－S了巨］－了巨·
施行拉普拉斯反变换，查表得解

1 1 1 
x(t) =—e3t ——cos 4t - + sin 3t. 

3 3 3 

此即为所求初值问题的解
R 鸟 4
砰 (2) 对方程两边施行拉普拉斯变换得

I, 由此得 X(s) ＝卢
§含
仁谷 施行拉普拉斯反变换，查表得解 x(t) = f! ，此即为所要求的解．

；喜 ,- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - －， 一一， 一.. - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -, ` ；今方法点击：拉普拉斯变换法是高阶常系数线性方程求特解的方法，求解时需要给出初始条：
i 被 ，
` ；件．当然，，求初值问题的解也可以先求出被分分妇嗨蛊榆翠然禧甫窃值条件冞确定通解中的任；` ：意常数，从而求出初值问题的解． ' i-

＄霞 ：
i 令 － － －－－－--------------------------------------------- -- - --- --- -- -- -- - - - - -- - - --- ---

辽 2．火车沿水平的道路运动．火车的质量是m，机车的牵引力是F，运动时的阻力W=a＋加，其中 a,
§,5 
勹 b是常数，而＂是火车的速度；s 是走过的路程．试确定火车的运动规律，设 t=O 时 s = O,v = O. 

: 1r 醉：恨姑千钡弟一正伴 ma=t' - w 及 W
;．长

§卓 m皂＋b贵＋a-F = o, 
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即 华十上生＝丘
心 m dt - m • 

此为二阶常系数线性非齐次方程，它对应的齐次方程的特征方程和特征根为

b 
入2 +—入＝ 0，小＝ 0 ，入2 =-— b 

m m' 

所以齐次方程的通解为 S = C1 + Cz e-!t, 

F-a 
由于入＝ 0是单重特征根，取s=At，代人方程0得A= －—-，故方程的一个特解为5= —一－t.F-a 

b b 

因而方程0 的通解为 S = Ct +cze士t +E.二~t.
. b 

由初始条件 t=O 时 O,v s = O,v = s'= 0 得

言`=o,
. 、

丿
a 

, 
、
丿
a-2 

＿
廿
气

m 

F ( m-____ Cicl 
| 

解

因此，满足初始条件的解即运动规律为 S(t) = f_二乌－m（F-a) ~t 
b b2 (l - e m) . 

3. 试用拉普拉斯变换法解习题 5. 2 的第 5 题和第 6题，也可以利用计算机软件求解．

解： 5(1)．令 X1 (s) ＝红叭t)],X2 (s) = "5£[仰 (t)］．设 X1= 仰 (t),X2= 伶 (t) 满足微分方程组，对

方程组施行拉普拉斯变换，得

{sX心）子0) = X1(s) + 2X2(s) , 
sX八s) －仰 (0) = 4X1 (s) + 3X心），

即｛
(s- DX1 (s) - 2X2 (s) = <pi (0)=;= 3, 

-4X心）＋（s-3)X2(s) ＝仰（0) = 3, 

解得X心）＝
3(s-1) 

,X2(s) = 
3(s+ 3) 

(s-5)(s+ 1),.,..i "'" - (s-5)(s+ 1)' 

施行反变换即得

仰 (t) = 2e5'+ e飞仰 (t) = 4es, - e气

5(2)．令 X心） = 2扣 (t)],X山） = ff [<{)2 (t)],x3 (s) = ff[<pa (t) ]. 

设 X1 ='fl (t),X2= 仰 (t),x3= 仰 (t) 满足微分方程组，对方程组施行拉普拉斯变换，得

{sX心）－仰 (O) = X1(s) ＋ 3X山），

sX2 (s) －仰（O) = 8X1 (s) + X心）－Xa (s), 

sX3 (s) －伶（O) = 5X1 (s) + X心）－x3 (s), 

{（s-1)X心） - 3X3(s) ＝仵 (O) = 0, 

即－8X1 (s) + (s- DX2 (s) + X山） ＝仰 (0) =-2, 

- SX1 (s) - X2 (s) + (s + l)X3 (s) =作（0) =-7. 

解出 X心），x山），X3(s) 得到
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X1 (s) = ~ 15 - 21s ",, - 2s2 十 7s-143 -7乒十 12s-5
.x八s) = ~,X3{s) = :a s3 -s2 -15s —9 s －沪一 15s — 9 s - g - 15s —9. 

施行反变换得到满足初值条件的解

= 

-- 
-
x
l
x
z
上

乌一3t＿三e（可）t ＿ 91-2打e(2江）t
3 42 42 

丹产＋511+374`(2打）t ＋ 511-374.ffe(2寸）t I • 

126 -'126 

一丝e-3t_77-89万e心）t ＿ 77+89 气（动）t
9 - 126 - 126 

5(3)．令 X1 (s) = 5£[件 (t)],X2 Cs) ＝出［仰 (t)],X3(s) = 5£[作 (t)]．对方程施行拉普拉斯变换，得

厂(s) －？（O) = X1(s) + 2X2(s) + X3(s) , 

s凡 (s) －仰 (0) = X1 (s) - X心）＋x3 (s), 

sX3 (s) －仰 (0) = 2X1 (s) + X3 (s), 

厂l)X1 (s) - 2XAs) - X3(s) ＝俨 (0) = 1, 

即－X心） ＋（s+DX心） －X心） ＝仰 (0) = o, 
-2X心）＋（s-l)X山） ＝仰 (0) = o, 

解得 X心） = 
s2 - l 

3 2 5s 3 ，凡 (s) = ~ s+l ,X3 (s) = 2(s+ 1) 
s - s - s3 -s2-5s-3'H~,u, s3 -s2-5s-3• 

施行反变换得到满足初值条件的解

仰＝三］= 

1 -¾-(e3t +e-i) 
2 

1 一(e3t -e-t) i. 
4 . 

1 +(e3'- e-t) 
2 

6(1)．令 X心）＝出［仰 (t)],X2 (s) ＝＄孕(t)] ，对方程施行拉普拉斯变换得

{sX心）－仰 (0) ＝ X1(s) ＋ 2X心）＋占
1 

sX心） — 仰 (0) = 4X1 (s) + 3X心）十一，
s 

{（s- 1)X1(s) － 2X2 (s) ＝仰 (0) ＋士 ＝－ 1＋占
即 1

-4X心）＋（s-3)X2(s) ＝仰(0)+7 = 1 十一．1 
s s 

解得 X心） = 
-s3 + 7s2 - 6s- 2 v-,. -" _ s3 - 5s2 + 7s+ 1 

s(s —D(s+ l)(s - 5) 
,X2 (s) = s(s-l)(s+ l)(s-5)' 

施行反变换得到满足初值条件的解为

仰(t)20
立e5'-e-t ＿ .l..d －主

,,,(t) = ［仰 (t)]= ［奇＋ e－t』6+；]
6(2)．令 X1 (s) ＝＂耘 (t)] ，凡 (s) ＝汃平(t)],Xa (s) = 5t切 (t)］，对方程施行拉普拉斯变换得
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—川
sX心）－仰(0) = X心），

{sX心） －仰（0） = X3(s) , 

1 
sX山）－伶 (0) =- 6X1 (s) - llX八s)-6X心）十一一，

s + 1 

sX心）－ X2(s) ＝ <pi (0) = o, 

即[sX心）－ X3(s) ＝仰(0) = 0, 

1 
6X1 (s) + llX2 (s) + (s + 6)Xa (s) ＝仰 (0) 十一一＝—

1 
s+l s+1· 

解出

X1 (s) = 1 
(s3 + 6s2 十 lls+ 6)(s+ 1)' 

X2 Cs) = s 
(s+D(s3 +6s2 +lls+6)' 

Xa(s) = 
g 

(s+ l)(s3 +6s2 + 11s + 6)' 

施行反变换得到满足初值条件的解为

<pt(t) 

叭t) ＝［:：』=
e-Zt叶e一3t -1七＋少te-i

-2产＋立产＋立e-i 一上te-i
4 4 2 

4e-“ 分产－f矿＋令te4

茅
§
切
今
夕

｀｀
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另
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6(3)．令 X心） ＝＂坛 (t)],Xz(s) = 5£[仰 (t)］，对方程组施行拉普拉斯变换得

{sX心）一 <p,.(0) ＝ 4X心）－ 3X山）＋卢

sXz(S) －仰 (0) = 2X1 (s) - Xz (s) -— 2s 
s2 + 1' 

即｛
1 

(s - 4) X1 (s) + 3X2 (s) ＝扒0)＋—= m +— 1 
S2 + 1 -'fl I s2 + 1 t 

2s 
-2X心）＋（s+DX山） ＝仰 (0) —一－ ＝平－—一

2s 
s2 + 1 - ·,~ s2 + 1' 

解出 X心） ＝矿＋（1f1. － 3平)§+（m +7)s+m - 3平＋ 1
(s- l)(s-2)(s2 + 1) 

X2(s) = s3 + (2111 -4 — 2归＋（十8)s+2 — 4 +2 
(s- l)(s-2)(?- + 1) - -' 

施行反变换得到满足初值条件的解为

叭t) ＝［叭字［一 (4+2n -3正＋3(1+m －卢＋cost-2sint

砂 －（4 ＋ 21Jl-3正＋2（1+？飞记＋2cost-2sint]
4．求下列初值问题的解：

(1){；勹： :: 
X 1 (0) = 1, X2 (0) = 0 J 
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中布
1_2 

平
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z
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8心
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2
1

中
解程

知
纭

)
2
m
2
m
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方据

++

0-

+( 

根

“Xl,xlxl”Xl”8x {{ 

解

年f；
勹
曰
彗
霆
．
尸
勹
彗
恩7、
飞i
i．气
飞
飞
门
｀
汀
飞
勹．，

......... 

勹
计
飞
五
彗
｀
｀
补
卫
彗
门
汀
门
飞
门
口
且
日
口
”
口
习

匕＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿

1. I 1 
故 X1 =—t+c1,x2=－一t+c2.

2 2 

1 , 1 
因为 X1 (0) = 1 ，所以一 X o+c1 = 1 ，解得 cl = 1 ，解得 X1 = 7t+ 1. 2 2 

1 
因为立（0) = 0，所以一一 xo+c2 = 0，解得 c2 = O,x2=—一t.

1 
2 2 

综上所述，［xx:+ ［勹］
(2) 对方程两边施行拉普拉斯变换，得

｛［环 (s) － s+1] ＋ 3(sX心）－ 1）＋ 2X1(s) ＋ sX心）＋X山） =o, 

sX凶s)-l+ZX1(s)+sX2(s)-X2(s) = O, 

解得

X1 (s) = s2-3 2 1 I 1 1 I 1 1 
= -- ·—+- ·—+- ·— (s+1) (s+2) (s-2) 3 s+1 4 s+2 12 s-2' 

X2 (s) = -s-2 1 1 . 1 1 
=-.一·

(s+1) (s+2) (s-2) 3 s+ 1 3 s-2' 

2 1 1 1 故仰 (t) ＝一e,+—e-2r + T? e2t, <f>l (t) ＝一(e, - e2'). 
3 4 12 3 

(3) 对方程两边施行拉普拉斯变换，得

『飞（s) 飞－平 －m飞(s) = 0, 

s2 X2(s) － 劝3 一中十戒X1(s) = o, 

即｛
s丸 (s)-m飞(s) ＝劝l +平，

s2 X2(s) +m丸 (s) ＝劝3+,.,

解得

X1 (s) ＝正＋矿＋m2劝3 ＋和气X2(s) ＝杠＋杠 －m21/1s-m飞
S4 +m4 S4 + m4 

施行拉普拉斯反变换就得到解

研）＝［（今n －亡1/2 十五1/4) cos芳t+ （钮1/2 －令中十位1/4) sin宁］ ·e肴, ·+

［（今n ＋五1/2 －丑1/4) cos贯t+ （五1J2 ＋扣＋泾1/4) sin胥］• e责
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—』
仰(t) ＝［（－钮1/2 ＋令中－钮1/4) cos芫t+ （少爪－证72 十五114) sin芫t] • ~责t+

［（社1/2 ＋令平＋钮1/4) cos贯t+ （－令n －钮1/2 十名1/4) sin霄t] ·靠．

第六章 非线性微分方程

习题 6.1

1. 试求出下列方程组的所有驻定解，并讨论相应的驻定解的稳定性态：

.' 、
｀
丿

y 

)- yx 

3 

x 

2 

-( ly xc1-4 ____ dx-dt3dt 
,
Y

、

、
丿

1 ( 
扣

dt 
- = 9x —6y+ 4xy -5x2, 

(2) ｛鉴＝ 6x-6y-5xy 十 4y气
解：（1) 令 xO-x-y) = O, 1 

4 
y(2 —3x-y) = 0，则得到驻定解为

{ : : :', {: : 2 0',{ : : : :1: : :' 
O 在 x = O,y = 0 处的线性化方程为

{: : ;y 

显然可以看出驻定解x = O,y = 0 是不稳定的．
＠在x=O,y=2 处的线性化方程为

』; : 一一; x - 扣
容易看出其特征根为入1 =— 1 ，入2 =－—，故此解是渐近稳定的．

2 

＠在x=l,y=O 处的线性化方程为

［靡＝－ x－ y,
少＝－上dt 4 y. 

1 
显然其特征根为入1 =- 1 ，入2 =－—,故此解是渐近稳定的．4 

＠在x
1 1 
2 ,y 处的线性化方程为2 
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5 1 [: ：(：x勹，
经计算其特征方程为入2+－入一一＝ 0，显然有特征根为正数，故此解是不稳定的．

8 8 

(2) 令 9x-6y+ 4xy-5x2 = 0,6x-6y-:-5xy 十 4y2 =O，则得到驻定解为

{x =0, {x = 1, {x = 2, 

y=O,\y=2,ly=l. 

O 在 x = O,y = 0 处的线性化方程为

尸＝ 9x- 6y, 

鉴＝ 6x-6y,

其特征方程为入2 -15入十 90 = 0，解得两特征根均有正实部，故此解是不稳定的．

＠在x=l,y=2 处的线性化方程为

尸＝ 7x-2y,
~= 
dt 

-4x-3y, 

其特征方程为入2 ＿钦－ 29·= 0，解得两特征根为实数且一正一负，故此解也是不稳定的．

＠在x=2,y=l 处的线性化方程为

{!／勹y,2y,
程为入气 15入十 54 = 0，解得丙

芯釭｀ 2．研究下列方程（组）零解的稳定性：

" 
(1) 售＋ 5 售＋ 6 靡＋X = O; ” (2）璧＝ µx － y，鉴＝应－ z，贵 ＝ 卢－x(µ 为常数）．

8 挠
解：（ 1) 由已知微分方程得其特征方程为

只燮
入3 +5入2+6入十 1 = o, 

甘 ，
由此得赫尔维茨行列式

i 暑 a。= 1,al = 5 ，心 ＝ 1 51 | = 29,a3 = 1. 
1 6 

根据定理 3，特征方程所有根均有负实部，由教材的定理 2 知零解是渐近稳定的．

(2) 由已知微分方程组得其特征方程为

µ一入一 1 0 

0 µ － 入 － 1 I = o, 
- 1 0 µ—入

• 190 • 



— ' 即入3 - 3µ). 2 + 3µ2入十 l-µ3 = 0，由此得赫尔维茨行列式

1 －矿 3矿

1 
赘：，"'

所以当µ<－了归＞0，心＞ 0心＞0，此时由教材的定理 3知特征方程所有根均有负实部， ii
再由教材的定理 2 知零解是渐近稳定的． 』

1 
当µ=－一时，容易验证 3 个特征根均为负实部，故是渐近稳定的．2 

1 
当µ>－—时，存在特征根具有正实部，故零解是不稳定的．2 

3. 试判别下列函数的定号性：

(1) V(x,y) ＝丘；

(2) V(x,y) = x2 - 2xy气

(3) V(x,y) = :r - 2xy2 + y4 + x4; 

(4) V(x,y) ＝丘＋2xy+ y2 +r沪

(5) V(x,y) = xcos x+ ysin y. 

解：（1) V(x,y) = x2 ~ 0，所以是常正的．

(2) V(x,y) ＝丘— 2xy2 是不定号的．

(3) V(x,y) = :c-:-- 2xyz + y4 + x4 = (x-y2)2 ＋正是定正的．

(4) V(x,y) = :r + 2xy + y2 +x2 y2 = (x+ y)2 +x2y2 是定正的．

(5) V(x,y) = xcos x+ ysin y 是不定号的．

4．试用形如 V(x,y) = ax2 ＋矿的V 函数确定下列方程组零解的稳定性：

(1) 赍＝－寸，赉＝－妇；

(2) 靡＝－x+2y3 ，鉴＝— 2xy2;

(3) 鉴＝丑 — 2y3 您＝矿＋x为＋扣·

解：（1) 取 V(x,y) ＝丘 ＋夕 ，则

将＝房·窟＋飞·鉴＝ 2x(-xy2) + 2y(－妇） = - 4x2 y2 • 

因为V定正且业常负，所以给定方程组的零解是稳定的．
dt 

(2) 取 V(x,y) ＝丘＋2y2 ，则

孚 ＝ 立·靡＋货·鉴＝ 2x(- X + 2y3) + 4y(- 2.7;沪） =- 2x2 -4xy3, 

因为 V定正且亚定负，所以给定方程组的零解是渐近稳定的．dt 

(3) 取 V(x,y) = x2 + 2y2 ，则
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赍＝货屯＋房患＝ 2x(x3 一 2y3) +4y(xyz气y＋扣）

= 2x4 +4丘y2 + 2y4, 

dV 
因为 V定正且一定正，所以给定方程组的零解是不稳定的．

dt 

5．研究下列方程组零解的稳定性： . 

(1) 熘＝－ y2 +x(x2 气），鉴＝－正一y2(x2-y勺；

(2) 七
dt — =ax —xy2 坐＝dt 

2x4y(a 为参数）；

扣(3) 7 = ax-
dt 

f 少
'dt = 2x为(a 为参数）．

解：（l) 取 V(x,y) = x2 ＋克则

些了＝空．生空．少
dt ax dt ay cit 

= 2x[-y2 +x伲＋y2)J + 2y[ - x2 - y2 （丑一 y2) ]. 

dV 当 x=O 时，一＝ 2兑显然它是不定号的，所以给定方程组的零解是不稳定的
dt 

(2) 取 V(x,y) = x汗y ，则

赍＝岊招哥·鉴＝丘（ax -xy2) + 2y(2丑y) = 4a.x4, 

所以给定方程组的零解，当 a<O时是渐近稳定的；当a=O时是稳定的；当a>O时是不稳定的．

(3) 取 V(x,y) ＝丑＋兑则

岱＝货·鉴＋贵鉴＝丘（ax -y2) + 2y(2丘y) = 4ax4, 

11 6· ：：：：：:：组的零解，当 a<O时是渐近稳定的；当a=0时是稳定的；当a>O时是不稳定的．

， 信＋f(x) = O, 

舷

V(x,y) =扣＋归(s)心

的 V函数讨论方程组零解的稳定性．

釭
解：令 y= －，则原方程化为平面方程组

取V(xdt ) ＝令言s)els;勹1:／2fy(；）（x.）y+y (- f(x) ) = 0 



所以方程组的零解是稳定的．

习题 6. 2 

1．试求下列线性方程组的奇点，并判断奇点的类型及稳定性：

(1) 赍＝－x-y+l，鉴＝ x- y-5; 

(2) 靡＝ 2x-7y+l9，鉴＝ x-2y+5.

解：（1) 令一x-y+l = O,x-y-5 ＝们经计算得x=3,y=-2，即奇点为(3, - 2).

再令 z=x-3,1J=y+ 2，则原方程组变为

尸 ＝－z－ 7'
盟＝ z-11.

此时

a=- l,b =- l,c = l,d=—1, 

p =- (a+d) = 2,q = ad —lx = 2'p2 - 4q = 4 - 8 = - 4 < 0' 

所以由教材中图(6. 10) 可得该奇点是稳定焦点．

(2) 令 2x-7y+l9 = O,x - 2y+5 = 0，经计算得 x=l,y = 3，即奇点为(1,3).

令乞＝ x-l,11= y-3，则原方程组变为

｛贵＝ 2z- 77, 

盟＝ z - 27' 

此时

斋
匀
I

五
雇
朵

＂
应慈
哆
器
卷
勹

a = 2, b =- 7, c = 1, d = - 2, 

p =-(a+d) = O,q = ad －比＝ 3'p2 - 4q = 0 - 12 =- 12 < 0' 

所以由教材中图(6. 10) 可得该奇点是中心奇点．

2. 试讨论方程组

d.r 忑＝ ax+by，鉴＝ cy

的奇点类型，其中 a,b,c 为实常数且ac#O.

解：显然方程组有唯一奇点(0,0) ，由方程组知：

当 ac <O 时，原点(0,0) 为鞍点；

当 ac > O,a # c,a > 0 时，（o,o) 为不稳定结点；

当 ac>O,a#c,a<O 时，（o,o) 为稳定结点；

当 a= c,b # O,a > 0 时，（o,o) 为不稳定退化结点；

当 a= c,b# O,a<O 时，（o,o) 为稳定退化结点；

当 a= c>O,b= 0 时，（o,o) 为不稳定临界结点；

当 a= c < O,b = 0 时，（o,o) 为稳定临界结点．
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组程方于价等程方原
u 

贝

dI-dt 
= y I __ x 令缸

筑
浪
穸
羡
笠

涉
爷
巴
＄
；
，
年
＼，

心
，i，

气
飞
｀
各
r
，
去1
＿

吃
，
峈

1

免
究
褶
栩
要
翎
器
辔
睾
恳
珑
啼
荔
忍
羡
之
书
户
'
,
了
．
冷
产
冬

3. RLC 振动回路（如图(6. 1)）中电流变化规律满足微分方程

L 
d2 I 

+R 
dl, I 

dt2 dt C ¾+R-'-¥-+7. = O(L>O,R~O,C>O), 

试讨论这一系统的平衡状态（即方程的奇点）的可能类型．

c 

图(6. 1) 

y 
R-L ，

护

y-____ dx-dt3dt 
,

Y

、

显然此方程组有唯一的奇点(0,0).

利用上述第 2 题的结论，这里 p
R 1 贷C-4L= T,q = ~ > 0, P2 - 4q =，知L LC L2c 

当 R > O, R2 C- 4L > 0 时，（0,0) 为稳定结点；

当 R > O,R2 C- 4L = o 时，（o,o) 为稳定退化结点；

当 R>O戊C-4L<O 时，（o,o) 为稳定焦点；

当 R=O 时，（o,o) 为中心奇点．

4．试确定下列方程组的周期解、极限环，并讨论极限环的稳定性：

璧＝－y-x（丘＋ y2 -1)2, 

(1) ｛鉴 ＝ x－ y(x2 +y2 — l)气
生＝ x(x气y2 - l)(x气 y2 - 9) - y(x2 + y2 - 4), 

(2) 』； = y(x2 +y2 -1) （x2 气 － 9）＋x伲＋y2 -4) . 

为化可组程方原。n .1 s r __ y 。s 
。
c r = x 换变作、

丿

1 ( 
解

}
，
处2

·

/
＇

r
Y

L,
r
：̀
豆
，
又

5
`

．3
产
7
．
二
／八
凇
弩
3了
令
7
婴
飞

旷

＼
喜
遠
髻
夏

』患＝－ r（户一 1) 2 ,
坐＝ 1
dt' 

求解上述方程组，得到两个特解

{r= 0, 及{r= 1, 
0=t-to, \0=t-to. 

故原方程组有一个奇点(0,0) ，一个周期解 x2+y2 = 1．容易判断周期解x2+Y2 = 1 是半稳定的

极限环．

(2) 作变换 x = rcos 8,y = rsin()，原方程组可化为

｛贵 ＝ r（户 一 1) （产— 9)'

嗯 ＝ 户－ 4.
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易见原方程组有一奇点(0,0) ，两个周期解 x2 + y2 = 1,x2 + y2 = 9. 

心
先考虑 r=l 内部的轨线，由一 <0 知轨线沿顺时针方向．dt 

又由一
dr 
dt 
>O 且 r~l，易知 lim r(t) = 1. 

t---1-= 

同样在 r=l 外部的轨线，有 lim r(t) = 1. 
t---1勺O

因而 r=l 是稳定极限环．

胡
再考虑 r= 3 内部的轨线，2<r<3，由一＞ 0 知轨线沿逆时针方向

dt 

又由生
dt 
<O，且 r~3，易知 lirrt r(t) = 3. 

t---1-= 

同样在 r=3 的外部轨线，有 lim r(t) = 3. 
t-+oo 

因此 r=3 是不稳定极限环．

s. 试判别下列方程组有无极限环存在：

翌＝ x+y＋妇气x,

飞＝－x＋y＋妇＋仅 (2) i靡 ＝ y－ x+x3,
鉴＝－x-y+y3.

解：（1) 设{:=x+y＋妇－y2x=X(x,y) ，则
~ =-x+y＋妇＋扣＝ Y(x,y),

这十三＝l+x2 —
ax 砂

y2 +1＋丘＋ 2y2 = 2+2夕十y2 > o, 

故由定理 8，知原方程组无极限环．

(2) 作变换 x = rcos 0,y = rsin 0，原方程组可化为

｛贵＝心(sm40+cos4O)- 1] , 

贾＝－ 1 + r2- sin () • cos()(sin2()一 cos2 0).

由于

sin4()十 cos'() ＝ 1- 2sin2fJcos20 E ［少， 1],

所以当 r<l 时，生 <0；当户＞ 2 时，生＞ 0.dt....... ~,~. --- ~ "", dt 

因此在环域 1<r2- < 2 内存在极限环，并且是不稳定的．

6. 证明下列方程（组）存在唯一的稳定极限环：

.

－
,
[－
]
，
石
差
L
i

, 

些＝di= y, 

(1) ［鉴＝－x＋y-x5 -3x2y; 
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; 
d五

(2) 丁
七+a(x2n -/3）— +rx加－I = O(a,{3,r为正常数，n,m 为正整数）．
clt 

证明：（l）原方程组等价于线性微分方程

髻＋（3x2 一 1屯＋（X5 +x) = 0, 

这里 f(x) = 3x2 -l,g(x) = x5 +x,F(x) = x3 -x. 

容易验证，它们满足定理 9 的条件，所以原方程组存在唯一的稳定极限环．

(2) 由髻＋a（五”-/3屯＋汔2m-1 = 0，知

f(x) = a(x2" - p), g(x) ＝沪忙1,F(x) ＝己可丑叶l－在

容易验证，它们均满足定理 9 的条件，所以原方程存在唯一的稳定极限环．

7. 试用等倾斜线法在相平面上画出下列方程的轨线图貌：

(1) 丘＝工(l-x-2y) ，夕＝ y(x-y-2);

(2) 土＝ xy，夕＝ f+丑；

(3) 土＝ xy -x飞＝ y2 -2x为＋吐

½0),(2) , (3) 的轨线图貌分｝

: :、飞--）\;曰i飞/于三三 飞＼＼：： : I: : : 

。三丿<
-· -、、 l`', -、

孚；令：
环娑

;} ; 

、
、

f
、

f

) 、

t
、

( 、

、

、

、
、
、

2-I 、 4

`.,.,.. 
、 4

2 3 2 

( a ) 

k 

如戈
1 

I,,,. 

Or- ,, f,, ＂于、
、

-I 
、I I I r, ' I 

- 2 -1 0 I 2 

、｀

( c ) 

图(6. 2) 
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l · ·.. . .. .... . ....... . . .. . ..... ... .. · ，引

习题 6.3

l．将下列方程化为哈密颉方程（令土＝－ y），并画出其相图：

(l) x + x -x2 = O; (2) 丘．十 x-x3 = O; 

(3) 丘. -x-x3 = 0. 

解：（1）令；；＝－ y，则原方程等价于方程组

{x=- y, 

夕＝－丘＋x,

此方程为哈密顿方程，其哈密顿函数为

1 ? I 1 H(x,y) ＝产夕＋了丑—妇·

相图如图(6. 3) 中 (a).

(2）令 x=-y，则原方程等价于方程组

｛：二＇云，
此方程为哈密顿方程，相应的哈密顿函数为

1 1 1 
H(x,y) ＝ ty2+了f-丁丑．

相图如图(6. 3) 中(b) .

(3) 令 ;;=-y，则原方程等价于方程组

｛：二'-x,
这是哈密顿方程，相应的哈密顿函数为

i 曷
解：从泸

女

= <p2 (a-2rp）两边开平方可得 p' ＝士 <p ✓(a-2p) ，不妨取正号（取负号时，同理可解）．即 ；：；

0/ 

H(x,y) = 1 1 1 
了2_tx2 —丁丑．

相图如图(6. 3) 中(c).

2. 推导用双曲函数表示泸＝＃（a-2<p）的精确解(6. 33). 

｛注：（6.33) 式为 u= 卢－at) ＝旁sech2 ［令压(x-at —~)] }. 

(c ) 

图(6. 3) 

｀
癌
兑

只需要求解 <p'= <p ✓(a-2p) ． 

变形该方程，得到

d中

P三
=~. 

下面求解不定积分I —二坦—．令 sin五＝上
中三 a 

?，即 p=-%-sin也则2 

d <p = a sin xcos xdx, 
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；忒．． ．．．．．． ．·． ．．． ．．．．． ．．．．．． l

中三＝丘·上． sin2xcos XJ 2 

从而

d.x＝习卓
拉 Sinx.

I —单—=[ asin xcos x 
<p三 ,.fa. 生． sin2xcos x 

2 

注意到

f 幸－＝ I － sinxdx = dcosx 
sm x -sin五 I COS2x- l 

2`
尸`
口日
日

1
1

口
彗
昂
，
｀
飞
尸
言
勹
21
·
·
·
·
·

哪
勹
了
`
}
｀

=I 令(~-~)dcosx

＝上lnl~I2... I 1 + cos x +c1, 

故

I -坐-=..!..ln1-cosx
<p ：玩丘 1 1+cosx1+c2· 

因此，由 O式两边同时积分可得

1 
一ln

1-cos x 石 l~l+c2 =~-c3, 

即

1-cosx = f(F却，
l+cosx 

这里 ,$i = C3 + Cz 是积分常数．解出 COS X，则有

l-#.（七却
COS X = 1 + (!4(Ho)' 

两边平方得到

2 
(1 - ＃．（只炉） 2

cos-x = 
(1 ＋石炉~) )2.

注意到 cos五 ＝ 1 - sin2x = 1 2 - sin2x= －-?，则有
a 

1-－中＝
2 (1 － 在（只fo)) 2 

a (1+ 石（只炉）2 '

＝旁• sech2 （今佟一 Si))<p =立． 4
2 f妇o) ＋ 2+e王（只却

将 ~=x-at 代人上式，则得到公式(6. 33). 

?才, 3．在空间(x,t,u) 中画出 KdV方程的单、双孤立子解(6. 33), (6. 37) 图

; 
乌·

f' 

解得

｛注：（6. 33) 为 u = <p(x-at) ＝旁sech2 ［长（x-at － 8)J,

(6.37) 为u(x,t) = - 12 3 + 4cosh(8t- 2x) + cosh(64t - 4x) } 
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—』解：单独立子解(6. 33) 如图(6. 4) 所示．

图 (6. 4) 

双孤立子解(6. 37) 如图(6. 5) 所示．

图 (6. 5) 

4．试证明 n 维空间中容积变化率公式正＝－－＝1dU 弘u dt 2 社1 = divf. 

证明：在 n维（相）空间(x)== (x1,x2, … ,x”) 中由驻定微分方程x=f(x) 定义的向量场为(/)，通过 it
菜

容积U的也面的x，方向沿方程的解的单位变化量为

i 
: 

（f，士十笠也）dx尸..dx亡1dx叶尸..dx“'

其中士表示U的x，方向的两侧，其 x，方向的总单位变化量为

笠心，妇··dx.....l d.x汁l • • •也＝笠也如…也．

爵

靠
茎
的
食4
i
`
－
亏2`
总
、
七
姑y
4没
泛
邑
巨

．
｀

, .. 
一.. .. 
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于是容积U沿方程的解的总变化量为

幻• dS = t. 丑． u,
i=l a笃

其中/•dS是任意面元沿向量场(f) 的变化量，au表示容积U的闭合表面，U容积为所有U中

单位体积扛1dx2…dxn 之和

负

ii 
1 笱 丁走侍谷积U 市牡阻` a＝上工1 」­
§峈 U dt u. 
g ? ... 
入 如

尸 3．试用订弄矶宏出活化次力秷\...:s8)仕多如＝心＝奇一/1 勹＾、一己－ 1 

i 
员篱长翠 解：（1) 当参数 a= 10,b = 

8 1 
一，c = - 

; 4无 3 3 
，且初值为(1,1,0) 时，方程(6.38) 的轨线图形如图 (6. 6) 

; ; 

..,...白.,...～:i:n.,.T·,,n-～浓分方程的解的变化率

气/ • dS ＝言笠＝ div/.

20,120 的轨线图貌

所示．
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忒
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峈
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勾
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仓
总
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袋
总
务
笼

".5袅
t
4J卜
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\
f
｀
号
线
努
丘
警
，

g

名gg
岛
习

I 0.8 0.6 
y(t) 0.4 0.2 

0.4 
0.2 

0.6 0.8 - - x(t) 

图(6. 6) 

(2) 当参数a=lO,b=*
8 
3 

,c= 13，且初值为(1,1,0) 时，方程(6. 38) 的轨线图形如图(6. 7) 所示．

04

8

26 

、
,

，

l
l

t ( z 

l2 
IO 8 
灼） 6 4 2 

图(6. 7) 
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8 (3) 当参数a = 10, b = 7, c = 20，且初值为(1,1,0) 时，方程(6. 38) 的轨线图形如图(6. 8)所示
3 

。

5 

10 

z(t)l 5 

20 

25 
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y(t) ~ -;:, -10. 15 IV x(t) 

图 (6. 8) 
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! 
习题 7.1

x 
冕 t

! 
1. 试生成偏微分方程： 癹！

第七章 一阶线性偏微分方程

(2) 试由关系式(x-a)2 -(y-b)2 +z = 1 中消去参数 a,b 化为偏微分方程． t＇『 :

解：（l）z=f（丘一y) 分别对 x,y 取偏导数，则有 ` } 痰

岱＝琴（丘一夕），房＝－ 2y儿（丘－少． 移 I
消去 f得一阶线性齐次偏微分方程 I 

嘈＋工轰＝ 0． ,i 
• 2Ol. I I 



，尸．．． ．． ．．． ．．．． ．．．．｀．．．． ． ．．．．．． ． ．．．．．．· `.... i 
(2) 对(x-a)2 + (y-b)2 +z = 1 分别取 x,y 的偏导数，则有

2(x-a) +z工＝ 0,2(y— b) +zy = 0. 

由上述方程解出 a,b后代入原关系式，得一阶非线性偏微分方程

z! +z; +4z = 4. 

首得

粤
燃

山
y

有
J 

dx_x 

贝

为程方
扣

征特的应

3
。

对

也
l

其程

程方
为
征
方
程

特
分
方

的
微
征

应
偏
特

对
性
其

其
线
出
次
丑

写
齐
并
阶
型
的

z
-
y

类

a
a

量

的
变
程
＋
自
于

程方
方

a
a

分
为

分

微
变

量
偏
可

微

变
列
程

偏

因

列下
下
方

解
原

断

求

判

试

试2

解

3

解

：
飞
勹
士

t
H
}厂
-

礼
厂

』

雹
伽
／
7
5
}
飞
｀
｀
严t

尸
』
,
-
岫
_

}
飞
厂
'
;
J

'

(1) X 皂＋喝＋xy 望＝ 0 ；

(3) y卢＋喝＝宁

au au (2) y —-x~=x-y; ax ay 

az 
(4) X ~ = X + y + 2z. 

ax 

(2)1 个因变量、2 个自变量的一阶非齐次线性偏微分方程，其对应的特征方程为一＝七立-x 

如=-. x - y 

(3)1 个因变量、2个自变量的一阶非齐次拟线性偏微分方程，其对应的特征方程为一 ＝d.r 少

xdu 
= y· 

(4) 原方程可改写为 x生＋0 az 
~=x+y+2z．其对应的特征方程为—=dx 心 ＝ dz 

ax 3y x 0 x +y+2云

(1) az 
= ax 

1 +x2y; (2) z立＝ sin t+x; (3) z立＝ 6xy + l2x.

次积分 y = c.

dx 
又由一＝

＆乙
得
扣 ＇ ，

1 1 ＋丘y d.r 
-＝ 1＋丑y，当视 y为常数时，方程为常微分方程，有也＝（1+.x牙）dx,

`, 
` 
j,

`,"
.
:
r
'
s 

,

J
· 

4· 
••

•• 

r 

.

2
、̀
上

灯
笠
负
行
多
气
i
.
i

'

善

记
益
衬
玄
．

＂A
么
义
筏
祝
岛
芍
滔
枣
泌
拈
嚣
｀

3 
Z = x+ -¾-x3c+c. 将第一个首次积分代人，因上式积分时视 y为常数，可视积分常数c为y 的任

意函数c=C(y)．千是有 十z= x -x 
3 

3y+C(y) ，其积分常数 C(y) 为 y的任意函数．此为偏微分

方程的解

(2) 令 u = z工 ，则原方程变为 Ui = sin t +x. 

可视x为常数，对 t 积分得u =-cost+:rt ＋ C(x) ，即 Zx = -cost+:rt + C(x). 

再对x积分（视 t 为常数），最后得

z = - xcos t＋令丑t+ f(x) + g(t), 
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式中 f(x),g(t) 均为任意函数此即为偏微分方程的解

(3) 若视 y 为常数方程，则可对 x 积分得 z工＝ 3x为＋ 6丘十<I>(y).

再对 x 积分一次得z = x3y+2丘＋动(y) ＋欢y) ，其中 O,Y为任意函数．

4. 试求下列一阶微分方程组的首次积分；

(1) 生＝心＝鸟
z xz y 

(2) *＝三生= z(y+2r-1). 
dx - X'dx - x(y—1) 

解：（1）由第一、二式得

幸＝尘 =x釭－ dy
。

,xdx- dy = o,:x? = 2y+ C1. 
xz xz 

代人第一、三式有

缸主产二，匡－立 立＿竺＝兰～
z y 王＿＿立

2 2)dx ＝如， 62 2+c2 

2 2 

方程有两个独立的首次积分

x2 - 2y = c1, x3 - 3x(x2 - 2y) - 3z2 = c2, 

其中 C1,Cz 为积分常数

(2) 将方程改写成对称形式 dx =—土L- ＝ dz dz 
x(y-1) z(y—1) z(y+2z-1) ．由后两式有 = 2 

dy y - l 
z+l, 

是线性微分方程，有解

z = elnlr-112 (J e-Inlr112 dy+c) = (y—1) 2 C1 - (y - 1). 

代入前两式有

邑声＝ dy = [ q 1 
x z (y-1)生－ (y - 1) (y- 1沁－ 1一二］dy.

积分得

(y-l)c1 -1 
y-l 

= x+c, - (y — 1)一1 -x = c-c1. 

千是方程有两个独立的首次积分

z = (y-1)2c1 - (y —1)'- (y-1)一1 — x = c-c1, 

其中 C1,c 为积分常数

s. 试用可积组合法求解下列齐次微分方程组：

{ 
x'= 2x+4y, 

(1) 
y'=- x-2y; 

',.' XJXixg -

++ 

2

1 

xxlx __
__
__ 

', 
123 
, xxx { 

、
丿

2 ( 

. 

',3 3Xax x --

2 

22X xx3 

3+ 

xl 

+ 

+ 

xl 

xi 33 ___
__
_ 3 

, 
2 
, 

1 
, xxx { 

、
丿

3 ( 
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为分积合组可
dt-l 

五晶式形称对为写改可组程方分微原解

]
；
:
尸
互
勹
宅
尸

f
t' 尸
r
j
$

.

』
：
厂
尸5
』
,
，
二
丘
厂
,
尸
_

｀
／
”
:
勾
2厂
归
尸
尸
卢
，
恨
飞
喜
＄
忒
｀
；
芍
§
浅
蕊
沧
礼
喜
员
瞿
易
员
居

｀氏仁帕志． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ．、 . . . ．」

1 x釭＋2ydx十 2xdy+ 4ydy = -1;-d（丘）＋ 2d(xy) + 2d(y2) = O, 
2 

:x!- +4xy 十 4y2 = (x+ 2y)2 ＝叶，

从而 x+2y = C1. 

代入方程有4L ＝坐 =- 
-c1 1 

,y =- tc1 +cz 及

x = c1 - 2y = c1 - 2(- tc1 + cz) = (2t + Dc1 - 2c汇

求得方程的解为 x = (2t+Dc1 -2c2,Y =-tci +c2．其中 C1,c2 为任意常数．

心(2) 原微分方程组可改写为对称形式 = = 釭2 __ dx3 _ dt = 
x2 -x3 x1 +x2 x, +x3 1 

d(x2 -xa) _ dt _.., tt.dx1 _ dt 
有首次积分~ =f,x2-x3 =c卫及石;= T'位＝ c过dt,x1 = c匡＋ C2

又有

扛3 _ dt dx3 = - - = x3 +c国十c2,X3 = (c1t+c3记－ c汇
C1 ef + C2 + X3 - 1, dt 

得解 X1 = C过十 c2,x2 = X3 +c1e! = (c1t+c1 +c3汜－ c2,X3 = (c1t+c3汜— C2.

(3) 原微分方程组可改写为对称形式 d.xl = d.x2 = d.x3 ＝也
3x1 +x2-x3 X1+3x2 -x3 3x1+3x2-x3 1 

有首次积分

d(x1 +x2 -x3)... dt = －一心1 +x2 -x3 = c没，
X1 +xz -x3 1 

用首次积分及线性方程公式得

d.x1 dtd.x1 
2x1 + c1 e'- 1'dt 

=——- = 2x1 + c1 et,xi = c2e2t 一 c匡，

七2 _ dt 山：2
2x2 + c1 e1 - 1'dt 

= 2x2 +c没，X2 = C3e2t —C1 e1 

从而 X3 = X1 +x2 -c过＝ ( c2 + ca) e21 - 3c1 e'. 

即方程的解为

X1 = C2 e2'- C1 e', X2 = C3岁－ c1 et, X3 = (cz + C3) e2t - 3c没，

其中 C1 心 心为任意常数．

习题 7. 2 

1．具体求出习题 7.1 第 2 题的线性偏微分方程的解．

解：（1）由习题 7. 1 第 2 题知原微分方程对应的特征方程为
扣尘 dz—= ＝-，有首次积分
X y xy 

些＝少产＝ C1,
X y X 
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牢＝廷b=ydx十xdy ＝也型＝ dz 
xy xy 2xy 2xy xy 

—,xy-2z = C2. 

由首次积分立＝ C1,xy - 2z = C2 知当 z=O 时，u=x2+Y2= 立 +C1 C2 ，即解为
X - - C1 

u = (xy-2分（五十斗．
y X ) 

y -x x-y···y -x · !!>iii 

-ydy，首次积分为 z2 +y2 = C1．又由生＝ 4斗=』生 =d(x+y+u)
y -x x-y 0 ，得首次积分u+x+y 粗，

= C2．两个首次积分相互独立．线性偏微分方程的通解为 F（丘＋y气u+x+y) = 0，其中 F为变

元的任意连续可微函数．

(3) 由习题 7. 1 第 2 题知原微分方程对应的特征方程为亨 ＝ 宁＝弓芒，由首次积分宁＝习气七
z-ln I x I= c1 及

些＝ dy 
y - c1 + ln Ix I 

,y 2 = 2(c1x+xln Ix 1-x) - c2 = 2x(z - D-c2. 

拟线性偏微分方程的通解为 F(z- ln 巨 I,2x(z- l) —y2) = 0，其中 F为变元的任意连续可微

函数

(4) 原方程可改写为 x生＋ 0 生＝ x+y+2z．其对应的特征方程为生=* = ~ 
ax 3y x 0 x+y+2z. 

有首次积分 dy = O,y = c，及生＝ 也中 2
一——z=

X - X + y + 2z'dx 工
l ＋立

X 

当 y为常数时，方程为线性常微分方程，有解

z = e21n|工 I •［伈 +-;-)x一2dx十 C(y) ] =-x－扣＋x飞(y),

它已包含解 y=C(e 为常数），此即为拟线性偏微分方程的解．

2. 求解下列线性偏微分方程：

(1) （y-z)u工 ＋（z-x)uy + (x- y)uz = O; 

(2) yzuu工十 z.xuuy + xyuur = xyz; 

(3) 立Z工＋ yzzY = x2 + y2 + z气

解：（ 1）由已知可得原微分方程对应的特征方程为』五．＝~=~扛＿
y —z z-x x-y 

利用首次积分有

d(x+ y+z) = O,x+ y+z = c1, 

2xdx = 2ydy = 2社z = d(f+f + z勺
Zx(y - z) Zy(z—x) Zz(x —y) 0 

丑＋f ＋泛＝ c2· 

两个首次积分相互独立，偏微分方程有通解 u = q>(x+y+z,x2 +y2+＃），其中 0为变元的任
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卜圈—
意函数

山~ - __4y_ (2) 由已知可得原微分方程对应的特征方程为—-＝ =--=—-. 
dz du 

yzu zxu xyu xyz 

利用首次积分有

卓＝坚，心＝ ydy,y2 -x2 = c1; 
yzu zxu 

如扣—= --, z2 -x2 = C2; 
yzu xyu 

卓＝血，u2 — X2 = C3. 
yzu xyz 

这三个首次积分相互独立，偏微分方程的通解为 tb(y2-x2,; －丑，u2-x2)=0，其中 0为变元

的任意函数

(3) 由已知可得原微分方程对应的特征方程为一＝ = 2 
山：山中
xz yz - x2 + y2 + i2- • 

釭利用首次积分有一＝~,~ = C1 ．又由于
XZ yz X 

xdx 牢 zdz xdx 十ydy
' = = = 
丑 y2 - x2 + y2 + z7- 丑＋y2'

dv du 令 u = x2 + y2,v ＝夕，上式化为一—- = －，即 udv - vd.u = udu，可积分得
u+v u 

udv - vdu du 力
2 ＝—,一— In I u I= cz. 

u u u 

2 
故有首次积分 Z 

丑＋f
- ln(x2 + y2) = c2. 

两个首次积分相互独立，方程有通解 o（-;, 夕
2 2 x x +y 

ln(r ＋少）＝ 0，其中中为变元的任意

函数

习题 7.3

l．求解下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问题）：

生； az(1) (2xy＋立）＋（yz + 3x3 y) ~ = 3x2 z - 2y2 z, y2 = z, x = 3; 
扣砂

(2) y2 扂＋沪货＋泛＝ O,x- y = O,x飞＝ 1.

解：（1）由已知得原微分方程对应的特征方程为 dx = dy = dz 
2xy2 十立 — yz - 3丘y - 3x3 z - 2y2 z· 

于是

dz = ydx十xdy ＝妇dx＋ 2ydy-dz
3x3z-2y2z xy(2y2 - 3丘） 0 

由第一式求得首次积分
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一生＝过红型江：生十~,xyz = c1. 
Z xy X y 

而由第三式求得首次积分

3x2dx 十 2ydy-dz = O,x3 + y2 - z = c2, 

其中 C1 心为积分常数

将方程条件 y2 = z,x = 3 代入可求得 C2 = 27,C1 为任意常数，即得解为

x3 +l-z = 27. 

(2) 由已知得原微分方程对应的特征方程为乌＝少＝—鸟．由后两式可求得首次积分y yz 之

尘 dz= - --::-,yz = C1. 
y z 

将首次积分代入前两式得

鸟＝少＝心，c1 dx ＝灯y,
y- yz C1 

1 3 ~ 

3 
—y3 = C1x+c2,y3 - 3xyz = C2, 

其中 C1,C2 为积分常数．这两个首次积分相互独立（其比不为常数），由条件x-y=O,x－灾＝ 1

消去 x,y,z，可求得

X = y = _Y-Z + l = 1 + C1, y3 - 3xyz = (l + C1) 3 - 3 (1 + C1沁＝ c2· 

千是原微分方程有解

(1+yz)3=3Cl-x+灾）产＋ y3.

2. 试求下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问题）的解：

au'au ' z au (1) x~+y~+-¾ ~ = O,x= l,u = y+z2 ax'J ay'2 az 

(2) 2弓皂－嗖＋xy = 0, x 2 + y2 = ay, z = 0; 

az (3) 屯＋（＃气）一十X = 0, y = x2, Z = 2x. 
ay 

解：（l）齐次线性偏微分方程对应的特征方程为一
X 
心＝少＝生，其有两个首次积分

y z 

也＝少立＝ C1 及生＝生，兰 ＝ C2,
X y X X Z X 

飞

诏
葛
浇
石
产

且两个首次积分相互独立，解得方程的通解为

u = cl>（于印．
由方程条件可得炽y,z2)=y+＃心(c1,c2) = c1 + cz ，即满足方程条件的解为

u= 上十三
X X 
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匕--－－－—心立 dz(2) 非齐次拟线性偏微分方程对应的特征方程为一－＝ ＝－－，有两个首次积分
妇－立：－xy

轰＝兰,2y +z2 = C1 及芒＝兰,z2 -y2 = C2. 

且两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为 ~(2y2 十丘，z2 — y2) = o. 

为确定函数 O，由解的条件联立首次积分消去变量得(c1 + c2)2 =-a飞，即（夕＋ xz +z1-)2 = 

忒 (y2 _ z2). 

(3) 非齐次拟线性偏微分方程对应的特征方程为生＝—尘~ = A三．
z z -x -x 

由
dx dz - ＝—－得首次积分为 z2 +z2 = C1. 
z -x 

又由

zdx dy = = = x中 － dy+z七十x也
z 2 z -x -x 0 

dy = zdx＋环lz= d（立）

得首次积分为 y ＝江十c汇

两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为 4>(z2 + x2,y－立）＝ 0.

为确定函数也由解的条件代人首次积分有 5丘＝ C1,::c:2 = 2丑＋C2 ，消去变量x得C1 =-Sc2 ，即

之2 +x2 = 5（立－ y).

3. 求解下列线性偏微分方程的柯西问题：

az az 
(1) X — ax 

＋（立＋y）— =z,x+ y = 2z，立＝ 1;
ay 

az az (2) x2 ~ + y2 ~- = z2,x = 5y = 2z; ax'.., ay 

az az 
(3) 丘－＋ y2 ~+z2 = O,xy = x+y,z = 1. ax'J ay 

x xz+y z 

dx dz 
由—=—得，首次积分 Z = C1X, 

X Z 

又有首次积分

些＝－立，C1:t'dx十 ydx = xdy,c1 dx 十 ydx 一~ = O,
x c1f+y x 2 

立立C1x- ~ = C2,z-~ = C2. 
X X 

上述两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为

炽立一1 'z—买;-1) = 0. 

为确定函数中，由解的条件联立首次积分消去变量．先消去 y，有
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—』z-c2 =.1 =卢＝~-1.
X X X 

再消去 x 有

+ 
2z 

z = c2 - - 1 = c2 +2c1 -1 及 Z = C1X =.£!.，之2 = C1. 
X Z 

即有关系式(c2 + 2c1 -1)2 = c1 ，代回首次积分，最后得

（立－y+2z-x)2 =红．

(2) 由已知可得微分方程对应的特征方程为一＝
扣 Q.1!_~= 
X y z 2. 

有首次积分山：
山 1 1 dx 也 11

- = -- - -- - - - - -- = c2 2 2' x y y x = C1 及X2 =2' z z x 

利用直线条件 x =Sy= 2z，则有 y ＝五，z ＝王，将其代入首次积分得 C1 = _!_,Cz = — 4 1 
5 2 x x 从而

有关系式 C1 = 4c2．千是满足条件的解为 1 1 =4 1 1 \ Dn 1 
，即十

3 4 了飞－ （了了） 了了勹·
d工(3) 由已知可得微分方程对应的特征方程为一＝山 也

X y - z 2. 

女
肖

4
.i
1队

i

有首次积分与＝鸟，上＿上＝ c 生 4巴上+上 =C2
x- y- y X 

1 及 2 = x2 - - :c''Z I X 

利用条件 xy = x+ y,z = 1 得上+--!,- = l,c1 ＝上＿上＝ 1 —2 及 1+上＝ 于是有关
y x y x x x 乓

系式 c1 = 1 - ~ = 1-2(cz -D,c1 +2cz = 3. 

1 
于是方程满足条件的解为 十

1, 2, 2 
+ 

1, 2, 1 --— — —= 3，即一十一十一＝ 3.y X Z X ·y Z X 

习题 7.4

1. 求下列变换群的无穷小变换、生成元和李方程组：

(1) 仿射变换群云 = ax,y = y,a E (0, + = ); (2) 工＝ ax,y = a i y,a E (0, +=); 

(3) 云＝ x+:>t,y = y,t E(－～，十=);

解：（1) 由已知变换云＝ ax,y=y,a -E (O,+ oo) 可得 rp(x,y,a) = ax , t/J(x,y,a) = y，则

~=气产 I a-o = X,1/ =气产 I a=O = O. 

故无穷小变换为云::=::::: x+ax,y ::=::::: y. 

生成元为 X=e + a , a a 
aX TJ3y = x-

a五

李方程组为 _ 
｛虑＝云，云 Ia=0=x,
也i = O,y la一0 = y. 
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产 · : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 嘈俨 . . · .i 
(2) 由已知云＝ ax,y = a2 y, a E (0，十=)可得 <p(x,y,a) = ax , ip(x,y,a) = a尥则有

~=气严2 I a= O = X'T/ =竺尸 I a=O = O, 

故无穷小变换为云：：：：：：：：： x+ 釭，夕：：：：：：：：： y,生成元为 X = X-£---­a 
ax· 

心
—=云，云 la=O = X, 

李方程组为｛ _ 
da 

少＝ 0
da •Y la=O = Y• 

(3) 由已知云＝ x+ y,,y = y,t E (- oo, 十 OO）可得 <p(X,y,t) = X+"冲(x,y,t) = y. 

则 e＝玉爷型2 I t=O = y'TJ =垫节碑 I t=O = O．故无穷小变换为云釭＋沪正 y.
t=O 

心－－
--:i: = y,x1 = x, ~ = y,x I,=o 

少 －
dt = o, y I •=" = y, 

t=O 

a 
生成元为 X=y—，李方程组为

ax 

数函变不的元成生列求

,
I
I

`

”
｀
口1
1

｀
厂
亦
咚
占
}
`

_

,
、h
&
'
J
.
L
产
“

(4) 由已知云＝了气;,5= 丁芒石可知 <p(x,y,t) ＝下气；冲(x,y,t) ＝下气；．则

~=产产 I t=O = x2'TJ =垒|t=O = xy. 
I 

故无穷小变换为云~ x+ax2,y ::::::: y+axy. 

a 
生成元为 X=f-＋xy­

a 
ax ay. 

李方程组为 _ 
｛悲＝云2 ，云 I"一o = x, 

尘~=云;;,;; I a一0 = y. 

a 
(1) X = ~; 砂＇

(2) X = y 
a 
—; 
ax 

(3) X= 丘
a, a 

ax 
+xy 3y. 

a 过解：（1）已知 X = －，由定理 9可知，此生成元的不变函数由 ＝ 0 给出．即 f(x,y) = f(x),f为任
ay 3y 

`·`,
.;1
.? 

．
．
．
一
．
一
`
}
f.

.

. 

勹
了
吭
啵
咚5入
长
｀
．
9
'飞
责
八
＇
、

八
年案
霖
穿
沁
累
忒
，
告

意可微函数，即平行千 y 轴的直线．

丑(2) 已知X = y立，由定理 9可知，此生成元的不变函数由 y =0给出．即 y=O或过=O. 则
ax 3x ax 

不动点为 y = O 或 y = c(c #- 0). 

(3) 已知 X = :r!- a 
+ 

a 
- xy -，由定理 9 可知，此生成元的不变函数由丑 十xy扛扛=O 给出．
知砂 虹砂

釭其特征方程为下 ＝ 山，即忐 d-＝立，解得其通解为 F(x,y) = rr,（王）心为任意可微函数．
x xy x y y 

• 210 • 



3. 计算生成元为 X=x
a a -+y-

ax ay 的典型变量

a a 
解：已知生成元为 X=xi:_+y一，则有 ~(x,y) = x,11(x,y) = y，由教材公式(7.50) 可知

ax ay 

{X(t) ＝ e(x,y) 岂＋ 1J（x,y）岛＝ 1 ，

X(u) = ~(x,y) 寻＋ 11(x,y) 黔＝ 0.

. 

, 10 ____ at-ayau-ay 
yy ++ at-axau-ax 

xx { 
即

解日言|XI,

解得 t = ln I 云 I = ln(I x I ea) = ln I x I+ a = t + a,u = ~ =芷;=斗 =u.
x xe- x 

所以该生成元的典型变量为 t=t+a立＝ u.

4. 求下列方程的对称：

(1) y'= F(y); (2) y'= F停）； (3) xy ' = y+ F(x ) . 

a 
解：（1) 因为 y'= F(y) 在变换云＝ x+a下不变，此时 a 

ax ay 一＝ 1,一＝ 0，所以其对称群的生成元为X

a = 
a云

(2) 因为 y'=F（上）在变换云＝ xe飞y = yea 下不变，此时立＝ x立＝ y，所以其对称群的生
x ax ay 

a 
成元为 X=x—+y­

a 
ax ' J ay· 

(3) 因为 xy'= y+F(x) 在一x = x,y = y+ax 下不变，此时 a a 
、 一－ = 0 - = ax ay x ，所以其对称群的生

成元为 X=x:;--
a 

ay· 

5．计算下列容许算子产生的一阶方程：

a a 
(1) X = l - - K --· ax ~ay' 

(3) X = x奇＋奇

(2) X = y 立．
ax' 

a 
(4) X = xy —+y -2 a 

ax ay. 

a a 解：（1）已知容许算子为 X=l- － K —，则教材方程(7.60) 变为 l 扛－ K 丑畸 ＝ o.
ax 的 ax 砂

其特征方程为生＝－少＝牡l k O. 

利用首次积分可得 cl ＝缸十ly,f = cz ．则 f=F（红十 ly).

故该容许算子的方程为 y'= F（妇十 Ly).
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a 过(2) 已知容许算子为 X=y—，则教材方程(7.60) 变为 y =- f. 
ax 3x 

其特征方程为生 =4L ＝心，即也生巨~=~.
y —f 。 y — f

利用首次积分可得f= Y ，故该容许算子的方程为 y'= y 
x+F(y) x+F(y). 

a a 
(3) 已知容许算子为 X=x- ＋-，则教材方程(7.60) 变为

ax'ay 

X 过扛+ =- 
ax 砂

f, 

dx 特征方程为一＝心 =4L，利用首次积分可得 xe-y = c1,xf = c汇
X 1 -f f 

1 故容许算子的方程为 y'= —F(xe-Y).
X 

a a 
(4) 已知容许算子为 X= 工y －＋夕—，则教材方程(7. 60) 变为

ax 办

xy 扛 2 过
a工

+y ＝对一对气
ay 

其特征方程为生=少=－4L_
工y y2 yf-xf2' 

利用首次积分可得_;y_ =C1,f ＝土旦－．
x c+x 

故该容许算子的方程为 y' ＝ y . 

x+F停）

第八章 边值问题

习题 8. 1 

1. 试讨论下列微分方程边值问题的可解性并求解．

(l) y' = O,y(O) + y'(0) = y(l),y'(0) = y'(1); 

(2) y'= x,y(O) - y(l) = l,y'(0) + y'(1) = 0. 

解：（1）由已知齐次微分方程易得其有基本解组 y1(x) = l,yz(x) = x．边值条件对应

队［y]_== y(O) - y(l) + y'(0) = O，店［y] == y'(0) - y'(1) = 0, 

得

［队 [ylJ U1 [y2千[° ° 如JU心］ 0 0], 
其秩为 0．即齐次边值问题是可解的，它有解 y = c1 +c2x. 

1 (2) 由已知易得非齐次方程有特解y。 (x) = -¾-x3．对应的齐次方程有基本解组Y1 (x) = l,y2 (x) 
6 
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—1、=x.边值条件对应

队 [y] 至 y(O) -y(l) ，店 [y] 圭 y'(0) + y'(1)' 

千是

［队[ylJ U心］ U1 [y。]－ Y1]
0 -1 －工

归］店[y2JU心］－ Y2 = [02 令6 ], 

其秩为 2，与矩阵

［队 [yIJ U1 [“千 [0 - 1 

归］队［沁 0 2 ] 

的秩 1 不同．边值问题不可解．

事实上，非齐次方程有通解

心）＝ c1 +c2x＋扣·

由边值条件应有

l l 
飞－飞＝ l,2c2+t=O.

得 Cz = 7 1 
6 

,c2 = 
4 ，相互矛盾

．故无法求出满足边值条件的常数 C1,C2. 

2. 试判断下面边值问题的可解性并求解．

y'-y'= O,y(O) =- l,y'(1) - y(l) = 2. 

解：微分方程 y'-y'= 0 有基本解组 Y1 = l,yz ＝已边值条件对应

队[y] = y(O) =-1，队［y] = y'(l)-y(l) = 2. 

易得

[U心］ U心］于[ 11 -1] , 

U2伍] U2 [y2] rz J L- 1 O 2 

队[y1] U1[y2]l r 1 1 

其秩为 2 与矩阵［队[ylJ U心］］＝ [- 1 0]的秩 2 相同，故边值问题是可解的．
因为 y'- y'= 0 有通解 y = c1 +cz~．代人边值条件可得

c1 +c2 =-l,c2e- (c1 +c2e) = 2, 

解得 c1 =-2,cz = l，故边值问题的解为 y_=· ·¢-2.

3．试用待定系数法求解边值问题：y'-y'-2y = O,y(O) = 2,y（十=) =O. 

解：由已知易得齐次二阶线性方程有通解 y(x) = c1 e2x + cze气

由边值条件 y（十=) =O 可知，必有 C1

题的解为 y(x) = 2e气
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二阶齐次微分方程 y"+y=O有通解 Yl (x) = C1COS x+czsin X，且解 y = csin x满足边值条件．

现取非齐次方程的解 y=y。 +Y1 ，确定 C1,Cz ，使其满足边值条件，即

yo(O)+y凶0) =-TC+ C1 = 0, 

Yo (亢) + Yl(六) = 2六一六－ Cr = 0, 

得 CJ = 六．千是非齐次方程满足边值条件的解为

：一穴+1CCOS x + csin x. 

代入边值条件 y(O) = O,y(l) = 0 可得 C1
1 

=- 2 心＝ 0．故此时边值问题有解

当 a< O 时，令 a=－入(). > 0) ，则微分方程可化为 y''-).y = 1 ，其通解为

Y = C1 ~工＋ C2e玉－—．1 
入

-./i 
代入边值条件 y(O) = O,y(l) = 0 可得 C1 = 

C2 (l - e) 

Ji -1 
．故此时边值问题有解．

l . 
当 a > O 时，微分方程 f'+ay = 1 的特解为 y。=—，其对应齐次微分方程 yh+ay = Q 的基本

a 

. ~ 
&' 

::、;

i ,：． 1．求边值问题y'= f(x ),y(O) = 0，当 x-+00 时有界的格林函数．
;，名

解：因为微分方程 f'= 0 的基本解组为 Y1 (x) = l,y2 （工）＝ x,y1 (x),y2 (x) 的朗斯基行列式W(x)

§ i: 
[ ·沁
` ;',?.` ̀. 

'; ；文·: :i占

解组为 Y1 = cos/;i.丘，Y2 = sin-tax．边值条件对应

队[y] = y(O) = O，队［y] = y(l) = 0. 

于是

［队 [y1 ]
队[y1 ]

U1 [y2] 

店[y2]

归］－勹＝ 1 U心］－Y2 [COS抎
。

sin/a 

10 --
__ 

-- 
1

一a
1

一a

。

sin心 扣1 - cos ra J · 
1-a 

当 sin丘＝ 0 且 1-cos丘尹 0 时，上述矩阵与［队[y1 ]
店 [y1]

U心］叩］］不同秩，则边值问题不可解，

即当✓a = (2n - 1玩，即 a= (2n-1)屯 (n = 1,2,3,…）时，边值问题不可解．

习题 8.2

10 
__ :I- l s'c O. 
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由格林函数的定义，

当 o<x<t 时，G(x,t) = a1 (t) + a2 (t)x, 

当 t<x<+oo 时，

G(x,t) = b1 (t) + bz (t)x. 

由于格林函数在 x=t处连续且满足
aG(t+ O,t) aG(t —O,t) 

ax ax 
=1，则有

a1 (t) + a2 (t)t- [bi (t) + bi (t)t] = 0. 

b2 (t) - az (t) = 1. 

又由边值条件 y(O) = 0 可得 a1 (t) + az (t) • 0 = a1 (t) = 0. 

由 x-+oo 时 y有界可得b2 (t) = O. 

将 a1 (t),b2 (t) 分别代入 (D,~）可得 az(t) =-1. 

又因为 G(x,t) 在x= t处连续，则 bi (t) =- t. 

-x,O<x<t, 
所以该边值问题的格林函数为 G(x,t) = { 

-t,t< x. 

2. 求边值问题y'+ y = f(x),y(O) = O,y'(1) = 0 的格林函数

'` 

e@ 

解：因为微分方程 y''+y=O 的基本解组为 Y1 (x) = cos x,y2 (x) = sin x,y1 (x),yz (x) 的朗斯基行

列式 W(x) = I:尸 X
一smx

二：I= 1 #0. 

由格林函数的定义，当 O~x~t 时，G(x,t) = a1 (t) = a1 (t)cos x+az (t)sin x. 

当 t~x~l 时，G(x,t) = bi (t)cos x+b2 (t)sin x. 

由于格林函数在x=t 处连续，则有

a1 (t)cos t + az (t) sin t - [b1 (t)cos t + bz (t) sin t] = O. 

由千格林函数在x=t处有跃度
aG(t + O,t) aG(t- O,t) 

ax ax 
=1，则有

- b1 (t)sin t + b2 (t)cos t- [ - a1 (t)sin t + a2 (t) cost] = 1. 

又因为格林函数关于 x满足边值条件，所以有

G(O,t) = a1 Ct) = 0, 

G'(l,t) =-bi (t)sin 1+ bi (t)cos 1 = O, 

解由 <D,~）息），＠组成的方程组可得

a1 (t) = O,a2 (t) =-cost- sin ttan l,b1 =- sin t,b2 =- sin ttan 1. 

代人 G(x,t) 可得

. 

, t1 <V xx << 0t ', 

、
丿

1 

x n .1 s .x 

( 

、
丿

l
s
1

1seos -Co.co t (t sn co.Sl -- ,

Y

、

__ 、
丿
t , x ( G 
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:if y'+ 2xy'=-c'2 + 2c2沪 － 2c2沪＝－占＝ f(x),

工＇

C2 =-I: f(t)也
而由 c勹＋ c'2沪＝ 0，即有 c'1=— c勹沪＝ x飞f(x) ，解得 C1 = J勹c-l J(t)dt. 

最后得非齐次方程的特解 y=f:c （t一I -x-1 )f(t)也其通解为

y = c1 +c2x一1 +『 (t一） － x一方(t)也
1 

3 3 工

利用边值条件有 Ct = - C1 = J: f(t)dt．千是有 y=f工 (x一l -1) J(t)dt十 I1(t一1 -1)/(t)也

可定义格林函数

G(x,t) = ( 
t一l -1, 1 ~ t~ X, 

X一1 - 1, x~t~3. 

边值问题的解为

` 
y(x) = J:G(x,t)f(t)dt (l¾X¾3). 

｝鬟 4. 求边值问题 y“ 十 k2y = f(x),y(O) = O,y'(1) = 0 的格林函数．
§ ｀戎

｀ 解：由已知易得方程的基本解组为 Yt = sin kx心2 = cos kx. 
; i总

； 樽 因为格林函数也满足此微分方程，由格林函数的定义，
！ 舅
i 甩
宙 当 O¾X¾t 时有G(x,t) = a1 (t)sin kx 十a2 (t)cos kx; 

§ 而当飞立~l 时有 G(x,t) = bi (t)sin kx 十 b2 (t)cos kx. 
i 织ii 当 x=t 时G(x,t) 连续，即要求

b1 (t)sin kt + bi (t)cos kt 一 a1 (t) sin kt 一 a2 (t) cos kt = 0. 

!, 由格林函数的性质(2) 可得

I 
t 心． k[b1 (t)cos kt - b2 (t)sin kt 一 a1 (t)cos kt 十 a2 (t)sin kt] = 1. 

i 雇 利用格林函数的性质(3) 和边值条件有
i 婴 叭t) = O,k[b1 (t)cos k - bi (t)sin k] = 0. 

e) 

@) 

c1 (t)sin kt 十 c2 (t)cos kt = 0, c1 (t) cos kt 一 c2 (t)sin kt = -f-1 
k. 
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利用 a2 (t) = 0，解上述方程有

叩）＝吁丘(t)=－宁＝ b2 (t), 

b1 (t) =-
sink• sin 比

kcos k · 

于是

a1 (t) = b1 (t) - c1 (t) =- cos K(t- 1) 
kcos k 

最后求得格林函数为

cos k(t-1) • sin kx 
kcos k 

'O¾X¾t, 

G(x,t) = {_ Slnkt ·KCCoosskk(x-1)，卢 1.
5．对怎样的 a，存在边值问题 y'+ay = f(x),y(O) = O,y(l) = 0 的格林函数？

解：当 a>O 时，易得边值问题 y" = f(x),y(O) = O,y(l) = 0 的格林函数为

(1-x) （一 t)
1-0 ,O~t~x, 

G(x,t) ＝｛ (1 芒。－x） ,x产 1
= ｛一 t(1-x) ， o严x,

-x(l-t),x~ t~ 1. 

由 a>O 时，由习题 8. 1 第 5 题知当 a= (2n-1)屯 (n=l,2,3…)时边值问题不可解，则不存

在格林函数，现令 a= 入2 (). > 0) 且 a =I= (2n - 1)2,,?- (n = 1,2, 3…)，则 y'＇ +ay = 0 可变形为

另

y"＋心＝ 0，其基本解组为Yt (x) = cos 杠，y2 (x) = sin 杠．由格林函数的定义，当0~正至 t时， ｀
G(x,t) = a1 (t)cos 杠＋a2 (t) sin 杠，

当 t~x~l 时，G(x,t) = bi (t)cos 杠十趴t)sin 杠．

因为当 x=t 时G(x,t) 连续，所以有

a1 (t)cos)J 十 a2 (t)sin)J —[bi (t) cos)J, + bz (t) sin 妇＝ o.

当工＝ t 时G(x,t) 有跃度

－加 (t)sin M 十心 (t)cos)J 一［－如 (t) sin)J, 十沁认t)cos)J,J = 1. 

又由 G(x,t) 关千 x 满足边值条件，则有

G(O,t) = a1(t) = O,G(l,t) = b1(t)cos 入十 bi (t)sin 入＝ 0.

由 <D,~），＠可得，当入＝坛(k = 1,2,3…)时，无解，当入＃抎时

1 1 1 a2 = +cos M[cos 入— l],b1 =-+sin M,b2= —cos)J,. cos 入．
入 入入

§ 
此时格林函数存在．

当 a<O 时，令a=－入2 (,l > 0) ，则 :/'+ay = 0 可变形为 y'，一入2y= 0，其基本解组为 Yt (x) = 
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尸汶＇ ｀一 . .......... ..................... . ...... . · ·,l 
它，Y2 (x) = e一气由格林函数的定义，当 O~x~t 时，G(x, t) = a1-Ct)守＋a2 Ct)e一气

当 t~x~l 时，G(x,t) = bi (t)守十bi (t)产．

因为 G(x,t) 在 x=t 处连续，所以

a心）f!'+ a2 (t)e-As - [b1 (t)岁＋ b2 (t)e咄］ = 0. 

G(x,t) 在 x=t处有跃度

心（t)f!' －加(t)e一儿－［比l (t)寸一沁山）e-AsJ = 1. 

G(x,t) 关千 x满足边值条件，则有

G(O,t) = a1 (t) +a2 (t) = O, 

G(l,t) = bi(t)r! +b2(t)产＝ 0.

解由＠处），＠处）组成的方程组可得

@ 
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此时格林函数存在

综上所述，当 a -:I= k2,c2 (k = 1,2,3,…）时，边值问题存在格林函数

习题 8. 3 

1. 试证明例 4 中边值问题(8. 49),(8.50) 的解为 y(x) = Yt (x) + Y2 (x). 

证明：设 y。 (x) 为边值问题

{ 
y“十 ,\y = f(x), 

y(O) = a,y(六) = p 

的任意一个解

y1(x) 为边值问题

{ 
y“十AY = o, 

y(O) = a,y(六) = p 

的任意一个解．

令 yz(x) = y。 (x) - Y1 (x) ，则有

y'勹＋如＝（y＇，o -y',l) ＋入(y。 - y1)

= (y飞＋心o ) － （y',1 ＋灶）

= f( x)-0 

= f(x). 

yz (O) = y。 (0) - Y1 (0) = a - a = 0, 

Y2(亢) = y。(六)— y1 (六)＝ {3-{1= 0. 
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匕__ ＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿—司

所以 Yz(x) 是边值问题

{ 
y“十 A.Y = f(x), 

（ 皿）
y(O) = 0，外六） = 0 

的解，且 y。 (x) = y1 (x) + Yz (x). 

边值问题(I) 的f.

问题（ Il ），（皿）的解．

2. 求边值问题 y'1_b =0,y'(O) = 0,y'(l) ＝ 0 的本征值和本征函数

解：0 半＞ 0 时，户一入＝ 0，解得 n ＝坏，rz =－五，则通解为 y=c，工 ＋Cze玉，

代人边值条件得{y1 (0) = Ct./). - Cz./). = 0, 
即 cl =c2 = 0，故无非零解

y'(l) = C1孜Jfl - cz孜e笠t = 0, 

＠当入＝ 0 时，通解为 y(x) = (cz +cix)er.i: = Cz +c1x，代入边值条件知 C1 = 0 ，无非零解．

＠当入 <0 时，令入＝－正，则方程变为 y“十µb=0，特征方程为户十µ2 =O，则通解为

y(x) = C1COS 户＋ c2sin µx, 

代人边值条件则有

I 勹J y'(0) =-µc1sin O + µc2cos O = µc 2 = O, 

即 c2=0;

y'Cl) =-µc1 sinµ, + µcz cos µ, = - µc 1 sin µl = 0, 

即 sinµ,= 0 或 Ct= 0（舍去）．

由 sinµ,= 0，知µ=午(k = 0,1,2,…). 

如tn,.1,, _ 2_ k屯 L_ $ 

仅习µ＝一时，儿＝－µ ＝－—一l l2 

常数，k=0,1,2,….

综上该边值问题的本征值为儿＝－均亡，本征函数Y• = ccos~六
l 

=ccos—x，其中 c为任意非零常数，k = O,
l 

1,2,.... 

3. 求边值问题y'-).y = O,y(O) = O,y'(l) = 0 的本征值和本征函数． ` 
解：0 当入＝ 0 时，通解为 y(x) = c1x+c2 ，代入边值条件得 C1 = C2 = 0，则无非零解． 、：：

＠当入＞ 0 时，户一入＝ O,r1 ＝五，r2 =－五，通解为 y(x) = C1在＋c2e寸飞代人边值条件得 惑
{y(0) = c1 +o = 0, ; 

y'(l) ＝ c1仄乒l - c2丘e.....ffl = 0, 然

解得 Ct = C2 = 0，无非零解．

时，令入＝－伈

边值条件厂，（0） = cl cos 0+c2sin 0 = cl = 0 , 即（ cl = 0, 

y'(l) =- c1µsin µ, + c2µcos µ, = c2µcos µf, = O, \ cos µI, = O, 
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`-----— 则µ=也亏乌＝（K-令）于，则儿＝－ （k- 令）2 早，k=l,2,3, …．

综上，该边值问题的本征值为入k=－ (K－上）2f，本征函数Yi =csin[ (k －令）平］，其中 c为

其对应特征方程为户一 r－入＝ 0.

0 当入＝ 0 时，r1 = O,r2 = 1 ，则通解为 y = C1 +c2也即 y(x) = c1 +c2x，代人边值条件

y(l) = er +c2 = O, 

{ 
y(a) = c1 +ac2 = 0, 

即 C1 = C2 = 0，故无非零解．

＠当入＃ 0 时，解特征方程得 r = ~. 1 土 JFF五
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芝一时，r有实根为r1,r2 ，则通解为Y=c1虾＋4 
C2 er2勹即 y(x) = C出1 +c2r2 ，代人边值

条件得

{y(l) = q+o =0, 

y(a) = C1ar1 + C2ar2 = 0, 

解得 C1 = C2 = 0，故无非零解．

当入＜－一时，r=
1 1 土 JFF石
4 2 没有实根，设 r1 = a＋屈凸＝ a－队则通解为 Y = (C1 COS 队

+ C2 Sin {Jt) f!' ，即 y(x) = [c1 cos(/3ln x) + c2 sin(f3ln x)］立，代入边值条件得

{y(1) = cl = 0, 

y(a) = [c1 cos(f3ln'a) + c2 sin顷n a ) ]aa = 0, 

. . . . , 3 , 2 , 1 __ k , a 
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得解

又由于 a= 令，则（前 ＝ （八了瓦）2 =旦甘丛，即 N =-（奇）二 -¼,k = 1,2,3, …. 

l 2 综上，配 ＜－ 一 时，该边值问题的本征值 N =-（~)－上，本征函数为 Yi = 4 1na 4 

c[sin（记lnx)]x令，k = l,2,3, …， e 为任意非零常数． 贰
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(1) 岱＝ 4x2 - y; 

(3) （器）2+x 器— 3y2 = O; 

(5) 忠＋ cos y+2x = O; 

教材习题详解

第一章 绪 论

习题 1. 2 

1. 指出下面微分方程的阶数，并回答方程是否是线性的：

(2) 归－屯）2 +12xy = O; 

(4) X屯－ 5 少＋ · 
df dx 

3xy = sin x; 

(6) sin（归）＋ e! = x. 

(2) 二阶，非线性．

(5) 一阶，非线性．

2. 试验证下面函数均为方程生2
d丑
十矿y=O 的解，这里 (J)>0 是常数：

解：（1) 一阶，线性．

(4) 二阶，线性．

(3) 一阶，非线性．

(6) 二阶，非线性．

(1) y = cos 血；

(3) y = sin 血；

(2) y = C1COS 血伈是任意常数）；

(4) y = c2sin 姐伍是任意常数）；

(S)y=c1cos 血：十 c2sin 血(c1,c2 是任意常数）；

(6) y = Asin(血 +B)(A,B 是任意常数）．

., ` 

，正 d卢）d工解：（1) 因为 y = cos 血忠＝－wsin己心2= －忑－ ＝－矿cos 血，

所以归＋心＝－咕cos 血 +w2cos 血＝ 0.

因此，y= cos 血是方程归＋心＝ 0 的解

．生 芢）d.x (2) 因为 y = C1COS 血忠＝－ c1wsin 血，心＝勹豆－ ＝－心cos 血，

所以归＋心＝－心cos 血＋心cos 血＝ 0.

因此，y = C1COS 血是方程归＋心＝ 0 的解．

心
(3) 因为 y = sin 血坐＝ WCOS 也正t=

d(d.x) 
中 心釭＝－心in 血，

所以归＋心＝－心n血叮sin 血＝ o,
d2 

因此，y= sin 血是方程—义十矿y=O 的解．
心
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(4) 因为 y=c2sm如忠＝ c心0S吧，归二字＝—心sin也
。

所以归＋矿y=-c心sin血＋心sin wx = O, 

因此，y = c2sin 血是方程归＋心＝ 0 的解

(5) 因为 y = C1 COS CtJX + Cz si 少= c1 cos wx + c2 sin 血，＝- c1 wsin era + c2砒OS CtJX, 
扣

凸 d（岱） 22 · 
也2 dx = -,- =- c1 w- cos wr - c2 w- sin 血，

,'· 子＼．：

所以立江心 2. 心 ＝－ c1w2cos 血— c2w2 sin血口(c1COS血五sin 血） = 0. 

因此，y = C1COS 血气sin 血是方程归＋矿y=O 的解．

(6) 因为 y = Asin侐＋B），器＝心OS但＋B)'

凸咚）
心 dx

= ＝－必Asin侐＋B)'

所以归＋心＝－矿Asin侐＋B) ＋矿Asin侐＋B) = O. 

正因此，y = Asin(血 +B) 是方程 十矿y=O 的解．dx2 

3. 验证下列各函数是相应微分方程的解：

(l) y smx = ~,xy'+Y = cos x; 
X 

,xy y 

(2) y = 2+c ✓卢，（l－心y'+xy = 2x(c 是任意常数）；

(3) y = C已y'- Zy'+ y = O(c 是任意常数）；

c 4) y = £?, y'e一工＋ y2 - 2ye工 = 1 － e气

(5) y = sin x,y'+ y2 - 2ysin x+ sin五－ cos X = O; 

(6) y =－上丘y' = xzy气xy+1;
X 

(7) y = x2 + l, y' = y2 - (x2 + 1) y + 2x; 

(8) y ＝贷靡＇ ＝信沪俸·
.. 

解：（1) 因为 y
sm X I xcos X—smx =-,y = 

x x2' 
.. 

所以 xy'+y = 
xcos x - sm x + smx = cos x. 

X X 

因此，y= 亚旦是方程Xy1 + y = COS X 的解
X 

，．乒｀

一"..

. _ : -. :. 
心< :·. 

: 
·'．一 ．

.. · > : : . . ·. . .-· ,., . .. . 
· · '. ., . '. .. -
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(2) 因为 y=2+c./1-言气y'=
-ex 

.;r=-7' 

所以(1-x2)y'+xy = (1 —x2). 
- c兀

卢
+x(2+c ✓二）

=-ex ✓二＋2x+cx ✓了二了＝ 2x.

因此，y=2+c ✓f:言了是方程(1-x2)y＇十 xy = 2x 的解．

(3) 因为 y= ce工，y'= ce.x,f'= ce工，

所以 f' - 2y'+ y = c~ - 2c~ + ce工 ＝ 0.

因此，y= 元是方程y" - 2y'+ y = 0 的解

(4) 因为 y=g,y' ＝ g,

所以 y'e一工 ＋ f - 2ye工＝ ~e一工＋ e釭－ 2e工e工＝ 1-e气

因此，y=e工 是方程y'尸＋y2 - 2y~ = 1-e红的解．

(5) 因为 y = sin x,y'= cos x, 

所以 y'+ y2 - 2ysin x + sin2 x - cos x = cos x + sin2 x - 2sin xsin x + sin2 x - cos x = 0, 

因此，y = sin x是方程y'+ y2 - 2ysin x+ sin2 x- cos x = 0 的解．

1 (6) 因为 y=－ — ,y'= ~ 1 
x x2' 

所以丘y' 气 ir = 1，又归＋xy+l = x2(－十） 2 ＋x(—¾)+ 1 = 1, 

1 因此，y=－一是方程x2y'= xz y2 + xy 十 1 的解．
X 

(7) 因为 y ＝丘＋ l,y'= 2x, 

所以 y2 - (x2 + 1) y + 2x =（．廿＋ 1)2- 伲＋ 1) （丘＋ 1) + 2x = 2x = y', 

因此，y=x2+1 是方程 y'= y2 一 (x2 + Dy+ 2x 的解

(8) 因为 y=－坠立，所以y'=-~)卢x) ＝坠立i位2 ＿互邑
f(x),,,,,'-"'J fl (x) fl (x) · f(x) · 

又因为丘包~y2 y - 卢＝丘但）一声 2一卢= g(x)卢x) ＿卢＝＇
g(x) f(x) g(x) (f(x) ) f(x) f(x) f(x) y, 

所以，y ＝－坠立是方程 y' ＝止邑y2 _i红)的解．
f(x) g(x) f(x) 

d 4. 给定一阶微分方程立＝ 2x.
扣

(1) 求出它的通解； （2）求通过点(1,4) 的特解；

(3) 求出与直线 y = 2x+3 相切的解； （4）求出满足条件Ily扛＝ 2 的解；
。

(5) 绘出(2),(3),(4) 中的解的图形．

咚＝ 2x，得 dy= 2xdx，方程

= 2x 的通解为y = x2 +c,c 为任意常数． 一
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— (2) 把｛x=1，代入 y = x2 +c得c=3．所以过点(1,4) 的特解为 y ＝丘＋ 3.
y=4 

(3) 因为与直线相切，所以方程组｛y ＝丘＋c，有且只有唯一一组解，即丑＋C = 2x+3 有唯一
y = 2x+3 

解，故 c=4．因此，与直线 y = 2x+3 相切的解是 y = x2 +4. 

f11x3 1 1 5 (4) 因为 oydx=f。 (x2+c)d.x= 行＋cx ） |0= 了＋c=2，所以 c= 了，因此，满足条件fyd.x

=2 的解为 y= x2 十一．5 
3 

(5) 满足(2),(3),(4) 的解的图形分别如图(l.l) 中的(a),(b),(c) 所示．
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5. 求下列两个微分方程的公共解：

y'= y2 +zx-x4,y'= 2x＋丘十x4 -y-y2. 

解：因为方程 y'= y2+2x— x4 与方程 y'= 2x+x2 +x4 -y-y2 的公共解满足

y2 + 2x-x4 = Zx＋正十x4 - y-y2' 

化简得(y-x2)[2(y＋丘）＋ 1] = o, 

顽 所以 y ＝式 和y=－-－丑可能是两个方程的公共解．进一步代入验证，可以证明 y＝丘是两2 

个方程的公共解，而 y=－－-乐不是两个方程的解2 , 

因此，两个方程的公共解是 y ＝丑

呈满足一定条件的解．在求解过程中，由于令其导数相等时很容易，

U代回到原方程进行检验，舍去增解．

6. 求微分方程 y'+xy'Z -y = 0 的直线积分曲线．

解：设方程 y'+ xy12 - y = 0 的直线积分曲线为 y ＝缸＋b，则 y'= k,k+xk2 ＿妇 －b= O. 

所以｛k = b, 即 {k = 0, { k = 1, 
k2 = k,. l b = 0, l b = 1. 

因此，方程 y1 + Xy12 - y = 0 的直线积分曲线为 y=O或 y=x+l.

禄 ！今方法点击：本题是求解方程的部分解，采用的是待定系数法．、待定系数法是求解常微分方程

， ：常用的方法之一，有待定系数法和待定函数法解决此类问题的关键在于正确地设出解具有的：

：形式
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7. 证明：与微分方程 4x2y'2 -y2 ＝寸的积分曲线关千坐标原点(0,0) 成中心对称的曲线，也是此 自
微分方程的积分曲线． g 

证明：设微分方程的积分曲线为 y=f(x) ，则有 4x2户 (x) - [1-(x) = ~尸 (x). I 
月

又若设与积分曲线 y= f(x) 成中心对称的曲线为 y= g(x) ，则有 f(-x) =-g(x) ，从而 也

/(-x) = g'(x). 

在方程 4丑户(x)- [1-(x) = ~广 (x) 中用一x 代替x 得

4(-x)2尸 (-x)- [1-(-x) =-x尸 (-x)'

即 4丑叮(-x)千－［－ f(一心］z = x[- f(-x)千，千是 4丑广(x) －旷 (x) = X.旷 (x).

这就证明了 y= g(x) 也是微分方程的积分曲线．

8. 试建立分别具有下列性质的曲线所满足的微分方程：

(1) 曲线上任一点的切线与该点的径向夹角为 a;

(2) 曲线上任一点的切线介千两坐标轴之间的部分等于定长 l;

(3) 曲线上任一点的切线与两坐标轴所围成的三角形的面积都等千常数 a2;

(4) 曲线上任一点的切线介千两坐标轴间的部分被切点等分；

(5) 曲线上任一点的切线的纵截距等千切点横坐标的平方；

(6) 曲线上任一点的切线的纵截距是切点的横坐标和纵坐标的等差中项；

(7) 曲线上任一点的切线的斜率与切点的横坐标成正比．

解：（1）设曲线为 y=f(x) ，在点(x,y) 处曲线的切线斜率为 k = y'= /(x) ，而点(x,y) 处径向斜

k-k 
率为 k1= 上．当曲线与切点的径向夹角为 a 时有关系式 tan a= 一—土，则所求的微分方程为

x 1+kk1 

y' －斗

tan a=~ ，即 xy'- y = (x+ yy')tan a,从而有，y'=~.
1+ y' 斗 x -ytan a · ~ 

X 

(2) 设曲线为y=

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标．

切线在 x,y 坐标轴上的截距分别为X=x－斗和Y= - y-xy. 
y 

2 

由题意知，x2 +in ＝凡即 (x－斗） +( ' 2 
y 

y-xy')Z = [2, 

整理得(1 + y'2) (xy'_ y)2 = l2 y'气

所以，所求的微分方程为(1 + y'Z)(xy'-y)2 = [Z y'气

(3) 设曲线为y=f(x) ，在点(x,y) 处曲线的切线叙

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标．

切线在 x,y 坐标轴上的截距分别为X=x－斗和y = y-xy'. 
y 

由题意知，一1 - - 
2 

IX· YI= a2 ，即（y-xy1)2 = 2a2 I y'I. 

因此，所求的微分方程为(y- xy')2 = 2a2 I y'I. 

｝切
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其中(X,Y) 为切线上的动点坐标

切线与 x 轴，y 轴的交点分别为（工一7,0)和(O,y-xy')．由题意知，

令 (x-J)= X，令（y－或）＝ y,

整理得，xy'+y = 0，此即为所求的微分方程．

(5) 设曲线为y~f(x) ，在点(x,y) 处曲线的切线斜率为k=y' ，切线方程为Y-y= y'(X-x), 

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标．

切线的纵截距 Y= y-xy'，由题意知 y-.xy＇＝分，即 xy'= y－丑．

(6) 由（5) 知，Y＝一(x+y) ，从而有 2xy'=
2 

y－工．因此，所求的微分方程为 2xy'= y-x. 

(7) 设曲线为 y=f(x) ，在点(x,y) 处曲线的切线斜率为 k=y'，由题意得y' ＝虹(k>O 为比

例常数）．

第二章 一阶微分方程的初等解法

习题 2.1

1. 求下列方程的解：

少(1) ~ = 2xy，并求满足初值条件 x=O,y=l 的特解；
d.x 

(2) y2clx 十 (x+Ddy= O，并求满足初值条件 x = O,y = 1 的特解；

(3) 坐＝严．
clx - xy ＋工为'

(5) (y+x)dy+ (x —y)d.x=O; 

(7) tan y扛－ cot xdy = 0; 

(9) x(ln x- ln y)dy- y扣 ＝ O ;

(4) o+x)ydx十 (1- y)xdy = O; 

(6) X 忠 －y+ 丘勹＝ O;

(8) 少 +e2十3:z:
扛 -— = O; y 

(10) 岱＝ e气

山解：（l) 将变量分离，得到 = 2xdx. 
y 

2 
两边积分，即得 ln I y I = :x2 + c1 ，因而通解为 y ＝士 e"' 十<1 = ce :l-

又 y = O 也是方程的解，若取c=O，则 y=O含在通解中，所以方程的通解为 y = cef'·,c 为任意

常数

把 x =O,y=l 代入通解，得满足条件的特解为 y=e工2 .

(2) 将变量分离得到 山 dx 
y 2 X + 1• 

两边积分，即得一＝ lnlx+ll+c，因而通解为y=~
y ln I x+l l+c 

，其中 c 为任意常数

y = O 是方程的一个特解．将 x = O,y = 1 代入通解，得 c = l，故满足初值条件的特解为
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1 y= 
ln I x+l 1+1· 

(3) 将变量分离，得到一立－d dx 
1+y2 y= 

x(l ＋丘）
，对两边积分，即得

1 I/ 1 

平立＝厂了心）
2J1+y2 J 1 

云
+1 

叶如 1+:11=－令ln I 1 ＋卢 I + c1 心为任意常数．
所以通解为(1 + y2)(1 +x2 ) ＝正，其中 c ＝必是任意正常数

(4) 将变量分离，得到一旦二立dy = ~dx(x #- O,y #- 0 时）．
y x 

两边积分，即得 y - ln I y I = x + ln I x I+ c1, c1 为任意常数

即 x - y + ln I xy I = c，其中 C =-c1 为任意常数

又易证y=O 也是方程的解．所以方程的解为 y=O及 x - y + ln I xy I = c. 

(5) 原方程变形为 ydy＋工clx+xdy-y扛＝ 0，从而有

1 
2 
-d(f ＋心＋（丘＋y2 ) • xdy —ydx 

丑＋y2

两边同除以 x2 +y气即为d（丘＋y2) d停）
霆＋y2）十 1＋停）2 = o, 

1 两边积分，得到一ln(r + y2) + arctan 立＝ c,c 为任意常数．
2 x 

(6) 原方程变形为 xdy-y也十 ✓f-y2 忐＝ 0.

=O. 

d（勺 1 当 y亨丘时，两边同除以 J了＝了得xdy-ydx＋心＝ 0，即 X +...!...dx·= o, 

尽｀ X 

两边积分得 arcsin 义十 ln Ix I= c，其中 c 为任意常数．
X 

另外，当 f ＝ 丑 时，易验证 y2 = x2 也是方程的解．

所以，原方程的解为 y2 ＝ 丘 及 arcsin 立十 ln Ix I= c. 
X 

(7) 当 tan y =I= 0 时，即 y=/=kTC,k = o, 土 1, 士 2,…时，分离变量得 cot ydy = tan xdx. 

两边同时积分，即得 In I sin y I = - In I cos x I+ c1 ，其中 q 为任意常数．

即 sin yeas x = c，其中 c ＝土的 为非零常数

另外，y = 坛，k = O, 土 1, 土 2,…也是方程的解．

所以，原方程的解为 sin yeas x = c 及y = k穴，k = O, 士 1, 士 2, …．

(8) 原方程可以变形为 e-i • ydy+ e扛山＝ 0.

两边积分，即得上产 －上 2 
3 2 

e-y• = c1 ,c1 为任意常数
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--— 化简得 2e釭－ 3e-:-i = C，其中 C = 6c1 为任意常数．

dx (9) 方程可变形为一＝王ln五，令 u= 王
dy y y y 

，即 X = yu ，则原方程变为 u+y ．坐
dy 

= uln u, 即

du ＝少
u(ln u-1) y 

积分得 ln u- l = cy ，即 ln王－ 1 = cy 或 ln 立＋ 1 =-cy，其中 c 为任意常数．y - X 

(10) 原方程可以变形为 e?dy ＝ ~clx，两边积分，得到 e?=~+c，其中 c 为任意常数

2．作适当的变量变换求解下列方程：

(1) 少＝ 1 
clx (x+y)” 

(2)*=~; dx x-2y+l' 

(3) 坐= x-y+5. 
clx x-y-2' 

(4) £; = (x+ 1)2 + (4y+ 1)2 + 8xy 十 l;

(5) 少＝ y6-2丘．
clx 2xy5 十丘y2,

(6) 少＝红＋3矿＋x
dx 3x2y+2y3 - y· 

~ 解 :(1) 令 u=x+y，则患＝ 1 ＋山，故原方程变为du u -＝－土l 乌2 ，分离变量为 ＝扛
t u u2+1 扣 d兀

两边同时积分，即得 u-:- arctan u = X + C'C 为任意常数
所以，原方程的解为 y = arctan(x+ y) + c. 

(2) 解方程组｛
2x-y+l=O, 

得x=
1 1 

- -,y = -
x-2y+1 = 0, 3 3. 

令{x=X-[，代人原方程，则有蔚归
y=Y＋了＇

y dY du 
再令u= －，即 Y ＝心，则有一＝ x~+u.x dX dX 

从而
(1-2u) 

2(1-u+u2) X 
du ＝垫，两边同时积分得 ln(u2 - u+ 1) + ln X'- = c1, 

即 ln(Y2 - XY +")(I.) = c1 ，其中 q 为任意常数

所以原方程的解为 ln[( 1 2 
l\/ 1\ , I, 1\2 y-了）－（x＋寸 (y－寸＋（x+寸］＝ cl,

化简为夕＋y2 -xy+x-y = c，其中 C = e'l 1 
一了 'q 是任意常数

(3) 令 u=x-
如

y，即 y=x-u，则原方程变为 = 
-7 

dx u-2 一－ －－－，分离变量，并且积分得 u2-4u+ 14x

= c,c 为任意常数
代人 u=x-y，可得原方程的解为(x- y)2 -4(x- y) + 14x = c，化简得

丑＋y2-2xy+ 10x+4y = c. 

1 -:-du 
4 

(4) 令 u = 4y+l，则原方程为一一 ＝
扣

(x+D2气 ＋ 2x(u-D+l，即皂 ＝ 4(u+ x) 2 +8.

• 100 • 



_＿＿_＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿勹

代回原变量，故原方程的解为 tan(6x+c)
2 = 
3 
(工 +4y+l).

du 
(5) 令 u = y3 ，则方程可变形为一＝ 3u2 — 6丘

dx 2.xu 十 x2

dv 再令 v ＝上，即 u ＝匹，则上面方程化为 x- ＋v= ——一3v2 -6 
x dx 2v+1 

，整理得，

7 dv , 3 dv dx 
了．二＋了．言＝了＇

两边同时积分，得(v-3)7(v+2)3 ＝正，其中 c 为正常数．

代回原变量，并且化简原方程的解为(y3 - 3x)7 (y3 + 2x)3 = ex巠

(6) 原方程可以变形为过2 ＝红＋3y2+1
xdx 3x2 + 2y2 -1· 

令 u ＝丘— l,v=y2+l，则方程可化为一＝
dv 2u+ 3v 
du 3u+2v· 

再令 w = :，即 v= uw，则有忠＝ w+u 譬＇．从而 u譬＝ 23：22:
4 

分离变量并化简得一du=
5 I 1 

u （二＋言豆）如，两边积分得 u4 (1-w)5 = cCl :w). 

代回原变量即得原方程的解为(x2 — Yz - 2)5 = c(xz + y2) ，其中 e 为任意常数．

3. 证明方程王坐
y dx 

= J(xy) 经变换 xy = u 可化为变量分离方程，并由此求解下列方程：

(1) y(l + x2 y2)如＝ xdy; (2) 五少 ＝红
y dx 2-x2 y2' 

du 
2 x- - u 

解：令 u= xy ，即 y ＝旦，则原方程变为五． 也 = J(u) ，即 du 忐= x u x2 u(f(u) + 1) x. 

所以原方程可以化为变量分离方程．

(1) 原方程可以变形为过y_ = 
ydx 

1 + (xy)2 ，故相应的 J(xy) = 1 + (xy凡即 f(u) = l+u气

所以，令 u= xy 时，所求解的方程变为
du dx = u(u2 + 2) x 

2 两边积分，得 x4 (1 ＋忑）＝ c，其中 c 为任意正常数

因而，原方程的解为 x4 + 2x2 
亏＝ c．另外，y=O也是方程的一个特解
y 

(2) 相应的 f(xy) ＝红旦名，令 u=xy du ＝ 也
2-x y 

时，原方程可化为
u （红） x·

2 - u2 +1 

两边同时积分，得 lnI 上 u2 
X 

2 | = 4 +c，其中 c 为任意常数
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雇二＿知心 - . . . . .. 
:' 

1、:', :“ 代回原变量，得原方程的解为 lnl 引＝立立＋c.4 
．．；分＇；；
., 4．已知 f(x)『f(t)dt = 1 (x-:/= 0) ，试求函数 f(x) 的一般表达式

： 解对方程 f(xif:J(t)clt - I 两边关于 x求导得J'(x)J: f(t) cit 十 J'(x) - 0. 

由已知条件，知］勹(t)dt = 1 一一，则卢x) 1 
f(x) f(x) 

~+ /l(x) = 0，即垫立＝－
也

f(x) . 
。

1 
分离变量，积分得 /l(x) =~,c为常数，且x+c> 们从而 f(x) ＝士

1 
2(x+c) 心(x+c).

｀哼产节扣: 1 

哼吨 令 x = l 时，有士
1 

土
1 

dt = 1 ，解得 c=O轰：七.. 国三。 亭言 · 
皮'; 所以，f(x) 的一般表达式为 f(x) ＝士4-

;｀，， 平·

｀少 5．求具有性质 x(t+s) = 
x(t) +x(s) 
1-x(t)x(s) 的函娄

'，产 解：令 t=s=O，则 x(O) = ~勹界。），化简为 x(O)[l + x 2 (0)] = 0，所以 x(O) = 0. 
-,,_ 
产';.

L 又由导数的定义可得

卢· - , 

x'(t) = lim x(t+s) - x(t) x(s) ＋丑 (t)x(s) 1 ＋王（t) ．犁，= lim ~ = lim ~· s - :~• [1 - x(t)x(s) ]s - ~• 1-x(t)x(s) - s 

由于 x(O) = 0,x'(0) 存在，故

x'(t) = 1 ＋丑（t)
1-x(t)x(O) 

• lim 
x(s) -x(O) 

= x'(O)[l+x2(t)], 
3一伽0

分离变量，再积分可得x(t) = tan[x'(O)t+c] ，再由 x(O) = 0，知 c=O，从而x(t) = tan[x'(O)t]. 

： 今方法点击：本题是函数方程的求解问题，利用导数定义建立微分方程，转化为求解常微分方！
， 程的初值问题

6. 求一曲线，使它的切线介于坐标轴间的部分被切点分成相等的两段．

解：设所求曲线为y=f(x)，在点（工，y）处曲线的切线斜率为k=y' ，切线方程为Y-y= y'(X-x ), 

其中(X,Y) 为切线上的动点坐标

切线与 x 轴，y轴的交点分别为 (x- 7,0) 和(O,y -xy').

由题意知，令 （x－沪＝ x，告 (y- xy') = y，整理得心＋y=O，即 xdy+ ydx = 0. 

积分得 XY = C，其中 c 为任意常数．所以满足条件的曲线为 xy = c. 

7．在图 (2. 1) 所示的 RC 电路中，设 E = 10 V,R = 100 n,c = 0. 01 F，而

开始时电容 C上没有电荷

问：（1) 当开关 S合上“1” 后，经过多长时间电容 C上的电压uc = 5 V? 

(2) 当开关 S合上“1“后，经过相当长的时间（如 1 分钟后）开关 S从“1”l\s-
突然转至“2兀试求芞的变化规律，并问经过多长时间叱 ＝ 5V? L_＿升.E 

解 ： （ 1) 教材 2. 1. 3 中例 9告诉我们充电过程中电容C两端的电压变化规律 图(2. 1) 

R 

.. .̀ 
,· 

` 
．
、
，
＇
～
了

. 
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满足芞＝ ECl-e－忐）． ti 
羞把 E= 10 V,R= 100 O,C=0.01 F,Uc = 5 V代人上式得 et= 2，即 t= In 2．所以经过 In 2 的 穿
遠

时间电容 C上的电压uc = 5 V. 

(2) 对千放电过程，由闭合回路的基尔霍夫第二定律，有芞＝ RI ，对于电容器放电时，电容器上 沪
的电量 Q逐渐减少，由初始电量Q=C• 芞＝ C•E，以后电量减少，所以电流 I满足

森

dQ _ dCC •芞）
I=—-- =- C 

d芞=-• -• dt- . dt -'-'. dt' 

分方；

j端的电E

离变量并积分得到叱＝ CJ • e飞九其中 q 为待定常数．代入初值芞（0) =E，得 cl =E．所以，在

放电过程中芞的变化规律为Uc= E. e飞气把E= 10 V,R = 100 O,C= 0.01 F,uc = 5 V代

人上式得 et= 2，即 t = ln 2．所以，经过时间 ln 2 时，芞＝ 5 V. 

代人芞＝ RI，得到气满足的微：

RC. 节＋芞 ＝ o,

8. 求出习题 1. 2 第 8 题(1) 所确定的曲线，其中 a ＝于·

解：曲线上任一点的切线与该点的径向夹角为 a 的曲线满足微分方程

少= y+xtanq 
也 x-ytana

当 a ＝工时对应方程为心＝汇巨4 dx x-y. 

少令u=-; ，即 y = ux,f = u 
d 

d兀
+x~，所以有 x
扣

也＝三
忐 1-u

分离变量并积分得
1 arctan u—一ln
2 (1 + u2) = ln I x I+ c，其中 c 为任意常数．

把 u ＝斗代入上面的通解，化简得
X 

arctan 立＝ ln ✓丑 十 y2 +c. 
X 

式的通解为 r = c1 e8, c1 为正常数

9. 证明满足习题 1. 2 第 8 题(7) 所给条件的曲线是抛物线族．

证明：习题 1. 2 第 8 题第(7) 小题的曲线满足微分方程少 ＝ kx,k 为正常数
扣

1. 求下列方程的解：

(1)* = v+si dx 
= y , sm x; 

、

.. 
李
'
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'

一
了
，
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．
．
寸
、
-
,
｀
-
.

t 

，
管
．
之

,
-

}
,
i
.
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.
、
卢

7
:
r

、

勹
，
乾
八
宁
勹
7

一
心
入

｀

尸

勹
尸
飞
5
:
；
．
芍

5员
'
^

.
/
,

命

'
勹
冬
令
＇
：
只
飞

-p

．
、
了
｀
g-飞

答

形标坐极, 此因. y 2 + 
丘__ 4' , 斗

X

n ta c ar __ 。, 。n .1 s r __ y , 。s 
。
c r __ x 于由

u 
贝, 解通示表标坐极用若

分离变量并积分得 y = 1,k.x2 + C，其中 c 为任意常数，所以满足条件的曲线是抛物线族．
2 

习题 2.2

(2) dx 
dt 

+ 3x = e气
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ds l (3) 
dt 
—=- scos t+~sin 2t; 

2 

(5) 嚣＋气乌－ 1 = O; 

(7) 山—立
d.r x+l 

= (x+l)斗

记；
(9) 少＝空＋1

d.r 
十王＿－（a 为常数）；

X X 

(11) 也
釭

+ xy = x3 y3 ; (12) (yln x - 2) y釭＝ xdy;

03) 2xydy = (2:/ — x)也； ． （14) 山 =&+3x
扣丑；

(4) ~ 
d工
一旦y=e工xn(n 为常数）；

X 

(6) ~ =立土立dx xy2. 

(8) 少＝－+-,;
dx x+y3' 

(10) 嘈＋y = x3; 

解：（1）首先求线性齐次微分方程¥=y的通解d.x 

佩 分离变量，得少＝ d.x，两边同时积分，得 y=c~.
习， y

设原方程的通解为 y = c(x)e勹代入原方程得到

生 · 一工
扛

= sin x • e -, 

两边同时积分得 c(x) ＝上－工＿ ．
2 

e-x(- sin X —COS x) + C1, 

即方程的通解为 y = Cl if 一一(sin x + cos x),c1 为任意常数

瞩
2 

泸I (2) 首先求线性齐次微分方程璧＋ 3x=0 的通解．
dc(t) 

式
; 分离变量并积分得x= ce一气设原方程的通解为 x- = c(t)产，代入原方程得到飞if= e气

积分得山） = - e51 + c1. 
5 

所以，原方程的通解为 X = C1e嗖＋
5 
一e气其中 q 为任意常数

ds (3) 首先求线性齐次微分方程— +scos t = 0 的通解．
dt 

ds 分离变量，得— =-cos tdt，两边积分得 s = ce-•int. 

忒
酝
杂
罗
委
纂
谤

dc(t) 1 
设所求通解为 s = c(t)e-,in勹代入原方程，化简后得——- =-sin (2t)e皿 t.

dt 2 

两边积分，得 c(t) = (sint-l)e叩 t +c1, 

于是，原方程的通解为 s = c1e---,,inr +sin t- l,c1 为任意常数

(4) 首先求线性齐次微分方程少＿丑
dx X 

y=O 的通解．
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分离变量，得少 =...!!.dx，两边积分得 y= ex气
y 工

设所求通解为 y = c(x归，代人原方程，化简后得鸟俨＝ e:r: ，积分得 c(x) = e工 ＋ CJ•

于是，原方程的通解为 y = c1x'+e五”，其中 q 为任意常数．

(5) 首先求线性齐次微分方程也十上兰王
釭

2 y=0 的通解．
又？

2x-1 d 分离变量，得立 =——dx，两边积分得 y = ex气歹．2 y X 

设原方程的通解为 （）丘
..l 
e工，代入原方程，得到

dc(x).....J.. 
y = c(x 言＝ e 工·上，两边积分得

X 

心） ＝ e-¼ +c1. 

于是所求的通解为 y=c1f# ＋夕，其中 q 为任意常数

(6) 原方程可化为立少＝立土立
dx X 

dz 3z 千是，令 z = y3 ，则方程变为非齐次线性微分方程一＝—＋ 3x3 .
心 x

运用线性微分方程的求解公式，得

z= 护（］矿e一31n|工I dx 十 c) = x3(3x+c). 

所以，原方程的通解为 y3 ＝式（3x+c) ，其中 c 为任意常数．

(7) 原方程可化为—4L- ＝乌L
d(工 +1) 工 +1

十位＋ 1) 3 .

d 2 千是，令 z=x+l，则方程变为非齐次线性方程立＝一y+z3 ，运用线性方程的求解公式，得
中 z

y= 护（仁. e-［长．也十 c) ＝云（扣＋c).

代回原变量，得原方程的解为y=+2 
(x+ 1)4 + c(x+ l凡其中 c 为任意常数

(8) 原方程可化为贮 -¼-•x+y'(y#O). I 
譬

将 y 视为自变量，x 为因变量时，它是一个一阶非齐次线性微分方程，运用一阶线性微分方程的 L$
兑

$ 
求解公式，得 , 

x= 护（fy2 • e-Hdydy + c) = y（扣＋ C).

另外，y=O 也是方程的解．

1 所以原方程的解为 X = cy +-¼-y3 ,c 为任意常数，还有 y=O 也是方程的解．
2 

(9) 当 a=O 时，方程变为山＝工旦
cJx X 

，积分得y=x+ lnlxl+c;

d 当 a=l 时，方程变为立＝斗 X 
+1 

d.x x +—，运用一阶线性微分方程的求解公式，得X 
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y= 护（］于. e寸长． d.x + c) = x (ln I x I—主＋ c)

＝立十xln I x I...- I. 

当 a# 0,1 时，运用一阶线性微分方程的求解公式，得

y ＝扣（f气• e-［含七． dx+c)气（臼＋三＋c)

= cxa+－二－一．1 
l-a a 

综上所述，原方程的解为 y=

x+ ln Ix l+c, 

ex 十 xln I x I- 1, a = l, 

a= Ot 

其中 c 为任意常数

立＋亡－-¼,a=/=-0,l,

(10) 原方程可化为山＝—上． －入－
dx X 

y+x2．这是 I 阶非齐次线性微分方程．

运用一阶线性方程的求解公式，得

y= 丘（IX2 ．扣dx + C)＝扒长＋c)=尸妇

所以，原方程的解为 y= 五十上
X'4 

x3,c 为任意常数

dz 
(11) 原方程是n=3 的伯努利方程．令z=y丑，则方程可化为一＝ 2立—2x3 ，这是一阶非齐次

心

线性微分方程，运用一阶线性微分方程的求解公式，得

z= 产（］－ 2x3. e卡玉＋C) = f!'2 [ (x2 + 1卢＋c] = ce:rl- 气＋ 1.

所以，所求通解为 y2 (ce"2 + x2 + 1) = 1．此外，y=O也是方程的解

(12) 原方程可化为伯努利方程少＝ 2 dz 2 -—y+ 
ln x __ 2 

心
，令 z=y飞则原方程可化为—= - z — 工工 r'-~- z = Y, ~'J JJr-n -t:£ 1-1.J'Ki.l'J ~ = --;: 

坦，这是一阶线性微分方程，运用求解公式，得
X 

z= 护（I－宁. e-［长． dx+c)= ＋卢＋21n x+ 1), 

代回原变量，得到 y(立2 + 21n X + 1) = 4 ，这就是原方程的通解．

此外，y=O也是方程的解

(13) 原方程可化为伯努利方程心＝上 1 dz 2 
dx X 2y ，令 z=y2 ，则原方程可化为 =—— dx X 

z-1．运用一

阶线性微分方程的求解公式，得

z= 护［jCl) • e寸长． dx+c]＝正＋x.

代回原变量，得到原方程的解为 y2 ＝立2+x，这里 c 为任意常数．

(14) 令 u ＝己则坐＝ e 也
扣扣

，代入原方程，得一＝
du u2 +3.xu 
dx 

2 ，此为 n=2 的伯努利方程
X 

扣
令 z=u飞则上述方程可化为一＝—一

3 1 
dx z 2 ，运用一阶线性微分方程的求解公式，得

X X 
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l.. ．．．．．． 二 ．．一一/- .．—-.．．．．．． ／． ．． S -－于---勹一一(-三一一三言

z= 启dr (f－沪长． dx+c)=cx一3 －卢

代回原变量，得到原方程的解为e(立-3 1 1 －立＝ 1 ，其中 c为任意常数，整理得，心－y十一:i!- =c. 
2 

(15) 原方程可化为过2= 1 ，令 u= 兄则有坐＝－乌—-
dx x+x3y2 心 x+x切

d.r 当视 u 为自变量，x 为因变昼时，上述方程为一＝王＋旦x3 ，这是 n=3 的伯努利方程．
du 2'2 

dZ 令z=x一气则经整理得，一＝－ z-u. 运用一阶线性微分方程的求解公式，得
du 

` 斗： ；，＇L.，：，飞一． . 
'· }.,;, 

`.“< ? •. ｀．｀占

:,·..,; :V:·,令·式：．
｀、：长：i.•，.琴，
七＇｀ ．快·；，一:':｀丫七

．，．，，．点',.
吁 ：，还沁，＇

屯，~;,.·

}f.'、.,..,.,.. ~ -

；一

／音飞r·仁
＇，七

代回原变量，可得卢＝ c·e—y2 予＋1，即(1-x气x2y2记＝正，其中 c为任意常数，这就是 ：
z = d-1中（］（一 u)上du+ c) = ce----,, - u + 1. 

原方程的解

(16) 对方程 y= ~+『y(t)dt 两端关千x 求导得少＝ e工＋ y.
o dx 

运用一阶线性微分方程的求解公式，得 y = e" (f e工. e－工dx+c) = e"'(x+c). 

注意到当 x = O 时，由原方程可得 y = l，所以可求出 c = l．因此，原方程的解为y=6(x+1)．

2．设函数中(t) 千－oo<t<+oo上连续，<p'(0) 存在且满足关系式<p(t十s) =<p（t)<p(s) ，试求此函数．

解：令 s = 0，则中(t) = <p(t)rp(O)．由于它对任意－oo<t<+oo 都成立，所以 <p(O) = 1. 

由函数导数的定义，得

中'(t) = li~ 
?( t+s) —<p(t) 处庄钮(s) -1) 

= lim 
r今0 r今0

= <p(t) • li~ 
<p（ s) －中(0)

= <p( t).<p,(0)' 
s-+O s 

d<p( t) 
即 <p(t) 满足微分方程—一－ ＝中(t)rp'(O)．积分得 <p(t) = ce¥<0>1. 

dt 

又 <p(0) = 1 ，得出 c =1，所以，所求函数为 <p(t) = e</(O)t. 

3．如图 (2. 2) 所示的 RL 电路，试求：

(1) 当开关 S1 合上 10 s后，电感 L上的电流；

(2) Si 合上 10 s 后再将 S 合上，求＆合上 20 s 后，电感 L上的电流

dI, R1 
解：（ l）电流 I关于 t 的微分方程为一十一I= —,

E 
dt'L£ L 

把 R1 = 10 n,L = 2 H,E = 50 V代入得，

dI = — 
dt 

51 + 25, 

运用一阶线性微分方程的求解公式，得 I= 5-ce-气其中 c 为常数．

当 t = 0 时 I=O，所以 c=5，因此，当 t = 10 s 时，电流为 I= (5 — 5e一5o)A~ 5 A. 
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(2) 当＆与＆均＾上时，此RL 电路的电阻为R=( 1 I 1 一1 20 一口 矿矿＝了几电流 I关千 t 的微分

方程为璧＋扣＝ f,即盟＝－驴＋ 25.
运用一阶线性微分方程的求解公式，得 I= 7. 5+ce书勹其中 c 为常数．

将初值 1(0) = 5 代入，可解出 C =-2. 5. 

因此，当 t = 20 s 时，电感 L

4. 试求图(2. 3) 所示的 RL 电路电感上电流 I(t) 的变化规律，并解释其物

理意义，设t=O 时， I= 0. 

解：此 RL 电路电感上电流 I(t) 满足的微分方程为` dI R E ` 石勹l ＝了·
:. 即糜＝－扣＋节sin wt，此方程的通解为
总i I(t) = e-fi (f 阶sin 叫• ef1dt十 c)
及

= ce-ft +比
R2 十矿L2

(Rsin wt - wLcos wt). 

~ 1E==Umsin wt 

L 

R 

图 (2. 3) 

wLUm 
由 t=O 时 I=O 得 c= ~．于是

R2 十矿L

um -&t Ht) = ~ CRsin wt - wLcos wt + wL e-r,). 
R2 十矿L2

若令 sin cp = 一”L R ,cos cp = 
✓贷＋矿L2 ✓氏＋矿L2

，则解可化为

, l(t) = Um. ＿且I
✓R2 十矿L2

(cos cpsin wt + sin 仵OS wt - e- ri sin 中），

晷t· 即 /(t) = um 」

✓R2 十矿L2
[sin(wt + <p) - e 廿 sin cp]. 

奋 此解的物理意义是电路中的电流分为两部分，一部分随时间逐渐衰减最后为零；另一部分则是

;; 发生与电动势变化周期相同但相位相差 p角的周期变化. 

. i#; s．试证：
d (1) 一阶非齐次线性微分方程立＝ P(x)
心

y+Q(x)(j) 的任两个解之差必为相应的齐次线性微分

方程器＝ P(x)戎）的解；

(2) 若 y= y(x) 是＠的非零解，而y= y(x) 是 0 的解，则方程 0 的通解可表为 y=cy(x) +

y(x) ，其中 c 为任意常数；

晏
';' 证明：（1）设 cp(x) ，少(x) 是方程 0 的任两个解，即有

畔
志
气(x)中(x) +Q(x)，气产口 P(x)少(x) + Q(x). 
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两式相减，得到
d[<p位）一心(x) ］

dx 
=P(x)［中(x) —少(x)].

即 <p(x) －少(x) 为齐次方程＠的解

(2) 因为d[cy(x`?（x)]=c鸟俨＋鸟杻江二P（立y(x) + P(x) y(x) + Q(x) 

= P(x)[cy(x) + y(x)] +Q(x). 

即 y = cy(x) ＋沪）是 CD 的解，且货＝ y(x) =I= 0,c 为任意常数

故 y = cy(x) + y(x) 是方程 0 的通解

(3) 设 y = f(x),y = g(x) 是方程＠的任意两个解，则有

四归= P(x)f(x)，至P(x)g(x).
d.r d工

设 c 为任意常数，则

d[cf(x)] d[f位）士 g(x)]= P(x)[cf(x)]，圭P(x)[f(x) 士 g(x)].
心 扛

即说明了 cf(x) 和 f(x) 士 g(x) 也都是方程＠的解．

6. 求解习题 1. 2 第 8 题(5) 和(6).

解：（1) 其微分方程为 xy'= y 
d -:r!- ，变形得立＝斗
dx x 

-x，运用一阶线性微分方程的求解公式得

y = 护［f<-x)•e-J古七dx十 c],

即 y = x(c-x) ，其中 c 为任意常数．

(2) 其微分方程为2xy'= y d -x，变形得立＝立 1 
dx 2x 2 一一，运用一阶线性微分方程的求解公式得y=

扣［f(分）• e-［七＆dx+c] ，即 y=c 石－ x，其中 c 为任意常数

7. 求解下列方程：

(1) (x2 - l)y'-xy 十 1 = O; (2) x(:r!- - l)y' - (2x2 - l)y+x3 = O; 

(3) y'sin x • cos x -y- sin3x = 0. 

解：（1）此方程可以变形为山＝—王＿ _ 1 d.x x2-1y x2-l (x #士 1) ，运用一阶线性微分方程的求解公式得

其通解为 y = 上土产 (I- 1 x2 - l e-f i=idz: • dx + C). 

即 y = v'1了＝门(f－了与 •Jx2-l| －压＋C).

当丑 — l > O 时，则 y= 石主了[I — (x2 - 1)－江＋ C].

利用换元法，令 x =sect，可得

I (x2 - 1）分 dx = f (tan t)-3 sect• tan tdt = f竺dt =—¾. =----#z sin2 t'""' ~ sin t 石＇

所以，y= ✓了=r(fei五）＝ c 石亡="I +x. 
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当 x2 — l<O 时，则

y= 左了［I－卢(1-x2 ）分 dx+c]

＝汀二[](1-x2）分 dx+c],

利用换元法，令 x = sin t，可得

f (1-x2）五 dx = f (cost)一3 • cos tdt = f sec2 tdt = tan t = ~ fi"=x2. 

所以，y= 看二了（九:了 +c)=c./f=了＋x.

当 x2 - I=O 时，原方程变为 xy = I ，解曲线退化为点（土 1 ，士 1).

综上所述，原方程的解为 y=c ✓ | 1-x2 I +x. 

d (2) 此方程可以变形为立＝ 2x2 - 1 I x2 
dx x(x2 -1) y+---:z(x #- O, 士 1）．1-x 

运用一阶线性方程的求解公式得其通解为

即

y = eJ生产 [f 6e-J工生产． d.x+c],

y = I x2 (x2 - 1) I 分 [f 6•1x归－ 1) 1--½d.x+ c]. 

当 x2- l > O ，且 x>O 时，y =x 石亡言[J -x(x2,- 1）分 dx+c],

求积分并化简得

y = xCl+c 尸）．

当仁 l < O，且 x>O 时，y=x 看＝了[fx(l 气）分扣＋cJ,

求积分并化简得

y = xCl+c./f＝了）．

当 x2 - l > O，且 x<O 时，y =- x 石土言[fx(x2 - 1）分 dx+c],

求积分并化简得

y = x(l-c 尸）．

当 x2 - l <O，且 x <O 时，y =-x.ff=了［f - x( l - x2 ）分 dx+c],

求积分并化简得

y = xCl -c 看二了）．

当 x2- l = O 时，原方程化为 y= x，即曲线退化成两点(1, 1) 和(- 1, - 1).

当 x = O 时原方程化为 y = O，即曲线退化成坐标原点(0,0).

综上所述，得到原方程的解为 y = xCl+c ✓ 1 f - l !），其中 c 为任意常数．

d (3) 此方程可以变形为立＝． 1 
心 sin x • cos :x:7 'cos x 

尸玉(sin x # O,cos x # 0). 
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y= J~(f 
• 2 

Sln x —• e-f . l 土
SU1 工COS 工

COS X 
• d.r十 C)'

即 y = tanx(［岂勹• cot xdx 十 C),

求积分并化简得 y = tan x(c - cos x) ，即 y = ctan x- sin x, 

当 sin x = 0 时，原方程化为 y= o. 

士 z,....

综上所述，原方程的解为 y = ctan x - sin x (x ＃耘士千），c 为任意常数，或者点

.. ·.-.:. 

... ·.• · · ·. 
•.. ·;:: ·、,＇．` ·、

当 cosx=0 时，原方程化为 y ＝士 1，即曲线退化成(2k叶旁'-1) 和 (2K广于1) ，K=0，土 1, ~；;，心：：＾才
心：》，负．斗：名．

、刁兄“ ' 
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，飞，＇：
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立卫汕左

(2k叶骨'-1). (Zk广 T.1),k = O, 士 1, 士 2, ….

习题 2.3

1. 验证下列方程是恰当微分方程，并求出方程的解：

(1) （丘＋y)dx+ (x- 2y)dy = O; 

(2) (y-3x2)也一 (4y- x )dy = O; 

(3) ［二5分］dx+[-;-~了y)2 ]dy = O; 

(4) 2(3xy2 + 2x3)心＋ 3(2x为十y2)dy = O; 

(5) (}sin-; 一名cos-;-+ 1) dx+ (~cos-;- -?sin令＋少）dy= o. 

解：（ 1) 由于M= x2 +y,N = x- 2y，又
aM, aN 

= ay 
1, _ 

ax =l，因此方程是恰当微分方程
八． r｀; 
亨
长

第一个方程对x积分，得到 u = ＋丘＋xy+<p(y) ，对此等式两端关于y求导，得妞＝ x+I"'(y). I ay 十cp'(y)' 丑
．六

'̀ ,· 

` 
-:, ,::-.,.• 

．．白· ` • ~ 

;; · 沁§心
,．`＂中、··. :~ ·编

[ 

:.,.令．｀，：：喧

慾佐葆痴飞

现在求 u，使它同时满足如下两个方程：

迎＝ x气 3u
ax 

y, :,- = x-
ay 

2y. 

au 1 
与ay — = x- 2y相比较得到 cp'(y) ;=- Zy，积分后得到 cp(y) = - y气所以 u = +x3 +xy -y气

3 

即得到原方程的通解为½x3 +xy —y2 = C，其中 e 是任意常数．

(2) 由千M=y- 3乙N = x-4y，又
aM aN 

= ay 1,— ax 
= 1,因此方程是恰当微分方程．

把方程重新分项组合，得到(y釭十xdy) -3丑扣－ 4ydy = o ，即 d(xy — x3 — 2y2) = 0. 

于是，方程的通解为 xy - x3 — 2y2 = C，其中 c 为任意常数．

(3) 由于M= －工＿＿上，N ＝上 — 丑
(x - y)2 x,., y (x - y) 2 ，这时
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垫＝ 2y(x-y)2 十妒 ·2(x-y) = 2xy 
ay - (x- y)4 - (x- y)3' 

aN —=_ 2x(x-')I) - f· 2(x-')I) = 2xy 
ax - (x —y)4 - (x- y)3' 

因此方程是恰当微分方程．现在求 u，使它同时满足如下两个方程：

｛言二y:
e@ 

由 CD 式对 x 积分，得到

u =-ln Ix|二~ +cp(y). 

对上式关千 y求导，并使它满足＠即得

迎＝立十 '1 x2 
ay (x- y)2 中 (y) = ~-y (x- y)2' 

于是小y) ＝上－ l，积分后可得叭y) = ln I y 1-y，所以
y 

u =-ln Ix 勹~ + ln I y I- y = ln I 引－ y－占

因此，方程的通解为 lnl f| —y-；三＝ c，其中 c 为任意常数
aM aN 

(4) 由于 M= 2(3矿＋2丘），N= 3(2丘y+y2) ，这时，一＝ 12xy,~ = 
ay 社

12xy ，故方程是恰当

微分方程，把方程重新分项组合，得到

(6xy2dx＋缸ydy) + 4x3dx十 3y2dy = o. 
即 d(3x2 y气 x4 + y3) = 0，于是，方程的通解为 3x2 yz + x4 + y3 = c，其中 c 为任意常数

(5) 由于 M = -;-sin-; －士气＋l,N= ~cos;- —护叮＋；．因为
aM —=—上sin王＋上COS 五．二－－
ay y2 

2 12co产＋兰·上sin 立，
y y y y x x x x x 

空＝ 二片。产＋上．斗in _jJ_ － 上sin 王 ＿上．王cos 王，
ax x X X X x y y y y y 

故方程是恰当微分方程，把方程重新分项组合得到

(-;- sin ;-dx－岁sin ;-dy)+ （－各cos-;dx＋ -¼cos-;吩＋dx + 7dy = O. 

即 d(- cos 王十 sin 立＋x－ .1.. ） ＝ 0.
y X y 

于是，方程的通解为 sin 立－ cos 五＋x—上 ＝ c，其中 c为任意常数
X y y 

求下列方程的解：
2 

(1) 2x(ye工 － l)dx+ e:'2 dy = O; 

(3) 2xydx十 (x2 + l)dy = O; 

2 
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(2) (e工 ＋ 3y2 )d.r 十 2xydy = O; 

(4) ydx-xdy = (x2 + y2)d.r; 
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(5) ydx 一 (x+ y3)dy = O; 

(7) (y-x2)dx-xdy = O; 

(9) [xcos(x+ y) + sin(x+ y)]扣十xcos(x+ y)dy = O; 

(10) (ycos x —xsin x)也十 (ysin x + xcos x)扣＝ 0, 

(11) x(4yd.x 十 2xdy) + y3 (3yd.x 十 5xdy~

解：（1) 因为
aM aN2 
3y 社

= 2xe' ，重新分项组1

任意常数．

寸+'笠翠：;勹

了，沪·?.
＄心．>
芯、

吁一边···会：． . 
飞 f~• ；产·登；睾；
i麟翌龙磁，
．，o, 免咚沪·,

§酗
,, ~J ~, 若

- I= 0. 苍
尧
亨

今得到 ` 
(2xye工2 dx十 ex2 dy) - 2x心＝ o,

即 d(e'2 y- x2) = o. 
2 

于是，方程的通解为 ye'~ - x2 = c,c 为任意常数．

(2) 方程两边同乘以丘得丑gdx十 3丘y2扣＋ 2丑ydy = O. 
决

二是方程的通解为 e"(x2 -2x+2) +x3y2 = c，其中 c为 奇: 
aM aN 臼

(3) 因为一＝－＝
ay ax 

2x，分项重新组合，得(2xydx十 x2dy) +dy = 0 ，即 d(x为＋ y) = 0，于是 翌[ 

(6) (y-l-xy)心十xdy = O; 

(8) (x+2y)也十xdy = O; 

方程的通解为 x2y+ y = c,c 为任意常数

(4) 方程两边同除以(x气少，得ydx—$ = dx, 11P d(arctan ~ 2+y2 =dx，即 d(arctan-:- -x 
y )=o，于是方程的通解为

X 

arctan 玉－ X = C,C 为任意常数
y 

(5) 方程两边同时乘以；，并且重新分项组合得 (-;-dx — ffedy)-ydy = O，即 d（：－号）＝ 0.

X 于是方程的通解为一－L
y 2 = c,c 为任意常数此外，y=O 也是方程的解

(6) 这里M=y- 1-xy,N= 几、，
aM. aN - = 1-x,-- = 
ay 杠

l，方程不是恰当的．

aM aN 

因为立二』王＝－
N 

1 ，所以方程有积分因子µ = 』－1d工＝ e-x

以 µ=e一工乘以方程两边，得到(ye-x - xye一工）也十 X • e一工dy-e－工dx= o. 
即 d(xye一工＋ e一工） = 0，因而，通解为 xy+l = ce勹其中 c为任意常数

(7) 由于M=y— x2,N=-x,
aM. aN —=1 -=— ay '~ =-1，方程不是恰当的．
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aM aN 

因为生二旦王＝—_£,P,Jr~,1Jfi~~5tlzlr µ = e­
N 

，所以，方程有积分因子 ＝ e-I扣d.r = x-2 
X 

µ 

以µ＝产乘以方程两边得到斗dx－上dy-1 •釭 ＝ 0，即 d(－立—x)= 0. 
x x x ) 

因而，方程的通解为 y＋丘 ＝ cx，其中 c 为任意常数

(8) 由于M= x+2y,N = x, 3M aN 
--= 2 -= 3y ax l ，方程不是恰当的. 
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aM aN 

因为生二旦王 1 
N 

＝－，所以方程有积分因子µ = ef炉＝ x.
X 

以 µ=x乘以方程两边得到 2xydx十x2dy+ x2dx = O，即 d(x2y+上x3~x3) = 0. 

于是，方程的通解为 x3 +3x2y = c，其中 c 为任意常数

(9) 由千 M = xcos(x+ y) + sin(x+ y),N = xcos(x+ y), 

3M aN 
ay 
—- =— xsin(x + y) + cos(x + y) ,— =-xsin(x + y) + cos(x + y), 

3x 

所以方程是恰当的，且方程可以写为 d(xsin(x+ y)) = 0. 

于是方程的通解为 xsin(x + y) = c，其中 c 为任意常数

(10) 由于M·= ycos x - xsin x,N = ysin x+xcos x, 

aM aN 
ay 
~=cos x,~ = ycos x+cos x —xsin x, 

3x 

aM aN 

从而方程不是恰当的．因为生二』王＝ 1，所以方程有积分因子µ = ef1dy = 
-M eY. 

以µ = eY 乘以方程两边得

(ye:Ycos x釭＋ ye:Y sin x dy) + (e:Yxcos_ xdy- e:Yxsin xdx) = 0, 

d[(y- 1归sin x + e:Yxcos x ] = 0. 

于是方程的通解为 eY (y - l)sin x＋包XCOS X = c,c 为任意常数．

即

(11) 由于M= 4xy+3沁N = 2x2 +5xy3巠＝ 4x+ l2y3, aN 
= 

3y 虹
4x+Sy3．此方程不是恰当

的因为M,N 为多项式，设积分因子的形式为µ = x"y飞于是方程乘以积分因子 ::r!''y九后变为

(4r1沪1+3沪yn+-4)也十 (2沪＋2y+5f+1沪3)dy = 0. 

它是恰当方程的充要条件为

4(n+ 1)尸宁＋3(n+4)广y叶3 = 2(m+2)产::/ + S(m+ 1)沪y气

4n - 2m = 0, (m = 2, 
对比系数项得｛ 解得｛

3n--5m+7 = O, \n = 1. 

即积分因子为µ = x2y，方程乘以积分因子后为

4x3 y2 dx十 3x2ys也十 2丑ydy + 5x3 y4 dy = d(x4夕）＋ d(x3夕 ） = 0. 

于是，方程的通解为 x4y2 +x3ys = c，另外，x=O,y=O 也是方程的解．

3. 试导出方程 M(x,y)也＋N(x,y)dy = O 分别具有形为 µ(x+y) 和 µ(xy) 的积分因子的充要

条件

解：方程 M(x，沁dx+ N(x,y)dy = O 具有 µ(x+y) 的积分因子的充要条件是

酗＝酗，
ay 杠

即 N华－M知 ＝ 呾一空
ax ay (ay 3x 耘．

令 z = x+y，则 µ(x+ y) = µ(z)鱼＝华 ＝业
ax cJy a牙
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\̀·? — 
处仁空

所以有(N-M) 炉（贷－譬）队立即点＝悠＝护z.

因子的充要条件为

aM 3N 
ay 3x 
N-M = J(x+y). 

同理，若令 w = xy ，则

µ(xy) = µ(w) ，负＝记·言＝ y. 岂，岛＝岂·霓＝ x• 岂

方程 Md.x十 Ndy= O 具有形如 µ(xy) 的积分因子的充要条件是

罚
房
素
喜
譬

飞
喜
恩
骂
｀
尧

器
号
羡
簪

f
阻
多
考
总

勺
簪
笘
飞

分积的、
丿
y + x ( µ 为形有具。__ y d N + 

心
M 

程方以所µ 出解以可寸日、丿z ( f = 

aN-axM 

a
M
-
』
汇

仅且当

N华－M边 ＝ 置－空ax ay 3y 3x 抎，

即(yN-xM) 坐 aM aN 也 ＝（万一石）卢）．
aM JN 

当且仅当砂 吐
yN-:rM 

= g(w) = g(xy) 时，可以求出µ的表达式

所以，方程M心＋Ndy=O 具有形为 µ(xy) 的积分因子的充要条件为

aM aN 
3y 3x 
yN-:rM 

= g(xy). 

扛4. 设 f(x,y) 及 连续，试证方程 dy-f(x,y)也 ＝ 0为线性微分方程的充要条件是它有仅依赖于
ay 

x 的积分因子．

证明：充分性：

设 dy- f(x,y)釭＝ 0 有仅依赖千 x 的积分因子，下证该方程是线性的．

由于积分因子只依赖于 x，所以存在某个 <p(x) 满足

垫仁空 —扛－ 0
ay ax = a .y 

N 1 
= <p(x), 

即扛
ay 

= -<p(x). 

积分得 f(x,y) ＝－中(x)y+h(x) ，其中 h(x) 是关于 x 的任意可微函数．

这样，原方程便为少 ＝—
dx 

rp(x)y+h(x) ，即证明了 dy— f(x,y)dx= 0 是线性微分方程

必要性：

设方程dy-f(x,y)也＝ 0是线性微分方程即存在g(x),h(x) 使得 f(x,y) = yg(x)+h(x). 

此时，M=- f(x,y) = - yg(x) -h(x),N = 1, 
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．
积
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积
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L
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为
＝
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的x
N
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N

变
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N
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x
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气
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三
二

a
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a
x
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了
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M
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N

即
闷
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讥
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( 

沁
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N
M
+

,
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双

七
，
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',yM 

)
X

幽

(xx 
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仄

(
(
1
+
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a
M』让

＋
介

M
N

凶
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x
仄
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__ 

子
心
走
µ
x

丿
子

邸
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因分
，
因

3

分

v

积

积
程

1 

乘

有
方
，
). 

边

具
分

y
, 

两

程
微

x
, 

l
V
l

程

方
次
以
齐
所
证
汉
方

.. 

试
明

5

证

祜
泛
沪
涟
忒
房
沁
怠
令
．实
正

嘉
其
泌
多戎
点
气
，
飞
电守
水
泛
汾令r
§
诠
氐
｀
}

M(x,ux) +uN(x,ux) -1 1 xN(x,ux) 
即 dx+xM(x,ux) + yN(x,ux)~'xM(x，匹）＋ yN(x,ux)

du= o, 

1 
即—-dx+

NCl,u) 
x ~'M(l,u) +uNO,u) du= o. 

此为恰当微分方程，有解 x= ce－如心q心)(l,u)凸

这就证明了µ=
1 

凶＋yN
(:rM + yN "#0) 是使方程变为恰当微分方程的积分因子．

6. 设函数 J(u),g(u) 连续、可微且 f(u) #- g.(u) ，试证方程 yf(xy)心＋xg(xy)dy = 0 有积分因子

µ = {xy[J(xy) - g(xy)］尸．

证明：因为 M = yf(xy),N = xg(xy), 

a(M· µ) _ a(N ·沁
Jy ax 

＝叶'· x(f—g) - f • x(fx -g'x) _ g'y红f-g) — g • y（卢－心）
丑(f- g)2 yZ(j-g)2 

= f(f—g) - f（广－ g＇) ＿ g'(f- g) － g（广－ g＇） = 0, 
(f-g)2 (f-g)2 

所以该方程有积分因子µ = {xy [f (xy) - g(xy)］｝气

aM JN 5, 7. 假设方程 M(x,y)扛＋ N(x,y)dy = O 中的函数M(x,y), N(x,y) 满足关系—-－ =NJ(x) 
ay ax 

-Mg(y) ，其中 f(x),g(y) 分别为 x和y 的连续函数，试证该方程有积分因子

µ = exp[f f(x）也十fg(y)dy]. 

产
； 证明：用µ = exp[f f(x)dx十fg(y)dy]乘以方程两边得µMdx十µNdy = O. 

:; 望－型呾
ay 3x = µ ay ＋岭g(y) —µ笠－N对(x)

,- 

气［贾－翌＋Mg(y) - Nf(x )] 

圭 0.

• 116 • 



、
曷Y
』

4
, 

屯
心f
.

“, 

,
' ,' 

·} ,̀. 凡
，

', 

飞

` . ,.

, 

T 

了
', 

` 

介

'

”', . ', 

'̀  

.. . t. . 
.̀  

喂

.. . . ` . .. 
、
·

卢
．r̀

· 

... .. 
俸

., 

.

.. 

三

.. `. 
L

、

. •••• 

析

, ' 
，
血
r

. 

. '. 

, `4d
'

.. 

沁
｀

L

... .. 

. 

、
·

5`J .~ 
心
夕̂

 
LL . 太

` ` ` .• 
` 

、

俨

~

L~ 

~. 

｀
一. ，

曹

7.̀  
、
·

` 

编

~

-}̀
~.~.~ ．

编
~

VL ,
. 

~

』. ` 
.~ ~

~
 

~

, 

. 
-

~
、
、

~
~
 

` 

~~,“ i 

. ~
~
 

" 
“
、.• 

, 

、
”

L 
雇 鬻忖告
噶伽恳勺啖邸纶[ 

dy —P(x)ydx-Q(x)y'dx = O, f 

哟

乘以了得y-ndy— P(x)y1-ndx — Q(x)也＝ o,

即 d(y1-,,) - (1- n)P(x)y1-,,dx- (1- n)Q(x)dx = 0. 
沁笠总尸飞妇；

再乘以 e一(1-n)IP(x)也 得 飞沪坎懿五．«九氮，．

)- (1-n)P(x)yhdx]-e—(1-n）J阳）气1 — n)Q(x)中＝ o. I鼻
r 鑫冬＇七

即 d[y巨e气曰）JPcxJd:rJ- d[J (1- n)Q(x)e一（曰）JP（工五］＝ 0.
髦

这是全微分方程，因此所求的积分因子是 y-,,e一(l勹）IP(x)竺 娑
芍9．设 µ(x,y) 是方程 M(x,y)也＋ N(x,y)dy = O 的积分因子，从而求得可微函数U(x,y) 使得 dU 勾

=µ(M釭＋Nd沁试证µ(x,y) 也是该方程的积分因子的充要条件是 µ(x,y) = µ<p（U) ，其中 逸
羞
笱

扣）是 t 的可微函数． 也

证明：充分性：

当有 dU = µ(Mdx + Ndy) 及 µ(x,y) = µ<p （U) 时对方程有

呜－竺
ay ax 

因子．

8. 求出伯努利微分方程的积分因子．

解：伯努利方程为f = P(x)y+Q(x欢 (n =;t:. 0,1) 改写为

｀贾－翌）＋（M贮嗖）
＝吁(U) （贵詈）＋M屿(U)＋岭飞(U)N-N停（U）－N心(U)M

= <p(U)［呤工气］＋心(U)（酗 -NM).

因为 µ(x,y) 是方程的积分因子，所以 = 酗酗ay ax. 

代入上式，得牲卧Q ＿达互立
ay 知

圭 0 ， 即 µ(x,y) 也是方程的积分因子．

必要性：

设 µ(x,y) 也是方程的积分因子，千是同时有

µ(M忐＋ Ndy) = dU,p.CM上＋Ndy) = dV, 

au au av 
即 A1= — ,µN= －屯M=—沁

av = ax ay ax ay. 

因此 3U 
ax 

av 
ax 

翌
ay 凶

= 
空汹
ay 

µN 叭I 圭 0.
au au 

函数 U(x,y),V(x,y) 的雅可比行列式恒等千零且一·一－ ＝ µ2MN 芛 0.
扣钞
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因此函数 U(x,y),V(x,y) 彼此相关，可表示为 V(x,y) = cp(U(x,y)). 

千是

µ(M釭＋ Ndy) = dV= d凶(U) 气'(U)dU= 少,(U)µ(M忐＋ Ndy),
则有关系式户＝吵'(U)．记 <p(U) ＝少((U) ，有 p ＝呼（U).

10．设µ1 (x,y),µ2 (x,y) 是方程M(x,y)釭十N(x,y)dy=O的两个积分因子，且丛芛常数，求证丛
µ2 µ2 

= c(c 为任意常数）是方程的通解

证明：按积分因子定义有 µ2(M扛＋Ndy) = dU = O，得 U(x,y) = c，其中 c 为任意常数

且由第 9题知有 /1-1 = µ呼(U) ，可得且 ＝ rp(U) ，即坠＝ c（任意常数）等价于 rp(U) = C（任意常
µ2. µ2 

数）．

于是 0 三 d<p(U）兰 p， （U)dU圭 <p,(U)µ2CMdx 十 Ndy).

因为 µ2 芛 o,<p（U) 不恒为常数，即中'(U) 芛 0．所以 Mdx十 Ndy = o. 

即由中(U) = C（任意常数）确定的解 y= y(x) 是方程的解．

这说明了旦＝ c（任意常数）是方程的通解．
µ2 

，心心位

i ll．假设第 5题中微分方程还是恰当的，试证明它的通解可表示为 xM(x,y) + yN(x,y) = c(c 为任

意常数）．

aM aN 
； 证明：由于方程 Mdx十Ndy = O 是恰当的，所以—=-，且由于方程是齐次的，我们不妨设 M(x,ay ax 

y) 和 N(x,y) 是 m次齐次函数，则有

aM, aM 
一 •x+~•y=rrM,
ax 砂

aN, aN 
T•x+~•y=mN. ax ~'ay 

a 
另外，一[xM(x,y) + yN(x,y)] = M+x 

aM(x, ,y) aN(x,y) 
+y 3x ax 3x 

a . 
一[xM(x,y) + yN(x,y)] = x aM(x,y) 3N(x,y) 

+N+y 
ay 切办

利用0＠可得

a a 
一［xM+yN] = (m+DM，一［xM+yN] = (m+DN, 
ax 砂

a —[ xM+yN] 
所以山＝－ ax M 

d2. a ＝－一，即 Mdx十Ndy = 0. 
一［xM+yN]

N 
砂

所以 xM+yN=c 是方程M心＋Ndy = o 的通解．

习题 2. 4 

0@ 

1. 求解下列方程：

(l) x泸＝ 1 + y'; 

(3) y = y'飞；

(2) y'3 —x3(1-y') = O; 

(4) yO+y'2) = 2a(a 为常数）；
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(5) x2 +y'2 = 1; (6) y2(y'-1) = (2-y')气

1. 1 
解：（1) 方法一：方程不显含 y，解出 x并令y' = p，得 x ＝－＋方，p -=I= 0，关于 y 求导数，得p3 ' p 

; ＝（－；切·忽或C3+2p)dp+p3dy= o. 

积分得，
3 I 2 

y= --+— 2p2 I p +c. 

所以方程的通解为ix飞飞
y＝否十1+ c, 

其中 P-# O 为参数，e 为任意常数

方法二：方程不显含 y，记 y＇＝十，则方程化为 xt-3 = 1 + t飞X = t3 十几则

dx dy= —=e-1d(t3 + t2) = (3t + 2)dt, 
t 

所以 y＝扣＋2t+c.

x=t3+t气

因此，方程的通解为{ 3 
y = t t2 + 2t + C, 

其中 t 为参数，c 为任意常数

(2) 方程不显含 y，记 y＇＝红，则方程化为(t3 - (1 —江））x3 = 0. 

1 1 解出 x得x =－子，两边对 y求导得一一＝（－上－ 2t)· 也t 1 - t3 t2 dy' 

即 dy = [(1-t3) （—上－ 2t) ]dt，积分得 y=—归＋主户十」
t 2 5 t 

+c. 

1 
x= －气，所以，方程的通解为{ t 其中 t 为参数，c 为任意常数
y=—扣＋扣＋十＋c,

(3) 已解出 y，方程不显含 x，令 y'= p，则原方程化为 y=p吃．

对 x求导数，即得 p = (2 p + p2) e" 皂，即 dx = (p+2)e"dp，积分得 X = (p + l)e" + C, 
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所以，方程的通解为{x= (p+De!+c, 
其中 p 为参数，e 为任意常数另外，y=O 也是方程

y=p飞，

的解

(4) 方程不显含 x，令 y'=tant，则原方程化为 y = 2acos2 t. 

dt 
两端关千 x求导，可得 tan t =- 2asin 2t •一，即 d.r =- 4acos2 tdt，积分得

dx 

x =- a(2t + sin 2t) + c. 

所以，方程的通解为
{x =- a(2t+sin 2t) + c, 

其中 t 为参数，e 为任意常数
y = 2acos勺，

另外，y = 2a 也是方程的解．
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(5) 方程不显含 y，令 y'=cost，则方程可化为 x = sin t ，对 y 求导得 dy = cos2 tdt. 

积分得 y=
t, l 
2 + +-:-sin 2t+c. 4 

x = sin t, 

所以方程的通解为{ t 1 其中 t 为参数，e 为任意常数
y= 了十丁sin 2t+c, 

(6) 方程不显含 x，令 2-y'= ty ，则原方程化为 y2(1- yt,) = y守．

由此得 y= 上— t，且 y1 = 1+t气

d (- t-1 
因此也 ＝ 斗＝

t2 ) 11 
y'1+户

dt ＝－一也，积分得 X = ~+c. 
户 t

x=l+,. 千是，原方程的参数形式的通解为{ t 或者消去参数 t，得 y ＝ x了长－c，其中 c 为
1 

y= 了 -t,

任意常数
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总练习

1. 求下列方程的解：

(1) ysin x+尘COS X = 1; 
扣

(3) 少
扣

= 4e—Ysin x-1; 

(5) (xye; + y2) dx —x2e~ dy = O; 

(7) (2x+2y- l)也十 (x+y-2)dy=O;

(9) 忠＝ 3y+x-2;

(11) 心＝ x - y+1 
dx x+y+3; 

(13) (x2 + y2)也一 2xydy = O; 

(15) 少 .l!.
d工
= e工 十斗；

工

(17) (x— y2)釭＋y(l +x)dy = O; 

(19) X（器） 2 -2y（虑）＋ 4x = O; 
_ 

(21) （ 1+e1)也十 e7 (1 －气dy = O; 
y 

(23) y扛－ （ 1 + x+y2)dy = O; 

(25) 忠＋点 －x= O;

. 

(2) ydx- xdy = x2 ydy; 

(4)$!=~: 
dx X — 尽＇

(6) (xy + l)ydx - xdy = O; 

(8) 少＝
2 

dx 
立．十 .x;.;

3' X X 

(10) x 虑＝ 1 ＋（虑）勹

(12) e-y （忠＋ 1) = xe3'; 

(14) 少
dx 

=x+y+l; 

(16) (x+ 1) 虑~l = 2e飞
(18) 4丑y2 dx十 2(x3y -l)dy = O; 

(20) y2 [ 1- （忠） 2 ]= 1; 

(22) 与dx＋立dy = O; 
y y 

(24) [y-x（丘＋y2)]dx-xdy = O; 

(26) (2xy ＋丘y＋爷）dx＋ （五十夕）dy = O; 
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(27) 也 =2x+3y+4.
dx 4x+6y+5' 

(29) 贤＋于＝ e气

(28) X岱－y=2心（f－心（提示：令x2y= u); 

(30) 心＝ 4x3-2xy3+2x 
dx 3x2y2-6y5+3y2; 

(31) y2 (x釭＋ydy) +x(ydx—xdy) = O（提示：令 x = pcos 0,y = psin 0); 

(32) 岱＋枉旯＝ 0（提示：令 u=x+y,v=xy).

解：（l）原方程可以变形为*= ( 
d兀

-tanx)y+ 1 
一一一 (cos x =I=- 0). 
COS X 

运用一阶线性微分方程的求解公式得 y = eJ-tan志 (f 忑~. eJtan志 d.r 十 C) t 

即 y = I cos X I (J ~. cos X - I cos X I 
l d.r十 c).

当 cos x> 0 时，y = COS X（仁土d.r 十 c) ，即 y = ccos x + sin x. 

当 cos x< 0 时，y =-cos x(f－忒亏d.r十 c) ，即 y =- ccos x + sin x . 

当 cosx=O 时，由原方程可知 ysin x = 1. 

故得原方程此时的解为 (2kTC十于 4)或 (2k亢－于 '-1) ，其中 k=O，士 1 ，士 2,….

综上所述，原方程的解为 y = ccos x + sin x，其中 c 为任意常数

(2) 在方程两边同乘卢，则有过气产少＝ ydy，即 d(-7)= d（差）．
2 

所以通解为义＋立
2 x 

=c，其中 c 为任意常数

(3) 令 u ＝也则也＝ 6 ．山代人原方程可得du
d.r d.r ' = 

d兀
4sin x - u. 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得

u = eJ（一1）七 (J4sin x •扣clr+c)=e一工 (f4sin x • ef d.r 十 C),

化简整理，得 u=e一工 [2(sin x- cos x)e工＋ c］，代回原变量，得到原方程的解为

& = ce一工＋ 2(sin x - cos x), 

其中 c 为任意常数

(4) 令 u ＝立，即 y ＝匹，则原方程化为
X 

du , u 
x• 一
扛

+u= 
1 －丘＇

即 (u号－u一1)du= x一1 dx(u ¥ 0). 

两边积分，得一 2u寸— ln I u I = ln I x I+ c1 ，代回原变量整理得

x=+－令ln I y I)2. 

当 u=O 时，y=O，易验证y=O也是方程的解

所以，原方程的解为 y=O 和 X = y(c—一1, I I\ 2 f ln I y I) ，其中 c 为任意常数
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d工(5) 令 u= 王，即 x= uy，则一＝ u+ - du 
y dy y dy. 

代人原方程得 y• 患＝百:5'即(--!; - e") du = 7· 
积分得一 ln I u I- e" = ln I y I+ c1 ，即 e" + ln I yu I+ c1 = 0. 

代回原变量，得原方程的解为 e-; + ln I x I = c，其中 c 为任意常数．

(6) 当 y#-
1 

0 时，方程两边同乘一可1
1 \, x ·, ~ "'", I x2 , x 寻 (x++,)dx－亏dy= o ，即 d -(2 +) = 0. f y, y 

2 
X 所以方程的通解为一 五＝
2 + c，其中 c 为任意常数

y 

另外，y=O 也是方程的一个解．

(7) 方程可以变形为山 =_2x+2y-1
dx x+y-2' 

令u=x+y，则皂＝ 1 ＋竖＝ 1+ （－于寻）＝－:片

即（』丁— l)du = dx(u#--1)．积分得 31n I u+ 1 1-u = x+c1. 

代回原变量并整理得(x+y+1)3 = ce年y ，其中 c 为任意常数．

当 u=-1 时，即 x+y=-1 亦为解，它含于通解中．

y 

dZ (8) 此方程为n=2 的伯努利方程，令z=y飞则一＝－y-2 少 中
，代入原方程有 = dx dx dx 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得

z= 丘（I － 卢. ef长． dx+c),

计算得 z= 上＋－1 
2. 

X X 

代回原变量，得原方程的通解为一＝上＋－2 ，其中 c 为任意常数
y X X 

另外，y=O也是原方程的一个解

(9) 这是一阶线性微分方程，运用一阶线性微分方程的求解公式，可得该方程的通解为

y= 护［］（x- 2)e-f3dr也十c] = ce扛＿三＋立
9' 

即 y = ce扛
3 9 

，其中 c 为任意常数

d (10) 令 p ＝ 立，则原方程化为 x=-:-+P，两端对 y求导可得
釭 p

; ＝(－ ~+l)嗯，即 dy = (p寸）dp.

积分得 y＝轩 － In I p l+c. 

X = -':-+ p, 所以原方程的通解为{ p 其中 p 为参数，e 为任意常数
y=归－ln Ip l+c, 
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(11) 原方程可以变形为（x- y+ l)dx = (x+ y2 +3)dy, 

即(1+x)扣－（y2 +3)dy- (ydx十 xdy) = o. 

千是，d(上x2 ＿上y3
2 3 -3y-xy 十x)= 0，积分得原方程的通解为

扣－xy+x－扣－3y = c, 

其中 c 为任意常数

(12) 原方程可以变形为坐立土立
也

=x~Y ，即 e一<.r+y>d(x+y) = xdx. 

X 
2 

积分得原方程的通解为一十 一（叶y)
2 e =c，其中 c 为任意常数

l 2 立 2
(13) 方程两边同乘一，则有七十Ldx－~dy=O，即 d x- ）＝ 0．积分得x-L = c，所以( 

X 
2 

X 2 X x x 

原方程的通解为丑－y2 = ex ，其中 c 为任意常数．

du 
(14) 令 u=x+y，则¥=1+山代入原方程可得坐

clx clx'clx =u+2．积分得 u+2 = c~. 

代回原变量，则得原方程的通解为x+y+2 = ce.r ，其中 c 为任意常数

(15) 令 u=-; ，即 y= ux，则忠＝ x• 皂＋u.

代入原方程可得 x• 坐＋ 1 
clx 

u= e" 十 u，即 e-udu = ~clx. 
X 

积分得 ln I x I+ e-,, = c. 

代回原变量，则得原方程的通解为 ln Ix l+e才＝ c，其中 c 为任意常数．

(16) 在方程的两边同乘 8 后，原方程可以变形为

(x+ l)eYdy = (2- eY)clx, 

即
eY 1 clx 

-dy = --2 —8 x+1. 

积分得

—ln I 2- eY I= ln I x + 1 I+ c1, 

即(x+ 1)(2- eY) = c,c 为任意常数

(17) 由于 M=x-y气N = yCl+x) ，贾＝－ 2y，翌＝ y.

垫一空
因为 ay a工＝二立

N l+x 
，所以方程有积分因子µ＝忒亡dr =（1+x)一3

用µ= Cl+x尸 乘方程两边得到

x-f y 
心十 2dy = o, 

. . . 
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(1+x)3 (1+x) 闷冕3尸

2 f 

即 d(－立＿ 1 12 
福 ·1i摩

2(1+x)2 一言产~)=o. 故方程的通解为页言二平一下归＋ 2（ l 』 x)2 ? ：心`：：
= C1. 

即 y2 = cCI+x)2 +2x+I ，其中 c 为任意常数
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aM 3N 
(18) 由于M= 4x2兄N = 2(x3y-l) ,— =8x2y,T = 6x2y. ay ax 

aM aN 

因为立匕—至 1 d去

— -M ＝二，所以方程有积分因子µ= 2y 
2y 

=y方，用 y 2 乘方程两边得到
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屿压＋2(x3y令— y寸）dy= O，即 d(扣员－4员）＝ o,

4 3 立 .l.l
所以方程的通解为一X

3 
沪 4yt = C1 ，即（x为－ 3)y°! = C，其中 c 为任意常数

(19) 令t=p，得到 y ＝令xp 红p 十 ，两边对 x求导数，得到

1 2p-2x业
p= 了p+－lx业 dx

2 d + p2' 

整理得鸟二~. +dp = ~ pi -4 p -dp = - dx(p2 # 4) ，积分得 p = ex. 
X 

1 2x 1 2 
把p ＝立代入y =－xp 十一得y = －CX2 十一，即 2cy = c2 x2 + 4. 

2 p 2 c 

另外，当 p2 = 4 时，可得 y = 2x,y =- 2x 也是方程的解．

所以原方程的解为 2cy=c2x2+4,c 为任意常数及y ＝士 2x.

(20) 令少＝ p，则方程化为卢1-
心

p2) = 1, 

1 
解得 y = －－－；或y=-

1 
看看·

1 当 y= ——一时，对x求导得p = p(l-p2)今 业
看心

若p* 0 ，则有(l - p斤tdp= 血积分得c+x = p(l-p勹甘．
c + x = p(l-p叶，此时方程的通解为｛
y= (1 - p2)主

另外，若 p = O，原方程化为 yz = 1 即 y ＝士 1.

c+x = - p(l- p2)甘 ，
当 y 1 =- 卢时，同理可以求得通解为｛ - J. y = - (1 - p 2)2, 

且 p = O 时，y ＝士 1 也是方程的解

综上所述，消去p后，可以得到原方程的解为y2 = (x+c) 2 + 1 ，还有 y ＝士 1，其中 c为任意常数．

d工
e;(王 - 1)

(21) 原方程可以化为一＝ y 
dy 1 +e; 

．令 u ＝王，即 x = yu ，则
y 

扛
~=u+ dy 

y坐 = e”(u— 1) ，即 (1 + eu)du =—归
dy 1+e“e“ 十 u y 

两边积分得 ln I e" + u I+ ln I y I = c1 ，代回原变量，整理得原方程的通解为 x+ye~ = c,c 为非

零常数
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(22) 由于M＝ 与，N＝立子兰盖＝－ 6 气，空＝字，y3 • • • y4 7 ay - y4 ' ax Y 

所以此方程是恰当微分方程．原方程可以变为 d（弓－一＝ 0.1 y y) 

所以原方程的通解为
工 1
y3 y 

=c，即丑— yz = cy3 ，其中 c为任意常数

aM cJN 
(23) 由于 M=y,N=-O+x气） 1 = =- 'ay -..., ax 1. 

aM aN 

因为立二车一立，所以方程有积分因子µ = ef分心 一2-M =y 
y 

用µ＝沪乘方程两边，得到

沪－ （号＋1) dy = o, l!P d（气卢－ y) = 0. 

积分得x+1 －一－y=c，即 x+l-y2=cy.y 

所以方程的通解为x+l-y2 =cy,c 为任意常数另外 y=O 也是方程的解．

(24) 方程两边乘（丘＋y尸可得ydx-xdy
丑＋y2

- xdx = O, 即

( d(arctan f一号）＝ 0.

所以方程的通解为 arctan王－－
x2 

y 2 
= c,c 为任意常数

d (25) 令 p ＝立，则方程变为 X = p+f!'. 
dx 

1 两边对 y求导可得一＝p Cl+eP)• 业
dy 

积分得 y ＝丘
2 

+ (p- l)eP +c. 

，即 dy = pCl + eP)dp. 

所以方程的通解为{::;+:(~-1)凸＋ c，其中 p 为参数，c 为任意常数．
aM aN 

(26) 由千 M=2xy十x2y立，N=丘＋夕，贾＝ 2x＋丘＋j ，空＝ 2x．因为虹—主＝ 1,3 N 

所以方程有积分因子µ=~.

用µ = ~乘方程两边可得

叩xy ＋丘y丹）dx+ (x2 叮）~dy = o, 

即 d(x灾＋辛）＝ o.

所以方程的通解为（丑 十 1 
3 Y)y~ = C1 ，即（3丘y+y3记＝ c, c 为任意常数
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(27) 令 u = 2x+3y，则 du 
dx 
$=2+3~ 

dx 

即72:t卢du= dx(7u+ 22 #- 0). 

，且原方程可化为坐＝红土丝
dx 2u+5' 

积分得午－点1n I 7u+22 I ＝叶 C1 ，即 14u-49x = 91n I 7u+22 l,+49c1, 

把 u=2x+
22 3y代人，化简得方程的通解为 9lnj 2x+3y＋计＝ 14(3y－令x)+c，其中 c为任

意常数

另外，当 7u+22 = 0 时，即红十 3y+22
7 — =0 也是方程的解．

du . 
(28) 令 x2y = u，则一＝ 2.xy + 

dx 
丑山＝红十丑 ·少

dx x dx' 代人原方程，可得

皂＝停－2丑）u＋沪·

此方程为 n =3 的伯努利方程，令 z=u一气则
也
dx 

=- 
du 2u-3 一代人上式得
dx' 

dZ 
dx 
- ＝－ 2（立＿ 2云） z－ 4,

X'X 

运用一阶微分方程的求解公式，可得

Z = ef-2尸）dr[J-~J心王）七上十c,

化简得z=x气l+c~) ，把 z 一2

4 x ] ~ 

= u-2 = x-i沪代入，可得原方程的通解为丑一y2 = cy2~ 
4 

= cy ，e 为

任意常数

(29) 令 u=xy，则皂＝ y＋叶忙 ~+x• 器，代入原方程，可得

皂 ＝尸x(e” 号），
丑

即 e-du = x •上，积分得 e-+~ =c. 
2 

2 

代回原变量可得原方程的通解为 e为＋王＝
. 2 

c，其中 c 为正常数

(30) 原方程可以变为立 = 
2f - y3+1 

2立Ix - 2y3 + x2 + 1 · 

令 U = y3,v = du 
丑，则得到—=

加一u+l
dv v - 2u+l 

，即 d（如十 u-u2) = d（才十 v)

积分得 u2 十才 — uv 一 u+v = c. 

把 u ＝ 夕，V = x2 代入，得原方程的通解为 y6 十丑十:c-y主 － y3 = c,c 为任意常数．

(31) 令 X = pcos 8,y = psin 8，则也 ＝ cos 8dp一psin 殴，dy = sin 绅＋pcos(Jdl)，代人原方程，

化简得 p3sin2的－p3cos 勋＝ 0，即 dp=~补切(sin 8 # 0). 

积分可得p
1 =-d-;.+c1 ，代回原变量，得J丑千－f— =C1 - J 

sin0 y. 
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整理后得到（丘十y2)(y+ 1)2 = cy2 ，其中 c 为任意非负常数．

另外，当 sin 0 = 0 时，y=O 也是方程的解．

(32) 令 u = x+y,v= xy ，则 du= dx 十 dy,dv = ydx十 xdy，且原方程可以变形为

(1 +x3y)dy_+ O+xy3)扣＝ 0.

由于

1 • dy+ 1 • dx = d(x+ y) = du,x3ydy+xy3dx = v(udv-vdu), 

因此，原方程进一步变为(1 －寸）du十 uvdv = 0，即
du vdv 
u 妒－ 1

(u=j:-0，寸＃ 1).

积分得 ln I u| ＝令ln I 寸一 1 l+c1 ，即石仁可＝ cu，其中 c 为任意常数．

代回原变量，即得到原方程的通解为✓吐夕－l=c(x+y),c 为任意常数．

当 u=O 时，x+y=O 也是方程的解．

当 ,J = I 时，x2y2 = 1 也是方程的解，它包含在通解中．

2. 求一曲线，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标．

解：满足条件的曲线的方程为 y-xy'=x，即 ydx — xdy = xdx. 

1 两边同乘以一，则得到上dx l l 
2 xdy ＝了dx，即 d(－沪＝ d(ln I x I). 

丘 X 

积分得 ln Ix|＋斗＝ c，即 y ＝釭—xln I x I,c 为任意常数．

3. 摩托艇以 5 m/s 的速度在静水上运动，全速时停止了发动机，过了 20 s 后，艇的速度减至功＝

3 m/s．确定发动机停止 2 min后艇的速度，假定水的阻力与艇的运动速度成正比．

dv dv 解：根据牛顿第二定律和题设条件得m¥ = k1v(k1 为比例系数），即一＝ kv k= —. k1 
dt dt (m) 

积分得 v= ce入将初始条件 t = 0 s,v = 5 m/s 代人得 c=5，解得 V = 5d". 

将 t = 20 S, V = 3 m/ S 代人 v=5岁，得 k= 责ln 令，则 v= 5e命In令．

当 t = 120 s 时，V = 5e6ln奇::=::::: 0. 233(m/s). 

因此，发动机停止 2 min后艇的速度约为 O. 233 m/s. 

4. 一质量为 m 的质点作直线运动，从速度等于零的时刻起，有一个和时间成正比（比例系数为 k1)

的力作用在它上面此外质点又受到介质的阻力，这阻力和速度成正比（比例系数为如）．试求此

质点的速度与时间的关系

解：根据牛顿第二定律，可以写出质点运动满足的方程为

m• 盟＝ k1t-k2v,

其中 v表示质点的运动速度，t 表示时间．

dv 
方程可以变形为一＝－

k2 k1 
dt 

v+~t. 
m m 

运用一阶线性微分方程的求解公式，可得其解为

V = eS七dt (f 伈• ef~c1tdt+c), 
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曷

化简得 V = C • e-~t ＋丛（t－匀k2 K2. 

由于 t = 0 时，v(O) · = 0，代入可得 c= 宁·

千是 v＝吨卓＋纠勹t-－．，这就是质点的速度与时间的关系．
k~ 如如

；今方法点击：本题与第3，，题的触法一样，先枣J用牛顿第二定律建立微方程模觅．，然后根据微：, l ｀犬，＇， i岔怎 -“4、- ·_，`．,且-＇沁芯了众.t $ 名，免 ．． ，，、
：分方程的特点，选用合适的初等积分法求娜

s. 证明：如果已知里卡蒂微分方程的一个特解，则可用初等解法求得它的通解．并求解下列方程：

(1) y'e-: + y2 -Zy~ = 1- e气 (2) y'+ y2 - 2ysin x = cos x - sin五；

(3) x2y'= x2y2 +xy 十 l; (4) 4丑 (y' － y2) = 1; 

(5) 丑 (y'+y2)=2; (6) :c y'+ (xy - 2)2 = O; 

(7) y'= (x- l)y2 + (1- 2x)y+x. 

d 证明：已知里卡蒂方程为立＝ P(x):/ +Q(x)y+R(x) ，若已知y(x) 是它的一个特解，设z= y-y, 
扛

则中山尘= - 心 dx c1x· 

由于 y 是方程的一个解，所以~ = P(x)y2 +Q(x)y+R(x) ，因此
中

忠＝［P(x):/ + Q(x) y + R(x)] - [P(x欢＋Q(x)y + R(x)], 

畦＝ P(x)C:/ 了）＋Q(x)(y-y),

变形为皂＝ P(x):c + (2P(x)y+Q(x))z. 

此时为 n=2 时的伯努利方程，从而可以用初等方法求解．
也 ．

(1) 方程有特解y= e'．令 z=y－己则原方程变形为一＝－e;'.
＆匕

夕，即＝－＝已扛积分得

1 -=-- = e;'+ c. 
z 

扛 # 

把 z = y-~ 代入，即得方程的通解为(~+c)(y-~) = l,c 为任意常数．

dZ 1 
(2) 方程有特解 y = sin x，令 z = y-sinx，则原方程变形为一＝－夕，积分得一＝ x+c.

d元 Z

把 z = y-sinx代人，即得方程的通解为(x+ c)(y- sin x) = l,c 为任意常数．

1 1 &乙
(3) 方程有特解 y=－一，令 z=y十一，则原方程变形为—=＃-－

1 
x x d.x xz. 

1 du l dz 
这是一个 n=2 的伯努利方程，令 u= －，则 = - - ·- =-z 心 z2. d兀 1 +..!£' 

积分得 u = ef长 [](-1) · e寸士气lx+c] ，化简得 u= 工(c- ln I 工|）．
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把 u
1 1 一1

=~= (y+-) 代入整理即得原方程的通解为(xy+l)(c-ln Ix I)= 1 ，其中 c为
%,- X 

任意常数

1 
(4) 方程有特解y=－一，令

1 dz z 
z=y十一，则原方程可以化为一＝夕一—2x 2x dx x. 

1 
这样，完全同第(3) 小题一样，可以得到通解为一＝ x(c - ln I x I). 

z 

1 1 将z=y+—代人整理即得原方程的通解为 (xy ＋½) (c- ln I x I) = 1 ，其中 c为任意常数2x 

1 (5) 方程有特解y=－一，令乞＝ y+ 1 
一，则原方程变形为

dz ? , 2 -- =-# +-z. x x . dxx . 

这是n=2 的伯努利方程令u=z飞则
du 2 
dx 
=1 -一u.

x 

运用一阶线性微分方程的求解公式可得 u ＝矿长 (f1 • ef炉心＋c），即 u ＝卢＋千

把u=i一1 = (y+~ 
1 一1x) 代入并整理得到原方程的通解为 xy ＝勹—一2x3 -c 

x +c 
,c 为任意常数．

(6) 原方程变形为＇ 4 4 y'=-y2+—y-下．易看出 y ＝上是一个特解．x x x 

令 z=y-；，则忠＝气＋令

令 u=i飞则皂＝气2 贵，从而患＝ 1-fu.

类似于第(5) 小题可求得u ＝今＋五，把 一1
1 一1

x 3 
u=z-1 = (y-;) 代入整理则得原方程的通解

为 xy 4丘＋c
x3 +c ,c 为任意常数

(7) 易知 y=l 是方程的一个特解．令 z = y- l，则生 _ 
dx 

= (x - l)z!- -z. 

令u=i一］ ，则忠 ＝－卢 ·虑，代人得t = u+O-x).

运用一阶线性微分方程的求解公式可得 u = e<U(l-x)e一工七十 c] ，即 u = ce" 十 x.

把 u = :i一1 = (y- 1尸代入，即得原方程的通解为 (y - 1) (ce" + x) = 1 ，其中 c 为任意

常数

第三章 一阶微分方程的解的存在定理

习题 3.1

1. 求方程忠 ＝ x+:I 通过点（o,o) 的第三次近似解．

解：仰 (x) = O, 
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正）＝仰＋硃(t)]dt ＝立2 

泸）＝仰＋<pf (t) ]dt ＝ 立十立2 I 20 t 

伶 (x) ＝炉＋妓(t) ]dt ＝子＋蔚＋盖＋五而·
d . 

所以方程立＝ x+夕通过点(0,0) 的第三次近似解为
d工

Y3 ＝五十五十立＋主
2'20'160'4 400· 

“ 2．求方程＄＝ x－f 通过点(l,O) 的第二次近似解．

没
市

谥

解：伶位）＝ 0 ， <pi (x) ＝肛－~(t)]dt ＝立昙

: : （t了］dt ＝ f -f书－盖－恃
d 所以方程立三－夕通过点(1,0) 的第二次近似解为
dx 

x2 x, x3 x5 11 
Y2 ＝了飞勹飞飞·

3. 求初值问题｛器＝ f －沁R: Ix+1 |<1, I yK1，的解的存在区间，并求第二次近似解，给
y(-1) = 0 

出在解的存在区间的误差估计．

解：易知M= ,~!-.. 1 J(x,y) I= 4,h = min{ L1- ｝＝上，在R上函数f(x,y) = x2 -y2 的利普希
位，y） ER 44 

丑茨常数 L = 2．因为 ＝ l-2y 飞 2,ay 

仰 (x) = O, 

正）＝『［tz ＿ ~ (t)]dt ＝ 立已
一1 3 3' 

泸）＝［卢 －砑（t)]dt = J:心 － （t3 产］dt=t －奇－雇－启＋札
由误差估计公式得

4 • 22 (1 I 仰 (x) - q;(x) I <可一·寸

5 
所以已知初值问题的解的存在区间为一一 <x<－一．

3 
4 4 

3 1 
= 24' 

第二次近似解为 y2= x , x x X 7 l1 1 
-------+-，在解的存在区间的误差估计为 1y-y2 1< - 
3 9 18 63'42 24· 

d 4. 讨论方程立 3.l 
扣 2y= — 3 在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件，并求通过点(0,0) 的一

切解．
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解：显然 f(x,y)
3.l =-y3 在整个平面上是连续函数，又过 1= 
2 的 2

y4 在 y-=/= 0 的区域上是连续的，所

以在区域 IYI~(J ＞ 0 上满足解的存在唯一性定理的条件，其中 6 是任意正数．

从而，满足解的存在唯一性定理的条件的区域为 IYI~(J>o.

当 y=O 时，易验证 y=O是方程过(0,0) 的解

当 y-:/= 0 时，方程可以变形为 y

_ 
3 dy 3 立
＝－dx，积分得y3=x-

2 
c，或 I y I= <x一战，其中 e是

任意常数
上

由千 y3 >o，故 x~c.

相应的，过(0,0) 的解可以表示为 1 yI/°， 立 x<c,其中 c匀为任意正常数
(x- c)z,x > c, 

0, x~c, 
综上所述，可以得到过点(0,0) 的解为 y=O，以及 lyl= {（x-c)巨＞ c，其中 C;;, 0 为任意
正常数

5．如果函数 f(x,y) 于带域吓;;;,x~[3上连续且关于y 满足利普希茨条件，则方程~ =f(x,y) 满
dx 

足条件 y(Xo) = Yo 的解千整个区间[a准］上存在且唯一．试证明之．

（提示：用逐步逼近法，取M = !llB-X_ I f(x,yo) I.) 
天[”和

证明：设M= ?Aa~~ I f(x,yo) l,h=[3-a,b=Mh ，有某常数L，使得在域R = {(x,y) I a~x~ 
天[,,,p]

[3, I y-yo l~b} 中有

I f(x,y1) - f(x，沁 I~ L I Y1 - Y2 I , (x, Y1), (x, Y2) E R. 

构造逐步逼近函数序列

｛仰 (x) = y0, 

泸）＝ y。＋]:z; f（砰－1 伶）） d名a ~ x王＝ 1,2, …．
气）

因 I 仵 (x) － y。| = If工 f妇）咱叮 I J<~,yo) I d扫 M(x - Xo) ~ lv1h 也
女气）

可证

事实上，有

I <p,,(x) －件1(x) 1三晋尸（沪a)气

| <p,tt1(x) —<p,,(x) I ~ I f:o I J<e，西）－f化，仵l 伶）） 1 del 

气。 I <p,, <e）一 <p,,---1 伶） 1 咱

也 1『归工o n ! I ~-x。 l ndel

<; M 
(n+1)! 

U lx-x。 1 叶l

M 
<石了U({3-a)气
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oo 

由于级数t #L1r-1 
k ! 

L/,-l (p－矿收敛，易知级数
女＝1

正）＝仰(x) ＋＄伍(x) －仵1(x)]

在区间[a和上一致收敛，于是存在极限lim<p,, (x) = <p(x) ，它在区间[a,p] 上连续，且
亢今0

<p（x) ＝把<p,,(x) = y。十三 f（砰， <p,,-1 佟））d~
.r。

=y。+『庥lim件1 伶））d~ =Yo+ f.r 眼咬浊
气 ,,....00.ro

故 <p(x) 是积分方程也就是微分方程的解．

设 <p(x) ，少(x) 均满足积分方程

y=y。十I.rf(~，邓））北，“<x0勺咚红豆
.r。

当 x>xo 时，利用格朗沃尔不等式，由

I 中(x) －卢） 1寸 I f(s,<p(s))-f(s,ip(s)) Ids已I.r 1 <p（s) 一 ¢<s) I els, 
节气

有 I <p(x) －少(x) I~ 0，即 <p(x) 圭 ip(_x)(a ~ x。~ X ~{3). 

同理可证当 a~x~功 <{3时，有 <p(x) 三少(x).

即积分方程也就是微分方程的解是唯一的．

6. 证明格朗沃尔(Gronwall) 不等式：

设K 为非负常数，f(t) 和 g(t) 为在区间[a和上的连续非负函数，且满足不等式

f(t) 勺 K+ f:t(s)g(s)ds,a~t~/3, 

则有

f(t) 勺 Kexp[J:g(s)ds]年产罕

并由此证明定理 1 的命题 5.

w'(t) 
i 由 w(t) >O 可得一一 <g(t)，两边从 a 到 t 积分得 ln w(t) -ln 心(a)< J:g(s)ds，即有

如）

空心位）五p[f:g(s)ds],w(a) = K > 0. 

所以如) < Kexpu:g(s)ds] ，即有

f(t) < w(t) 幻 Kexp[f:g(s)ds],a< t红

(2) K = o 时，对任意 £>0，因为 f(t) < J:f(s)g(s)ds，所以 f(t) < £+ J:!(s)g(s)ds. 

由 (1) ，可得 J(t) <£exp[J:g(s)ds] ，当 c一矿时，有 f(t飞 0．又因为 J(t) ~o，即得 f(t) 三

0，从而
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f(t) 勺 Kexp[J:g(s)ds],a< t红

由 (1)'(2) 知，格朗沃尔不等式成立．

下面利用格朗沃尔不等式证明定理 1 的命题 5:

设 cp(x) 是积分方程y=y。+『 f佑y)女心o<正冬 xo+h 的定义在工o <x<xo+h上的 度
气）

另一连续解，则 <p(x) ＝少(x)(x。 <x<xo +h). 

证明：设 <p(t) ，扒t) 是初值问题x'= f(t,x),x(to) ＝功的两个解，则有

<p( t) = Xo+『 f仿，声））知，弘t) ＝工o +『 f仿，限））女．
to to 

千是

I cp(t) －叭t)|< 『 l f花，声））－ f年限）） I de幻 LIt I 哗－恨） Id名
to to 

其中 L为利普希茨常数，由格朗沃尔不等式知 K=O且

o<I<p(t) －叭t) I< Kexp(J:A Lde) = 0. 
to 

千是 rp(t) ＝少(t)．即定理 1 的命题 5 得证．

7. 假设函数f(x,y) 于(xo,yo) 的邻域内是y的不增函数，试证方程¥=f(x,y) 满足条件y(xo) = 
也

Yo 的解于 x>xo 一侧最多只有一个．

证明：设方程满足条件 y(xo) = Yo 的解有两个：y ＝仰 (x) 和 y= 仰 (x) ，要证当 x>xo 时，

A 
<p（x) ＝仰 (x) －仰 (x) 至 0.

用反证法，若 <p(x) 芛 O(x>xo) ，即存在 x卢＞ Xo ，使得 <p(X1) =p 0，不妨设叭X1) >O，由 <p(x)

的连续性及 <p(xo) = 0，知存在元。心o<xo ＜立，使得叭玩） ＝ 0 及 <p(x) > 0，玩＜ x<x1,

则有

中(x) ＝仰 (x) －仰 (x) ＝『 [f伶，西）－ J<e，沁））］北，
元。

其中玩 <x<x1.

由 <p(x) ＝ <pi (x) －仰 (x) > O(xo < x<xi) 及 f(x,y) 对 y 的单调不增性，

仰 (x) －仰 (x) ＝『四时））－f花，仰伶））]d眨 0，玩＜ x红·
无。

这与 <p(x1) > 0 矛盾因此，对x>xo ，有 <p(x) = 0. 

------------------ ------------------
啼存在性；只说明了若初值问题有解，则解

，一，.从叩假友力在有网个呼，证明这四叮珊但等即死，飞， ＇
- --- -- -- - - - - - -- --- -- - - -- - -- - - -- --一一一一一竺一一一一一一一一一- - -一一一竺一一-------------------- - --

8. 设 f(x) 定义千一=<x＜+～，满足条件

l f(x1) － f伍） I< N I X1 - X2 I, 

其中 N<l，证明方程 x= f(x) 存在唯一的一个解

（提示：任取功，作逐步逼近点列 x叶1 = f(x,.)(n = 0,1,2,...) ，然后证明 x" 收敛于方程的唯
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[|| |l||| | | |||II ||| 1 1 l || |I ·l|II III I | I I I I|. . IIIl|lI|Il II.II 

一解．）

立＋1 = f (x,.), n = 0, 1, 2, •• •. 

00 

池 且序列{xn} 的收敛性等价于级数笃＋ ~(x11 -x1i-1) 的收敛性．
K一1

由千 I X1 - Xo I = I / (xo) - x。 I'

I X2 - x1 I = I / (x1) - f位） I~ N I X1 - Xo I = N I f位）－ .xo I, 

由数学归纳法可知 Ix厂－ X1t-1 I~ N仁l I f(.xo) －工o I. 

00 

由假设得 N<l，所以级数~N仁1 If（石）－工o I 收敛．
•-1 

oo 

由级数收敛的比较判别法知，级数 Xo + ~ (x• - x..-1) 绝对收敛，从而序列｛立｝收敛．不妨设
K一1

limx,, =x.. ，由 f(x) 的连续性知，X,r-1-1 = f(立)，n=0,1,2,…的两端当n一00时取极限有x .. 
" 
= f(x*) ，即 x骨是方程x= f(x) 的解．

下证唯一性．

设 x = f(x) 有两个解 x骨，了，则 x铸＝ f(x.) ，了＝ f（了），由已知条件

I x * _ x * I= I f(x髻）－ f(了） l~N l x· ＿了 I'

由千 N<l，即有 x• ＝ 了，所以 x = f(x) 存在唯一的一个解．

9. 给定积分方程

<p(x) = f(x) ＋寸K(x,~)<p伶）必(*)
" 

其中 f(x) 是[a,b] 上的已知连续函数，K(x,~）是a~x~b,a~~~b上的已知连续函数．证明

当 1 入 l 足够小时（入是常数） ，（＊）在[a,b] 上存在唯一的连续解．

（提示：作逐步逼近函数序列

勺 ·
奇 证明：作逐步逼近函数序列，取伶 (x) = f(x) ，令

`
f
f
力

”
.
4
'
.
克
,
_
｀

怎
茂
欢

｀
矗
}
翠

(n = 0,1,2,…).) 

伈心） ＝ f（工）＋寸K(.~，印忍... .. 
令M = Il¥lX_ I f(x) I,L = I!l~- I K(x,~) I> 0，则

天［“'b] 工 E [o,b] 

廷 [a.b)

|仵 (x) －仰 (x) I = I Af: K (x扣咚I< l 入 If: I K<x,~) 11 JC~) I de 

~ I 入 I ML(b-a),

假设 1 ?(x) - <pt--1 <x) I~ I 入 l心M(b-a)• 成立，则有
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I g4+心）－伶(x) I = I). J: K (x,eH<pt; (t) 一件l 伶））叫
a 

<1 入 1 『 I K<x,e) 1 1 沁）一件1(E) 1 年

<1 入 1 『L叶l I 入 l"M(b-a)"d~
". 

=I 入 1片lL片1M(b-a)片l'

由数学归纳法知，对任意的 nE N，有

I 仵 (x) 一 <p,,-1 (x) I ~ MI., n I 入 l"(b-a)".

oo 

下证｛rp.. (x) ｝在[a,b] 上一致收敛．考虑级数仰(x) + 2j(~(x) - <p,,----1 (x)），只需证该级数在
•-1 

[a,b] 上一致收敛即可．由于

I 伶 (x) －伶1 (x) I~ ML• I 入 1k(b-a)八

oo 

1 当 I ;. I< 时，级数~ML• I 入 l•(b-a)上收敛，由此知当 l 入 l< 1 时，级数 ，'
(b-a)L (b-a)L 

lt= l 

oo 

仰(x)+ ~（伶（x）一件1 (x)）在[a,b]上一致收敛，即年(x) ｝在[a,b] 上一致收敛，不妨设其
lt-1 

极限函数为旷 (x) ，即当 x E [a,b] 时，仵 (x) 当 n-oo时一致收敛于旷 (x) ，且由 <pn (x) 的连

续性知 <p* (x) 在[a,b] 上连续，对迭代函数列 O，当 n-oo 时两边取极限，得

<p..(x) = f(x)＋寸K(x时（碌 (1 入 I< 1 
(b-a)L) , 

即当 l 入 I<
1 

(b-a)L 时，积分方程必存在连续解

下面用反证法证明当 I tl I<,,--1 、(b-a)L 时，（＊）方程的解的唯一性．

设另有解 ip(x) 且 P(x) ＃旷（立即 ip(x) = f(x) ＋寸K(x,e'.)石伶）击．

记M = JE_a~, I <p* (x) -rp(x) I> O, 
:rE[a,b] 

I <p* (x) - ?p(x) I ＝忧K（动（旷 (E) －西）咱

~ I 入 1 『L I <p* (~)－织） I de=I 入 1 随(b-a),

1 即有M~I 入 I !iJL(b- a) ，由于M>O，所以 1 入 I~ ，与 1 入 l < 1 
(b-a)L (b-a)L 

性得证．

. 习题 3.2

1. 假设函数 P(x) 和 Q(x) 于区间[a准］上连续，y ＝中(x，工o,yo ) 是方程

忠＝ P(x)y+Q(x)

矛盾唯一

的解，Yo =<p伍，如Yo)．试求血2，组
社。 ayo

及挫ax ，并从解的表达式出发，利用对参数求导数的方法，
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检验所得结果

扛解：因为 f(x,y) = P(x)y+Q(x) ，所以 = P(x). ay 

由解对初值的可微性定理得

立＝－f伍，沁exp[f:。宁ds]=-[PC~心＋Q（心]exp[f: P(s)ds], 

总＝ exp[f:o 芞产］＝ exp[J:0 P(s)ds], 

笠＝ f(x,<p(x，如Yo)) = P(x)<p(x，如Yo) +Q(x). 

因为非齐次线性方程有解的表达式为

y= ef阳）气fQ(x)e-JP（分七七十c],

于是 <p(x,xo ,yo)= Yo • ef~P<,)ds + f工 Q(s)忒P(t)dt ds. 
气

直接对参数求导可得

a<p（x心0,Yo) =- 
a笃

P(xo) Yo ef ~ P(s)ds - Q(xo)忒印）山 ＝－［P（心y。 +Q(心］J:。 P（心，

a<p(x,x0,Yo) ＝忒印）els .
aYo 

a<p（x,x0,y。)
ax 

=P(x)y芯。P(,池 +Q(x) ＋『 P(x)Q(s)忒P(t)dtds 
气

=P(x)［已。P(s)山＋『 Q(s)上．（t)dt ds 十 Q(x)
气）

] 
= P(x)<p(x,xo,yo) +Q(x). 

经检验，与解对初值的可微性定理中的公式一致

2. 给定方程皂＝ sin行），试求虹乌岂立斗虹位兑尸泣在工o = l,yo = 0 时的表达式

解：设 f(x,y) = sin停），则岛 =~cos停）．

由解对初值的可微性定理的证明可知，

a牢孚牢＝－/Cxo,yo)exp（『型ds)=-s平）exp(J:.1..cos 丑），
a功 气的 Xo 气 S S 

a气＝exp(f：。宁ds) = exp(J:0 +cos 于ds).

当 Xo=l,yo=O 时，对应地得到
ay(x,x0,Yo) 吐。 1 气一应。一0 = o, 

a气|=exp(}: 忏）＝ Ix 1. 
气一应。 =O

所以在工o = Lyo = 0 时，£-=o旦斗
a工o 3y。

= Ix 1. · 
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过3. 假设函数 f(x,y) 及 都在区域G 内连续，又y= <p( ay 
<px,xo,yo ) 是方程器＝ f(x,y，入）的满足初

始条件 <p(Xo,Xo, ::)。 )=Yo 的解，试证华存在且连续，并写出其表达式．
ay。

解：记初值为(xo,yo+ t::.y。）的解为 y ＝扒X心o ,Yo+t::.y。)，其中 l Ay。 l~a,a 足够小，则有

rp= y。寸 f(s,rp(s))ds，少＝ y。＋岭＋『 f(s，少(s))ds.
气气

尸＝Ay。寸 [f(s，少（s))-f(s,<p（s)) ]els 
气）

: = t::.y。+『环s,c+0（中一心）
工。 3y

（少(s) - rp(s))els, 

其中 8 E [O,l]. 

过由 及？冲的连续性，有
叮(s,'P刊（心一 <p)) ＝叮(s，吩

3y 3y ay +r，其中 r满足： Ay。一 0 时 r一 0,Ay。

=O 时 r = O. 即对 t::.y。 #0 有

氐＝ 1+f:。［气孚＋r]忘钮

即 z ＝宝是微分方程初值问题｛＄ ] 
一＝ ［垫笋十r]z,

ay 的解．

乞(Xo) = 1 

即止立
Ay。

= z = exp们［芞~+r扣｝．
气

于是总＝二怎＝ exp{『［辽萨］d叶，它是 x,xo ,yo 的连续函数．
气）

4. 设 y = cp(x,Xo 心o 八）是初值问题

忠＝ sin（杠y),<p伍，Xo,yo,,\) = Y。

的饱和解，这里入是参数，求血2 旦2
社。秒o

在(x,0,0,1) 处的表达式

解：这里 f(x,y) = sin(杠y) ，岛＝杠cos（杠y）．由解对初值的可微性定理得

总＝－f伍，沁exp矶芞卢）＝－sin（如沁exp(f；心cos（心严）．

总＝ exp(J:宁ds)= exp(f；心cos(沁<p油）．

当工o = O,yo = 0，入＝ 1 时，则有驻 I =0, 
社。 <z,o,o. I ) 

气aYo (工,o , o,n = exp (J: scos 0心） ＝ exp （号）．
习题 3.3

l．解下列方程，并求奇解（如果存在的话）：

(1) y = 2x 器＋丑（忠）4; (2) X = y- （虑）勹
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(3) y ＝屯＋｀可甘，并画出积分曲线图；

(4) 心） 2 少+x¥-y=O，并画出积分曲线图；dx dx 

(5) 屯）2+2屯－y = O; 

(7) y ＝式1 ＋器）＋（器）勹

(9) y = 2x＋岱叶（器）3 ；

(6) X(虑） 3 －咚）2 -1 = O; 

(8) X（器） 2 - (x-a)2 = O(a 为常数）；

(10) （岱） 2 + (x+l) 器－y= 0. 

解：（1）令 p ＝器，得 y= 2xp 十 :x?- p• 及器＝ p = 2p+2平＋（2x+4打）悲

即(1+2吵 (p+2x悲）＝ 0.

当 l+2x扩＝ 0 时，有 p3=－卢，即忠＝－（2x)寸．
分离变量积分得 y＋立

4 
(2x)3 上 =c. 

当 p+2x坐＝ 0 时，有牢 dx c 
dx p ＝－一，积分得x=~x p 

C 
工＝ - 所以方程的通解为 y＋扣忒＝ c或厂；，＋8 ，其中 c 为任意常数，p"FO 为参数．

4c2 

当 p=O时还有解 y= 0. 

由上式消去 p，得~ =p2 = 
工 (y-cZ)

2 2 ，即（y-c2)2 = 4cx，这是通解的另一形式．

1 

由于 p－判别曲线为｛
x=- y= 2xp ＋丑p4, 2p3' 2x+4丘p3 =0，即 p＃ 0 时{ 3 可检验它是方程的解，且不包含

在通解中．

对任一点 P(

y =-- 4p2' 

1 3 1 ＿否＇一切(p-:/=O) ，取 c=－一，便得通解中的一个解2p 

｛工＝－古·〉,
y ＝一点 ·i ＋（方）2'

且在 P 点与其相切，故它是奇解．

(2) 令 p ＝皂，得 X = y-p2 及嚣＝ p = 1+2p悲

整理得心＝ (2+ 
2 尸)dp,
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积分得 X = 2p+ ln(p-1)2 + c. 

通解为｛
X = 2p+ ln(p-1)2 +c, 

其中 c 为任意常数，p为参数
y = p2 +2p+ln(p-1)2 +c, 

当 p=l 时，方程还有解 y=x+l.

由于 p－判别曲线为｛
y=x+pz, 

即 y=x，因为 y=x不是方程的解，故方程不存在奇解．
2p = o, 

(3) 令 p ＝山，则方程可以写成 y ＝叩＋办言歹了．
七

这是克莱罗方程，因而它的通解是 y ＝立十 JF百亡

叶 = o, 由于 c－判别曲线为｛ 平了 消去 c，得到 y ＝左了，经检
y ＝工＋ JF芦气

验y=~了是方程的解，故是奇解．积分曲线图如图(3. 1) 所示．

d (4) 令 p ＝立，则方程可以写为 y=xp 十p2．这是克莱罗
d兀

方程，因而它的通解为y= XC 十 c气

由于 c－判别曲线为{x+2c=0，消去 c，得到 y=－立
y= 立十;, , 4 

云
经检验y=－一是方程的解，故为方程的奇解．积分曲线图4 

如图(3. 2) 所示．

(5) 令 p ＝器，则方程可以写为 y=2工p+p气

两边对 x求导，则 p = 2p+2工悲＋ 2p悲，即器＝－~-2.

这是一阶线性微分方程，积分可得

工＝尸[](－2)J沁p+c], 

即工＝；主

从而原方程的参数解为｛工＝－扣＋户，
y=－上红

3 
p汗 p· 

由于 p－判别曲线为｛
y = 2xp + p2, 

消去 p得y=-r.
红＋2p = o, 

经检验y=－丘不是方程的解，所以方程没有奇解．

(6) 令 p ＝器，则方程变为 y=xp －上．p 

这是克莱罗方程，因而它的通解为 y ＝立一了·1 
,C 
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------------— 由于 c－判别曲线为{x+§ =0, 消去 c，得到 4y3+27f =0. 

y= 立-—,c2 

经检验扩＋27:c = O 是方程的解，从而是方程的奇解．

(7) 设 p ＝虑，则方程变形为 y=xO+p)+p气

两边关千 x求导，可得 p = (1 + p) + (x + 2p) 业，即
d工

忐 dp
—= -:-x-2p. 

这是一阶线性微分方程，积分可得 x = ce-P - 2p + 2，代入 y = x(l + p) + p2 ，则

y = c(p+ ne- p - p2 + 2. 

所以方程的参数解为｛
x = ce-.,, - 2p + 2, 

其中 p是参数，e是任意常数
y = c(l + p)e_,, - p2 +2, 

由千 －判别曲线为{Y = x(l + P) + p2' 
p 消去 p得y=x－上x2.

x+2p = O, 4 

经检验，y=x
1 
4 
丑不是方程的解，故方程没有奇解

(8) 令 p ＝器，则方程变形为平 ＝ （x-a)2 ，即 p ＝士工立，从而忠＝土工立
石石．

积分得方程的通解为 9(y+c)2 = 4x(x-3a)气c 为任意常数

由千 p－判别曲线为｛
xp2 - (x - a)2 = O, 

消去 p 得X =a. 
2功＝ o,

经检验，x=a 不是方程的解，故方程没有奇解

(9) 设 p ＝山，则方程变形为 y = 2x+p 
扛

= －上 3
3 

p. 

两边对 x求导，得到 p= 2+0- p2) 业，即 dx ＝上卫亡dx p-2 
qp(p # 2). 

积分，得到 x =-
(p+2)2 

2 
- 31n I p - 2 I+ c. 

代入 y = 2x+p－扣3,则得到 y=－ fp3 - p2 -3p- 4-6lnl p-2 l+2c. 

所以方程的参数解为{x=-［（p+2)2 — 3lnI p - 2 1十 c ， 其中 p 为参数，c 为任意
y =－了p3- p2 -3p-4-6lnl p-2 l+ 2c, 

常数

另外，当 p=2 时，方程有解 y= 2x－一．
2 
3 

y = 2x+p-+ p3' 由于 p－ 判别曲线为{ 3 消去 p得y = 2x士一．2 
3 

1 - p2 = o, 
2 经检验，y= 2x － 一是方程的解，从而方程有奇解 y = 2x － 一．

2 
3 3 
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I.... 1.1-－一＿＿＿＿＿＿＿
(10) 令 p ＝山，则方程变形为 Y = (x+ l)p+ pz ，即 Y = xp + p(l + p). 

心

此为克莱罗微分方程，所以它的通解为 y= 立 +c(l+c) .

由于 c－判别曲线为{y= 立 +cO+c),
消去 c 得(x+ 1)2 +4y = 0. 

x+1+2c = O, 

经检验，（x+D2+4y=O是方程的解，从而为方程的奇解

2. 求下列曲线族的包络，并绘出图形：

(1) y = ex 十 c2; (2) c2y+cx2 -1 = O; 

(3) (x-c)2+(y-c)2 =4; (4) (x-c)2+y2 = 4c. 

解：（1) 由于－判别曲线为{y= 立 +c2'
c 消去 c 得 4y+x2 = 0. 

x+2c = O, 

由千 4y+x2 = 0 不含在曲线族y=cx＋产中，且对其上的任何一点 P(x,y) ，取 c=－旁，便得

到通解中的一个解且在 P点与其相切．

故 4y+x2 = 0 是曲线族 y = ex 十 c2 的包络．其图形如图(3. 3) 所示．

(2) 由于 c－判别曲线为{ c2y+cx2 - 1 = 0, 
消去 c得到 x• +4y = 0. 

2cy +x2 = O, 

由于 x4 +4y= 0不含在曲线族c2y+cx2 -1 = 0 中，且对其上的任何一点 P(x,y) ，取c= －—,丘
2 

便得到通解中的一个解且在 P 点与其相切．

故 x4 +4y = 0 是曲线族 c2y＋王 — l=O 的包络．其图形如图(3. 4) 所示．

(3) 由于 c－判别曲线为｛ (x —c)2 +(y-c)2 = 4, 
消去 c得(x- y)2 = 8. 

2c = x+ y, 

容易检验(x— y)Z = 8 是曲线族(x-c)2 + (y-c)2 = 4 的包络．其图形如图(3. 5) 所示．
妇

(4) 由于c－判别曲线为{
(x-c)2 + y2 = 4c, 

消去 c得到y2 = 4(x+l) ，容易验证y2 = 4(x+l) 令
c-x = 2, 盈, 

, // 
IY 个 y y + / y 讫

, 
~ 2互

x x x 

图 (3. 3) 图(3.4) 图 (3.5) 图(3. 6) 

3. 求一曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标轴使两截距之和等于常数 a.

解：易知过点(x,y) 的切线的横截距和纵截距分别为 x—斗和y - xy＇，所以所求曲线满足方程

x－斗＋y- xy'= a. 
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、 －－设y'= p＝器，则方程变形为 y+x扩＝（x+y-a)p，即 y=xp+』L
p —1 

(p =I= 1). 

此为克莱罗方程，有通解 y ＝卢主，其中 c为不等千 0,1 的任意常数

由于 c－判别曲线为｛y ＝己＋王，
消去 c得(y-x-a)2 = 4ax. 

x-~ = 0. 

经检验，（y-x-a)2 = 4ax 是方程的解，故它是方程的奇解，从而所求的曲线为(y-x-a)2 = 

4ax 及y= 釭＋产气，其中 c 为不等于 0,1 的任意常数

4. 试证：就克莱罗微分方程来说，p－判别曲线和方程通解的 c－判别曲线同样是方程通解的包络，从

而为方程的奇解

证明：克莱罗微分方程为 y = xp + f(p),·P ＝虑．其p－判别曲线为 {y=xp+f(p)
x+ /(p) = 0. 

，而方程对x求

＝立＋．

数由通解y＝三f(c) 推导得其c－判别曲线为{y= 立 +f(c)

x+ f (c) = 0. 
，它是方程通解的包络，对任

意值p=p。均有点(xo,Yo) 对应，两者一致，均为方程的奇解．

习题 3.4

1．从例 1 的欧拉方法、改进的欧拉方法、2阶龙格－库塔方法、4阶龙格－库塔方法中选择一种方法每

一步从精确解出发计算出下一步，并求出其相对误差，同时与表中的积累误差比较．

解：我们选取欧拉方法来计算．由公式 Yn+I = Yn + h • f (xn, Yn), Xn = Xo + nh 及教材中例 1 的图表

可得如下结果：

精确解 欧拉方法 从精确解出发的欧拉方法

x, y, y, 误差 Yi 相对误差

。 2 2 。 2 。

0. 1 1. 609 7 1. 4 0. 209 66 1. 4 0. 209 66 

0.2 1. 418 1 1. 265 6 1. 152 5 1. 353 575 0. 064 525 

0.3 1. 303 7 1. 189 4 0. 114 2 1. 274 790 o. 028 971 

0.4 1. 228 1 1. 140 1 0. 088 016 1. 212 489 o. 015 611 

0. 5 1. 175 2 1. 105 9 0. 069 255 1. 165 684 0. 009 516 

0. 6 1. 136 6 1. 081 3 0. 055 327 1. 130 414 o. 006 186 

0. 7 1. 107 7 1. 063 0 o. 044 694 1. 103 427 0. 004 730 

0.8 1. 085 6 1. 049 2 o. 036 401 1. 082 555 0. 003 045 

0.9 1. 068 4 1. 038 6 0. 029 828 1. 066 219 0. 002 181 

1 1. 055 1. 030 4 0. 024 552 1. 053 284 4 0. 001 715 6 
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2. 计算线性微分方程 y' ＝心，A=[勹.1 - - 4:: : l 的刚性比 女＇
窃

0 70 —120 , 心
蒋

解：易知矩阵A的三个特征根为入l =-0. l,A2 =-50山＝－120．从而根据刚性比的定义知，所求刚 ＇

性比为叩xI 入， 1 ＝旦已＝丝g = 1 200. 
min I 入 I - I 入1 I - 0.1 

因此，刚性比为 1 200. 

3. 试用教材附录 C 中的数学语言求解例 1.

解：对应千例 1，公式(3.36) 、（3.37) 、（3.40) 、（3.41) 用 Maple语言来写就是

(1) Y: =x+O.l*x*(l －元2).

(2) Y: = X＋号（X* (1 一 x"2) + y * (l了2)).

(3) kl:= X* (1 - x"2) ;k2: = (x+o. 05 * kl)(l - (x+ 0. 05 * kl)- 2); 

Y: = x + 0. l * k2. 

(4) kl:= X* (l －王2) ;k2: = (x+ 0. 05 * kl)(l - (x+ O. 05 * kl)-2); 

k3: = (x+ 0. 05 * k2)(1- (x+O. 05 * k2)- 2); 

k4: = (x + 0. 1 * k3) (1 - (x + O. 1 * k3) - 2); 

Y: = x + 0. l / 6 *(kl+ 2 * k2 + 2 * k3 + k4). 

然后，对 x分别赋值，循环求解即可．

第四章 高阶微分方程

习题 4.1

1. 设 x(t) 和 y(t) 是区间[a,b] 上的连续函数，证明：如果在区间[a,b] 上有巫Q ) 
y(t) ＃常数或丛L ＃常x(t) 

数，则 x(t) 和 y(t) 在区间[a,b] 上线性无关．（提示：用反证法）

:x(t),y(t) 在区间[a,b] 上线性相关，则存在不全1

t E [a,b]. 

那么不妨设 x(t) 不为零，则有迟Q=－旦，显然 ” 一一为常数，与题设矛盾，所以假设不成立，x(t) p p 
即证明了 x(t),y(t) 在区间[a,b] 上线性无关． . 

'，、·

d石

df' 

寸x

+a1 (t) 
d,r-1 X 

d广
——了十 ••·+an (t)x = Ji (t), 

dn-1 X 
~ +a1 (t) 
扩缸l--+… +a,,(t)x = f2(t) 

的解，则 X1 (t) +x2 (t) 是方程

~+a心）告＋…＋an (t)x = !1 (t) ＋儿 (t)

的解
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, __ ＿＿＿＿＿＿＿＿_＿＿＿＿＿一
阻§ 证明：由题设条件可知 X1 (t),xz (t) 分别是方程 0处）的解，则
4 

dm(t) d己Xt (t) 
~+a1(t) 7广1 +…＋a,.(t压 (t) ＝八 (t)'

器盗

甘 :“l
寂拧 那么由＠和＠相加i i 压(t) + x2(t) ) 

扩
+a八rl 一

裘飞· An ~ 
＄挡 即说明 X1 (t) + X2 (t) 
§ § ”. 
拓譬 3．已知齐次线性微分方程的基本解组 xl ，立，求
含也
呈禄

(1) :rf'- X = COS t心1 = e' 心2 = e一t ; 

$ :． ／叭－＇I I t _,丿
负
荽
，兹 (3) :l'+ 4x = tsin 2t,x1 = cos 2t,x2 = sin 2t; 

森
岱 (4) 卢－ 4丘＋ 6x = 36 早，x1 气，X2 = t3; 

主
(5) 廿x＂－丘＋X = 6t+34廿，x1 = t,x2 = tln t; 

dn-1 X2 (t) 
•· (t) ~ + ••• +an(t)x2(t) ＝儿 (t)'

缸l

@@ 

，并利用导数的运算法则得

心 dn-1 (x1(t) + x2(t) ) 
＂缸l

+…+a,. (tHx1 (t) + xz (t)) = /1 (t) + /2 (t). 

是方程芸＋a1 (t) 店气＋…十a,, (t)x = f1 (t) ＋介 (t) 的解．

各 1 
＼乙） x --r-~x -~x = t-l,x1 = t,x2 =et; 1-t 1-t 

(6) t2 :i'- 3tx＇十 Bx= 18t2sin(ln t),x1 = t2cos(2ln t),x2 = t2 sin(2ln t). 

解：（1) 运用常数变易法，令 x(t) = C1 (t) f1 + C2 (t) e飞将它代入方程，则有

{e'1 (t)et环(t)e- = 0, 

c勹 (t)f! - c'2 (t)e一t =cost, 

{:勹 (t) ＝令e-tcost,
c'2 (t) 

1 
=- 2 

e·cos t. 

1 1 积分得 C1 (t) ＝-－矿 (cost- sin t) + c1 ;c2 (t) ＝－一e'(cos t+sin t) +c2. 4 4 

解得

故所求通解为 x(t) = C匡＋ c2e一t 1 
一一cost.2 

(2) 运用常数变易法，令 x(t) = c1 (t)t + cz (t)e勹将它代入方程，则有

『气 (t)t+c'2 (t)6 = 0, 

c'1 (t) +c'2(t)e1 = t-l, 

解得
{ c勹 (t) = -l, 

占 (t) = te-i, 

积分得 CJ (t) =- t + C1,c2 (t) =— e-t (t + 1) + C2. 

于是原方程的通解为 x(t) = ci t+c过一（产十 t+D.

(3) 令 x = c1 (t)cos 2t + c2 (t)sin 2t，将它代入方程，可得关于 c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组

{4(t)cos 2t+c'2(t)sin 2t = 0, 

-2c勹 (t)sin 2t+ 2c勹 (t)cos 2t = tsin 2t. 
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解得

厂(t) ＝十t(cos 4t- 1) , 

c'z (t) = -¼tsin 4t. 

厂）＝点cos4t＋点tsm 4t－扣＋Yl ,
1 1 

c2 ( t) = -f; sin 4t -,!; tcos 4t + r z. 
64 16 

积分得

于是方程的通解为
1 X = Ci cos 2t + C2 sin 2t——廿 l
8 

cos 2t + ~ tsin 2t 
16 ，其中 c1 心为任意常数

(4) 方程可以变形为 x" 4 / I 6 36 
--x +- - t ~ I f x= ~ln t ，由于 X1 = t2 立2 =

t 

以令 X = C1 (t沪＋ C2 (t)t3. 

将它代人方程，则可得关于 c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组

解得

积分得

｛礼 (t) ＋比 （t） = 0, 

2tc勹 (t) +3t2c勹 (t) 36 
= 

t 
f ln t, 

{c勹 (t) ＝亨lnt ,

c' z (t) 36 = 
t 
r- ln t, 

｛叭t) = 4t一3(1+3lnt) ＋ cl,

Cz(t) =-9尸 (Int＋十）＋ c汇

B 是对应齐次方程的解，故可

于是方程的通解为 X = Ct t2 + C2 t3 + 1 + (31n t+— 7 
t 4) ，其中 C1 ,c2 为任意常数

(5) 原方程可化为 x” 1 f I 1 6 -—x ' +-+x = ~ t ~ I t:'~ t +34. 

令方程的解为 x = t • c1 (t) + tln t • c2 (t) ，将它代人方程，则可得关于 c勹 (t) 和 c勹 (t) 的方程组

{t • c勹 (t) + tlnt • C,2(t) = 0, 

c勹 (t) + (ln t+ l)c12 (t) ＝于 ＋ 34,

解得

积分得

『（t) ＝－停＋ 34) Int, 

6 占 (t) =— +34, 
t 

{q(t) =-34(tlnt-t) - 3(lnt)2 +cl , 

C2 (t) = 34t+ 61n t + C2. 

千是方程的通解为 X = C1t+c2tln t+34t2 + 3t0n t) 2 ，其中 C1 ,Cz 为任意常数．

(6) 原方程可以变形为

,, 3,, 8 
x--x — 

t 
+ -:1-x = 18sin0n t) . 

t 
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4
.

L

令 x = c1 (t) t2 cos(2ln t) + c2 (t) t2 sin(2ln t) ，将它代人方程，则可得关于 c勹 (t) 和 c'2 (t) 的方程组

｛卢os(2ln t)4 (t) + t2sin(2ln t)4(t) = 0, 

2t(cos(2ln t) - sin(2ln t))c勹 (t) + 2t(sin(2ln t) + cos(2ln t))c'2 (t) = 18sinCln t), 

解得

（ c勹 (t)=－ 9t一1sin(ln t)sin(2ln t) , 

c勹 (t) = 9t一1 sinOn t)cos(2ln t), 

积分得

』q(t) ＝宁sm(3ln t) －旁sm(lnt) + cl, 

3 9 cz (t) = - 7cos(3ln t) 十一cos(ln t) +c汇
2 2 

于是，原方程的通解为

x = c1 t2 cos(2ln t) + c2t2 sin(2ln t) + 6t2 sin(ln t), 

其中 C1 心为任意常数

d五
已知方程一－－dt2 x=O有基本解组 e勹e飞试求此方程适合初值条件x(O) = 1,x'(O) = 0，及 x(O)

= O,x'(0) = 1 的基本解组［称为标准基本解组，即有W(O) = 1] ，并由此求出方程的适合初值条

件 x(O) = xo,x'(0) = x勾的解

d五
解：由于 et 忑1 是方程一－－

扩
x=O 的基本解组，故存在常数 cl,c2 使得 x(t) = C没＋ c2e飞

x'(t) = c1 e'- cz e-i ，令 t = 0，则有方程适合初始条件 x(O) = Lx'(0) = 0，千是有

(C1 e0 +c过＝ 1 ，

c1e0 - c过＝ o,

1 • I 1 
解得 C1 = t,c2= 了，故 X1 (t) = te'+ 了它．

又该方程适合初始条件 x(O) = O,x'(O) = 1 ，因此

｛辽＋ c4e0 =0, 

C3 e0 - C4 e0 = 1, 

1 1 1 
解得 C3 =一，q =－一，故 X2 (t) = -;,e'-— 1 _-t 

2 2 
e 

2 2 

显然X1 (t),X2 (t) 线性无关，所以此方程适合初始条件x(O) = 1,x'(O) = 0及x(O) =O,x'(O) = 

1 的基本解组为

l 1 1 Xt (t) =— e1 +－矿，x2(t) = -t- - 1 -t 

2 2 
e 

2 2 

再令方程的适合初始条件 x(O) = Xo,x'(0) ＝工勾的解为

式）＝ C5 （扣＋扛）五（扣－扛），

则得到
『6 = x' (0) = x'0, 

Cs= x(O) = Xo, 

. 146 . 



故，适合初始条件 x(O) = Xo,工,(0) ＝工勾 的解为
e' + e-t, e' － e一t

x(t) = X。 十工 o2 2. 

d"x ,, ., d"1x 
5. 设 X;(t)(i = 1,2 … ,n) 是齐次线性微分方程 十~ +a1 ( t) ~ +… 扩缸l

+ a,....1 (t) 也
dt 

+a,. (t)x = 0 的

任意 n个解，它们所构成的朗斯基行列式记为 W(t)．试证明 W(t) 满足一阶线性微分方程 w'+

a1(t)W = O，因而有

W(t) = W(to)e卡。 “1也 ， to,t E (a,b). 

解：由于 X;(t)(i= 1,2,…，n) 是齐次线性微分方程的任意 n个解，所以满足

厂五(t)xi,r-I）气 （t）xin-2) +··· +an(t)m= 0, 

x沪＋ a1 (t)x~..-1> + a2 (t)x~n-2> +… +an (t)x,. = 0. 

由行列式求导法则知
, 

X1 

, 

I 
X 1 

W'(t) = 
I 

X1 (,r2} 

工'i（冗一1)

X1 

, 
X1 

= 

Xl (n-2) 

Xi (11) 

, 
Xn 

, 
Xn 

工石(..-2) 

Xn (,r-1) 

Xn 

I 
x,, 

工石
{,r-2) 

x~n) 

X1 工n

I I 
X1 Xn 

+…+ 
Xi (..-2) 立(n-2) 

Xi (n) 工石(n) 

将 W'(t) 中第 K行都乘以 an-k十1 (t) ，加到最后一行(k = 1,2, …，n - l ) ，则

X1 ••• Xn 

, 
工 1 … x'n

W'(t)=I : : 1c- a1(t))=-a1(t)W(t), 

(,r--2) (,r--2) 
Xi … x” 

x{n-] ) … x ~,r--I) 

即 W'+a1 (t)W = O，则有喂翎＝飞 (t) cit. 

t r, 
两边从 to 到 t 积分 1n I W(t) 11 ~ =-J:n a1 (s)ds，则

ln | ;(t) |-It:n | W(to) l =- I;a1 (s)ds , 

即 W(t) = W(to)e-J炉四，to,t E (a,b). 
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的解，这里 a1 (t) 和 az(t) 于区间[a,b] 上连续，试证：

(1) X2 (t) 为方程的解的充要条件是

W'［x口五］＋ a1 W[x1 ，五］＝ O;

(2) 方程的

(*) 

即 x2 为（＊）的解

(2) 因为 X1 ,X2 为方程的解，所以由刘维尔公式得

I Xl l 

即 X1 x'2 - x' l X2 = W (t心e卡。叶巴

迈

两边都乘士，则有f五上堕坠e-I;o al(s)山
X1 dt 对
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于是譬＝ c1f 扣似“1 (s)ds dt十 c2,

即

X2 2 1 =W(to)e-I炉l(,)气

X2 = [ Ct f 沪炉1 (s)五］立·

取 c1 = l,c2 = 0，得

X2 = X1 f ~ e-f!o al (,)ds cit, 
X1 

l 
此时W(

1 a 
x勹＝ e-J炉（s)d., #0，从而方程的通解可表示为

3 I -j exp ( - f: 0 a心）ds ） dt＋叶
其中 C3 ,C4. 为常S
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X1 (t) 十王(t),x2(t) ＋克(t), •••,Xn (t) ＋克(t) ，克(t)

均为非齐次线性微分方程的解．

同时0 是线性无关的．

事实上，假设存在常数 C1, C2, …， c出，使得

C1 (x1 (t) ＋元(t))+c2(x2(t) 十元(t)) + ··• + Cn (Xn (t) ＋王(t)) +c叶1 (x(t)) = o, 

即
n 

2e,x, （t) ＋式）艺，＝ 0.
i=l i~l 

叶l 叶1

我们说2让＝ 0．否则，若~Ci -:/=-0 ，则有
i-1 i=l 

砌＝－＄奇工，（t).
i=l 导

(＊)的左端为非齐次线性方程的解，而右端为齐次线性方程的解，两者矛盾．

从而有区C;X;(t) = 0, 
i=l 

又 X1 (t),Xz (t) ，…，Xn(t) 为非齐次线性微分方程对应的齐次线性方程的一个基本解组，故有

C1 = Cz =…= Cn = 0，进而有 c叶1 = 0. 

即 0是线性无关的．

再证明非齐次线性微分方程最多存在 n+l 个线性无关的解．

设 X1 (t),X2 (t) ，．．．心叶2 (t) 为非齐次线性微分方程的任意 n+2 个解，显然，X1 (t) -x叶2 (t), 

X2(t) － xm(t) ，…，x叶l (t) -x叶2 (t) 是齐次方程的 n+l 个解

由定理 5 及推论，这 n+l 个解一定是线性相关的，即存在不全为零的数 C1,C2, … ,C叶l ，使得

C1 (X1 (t) - X叶2 (t)) + C2 (X2 (t) - X叶2 (t)）＋…＋c叶l (x叶1 (t) - Xn-4-2 (t)) 兰 o,

即 c1x1 (t) +c2xz (t) + ··• + c叶1立＋1 (t) - (c1 + Cz +… +c叶1)立十2 (t) = 0. 

所以这 n+2 个解是线性相关的，即证明了最多有 n+l 个线性无关的解．

习题 4.2

1. 证明命题 1 和命题 2.

证明：命题 1 的证明如下：

已知 X = z(t) = <p(t) + i少(t) 是齐次线性微分方程的复值解，则有

dz 
z'(t) = T+ = <p1 (t) ＋硝 (t),:i'(t) = <p'(t) + i祈'(t)'..., z<n) (t) ＝沪 (t) + i产 (t).

dt 

因为 z(t) ＝ 中(t) + i少(t) 是齐次方程的解，于是

z(nl (t) +a1 (t)z忙1) (t) +… +a亡召(t) + an (t)z(t) = 0, 

即［护 (t) +a1 (t)砍妇）（t）＋…十an(t）弘t)]+i［护 (t) +a1 (t)扩忙1) (t)+…十an (t)弘t)］圭 0.

所以 'P(n) (t) + a 1 (t)中丘1) (t) ＋…十an (t)<p(t) 圭 o,

少(n) (t) + a1 (t)叭丘l) (t) + ••• +an(t),p(t) = 0, 
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从而有

（沪 (t) -i产 (t)) +a1 (t)(<p(,r-l) (t) - i扩忙l)(t)）＋… +a,. (t)(<p( t) -icp(t)) = 0. ® 

O,@，＠式即证明了 z(t) 的实部<p(t) ，虚部叭t) 和共枙复值函数跃t) 均是齐次方程的解．

命题 2 的证明如下：

由于 X = U(t) + iV(t入则

x'= U'Ct) + iV'(t), :i!'= r.f'(t) + iV'(t) ,… ,x<n) = u<n) (t) + iv<n) (t). 

于是由 X = U(t) + iV(t) 是方程

告＋a心）专＋…＋a,.....1 (t) 赉＋ a,. (t)x = u(t) + iv(t) 

的复值解，得到

[d,.~+a1(t) ~+···+a,.(t)U ]+{~ +a1(t) 9, 芷长(t) 艺－＋…＋a,.(t)U]+ i[~+a1(t) 艺十…＋a,. (t)V ]= u(t) + iv(t). 

由于两个复数相等的条件是实部与虚部分别相等，于是有

守U d广lu

心
~+a1(t) —一一十…＋an (t)U = u(t), 

缸l

和梦＋a1 (t) ＄纠＋…＋an (t)V = v(t), 

这就证明了这个解的实部 U(t) 和虚部 V(t) 分别是方程

心 d,r-l X 而＋a1(t) 石T+… +a,.....1 (t)t+a九 (t)x = u(t), 

和总＋a1 (t) 总与＋...＋ £i;.-1 (t屯＋a,, (t)x = v(t) 

的解

求解下列常系数线性微分方程：

(1) xw - Sx11 + 4x = O; 

(3) x(5) -4工t'I = O; 

(5) s'1 - a2 s = t + 1 ; 

(7) x<4) - 2.i“十x= t2 一 3;

(9).i“十x'-2工＝ 8sin 2t; 

(11) ['+ 2as1 +a2 s = e1; 

(13) :!'- 2x'+ 3x = e-icos t; 

(15) :i!1 - 4x'+ 4x = e1 + e21 + 1 ; 

(17) :i!'- 2x'+ 2x = te1cos t; 

(19) x“ 十 1 
x= 

sin3t 
; 

(2) x"'- 3ax" + 3a五'-a3x = O; 

(4).i“十x'+x = O; 

(6) x"'- 4x''+ Sx'- 2x = 2t + 3; 

(8) XM'- X = COS t; 

(10) :i卿 － X = e1; 

(12) x''+ 6x'+ 5x = e2t ; 

(14) x“ 十x= sin t - cos 2t; 

(16) x''+ 9x = tsin 3t; 

(18) x''+ Zx'+ 5x = 4e一'+ l 7sin Zt; 

(20) x“ 十x=l 1 . 
smt 

解：（1）微分方程的特征方程为入4 ＿甜＋4=0，有根小＝ 2心＝－ 2山＝ 1 ，入4 =-1. 

故方程的通解为 X = C1 岁十 C2e2t +c过十c:.e飞其中 C1,C2, C3, C4 为任意常数．

(2) 微分方程的特征方程为入3 一边入2+3a2入－a3 =O，它有三重根入＝ a，因此方程的通解为x=
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二』
C1e“ 十c2记＋ c3 凸 e气其中 C1 心心为任意常数．

(3) 微分方程的特征方程为入s ＿矿＝ 0，它有根入1,2,3 = 0 ，入4 = 2 ，入s =-2. 

因此方程的通解为 X = C1它＋ c2 e-2t +.c3 i1- 十 C4t+ Cs ，其中 c1 心心心心 为任意常数．

(4) 微分方程的特征方程入2 十入十 l=O 有复根入1=
-1＋瓦i

，入2=
-1－屈i

2 2. 

故通解为 x = c1e-tt 斗次； 士·屈it cos 一t+c2ez'sin7
2 2 

t ，其中 C1, C2 为任意常数

(5) 对应齐次微分方程的特征方程 ;\2 -a2 = 0 有根入1=a，入2 =-a. 

当 a =I= 0 时，齐次线性微分方程的通解为 S = C1 e," 十 C2e一气

设方程有特解 s = A+Bt ，代入原方程解得A=B=－;，故方程的通解为

1 
S = C1 e," 十 C2 e一”一一(t+D.

a 

当 a=O 时，原方程可化为/'= t+ 1，对方程积分两次，即得 s

C2 为任意常数

(6) 对应齐次方程的特征方程为

入3 _~2+5入一 2 = 0. 

1 = C1 +c2t++t2 
6 

解得特征根为入1= 入2 = 1心＝ 2．故齐次线性微分方程的通解为

X = C1e' 十 c2te'+ C3 e气

(t+3) ，其中 cl,

又因为入 ＝ 0不是特征根，故可以取特解形如王＝ A+Bt，代人原方程解得A=-4,B=-1 ，所

以原方程的通解为 X = C1 e'+ C2 te1 + C3 e2t 一 t-4，其中 C1 心心为任意常数．

(7) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入L-2入2+1=0，即得特征根为小＝入2 = 1心＝入4

=-1．故齐次线性微分方程的通解为 X = c1f! + 
身，努笠

c2te1 + c3e1 + 1 f! + c2te'+ c3e1 + C4te1. i ？、农噬俗：峦
取特解形如元＝ At2 +Bt 十 C，代入原方程解得A= l,B = O,C = 1. ＄掠皇

乌恁守
袅(8) 对应齐次方程的特征方程为入3- 1 =0，解得特征根为 ,` 

/: 

-1 ＋戎i -1-戎i
入1= ，入2 =，入3 = 1. 

2 2 

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e寸'cos4t+ ......l.1 si 屈
2 c2e 2·sm—t 2 +c过．

1 取特解形如元＝ Acos t + Bsin t，代人原方程解得A=－一，B ＝－-1 
2 2. 

故原方程的通解为

-¼t 戎 + -t ·及 1x = c1ez'cos 一－t+c2e2'sin~t+c过一一－ （cost+ sin t), 
2 2 2 

其中 C1 心心为任意常数

(9) 对应齐次线性微分方程的特征方程为灶十入－2=0，有根入1 =- 2 ，入2 = 1. 
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故齐次线性微分方程的通解为x=c过十C2 e一2t.

2 因为士2i不是特征根，则取特解形如元＝Acos Zt+ Bsin Zt，代人原方程解得A=－－，B=－－6 
5 5. 

故方程的通解为 x= C1 e'+ C2e -“ 2 6 
5 

－一cos Zt一一sin Zt，其中 C1,c2 为任意常数5 

(10) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入3-1=0，它有根入1=
－ 1+岛i-1－屈i

2 心＝ 2 ' 

入3 = 1. 

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e-
.l.t 及上 ．
2 cos --t 

屈
2 

+c2e-2tsm-t 
2 +c召．

由于入＝ 1 是特征方程的根，故方程有形如王＝ Ate' 的特解，代入原方程解得A=-．于是原方3 

程的通解为

其中 c1 心心为任意常数

(11) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入2 + 2a). + a2 = 0，有 2 重根入＝－ a.

当 a=-1 时，齐次线性微分方程的通解为 s=c过十cite',A= 1是特征方程的 2重根，故方程有

形如 s=At飞的特解，代人原方程解得A= －.2 

于是方程的通解为 S = c1e 十 c2t~ + 一t2 e'. 
2 

当 a#－ 1 时，齐次线性微分方程的通解为 S = C1e女＋Czte一八＝ 1 不是特征方程的根，故方程

有形如 5=Aet 的特解，代入原方程解得 A= 2．故方程的通解为 s = c1e- + c2te- + (a+1) 

(a + D 2 也其中 C1 心为任意常数

(12) 对应齐次线性微分方程的特征方程为入2 +6入十 5 = 0，它有根入1 =-1心＝－ 5.

故齐次线性微分方程的通解为 X = C1e---r +c2e一St•

由于入 ＝ 2 不是特征方程的根，故方程有形如王＝ Ae” 的特解，代入原方程解得A ＝点．于是方

程的通解为 X = C1e一t + C2e-St + 沉e气其中 C1, C2 为任意常数

(13) 对应齐次线性微分方程的特征方程为X-2入＋3=0，即得特征根为入1 = 1+..f2i,,\2 = 1 -

迈i.

故齐次线性微分方程的通解为 x=c过cos戎t+c过sin..f2t.

由于 一 1 士 i不是特征方程的根，取特解形如元＝（
5 Acos t+ Bsin t)e飞代人原方程解得A = － ，41 

4 B =－一．故原方程的通解为41 
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x = c1 ff cos 扣＋c过sin,fit+ （音cost－吉sin t) 亡，

其中 C1,Cz 为任意常数

(14) 对应齐次方程的特征方程为入2+1=0，即特征根入1 = i心＝－i，故齐次线性方程的通解为

x = c1 cos t + c;z sin t. 

O 对千方程 x“十x = sin t，取特解形如王＝ t(Acos t + Bsin t) ，代入原方程解得 A=-..l.,B=
2 

0，故元＝－一tcos t. 
2 

＠对于方程 x“十x =-cos 2t，取特解形如元＝Acos 2t + Bsin 2t，代人原方程解得A=..l.,B=
3 

0，故 x= —cos Zt. 3 

故原方程的通解为 X = C1 COS t + Cz si c2sm t- 7tcos t 2 +了cos 2t ，其中 C1 心为任意常数． 卜
芍

咦

(15) 对应的齐次方程的特征方程为入2_4入＋4=0，即得特征根为入1 =入2 = 2. O 对于方程 x”-4x' ＋4x=e勹可设其吓形如元＝ Ae勹代入方程则得到A= 1，即方程 x”-I 
4x'+4x = e' 的一个特解为无＝ e'.

＠对于方程x''-4工'+4x=e气可设其特解形如元＝ Bt气乙 ，代人方程则得到B= －，即方程 x''
2 

-4工'+4x ＝它有一特解为工 = 2 
t2 e2t. 

＠对千方程x''-4工'+4工＝ 1，可设其特解形如元＝ C，代人方程则得到 C=..l.
4 

+4工＝ 1 有一特解为元＝一．4 

，即方程x''-4x'

所以，原方程的通解为 X = (c 1 +c2t)e21 +e' ＋了庄＋｝，其中 C1 心为任意常数．

(16) 对应线性齐次方程的特征方程为入2+9=0，即得特征根为入1 = 3i心＝－ 3i.

设方程的一个特解为艺＝ t[(At+ B)cos 3t + (F.t + F) sin 3小代人方程，得到

即方程的一个特解为王＝－—12 

A =－卢，F=奇B = E= O. 

t2cos 3t十一tsin 3t. 
36 

于是方程的通解为工＝ c1 cos 3t + c2 sin 3t - -A l2fcos 3t+~tsin 3t，其中 CJ ,c2 是任意常数

(17) 对应齐次方程的特征方程为入2 _2入＋2=0，即得特征根为入1 = l+i , -l2 = 1-i，先求方程 『

工”-2工'+2工＝ te(1七）t 的特解．

设其特解为元＝ t(At + B)e0七）勹将它代入方程并消去因子 e(l七）勹得到 A =---}-,B =.l.. 4,~ - 4' 

千是方程工”-2工'+2工＝ te(1七）i 的一个特解为元＝－十（t2 ＋ ti)e(1七）t.
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分出它的实部 Re｛元｝ =- 1 2 

4 
(t2 sin t + tcos t)也根据命题 2 可知其为原方程的一个特解

于是，原方程的通解为 x = (c1cos t+c2sin t)et+f te'(cos t+tsin t) ，其中 C1 ,Cz 为任意常数

(18) 对应齐次方程的特征方程为入2 +2入＋ 5=0，即得特征根为入1 =-1+2i，入2 =-l-2i. 

0 首先求方程x'+ 2x'+ 5x = 4e-1 的一个特解．

设其特解为x1 =Ae飞代人方程则得A=l，即方程x"+2x'+sx = 4e-1 的一个特解为X1 =e气

＠再求方程 x'+ 2x'+ Sx = 17 sin 2t 的一个特解．

设其特解为 x2 = Bcos 2t + Dsin 2t，代入方程求得 B =-4.D = 1. 

即方程 x'+ 2x'+ Sx = 17 sin 2t 的一个特解为x2 =- 4cos 2t + sin 2t. 

所以，原方程的通解为 x = e, (c1 cos 2t十 c2sin 2t) +e-1 -4cos 2t+sin 2t，其中 CJ,c2 为任意常数

(19) 对应齐次方程的特征方程为入2+1=0，即得特征根为入J = i,.\2 =- i. 

现用常数变易法求已知方程形如 x1 = c1 (t)cos t + c2 (t) sin t 的一个特解．

可得关于 c勹 (t) 心 (t) 的方程组

{cost • C勹 (t)+ sin t ·占 (t) = 0, 

- sin t • c'1 (t) + cos t • c' 2 (t) 1 
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积分得

cost = sm t +r1. 
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于是所求的通解为 X = C1 cost+ Czsi = c1 cos t + cz sin t+ -— 2sin t 
其中 C1,C2 为任意常数

(20) 由于 x“十x=O 的通解为 X = C1 cos t + C2 sin t，现利用常数变易法，求已知方程形如 X1 = 

c1(t)cos t+cz(t)sin t 的一个特解，可得关于 c勹 (t) 心 (t) 的方程组

{COSt • C勹 (t) + sint • c'2(t) = 0, 

-sin t • c勹 (t) + COS t • C勹 (t) = 1 - -
sm t 

解得

『勹 (t) = 1 - sin t, 

c'z(t) =cost-cot t, 

积分得

{q(t) = t+cos t+cl, 

c2(t) _= sint-ln I sint l+c汇
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—匀
飞心，．，；公么“一

，舵豆了

乌
为任意常数． t; 

勺常数，函数 J(t) 于 O~t<+oo 上连续，试证： 竺
冼

择常数 C1,C2 的值，使得

• ^ 1 f` t -- +t 。 sin k(t- s) • f(s)ds (0 ~ t<＋动； 农
泾

厅程的通解可表为
姜

f'ct-s)f(s)ds (O,S::t < +ool. ! 。 (t-s)f(s)ds (O~t < +oo), !~ 
其中 C1,C2 为任意常数

证明：方程为二阶线性非齐次微分方程，特征方程为入z +k2 = 0，当 k -:/=- O 时，特征根为炉＝士ki，当 k

故原方程的通解为

x = c1 cos t + c2 sin t + 1 + tcos t - sin t • ln I sin t I, 
这里 CJ,C2 :· ·- -

3. 设和）是方程 x“十k2x = f(t) 的解，其中 k 头

(1) 当 k # 0 时，能够选

C2 •. ,.,. 
<p(t) = Ct COS kt 十一sin kt 

k 
(O~t<+ cx,); 

(2) 当 k=O 时，；-

X = C1 +c2°t+ 」 - l, (O~t < +oo), 

=O 时特征根为二重根入＝ 0.

(1) 当 k =I= O 时，齐次方程有通解 X(t) = C1 COS kt 十 czsin kt. 

运用常数变易法，设 x(t) = c1 (t)cos kt 十 cz (t)sin kt．可得

｛凸 (t)cos kt ＋占（t） sin kt= 0, 

一妘'1 Ct)sinkt 十 kc'2 (t)cos kt ＝ 几）．

解出 c'i (t),c'z (t) 后积分得

{c1(t) ＝－钊：sinks • f(s)ds＋丫l ，

Cz (t) ＝上『 cos ks• f(s)ds+rz. k Jo 

即非齐次线性微分方程的通解为

1 t 

x(t) =丫1 cos kt五sin kt 十 +I。 (- cos kt •sinks 十 sin kt • cos ks)f(s)ds 

='Y1 cos kt 十 rzsin kt ＋开: sin k(t - s) • f(s)ds. 
k Jo 

若令 YI= C网＝立，则得
k 

cp(t) = Ct COS kt 十 fsin kt＋杜sin k(t - s) • f(s)ds(O王＋=).

(2) 当 k = O 时，齐次方程有通解 x(t) = er + czt. 

同样运用常数变易法，设非齐次方程 :1'= f(t) 的一个特解为

无＝ C1 (t) + C2 (t) • t, 

代人方程，则得关于 c'1 Ct) 和 c'z (t) 的方程组

{4 (t) + tc '2(t) = 0, 

c勹 (t) = f(t)' 

解得

『c'i (t) = - tf(t),C1 (t) =- J:寸（s)ds,c12<t) = J(t),c2(t) = J:J<s)ds, 
。
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所以原方程的通解为

x(t) = c1 + czt - f: sf (s)ds 十 t『 f(s)ds
。

= c1 +c2t+ J: (t-s)f(s油(0~ t<＋动，
。

的两个解，证明极限lim[件 (t) －仰 (t)] 存在．

: 

t妞

证明：齐次方程 x• + 5:t'+ 6x'= 0 的特征方程为入3+5入2+6入＝ 0，解得特征根为入1=0 ，入2 =-2, 

入3 =-3. 

所以齐次方程的通解为 X = C1 +c2e-“ 十 C3 e一气

因为 <pi (t) ，仰（t）是非齐次方程的两个解，知 <pi (t) －仰 (t) 是对应齐次方程的解，也就是说存

在适当的常数 C1 心心，使得

({)l (t) －仰 (t) = C1 +c2产＋C3e一3t.

从而lim[({)I (t) －仰 (t)J = ~i~[c1 + c2 e一2t +c3产］ = c1· 
t-+00 t一巳工

故lim[({)I (t) －仰 (t)］存在．
t-oo 

s. 形式为 f 皂＋a1产忘匀＋…＋a..-1屯＋any= 0 的方程称为欧拉方程，这里 a1,az, … ,an

为常数引进自变量的变换工＝ e勹 t = ln x，可将之化为常系数线性方程，试证明之，并求解方程
(l) t五＂＋ tx'-x = O; (2) t2:i."－知'+6x = t. 

程方拉欧对.. 明证
，

恩
终
沁
荔
欢
监
翌
名
序
人
芦
今
心
，
恩
．
扣
弁
跷
坎
没
兹
总
岱
悸
托
勺
思
存
众
沁
坐
晏
襄
琵
诊
恩

b
节下

;
冥

f 皂＋a1 x..-1 店＋...十 a..-1屯＋a,,y = o, 
e) 

引入自变量变换，令 x = ff ，则 t = ln x，则有

山＝心．坐 ＝ e一t $
clx dt clx dt' 

归 ＝ e凇 (e-, 鉴）＝ e一2t （窟屯），
假设对自然数 K - 1,

炉＝ e一气炉＋a1 沪＋…＋cn-2 鉴），
则有

皂＝ e飞[e－（仁l)t (炉＋a1 沪＋…＋a1r-2 鉴）］

= e➔ （袒＋/31 炉＋…＋企1 愍），

@ 

其中向阳...心－！为常数．

由数学归纳法可知，＠式对任意自然数 K 成立．
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千是对任意自然数 K 有

勹响＝扭＋｀卢＋…＋企1 鉴
将上述关系式代入方程O，则得到常系数齐次线性微分方程

窑＋b1 庐＋···+ b1r1 护＋bny = 0. 

其中 b1 心，．．．心为常数

(1) 设 x ＝几代人方程，得到关于 K 的方程k (k - 1) + k - l = 0，即 k2 -1 = 0. 

因此 k1 = 1，如＝－ 1，从而方程的通解为 X = C1t+c2-:-，其中 C1,C2 为任意常数

(2) 先求方程 t五＇＇－ 4丘＋ 6x = 0 的通解，设 x ＝八代入方程则得到关于 K 的方程k(k-1)

故利用常数变易法，求已知方程形如 X1 = C1 (t) • t} 十 C2 (t) • t3 的一个特解，可得关于 c勹 (t)'

c勹 (t) 的方程组

-4k+6 = 0. 即（k-2)Ck-3) = O，因此 k1 = 2 ，如＝ 3.

故方程户兀”-4红'+6x = 0 的通解为 X = C1 t2 + C2 t3. 

, l
一t

, 

__ 

。

、
＼
丿

__ 

t 

八
}
(

('

3 

, 
2C 

2 

, 

t 

c 43 ++ 
）
八
}

t (( 11 
', ctc 42 { 

解得

, 
1-2t, 

-

1

一3t

=-l-、
丿
、
丿

tt (( 
12 
', cc 

,

YJ 

积分得 C1 (t) = ~ + 1 1 
t 

c1,c2 (t) = - h +c2 ，故方程的通解为 X = C1t2 +c2..3I 1 ~ 
2t2 -r +- z;. 

碑方程的求解方法求出，, i 
：其对应的齐次方程的通解，再出常数变易法求其本身的一个特解，就可以得到所求方程的 ：
；通解． . , 

习题 4.3

1. 求解下列方程：

(1)x“ ＝亡（这里 x' ＝ 贵，x" ＝髻，以下同）；

(2) 立”－ (x')2 + (x')3 = O; 

(3).i“十三产')z = O; 

(4).i“ 十✓~ = O; 
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［大 一一一一—(5) ax"+ [1 + (x')2甘＝ 0（常数 a#- 0); 

(6).i " 1' --x +(x' )2' t 
=O(提示：方程两端除以 x').

1 解：（1）方程不显含 t,x，令 y=x勹则方程变形为 y' ＝－，分离变量得2y 

少 1.l= -;f--, Zydy = dt, y2 = t + CJ, y ＝士（t＋ c1)2.dt 2y 

千是 x'= y ＝士（t+c1汁，积分得

x+c2 ＝士］: (s + C1 汁 ds ＝土f<t+c过，o 3 

即 9(x+c2)2 = 4(t+c1凡

从而方程的解为 9(x+c2)2 = 4(t+ci)3 ，其中 C1,C2 为任意常数

(2) 方程不显含 t，令 y=x'，则方程变形为xy~-
扣

y2 气＝ 0，得到 y=O或~=工工扣 X'

积分后得一江＝丘(c-:f=O) ，即 y 丘扛=－——-，从而 x' ＝－－－－1 -y 1 十釭 1 ＋釭

1 积分得 x+-:-ln Ix I= t+c汇
C 

即方程有解 x+ciln Ix I= t+cz . 

当 y=O 时得 x'= 0，故 x= c. 

综上，方程的解为 x+ciln Ix I= t+c2 或 x=c，其中 C1,C2, C 是任意常数

(3) 方程不显含 t，令 y=x'，则方程可化为 y妇 2
釭广?'~ = 0. 

解得y=O或少＝乌工dx x-1· 

0 当 y=O 时，即 x'= 0，得到 X = C,C 为任意常数．

＠当少＝ 4L 且 y #- 0 时，积分可得y = C1 (x-1)2 ，即 x'= Ci (x-1)2 ，再次积分得一一＝dx x-1 x-1 

cit+ cz ，即（:i;- l)(c1t+c2) = 1. 

注意到当取 E1 =O时y=O，所以第＠种情况包括第0种情况．因此，原方程的解为(x-l)(c,t

+cz) = 1 ，其中 C1 心为任意常数

(4) 方程不显含 t,x，令 y=x'，则方程化为 y嚣＋刀＝歹＝ 0.

当 y ＃士 1 时，方程又可以变形为—义拉＿ ＝－ dx，积分后得到九=7 = x+c, 
J勹

即 ✓T=了2 =x+c,故 x' ＝士 ✓l- （x+c)2 ，再次积分得

0 当 x' ＝ ✓1- （x+c)2 时，x = sin(t+c1) +c口

＠当 x'=- ✓1- （x+c)2 时，x = cos(t +c1) +c汇

当 y ＝土 1 时，x' ＝士 1，从而 x ＝士 t+c.

综上所述，原方程的解为 x = sin(t+c1) +c2 或 x = cos(t+c1) +c2 ，以及 x ＝士 t+c，其中 cl ,

. 158 • 



Cz,c 为任意常数

(5) 方程不显含 t,x.

令 y=x'，则方程可化为 ay 器＋（l+y磷＝ 0，即—竺尘二(1 + y2)3/2 

积分后得a(l+y牙+ =x+c1 ，从而有

x'= Y ＝气（一二丘）2 － l,

积分后可得

✓a2 -(x+cl )2 ＝士（t ＋ c2) ，

即 Cx+c1 )2 + (t+c2)2 = a2 ，其中 cl,o 为任意常数．

=-dx. 

(6) 当 x'#0 时，方程两边同除以 x'，则得到乌－上＋x' = 0，即
X t 

d On I x'I- ln I t I 十 x) = O, 

积分可得 lnl 于 j+x = C1 ，解出 x'，则有 x'= t(e玉i) ，再次积分可得 e工＝ e'1 (f)+ c2 . 

由千 cl,o 为任意常数，所以可以写为 e工＝ c勹 (t2 +c'2). 

当 x' = 0 时，即得 x =c，显然它也是原方程的解

综上，方程的解为~ =c勹 (t2 + C12) 或 x= c. 

2．用幕级数解法求解下列方程：

(1) x''+ t:x'+ x = O,x(O) = 0,x'(0) = 1; 

(2) (1- t):i“ 十X = O; 

(3) x''-t:x' - x = 0. 

解：（ 1) 由于方程中 p(t) = t,q(t) = 1 ，故存在幕级数解．

设 x = ao + a i t+a2t2 十…＋a,.t" 十…是方程的解，利用初值条件，可以得到a。 =O,a1 = 1 ，因而

x=t＋时＋矿＋··· + a,.t" 十…，

x'= 1 + 2az t + 3a3 t2 十…＋匹尸＋…，

x''= 2az + 3 • 2a3 t +… +n • (n - l)a,,t,r--2 + …. 

将 x,x',:i" 的表达式代人原方程，比较同次幕系数，可得

1 1 an-2 
a2 = O,aa =--;;:-,a4 = O,as = ~ …,an =- -,…, 

3 15'n 

因而，as = O,a1 = （一 1)3. 1 
~,as = O,···, 

最后得到 a让 ＝ 0，"幻J = (- 1)•. 1 
1 • 3 • 5…(2k+D 对一切正整数 K 成立．

于是原方程有幕级数解

t3 I t5 t7 
x=t一百＋吓声一 1· 3 • 5 • 7 + …+ （一 l)n • 

f叶1

1 • 3 • 5 • 7…(2n+ 1) 十 …．
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(2) 方程可化为 x“十一三＝ 0，因 tp(t) = 0，切（t) 户
=--，故存在幕级数解．1 -t 1-t 

设x=a。 +a1t+a2廿＋a3t3 + …＋ a,,t" 十…是方程的解，则

x'= a1 + 2a2t + 3a3t2 十••• +m,,tw-l +…, 
.:1'= 2a2 + 3 • 2a3t+ …+n(n - l)a,,t....-2 + …. 

将 x,x伈兀＂的表达式代入原方程，比较同次幕系数，可得

2a2 +a。 = 0,3 • 2a3 - 2az +a1 = O, 

k(k - l)a,,. - (k - 1) (k - 2)a,,._1 + a1t-2 = 0,k > 3. 

本方程的解应该为通解，为此，需要找到两个线性无关的解．

设 X1 (t) 和 x2 (t) 是满足初值条件X1 (0) = 0，小（0) = 1, X2 (0) = l,x'2(0) = 0 的两个解

对于 x心），显然有 a。 = O,a1 = 1，代人 O 式，可得

。

-1 -1 -2 
a2 = O·,a3 = 1 心＝一＝，as = ~, • · 1•2•3'-• 3•4 1•2•3•4'-~ 1•2•3•4•5 

an= 
(n - 1) (n - 2)a..-1 - a..-2 

n(n- 1) 

也就是 X1 (t) 
t3 

=t 2 4 t 5 5 186 __ __ _ __ ＿＿一t -—tu - •••' 
3! 4! 5! 6! 

对于 x2 (t) ，显然有 a。 =l,a1 = 0，代人 O式可得

1 -1 -1 
a2 =- — ,a3 =,a4 =,. 

2 1 • 2 • 31 • 2 • 3 • 4 

a,, = (n - 1) (n - 2)air1 - a1r2 
n(n-1) 

也就是 X2 (t) = 1- --;;;f 一一—一t3 - ~t4 -... 
2 ! 3 ! 4 ! 

，所以方程的通解为

X = C1X1 (t) +c江2 (t) 

= Ct (t -奇t3 -吉t4 —奇t5 —甘t6 -…)+ C2 (1- 奇户 －吉t3 -吉t• - …)．

(3) 由于 p(t) =- t,q(t) =- 1 ，故存在幕级数解

设 x = ao +a1 t+ … ＋ant" 十… 是方程的幕级数解，将 x,x',x" 的表达式代入方程，比较同次幕

系数，可得

2a2 -a。 = 0,6a3 -2a1 = O,k(k - l)a,. - (k - l)a1,-2 = O,k > 3. 

即 a2 =芳心＝ 夸心 ＝ 气且k>3.

设初值条件 x(O) = a。 =C1,x'(O) = a1 = c2 ，有

C1 _ C2 _ C1 ~ ~ C2 
a。 =C1,a1 = c2,a2 = 7,a3 = ~,a4 = ~,as = -::;----;::, ···, 

2 3 2 • 4 3 • 5 

C1 . _ C2 
a让＝ 2 • 4…(2K) ＇ a生1 = 3 • 5… (2K + 1) '…. 

千是有幕级数解

X = Ct (1+；十上＋ 2 ·t;·6+ …）＋心叶＋叶＋奇＋…）
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3. 求解贝塞尔方程

归＋丘＋（廿叶）x= 0. 

［提示：r（今）＝丘．］

解：方程为 n ＝令的贝塞尔方程卢：＂＋ tx＇+（户一 n2)x = 0，有通解

y = C1]令 (t) + c2J－令（t).

由 r（令）＝丘及 sin t ＝言心笃，严可得

J令 (t) ＝芦 k!r(i:）;+1) （令）－｀言 k! • 1(．－313....f2KK+1)产
2 

=J!sint. 
穴t

00 

同样，由 r(－少）＝ r(今）＝抎及 cost= (- 1)k 
2 画了“可得
/c=O 

月(t) = t （一 1)k (令） z+-½ =/£t （一 1)心产
~ k!I'(l-上丑） TCt f.:'t k !l • 3 • 5…(2k-l) 

2 

飞厄cost.
穴t

所以此贝塞尔方程的通解为

X = C1]令 (t) +c2l－令（t) ＝五亿sin t + c2 cos t), 

其中 cl,o 为任意常数

4. 一个物体在大气中降落，初速度为零，空气阻力与速度的平方成正比例，求该物体的运动规律．

解：以 m,x分别表示物体的质量和降落的距离，则物体的下降速度为 x' ，加速度为 x"，按牛顿第二定 '

律，物体降落时的运动方程可写为

mx" = mg-k(x')2,x(O) = O,x'(O) = O, 

其中 g 为重力加速度，k>O 为比例常数

若令 v=x'，则方程可化为卢＝ mg —矿，记a=《平，b=《亘
m 
，积分求解

mgm产配勹(a产＼ ＝ dt，品lnl~主妇产I= t+c. 

即仁芦＝心，v = a(ce迈－ 1) 
a -v 1 +ce饭·

利用初值条件 v(0) = x'(0) = 0 得 c=l，即有 x'
a(e边－ 1)

= .v= l+e2« · 

l+e迈积分得 x=.!f;--ln.!..fF+c.
b 2e” 
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-_________— 
再利用初值条件 x(O) = 0 得 c=O，从而该物体的运动规律为

x=yln守= yln[ ch（五月．
s. 试证 ：对于二阶齐次线性微分方程

:l'+ p (t)x'+ q(t)x = 0, 

其中 p(t),q(t) 为连续函数，

(1) 若 p(t) 圭－ tq(t) ，则 X = t 是方程的解；

(2) 若存在常数 m使得m2 +mp(t) +q(t）兰 0，则方程有解 x= 产t;

(3) 若 X1 (t),Xz (t) 是方程的两个线性无关的解，则方程的系数 p(t),q(t) 由 X1 (t),xz (t) 唯一确

定，且 X1 (t),X2 (t) 没有共同的零点．

... ··汗· •...入~ ;?. 

...,,:~;v':. 

证明：（1) 当 p(t) 圭－ t.q(t) 时，方程可化为 :1'- tq(t)x'+ q(t)x = 0，将 x=t代人方程得

工＂－如）x'+q(t)x = 0-t.q(t) +q(t)t 兰 o,

即 x=t是方程的解

(2) 将 x ＝产代入方程得

:1'+ p(t)x'+q(t)x =戒emt +mp(t)产＋q(t)e"''= em'[m2 +mp(t) +q(t)] = 0, 

故 x ＝产是方程的解

(3) 由于 X1 (t),Xz (t) 是方程的两个线性无关的解，故W[xi ,x2] # 0 且
｛式 (t) ＋ p(t)x气 (t) + q(t)x1(t) = 0, 

式 (t) + p(t)±1 2 (t) + q(t)x2 (t) = 0 . 

上述方程组是关于 p(t),q(t) 的二元一次代数方程组，由克莱姆法则得

X 1 工 l = 1；:：立，x；，2勹·p(t) = 
X l X1 

“ 1 X1 

=- W[x1 立2]
,q(t) = 

, 
X 2 X2 

, 
X 2 X2 

即方程的系数 p(t),q(t)..&-. ，.、_，上、心吐～. 即力秷的系双 P\.O,q\.l) 出 X八t) 心汃口呡一拥心t 
若存在 Xt,X2 的共同零点 i，即 X1 (t) = Xz (t) = 0 ，则 W[x1 (t),x2 (t)] = 0．这与立，x2 线性无
关矛盾故 X1 (t),Xz (t) 没有共同的零点．

6. 求解方程 tx" - 2(1 + t)x + (Z+t)x = O(t #- 0). 

解：方程可化为 x''-2{1+
l, 2 

- x + 1+- x = 0. (1++)x' + ~1+f) 

．｀八 易知有特解 xl =et．由二阶齐次方程的通解公式可得
i? X = X1 (C1 +c 上e-Ip(t）dt dt) = e I C1 +Cr e一2心（叶）dtdt ~ X = X1 (C1 + CI对）［ [ ] 

= e'(c1 +cf吵） = et(c1 ＋矿）．
仁 所以所求的通解为 x = e1(c1 +c2t3) ，其中 C1, Cz 为任意常数．

~·' 7. 假设 <p(t,ci,cz ,...,C,.-,t) 是方程 F(t,y,y',...,y(n-11.)) = 0 的通解，而函数叭t, C1,Cz ,… ,Cn) 是 x
(It.) 

' = <p( t, CJ, C2, …， C,.-,t ）的通解，试证叭t,q,c2 ,. .. ,cn) 就是方程 F(t,xm,x（叶1),...,x<n)) = 0(1 ~ 
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k~n) 的通解，这里 C1, C2, …心寸，…心为任意常数．

证明：因为 <p(t,C1,C2, …， C,....k,) 是方程 F(t,y,y' ，…，y(,r-k) ） ＝ 0 的通解，所以有 F(t，中，中，…，中(n-k)) 

圭 0，且 C1, C2,... "一是彼此独立的常数．

而函数叭t,c1,cz,…心）是心I,) = <p(t, C1, Cz, " • , C,.....k) 的通解，即

护 (t,c1,cz,.. . ,c九）圭 <p(t, C1, Cz, …,C,r--k) • 

千是

沪l,c2, …，Cn) == I…J <p(t,c1,cz,… ， c,.....k ）心 ·,dt＋ c广叶1尸＋ c,.....叶2尸＋ . . . +c,. , 

其中 c..-.十l,c一＋2 ，… ,c" 是彼此独立的常数．
将x= 叭t,C1, C2,… ,Cn) 代入 F(t,x(k) ，工（叶1), … ,xG) ) = 0 中有

F(t，少（It) ，护（叶1)' …，护）至 F(t,？，中＇，…，中(n-k)) = 0, 

即 ¢At,c1,c2 , …，Cn) 是该方程的解，且因 C1, Cz, ． ．．心寸彼此独立，即有

立…工 II 妇…至Jc1 Jc,,.-. I I Jc1 Jc,,_. 

- I I#0, 
a也丘1) ... 平1) I I 如忙仁1) a'P.<,,....七I)

ac1 ac,,_,. OC1 ac..-k 

亟 立 a少 亟
ac1 ac,,....... ac..-叶1 acn 

a心妇） a也(k-1) a少妇） a少（仁1)

I Jc1 ac广化 ac,,_廿1 ac" 
于是 挫

挫 a中(K) 立
ac1 OC...--k ac叶1 3cn 

a山忙1) a也忙l) a山丘1) a心忙l)

cJc1 ac.,..... ac,....叶l acn 

弘 立 t 仁1 ... 1 
ac1 ac广

. . . 
a少(It-1) 唔仁1)

(k-1) ! 。
Jc1 3c广＊

= 
罕 贮 。 。
dC1 

仁
OC1 
三
ac,.-1, 

。 ... 0 

迎
a
c
l

主
= （一 l)m

卢l

. . . . 
(k - 1) ! a砍十l) ... 如忙It-1)

acl ac广It

其中 m= 1+2+…+k+(n —k+l) +… +n. 

, 。
# 

1

:
·0 
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工 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 一．一一 ·l 

组程方定给. 1 

贪
飞
菩
，
心r
f
心5人
f占
5
沁
志
并
心
安
至2

茶
券
1
.

订
?
·
书
”
》
-
«
”
,
}
飞
一

1
.
“
'
&`
·
}$`
f、.
g
.
A
,

即常数cl,c2 , …，C..-lt. , • ••, c,. 彼此独立，所以叭t,C1, ．．．心）是方程 F(t,x(k) ，x出1) ，…，x<n) ) = 0 

的通解

第五章 线性微分方程组

1 

o--- 
__ ,x ~]x,x ＝口］． (*) 

1 (1) 试验证 u(t) = [~:二］ ,v(t) =［二 tt]分别是方程组（＊）的满足初值条件 u(O) ＝［。]，

勺
总二 4
．石:r,r 
卉·;r ;., 
勹；, -. 
$' .; 

.. ` ,._,--．嘈·
气

.-. 
·· 立＇．七/- : 
;.-,*^ 
迄，，多

才．．；七.. ，夕·z .
...、

,..,., 
`f,. .,. .4 
曹表，疗｀ 仁

_. 了，并沁t F` 

霪§
芳琛＄

删
．一·

: 
飞，． 4，气.,,,.、气

-· ,'甘.C;“` · ` , ,.-s•,·',. 
r• 、一、｀、

,_ 一心·｀古＇心， •. 
，户， ．e

...;．，午f'，_:;
.＾,.．心·

七，·产＇：；
丸，为？，吃｝心泽铝｀
声§心f34 ` V 、谒 ．少二 `-. ·.·ra ,•,,c,,_., .,~; t,' 、. ．，心屯 •'., 

·';, ·、`一 一 了户

叭0) ＝[]的解．

(2) 试验证 w(t) = c1u(t)+c2 v(t) 是方程组(*)的满足初值条件 w(O) ＝勹］的解，其中 CJ 心

是任意常数

解：（1)

又由

习题 5.1

u(O) = [~:二］＝臼

心）＝［二：：心 [_01

V (0) ＝ ［二°0] = ［：]，

心） ＝ ［＿CO二］＝ [_01 

汇°：正［＿。1

;] ［二］＝ ［＿。1

1 
~]u(t). 

, 、
丿
t ( 

力

--10 

1 因此，u（t) = [ COSt],'V (t)= ［二 tt]分别是方程组（＊）的满足初值条件 u(O) ＝上］ ,'V (0) 
一 sm t 

＝ 勹］的解．
1 

(2) w(O) = c1u(O) + c2'V (0) = c1 [~]+ c2 ［千［勹
O.J Ll.J Lc2 

w'(t) ＝ 心(t) + Cz V 1 (t) = C1 ［二：；nstt]＋ c2 [_co:ntt] 

= ［二 ：：二厂－e；二庄 [_01 1][ QCOS t +o sin t ] 

OJ L-c1 sin t + c2cos t 

= [~l 主）．
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因此 W(t) = C1U(t)＋吓 (t) 是方程组（＊）的满足初值条件 w(O) =『]的解，其中 C1, C2 是任 皂
C2 

意常数

2．将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值问题：

(1) :l'+ 2x'+ 7红＝ e飞x(l) = 7,x'(1) =- 2; 

(2) 工w +x = te勹x(O) = 1,x'(O) =-1,:l'(O) = 2,x"'(0) = O; 

(3) { 
x“十 5y'-7x+6y = e勹

x(O) = l,x'(0) = O,y(O) = O,y'(0) = 1. 
:/'-2y+ 13y'- l5x = cost, 

解：（ 1) 令 x1 = x,x2 = x勹得

厂{ =x' ＝立，
~= :1'=-7丘一 2x2 +e飞

即［分 [_°7t -\]［勹＋ ［eo-』
又由 X1 (1) 

尧
=x(l) =7,x20) = x'(l) =-2 ，千是把原来的初值问题化成了与之等价的一阶方 捺

程组的初值问题：

x'= [_ °7t -\]x+ [eo- ],x(I) = [~2] ，其中 x= [::J. 
(2) 令 Xt = X,Xz = x',X3 = X1,X4 = :i气则原方程可化为

X1 = X = Xz , 

X2 = X = X3, 

式＝ x,,,= x4, 

x仁＝－ x＋ tet =- x1 +te勹

且 x1 (0) = x(O) = l,xz = x'(0) =- l,x3 (0) = :1'(0) = 2,x4 (0) = x"'(0) = O. 

于是把原来的初值问题化成了与之等价的一阶方程组的初值问题：

O 1 O 0 

, 
X = 

01 lO 00 00 

x + 
。

-1 0 0 0」 Ltf!」 Lo

(3) 令四 = x，四 ＝ x ，四＝ y，四＝ y ，则原来的初值问题可化为：
I I 

WJ=x = 'U.12' 

I II 
uh = x' =- 5心4 +7亿1 -6w3 +e勹

' ' 峦 ＝ Y = W4, 

w'4 = y” = 2如 － 13w4 + 15如＋ cost,

Wi (0) = x (O) = 1, 

，迈 (0) = x'(O) = O, 
且．
心(0) = y(O) = O, 

W4(0) = y1(0) = 1, 

。
1 0 0 7 「 0』 「 17 「 UIJ.

7 0 - 6 - 5 e' 
0 I I 四即 w'= I w+,w(O) = ，其中 w=

。 0 0 1 0 o I 如

15 0 2 - 13」 L eos 1.J LW4 
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忐"..．．．．． ． ． ．．．．．． ．．．．． ．．． ． I

~]x，满足初值条件 x(O) =[］的第三次近似解．

= I :J+ J:[~1 

".1 

.，．4~干，了« } 

,/ 3. 试用逐步逼近法求方程组 x'=
·艾；或妇岁女

[~1 
心岱莎 y、： 解： Vo (t) =[]; 

} Y,1 (t) 

~ Y,2 (t) 

女；f11
= I :J计；［＿01

吵＝门＋I；［＿01

;][:]ds= ［：]十一 [;]== [ t1]; 

汇］ds ＝符［＿t叶 [l\]; 

;J [`ds＝厂］十[//［／］
所以，满足初值条件 x(O)= ［］的第三次近似解为

• i J-: . 
二，'-·.. 

•. _:.:','-:, 
;, ` .̀ . ,'` 
·'` -·_. , 
;.,· 

.. ·.. 
.、－．:·, , ; 

．，气· ( 
扣．9，＇.，．r-;;:•. . . , .. . 

，一心4...-,子 丸, · ̀'·..... 
J 
干 . 
. ＂． 气... .. 
.' 

-.;-'.· 

伽

4．试验证 cD(t) = [ 
户

2t 

炉）＝［t1:.
1 

叶在任何不包含原点的区间a<,t<,b 上的:］是方程组 x'= ［一。卡
基解矩阵．

解：令 0(t) 的第一列为，（t) = [:J ，这时令(t) ＝ ［门＝ ［一。卢 卢(t).
故 cpi (t) 是方程组的一个解．同样地，如果以 9"l (t) 表示 Cl>(t) 第二列，我们有

心t) ＝［庄［一。鱼
广

叶(t)．
- . 

. ·. 
、；-.. 

-.,,.. . · 
• ;..:.. ~ •· 
.,、<.

｀个：打砐:,,心i七·i七
.: ·': ̀ .;.• 

上

^、；、．，~； ;.' 
>....,;..,..

. . 片．．． ·. 
飞｀· • : ·. . .` .. _ :.. p, 
., 

, . 喧令

--` 3 

身

这样 'P'l (t) 也是方程组的一个解．因此 IJ>(t) 是解矩阵． 又因为 de心(t) ＝－廿＃ 0，故 IJ)(t) 是方

程组 x' = [_。卡 叶x＝勹］在任何不包含原点的区间 a,;;; t,;;; b 上的基解矩阵．
x' = A(t)x (*) 

.
,
』
．

··-?... 

f
.
,

』
·
·

·

·

仁

”
«
V
L
b
,
·
`
,

＇
，

`g ... 

«
. 

．
一

令
·
·
'
，
，
·
·
·
{
，

J
.

．
，

气
．C
飞
，
女

'

·
几
．
八'
-
.
r

『
今'
;
g
3、
心
｀
，

.. 
,·,

f~
`
A4 

、
飞
仁
宅
，
＄
：
，
了
'
、

.. 

: 

．
、
飞

｀
谷
、
』

．
了

5

'
.
6
.
1

心
、.

• 
4  ̀

• 

. ,.: 

. 

. 

r. 

.. 
... 

,·
` 

咖
．

5. 考虑方程组

其中 A(t) 是区间 a~t~b上的连续n X n 矩阵，它的元为 a'， （t)(i,j = 1,2,··•,n). 

(1) 如果平t),X2 (t) ，．．．心 (t) 是（＊）的任意 n个解，那么它们的朗斯基行列式W[工l (t) ，工2 (t) t 

… ,Xn(t)］ 三 W(t) 满足下面的一阶线性微分方程W' = [ au (t) +a22 (t) +··•+a'"(t) ] W. 

(2) 解上面的一阶线性微分方程，证明下页的公式：
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W(t) = W(to ）忒［a11(I)妇22 (,)十..七""“湿， to,t E [a,b]. 

, , , 
X11 X12 Xl2 X1九 工11 工12 X1n 

X2n X21 , 
, 

X21 工·22 X22 x心 Xz1 X22 X加

解： W'(t) = 

x1,. I xu 

+ +··· + 

立l X吐 工ml I Xnl 工 x,., 

auxu +a12立1 +… +a1,.xn1 aux12 +a12X22+ …＋a1nx泣

工21 工22

Xnl 

十…＋

X11 

X21 

X吆

X12 

X22 

an1Xu +… +a,.,xnl 知X12 +…＋a,.,x泣

auxn a11x1z 

X21 X22 

Xnl 工

整理后变为

anxln X11 X12 

X2,. I. . I X21 +·.. + Xzz 

工云 amx冗1 amXn2 

X11 X12 ••• Xtn 

X21 X22 ''• X2n 

I I 
X111 Xn2 # 

a uxin +a12功n + •• • +a1nXm 

工2n

x,., 

X1n 

X2n 

a..1X1n +…＋心Xm

X1n 

X加

a,.,x,., 

W'(t) = (au+··· ＋心） = (au+ …+a... )W(t) 

扫立2 … Xm I 鳌擎
= [au (t) +... + am (t) ]W(t). ＄贮

(2) 由于w'(t) = [au (t) ＋… ＋am(t)]W(t) ，即阱儒 ＝ ［au (t) ＋…＋am(t)Jdt．两边从 t0 到 i 羞＼
吞｀午
石咚鸾r

ln I W(t) 1- ln I W(to) I= f:. [au Cs) +… +a,., (s) ]ds, 
叶喜
;,C、总

即 W(t) = W(to）忒压（叶·七m (s)）气 to ,t E [a,b]. 心芯＄
6. 设 A(t) 为区间a~t~b上的连续n X n实矩阵，f!»(t) 为方程x' = A(t)x的基解矩阵，而X = tp(t) 

焙担女

饶笠恪＇

为其一解，试证：

(1) 对于方程 y' =-A气t)y 的任一解 y = 甲（t）必有妒(t)。(t) ＝ 常数； J ' 

(2)玑）为方程 y' =- AT(t)y 的基解矩阵的充要条件是存在非奇异的常数矩阵 C，使

炉(t)CZJ(t) = C. 

.• 167 • 



，「I|I |圈 l I1| || 1| l III I I I | | l I I 
从而［妒(t)叭t)了＝－ 'Jlf'(t)A(t)。（t) ＋炉(t)A(t)叭t) = 0. 

所以对千方程 y'=-A双t)y 的任一解y= 甲（t），必有炉(t)叭t) ＝常数．

(2) 必要性：

假设甲(t) 为方程 y'=-AT(t)y 的基解矩阵，则

［妒(t)f.P(t)]＇=［甲 (t) ]'f.P(t) +'Jlf'(t)f.P'(t) 

= [-A双t)甲(t) JT f.P(t) ＋甲(t)A(t)f.P(t)

＝－甲(t)A(t)f.P(t) ＋甲(t)A(t)f.P(t)

= 0, 

故炉(t)4>(t) = C. 

由千 cf>(t) ，甲(t) 分别是基解矩阵，从而 det(Cl>(t)) # 0, det（甲（t)) #0，这样 ，det(C) #0，即 C是

非奇异的．

充分性：

若存在非奇异常数矩阵 C,det C# O，使炉(t)4>(t) = C，由于 Cl>(t) 为方程x'= A(t)x 的基解矩
阵，故 0一1 (t) 存在，所以 y/f (t) = C • 4>-1 (t) ，并且 det（妒（t)) = det(C • (JI一1 (t)) # 0，即甲(t) 为

方程 y'=-A双t)y 的基解矩阵

7. 设方程组 x'= A(t)x有一个非零解x(t) ＝年 (t) ，仰 (t) ，…平，（t)）飞其中 <pn (t) # 0，证明：x'=

A(t)x 经变换y1 =x厂及凶gXn (i = 1, 2, • • •, n - 1), Yn = ~ 
<pn (t) 

Xn (i = 1,2,…,n-D,Yn =—x" 可化为关于n-1 个未知函数<pn(t) 

沪Y2, …， Yn-1 的线性方程组，它只含 n-1 个方程，且不含 y九·

解：当 i = 1,2, …，n-1 时，由 y,= x，一生立，可得到
中n

', y'．＝ x'，一？平了伞中 nxn 一生4 = x'. －气＇，＋号p'九一生吐
<pn<pn 中n <pn<pn 

九 n n n 
= ~aijXj 一五． ~a'， <p1 ＋号· 2今中1 － ;!L ~a可Xj

J一1 <pn l =1 <p;; T-=i<pn 1=1 

＝旮（x, 于")＋贮· :（工，－ ;:x,.)

＝导 (Xj 一 :Xn)+ a., (Xn 千＂）＋江 •~(x;千n )
+am ·子 (x” 一 ::xn)

＝笘 (a,J -a1IJ 巨
当 i = n 时，由 Yn

1 = －立，可得到
<p,, 

I / 1 n n n 
y'n=~了气冗＝－江己－气 ·t生中，＝上ta~ (xi －业立仵仵J一1 中“1一1 <p,, 1=1 <p”) 

＝上立 (xJ 一气）＋长（；气）＝芍沁J仵 J=l <pn I <pn<pn I <p,, 户 l
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由此可以看到，y' ; (i = 1,2,···,n) 可以由功，Y2,…，Y..-1 线性表示，命题得证．

x' ＝心(A为n

= (l)(t-to），其中 to 为某一值．

证明：由于A是n Xn常数矩阵，所以方程x' ＝心的基解矩阵(l)(t) 满足竺启2 = A •Cl>(t) ，解得 (l)(t)

＝夕，即 (l)(t) 是指数函数的，又根据指数函数的特点知道0一1 Ct)= e一人从而叭t).-1 ( to )= 

泸• e-At。＝ 8（已。 ) =(l)(t-to) .

9．设 A(t),/(t) 分别为在区间[a,b] 上连续的 n X n 矩阵和n 维列向量，证明方程组 x'= A(t)x+ g 
f(t) 存在且最多存在 n+1 个线性无关解

证明：对于齐次方程 x' ＝ A(t)x，由定理 4，可知一定存在臼性无关的 n个解，并且这 n个解可以作为 『
方程的基解矩阵，由定理 9 知至少存在非齐次方程 x' = A(t)x+ f(t) 的一个特解．

劝

O 设 X1 (t),X2 (t) ，．．．心 (t) 是齐次方程x'=A(t)x的n 个线性无关解，而x。 (t) 是非齐次方程
茨

x'= A(t)x+ f(t) 的一个特解，则平t) ＋吐）心 (t) ＋环t) ，．．．心 (t) +x。 (t) 心o (t) l 
是非齐次方程的 n+1 个线性无关解．这是因为，若存在常数 k1 ，如，七． ，九，如，使得

k1 (x1 (t) +x。 (t)) ＋如 (xz(t) +x。 (t)) +...+kn(x,.(t) +x。 (t)) + k。X。 (t) == o, 
则一定有如十如十...＋丸＋K。 = 0．否则，

Xo (t) = - Kl - K” 
k1 +k2+ …＋k,.+k。

X1 (t) + ••• + 
如十如十…＋kn +k。

Xn ( t), 

这与 x。 (t) 是非齐次方程的解矛盾． 所以

k心1 (t) + k心2 (t) +…+ knXn (t) 三 0.

由假设可知，k1 =如＝…＝丸＝ 0，而且 K。 =o.

所以非齐次方程 x'= A(t)x+ f(t) 存在 n+1 个线性无关解．

＠假设方程 x'= A(t)x + f(t) 存在 n+2 个线性无关解，分别为 "'1 (t) , CJ>l (t) ,…,0 m (t) , !, 

贮2 (t) ，则由性质 2 知 CJ>l (t) 飞 (t) ，炉t)飞 (t) ，…，+-l (t) －平 (t) ，贮2 (t) -'I'! (t) 是对 气
应齐次方程的 n+l 个线性无关解，这与推论 1 矛盾，故方程最多有 n+1个线性无关解10 三三三；三产:＝原；（t）x+I(t) 存在且最多存在 n+1 个线性无关解． I 
的解，则 X1 (t) + xz (t) 是方程组

x'= A(t)x+ /1 (t), 

x'= A(t) x + / 2 ( t) 

x'= A(t)x＋小（t) + fz (t) 

的解

证明： x'= A ( t)x + /1 (t), 

x'= A(t)x + / 2 (t) 

分别将 X1 (t),X2 (t) 代人 0和＠则
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心
没
江9．
亨
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＂
沿
心
心
．
＂

,.,.. Xi = A(t)x1 + /1 (t) ，斗＝ A(t)X2 + /2 (t), 

则 x日＋Xi= A(t)比 (t) + X2 (t)] + /1 (t) 十几 (t)'

比（t) +x2(t)J'= A(t)比 (t) + X2 (t)] + /心）＋ /z (t). 

令 x = X1 (t) +xz(t) ，即证 x'= A(t)x+ /1 (t) 十几 (t) ，从而 X1 (t) + X2 (t) 是方程组

x'= A(t)x+ Ii (t) +'2 (t) 

的解

4 ,:` 

:: 
女

心,. 证明：（1）首先验证它是解矩阵
昙
吓(t) 表示 C,,(t) 的第一列 q>i (t) = [e:] ，则

A=[: ：]心）＝ ［二tt],

(1) 试验证 Cb(t) ＝［岁 te2t]如＇＝心的基解矩阵；
0 e2t 

q/i(t) = [2:21] =［二：］［e；t]＝ ［二；］｀~ (t)' 

故炉t) 是齐次方程组的解

如果用社）表示叭t) 的第二列平 (t) = [t;: ］，有
e21+2te217 r2 17 rie21 7 r2 1 

砂＝ [ 2e2t ]= [0 2][ e2t ]= [。 2]心t)'
故 'P2 (t) 也是齐次方程组的解．

从而 <P(t) 是方程的解矩阵．

又 det Ci(t) ~ I 
e2t te2t 
0 e2t I=e4t#0，故 O（t) 是 x' ＝心的基解矩阵．

(2) 由常数变易公式可知，方程满足初始条件叭0) = [~ 的解

叭t) = 0(t可 (0)。(0) ＋ 0(t)/;](s)f(s)ds,
而 0一1 (t) = 

[e;t _e了］ 1 - t 一2t
e4t = ［。 1 ]e, 

故叭t) = [(1-- e?2t]+ [e;t t::t ]I; [ e-0” -eS一了＄］［：1ss]ds
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解：由上述第 11 题可知 x' ＝心的基解矩阵O(t)= ［泸
。

- se2s] 

= [~ 
矿(s) ＝［e: e 2s 

e 4$ - l s]产．

若方程满足初始条件叭0) = [~]，则有
。

叭t) ＝帜t)［矿（s)f(s)ds = [: 

石（0) ＝［＿＼］，则有

t::t]I; [: 

·

`
．
人
？
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．
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J
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矗
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霍
”
邓

恳

姿
岱
炉
容
没
浮
乓
饺
戎
器
＾
沧
卖
然
苟
汾
痉
笠

了］e-2, ［e。" ]ds = [令te户2te2t].

"(t) = c»(t)矿 (0)[＿\]心）［矿 (s)f(s)ds

= [: 
13. 试求下列方程的通解：

t::t] [_\]+ l\：了］ = ［厂勹:2: ） e2t]

(1).i“十x = sect（号＜ t＜旁）；

(2) x"'-Bx ＝已

(3) :1' - 6x'+ 9x = ef. 

解：（1) 易知对应的齐次线性方程 x“十x= O 的基本解组为 X1 (t) = cos t,x2 (t) = sin t. 

这时，W[x,(t) ，工2(t)］＝ I I cost sin t 
= 1. 

- sin t cost 

由公式得

<p(t)=f` · sm tcos s - cos tsm s 
1 , sec sds 

。

= J: (sin t - cos ttan s)ds = tsin t + cos tln I cos t I. 
。

所以原方程的通解为 x = c1 cos t + c2 sin t + tsin t + cos tln I cos t I. 
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(2) 易知对应的齐次线性方程 x"' － 8x=0 的基本解组为

X1 (t) = e气X2 (t) = e-t COS岛t,xa(t) = e-isin戎t.

因为入＝ 2 是方程的特征根，所以方程有形如 x=At岁的解，代入得A= —
1 

12· 

千是原方程的通解为 x=(C1COS次t+c2sin戎t)矿＋ C3 e2t 十一te2t.
12 

(3) 易知对应的齐次线性方程 :1'- 6x'+ 9x = 0 对应的特征方程为入2 ＿似＋9=0，解得入1,2 = 

3 ，故方程的一个基本解组为

X1 (t) = e3t,xz (t) = te凡

W[x1(t) ，x2(t)］＝ 1 泸
3e孔

te3t I = e“, 
它＋ 3te3'

即＝『。设e3s _e6?3t • se3se$ds ＝扣＋令te3z 一长

因为 te3，心是对应的齐次线性方程的解，故仰 (t) = +e'也是原方程的一个解因此原方程的通

解为 X = C1e“ 十c2te3t+—e飞
4 ` 

14. 已知方程组｛峙＝ mcos2t－水1 － smtcost) ，有解 x1 =- sin t,x, =cost，求其通解．
dx2 = dt 

x凶1 + sin tcos t) + x2 sin勺

解：设 X1=<pi (t),x2= 伤 (t) 是方程组的满足初值伶 ~O) = 1 ，仰（0） ＝ 0 的一组解，则有

径 1 仰 (t) - sintI = 1 l OI ·心00S2叶如2 t)也＝ et, 
仰 (t) cos t I I o 1 

解得仰 (t) = 
et _仰 (t)cos t 

，代人方程组第一个方程得
sm t 

<?t(t) ＝ 仰 (t)cot t+ e'(cost- csc t). 

此为一阶线性微分方程，由通解公式可得

伶 (t) = Jocorsds [f产＄ （cos s - csc s). e-f~cot志ds+1], 
化简得呼） = etCOS t，从而配t) = e'sin t. 

．，歹 所以，原方程的通解为口］＝ c1[－COSSintt]+c2[：二：］，C1,C2 为任意常数

= 15．已知方程组{:了了t, t>0的对应齐次方程组有解x1 气，x2=— t，求其通解．
- ＝了X1+－x2 一 t气dt t t 

杉
虎
心
§ 

．石；f

心），X2= 仰 (t) 是对应的

解，C1,c2 为任意常数由刘维尔公式可得
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I 产 <pi(t) = 1 1cl I ·砂＝（c1 +c,沪 ，
-t<p2 (t) I 1- 1 C2 

解得彴 (t) = (c1 +c2)产一坪2 (t) ，代人对应齐次方程组第二个方程得

如）＝十<p2(t)+(c1 .+c2),

此为一阶线性微分方程，由求解公式可得

砂＝砂[J: (c1 + c2)e－扂飞＋ c2 ]= t[(c1 长）ln t + c2], 

从而仰 (t) = (c1 +c况子[(c1 五）Int+ c2]. 

特别地，令 c1 = l,c, = O，则［二］＝［户；ln户：n t] 

由于 1＿勹勹－ln?tlntI 气＃ 0，所以矩阵 O(t) = ［＿勹 户一 t!- ln t 
tlnt ]可以作为齐次方程的基解

l tln t t 2ln t- 户矩阵，并且矿 (t) ＝了[t}: t tZintt2-f ]. 

由定理 9，可得

［勹＝ 叭t) ．『]心(t)『矿 (s)f(s)ds
工2 C2 1 

= [_ft t2;:tln t] [::]+ [：酝2t t2 ;ln:ln t]. 『1 }-[sl: S S2ln;—s'} [_ss']ds 

= ［＿勹 户 :lnt2tlnt] ［勹＋ [ §ln t －号（lnt)2十曰c2 令(lnt)2 ＋令lnt－扣 ＋ft] ．
这就是原方程的通解，其中 C1,c2 为任意常数．

16. 给定方程 i'+Bx'+7x = f(t) ，其中 f(t) 在 O~t<+cx:, 上连续，试利用常数变易公式，证明：

(1) 如果 f(t) 在 O~t<+ cx:, 上有界，则方程的每一个解在 O~t <+cx:, 上有界；

(2) 如果当 t-CX) 时，f(t）一 0,则方程的每一个解 <p(t) ，满足 <p(t) 一 0（当 t-CX) 时）．

证明：（1) 因为 f(t) 在 O~t <+cx:, 上有界，所以存在M>O，使得 I f(t) l~M, Vt E [o ， 十动．

又因为 x = e飞x=e-“ 是齐次线性方程的基本解组，

所以非齐次线性方程的解

扣）＝ ft e一7te-＄ - e-te一~f(s)ds = J: ~一s -e一1 e一7,
o W[e一,'e-1, J f(s)ds = I 

。 -6e-&

＝杜e－妇）f(s)ds-让e一7(t:-:叮(s)ds.

f(s)ds 

故 I <p（t)|< 孚(I 1-e_,|＋扣 1 - e-1'I)<旱（主扣”-e-c归吉M.

又对于非齐次线性方程组的满足初始条件的解 x(t) ，都存在固定的常数 C1,C2 ，使得

x(t) = C1产＋ C2 e-t + cp(t). 
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从而 I x(t) l<I C1e-11 I 十 I c2e- r l+I <p(t) l<I c1 l+I c2|＋吉M.

因此方程的每一个解在 O<t<+oo 上有界

(2) 当 t-oo 时．，显然 cl e-“ 一 O,c2e--1 一 0.

甘te一（尸叮(s)叫 <I J(t) I 『产叮(s)心< I J(t) I, 

甘te一7（广叮(s)ds I< I f(t) I J: e一7(t-叮<s)ds < I J(t) I, 

『因为 t-oo 时，J(t) 一 0，所以 e一（已） f(s)山一 o, I e一7(尸s)f(s)ds 一 o,L 
所以从方程通解表达式容易得到方程的每一个解 <p(t) ，满足 <p(t) 一 0（当 t-oo 时）．

17. 给定方程组

x'= A(t)x, (D 

这里A(t) 是区间 a<x<b上的连续nXn矩阵，设 Ot) 是0 的一个基解矩阵，n维向量函数

F(t,x) 在 a<x<b, llxll < oo 上连续，to E [a,b]. 

试证明初值问题：

{x'=A(t)x+F(t,x) , 

q,(to) = ff 

的唯一解叭t) 是积分方程组

x(t) = cJ>(t)矿 (to)ff+『 Cl'>(t)矿 (s)F(s,x(s)) ds 
'o 

的连续解．反之，（＊ ＊）的连续解也是初值问题(*)的解．

证明：因为 CZ>(t) 是 0 的一个基解矩阵，令

x(t) = Cl'>(t)C(t), 

(*) 

(* *) 

@ 

这里 C(t) 是待定的 n维列向量．

假设（＊）有形如＠的解，将＠代入（＊）中的方程组得
ti/ (t)C(t) +'1>(t)C (t) = A(t)叭t)C(t) + F(t,x), 

又因为 c;r,'(t) = A(t)<P(t) ，所以

<P(t)C Ct) = F(t,x): @ 

因为在[a,b] 上 <P(t) 是非奇异的，所以 0一I (t) 存在，用 0一I (t) 乘＠式两边后再积分可得

C(t) = C+『矿 (s)F(s,x(s))ds，如 t E [a,b],C= 旷（to）九

代回＠式即得 x(t) = <P(t)矿 (to )fl+『帜t)矿 (s)F(s,x(s))ds,

即 x(t) 也是（* *)的解

反之，设 x(t) 是（＊ ＊）的连续解，对（＊ ＊）式两端微分可得

dx(t) 
dt 
一－ ＝ A(t)<P(t)矿（to)q+A(t)'1>(t)I 矿 (s)F(s,x(s))ds +'1>(t)旷 (t)F(t,x(t))

= A(t)<P(t)矿（to) ff+ A (t)<P(t)『矿（s)F(s,x(s))els+F(t,x(t)) 

= A(t)x(t) + F(t,x(t)), 
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而且 x(to) =九

因而(**)的连续解也是初值问题（＊）的解

习题 5.2

1. 假设A是nXn 矩阵，试证：

(1) 对任意常数 c1 心都有 exp(c1A + c2A) = exp c1A • exp c2A; 

句(exp A: 

证明：（1) 由性质 1 可知，当矩阵 A,B 可交换时，

exp(A + B) = exp Aexp B, 

因为(c1A) • (c2A) = (c2A) • (c1A), 

所以 exp(c1A + c2A) = exp c1A • exp c2A. 

(2) k > O 时，
(exp A)" = exp A • exp A •…• exp A = exp(A +A + · ·· + A) = exp kA, 

k<O 时，－k> O, 

(exp A)•= [(expA)- 1]--l = [exp(-A)]--l = exp(-A) • exp(-A)…exp(-A) 

= exp[(-A)(-k)] = exp kA. 

故 VK，都有(exp A)上＝ exp kA. 

2. 试证：如果叭t) 是 x' ＝心满足初始条件叭to) = ff 的解，那么叭t) = [expA(t一份］1

证明：由定理 9 可知叭t) = Cl>(t)矿 (t。 ).,+Cl>(t)『 Cl>-1 (s)/(s)也

由于帜t) = exp At ，。一1 (to) = (exp 心。尸＝ exp(-At。) ，f(s) = 0，又因为矩阵

(At). （一心。） = （一心。）. (At)' 

所以叭t) = [exp A(t - to)]九

3. 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征向量：

2 -3 3 

(1) [: 勹； (2) 4 -5 3 ; 
4 -4 2 

(3) ~ ~。2 I 

1 。 1 。

1 ; (4) 。 。 1 

1 -6 -11 - 6 

入 一 1 - 2 
解：（1) 因为 det（AE -A) = = （入－ 5）（入＋ 1) = 0，所以入1=5，入2 = -1. 

-4 入 －－ 3

对应于入1=5 的特征向量 u = ［U1 必满足线性代数方程组

队Eu:]A]u = [_44 -22]［勹＝ o,
[:] 因此，对于任意常数a #- 0,u = a 是对应于入1=5 的特征向量．类似地，可求出对应于入2 =- 1 
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的特征向量为炉＝ {3[ 1 - 1]依＃ 0).
(2) 因为 det().E - A) =（入十 1) （入＋ 2）（入一 2) = 0，所以入1 =-1心＝ 2,.,\3 =-2. 

对应千入1 =－ 1 的特征向量 ul =[]必满足线性代数方程组

队E-AJul = [/: ：二』 t]-o,
1 

因此，对于任意常数尹 0,ul =a[1 是对应于入1 =－ 1 的特征向量

类似地，可以求出对应于 ::u~: 的特0：向量三l(/3＃ 0) ，以及对应于入'=-2 的特征向量
u, ={]（产 0).

入一 1 -2 -1 

(3) 因为 det（,\E-A) = I -1 叶1 -1 =（叶1)飞－3) = 0，所以小＝－ 1(二重），k

-2 0 入一· l 

=3. 

对应于入I =-1（二重）的特征向量 u= t:l 必满足线性代数方程组

忱E-A]u= [ ~2 =~] t:]=o, 

因此，对于任意常数尹 O,u = •f~］是对应千入I =-1（二重）的特征向量类似地，可以求出

对应于入2 =3 的特征向量气］依＃ 0）．
入一 1 0 

(4) 因为 det（i.E-A) = \ 0 入 一 1 I =（入十 3) （入十 l) （入十 2) = o. 
6 11 入十 6
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所以小＝－ 1 ，入2 =-2,}.3 =-3. 

对应千入1 =－ 1 的特征向量 ul = [:l 必满足线性代数方程组

忱E-A]ul = ［一：l ~1~ ~1] t:J = O, 

因此，对于任意常数尹 o,u, =·[~1] 是对应于入l =-1 的特征向量
1 

类似地，可以求出对应千入2 =－2 的特征向量 u2 =p[:] 依＃0），以及对应千入3 =－ 3 的特征
i-"' 

向量 u3 = y[:93] (Y#0). 

4. 试求方程组 x' ＝心的一个基解矩阵，并计算 expAt ，其中 A 为

(1) ［＿一： :]; 

.' 

__ 332 354 ----44I 

、
丿

3 ( . 

__ 

ll 

3-

- 

.' 

__ 23011 
门
—
3
1
8
5
-

、
丿

、
丿

24 (( 

解：（1) det(AE-A) = O，得入1 ＝找，入2 =－戎．

对应于入1 的特征向量为u= 亡］，必满足线性代数方程组

比E-A]u = [2 ＋戎－ 1 ]［勹＝ o,
1 戎－2U2

解得 u = [? ~ .ff ]a(a # 0). 

类似地，二应千入2 =－我的特征向量为v= [2 -1屈］队P#0) ．
由于 u= [ 1 ]”= [ 1 ]是对应于从

2＋及 2－戎
入2 的两个线性无关的特征向量，

所以 0(t) ＝[ ' t e如 是所求方程组的一个基解矩阵，且(2＋屈切（2—吓）e5t]
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包
芍
沪
知
名
努
哿
沙
笱

一

exp At ＝帜t）。一l (0) 

l -（2 －压）泸＋（2＋瓦）产泸－e知

飞[ -e灯它产 (2＋屈）产（2－知e-li』
(2) 由 det().E - A) = 0 得入1=5心＝－ 1.

[11 解得u= 2],v= [ ］是对应于儿心的两个线性无关的特征向量，则基解矩阵为
-1 

[ eSt e-t ] ll 
1 1 

O(t)=2eSt-e-t ＇叭0) = [2-1]，矿（0）＝勹＿3+』
则 exp(At) = cl)(t)矿 (0) ＝了［l 它＋ 2e-i e5'- e-t 

2e5t - 2e-t 2e5t + e』
(3) 由 det（)E-A) = 0 得入1=2 ，入2 =- 2,A3 =-1. 

e 2t 。 e -t 1 -1 1 

解得基解矩阵 cf>(t) = e 2t e -2t e - ｀》一I (Q) = - 1 1 。 , 

e 2t e - 2t 。 。 1 一－ 1

e 2t - e2t + e-, e2t - e-, 

则 exp 心＝ tl>(t)。一1 (0) = e2t - e一2t -e也 ＋ e一2t +e一t e2t - e-f 

e2t - e-2t －铲十e女 e 2t 

(4) 由 det（>.E-A) = 0 得入I =-3心＝ 2 ＋行，入3 = 2 －疗，

解得基解矩阵 fft(t) = 

- 3e- 3t 

7e一3t

e (2项） t e (2芍）t

卢e(2+l'f）t -4打－ 5e(2芍）t
3 3 I • 

4e-3t . 1+行 (2寸）t
3 

e 
1 －疗

e ( 2-./7) t 

3 

1 则 exp At ＝帜t）。一1 (0) ＝ 一[A1 A2 A心其中
4/7 

2..ff e一3t + （ 3+..ff)e(2+.ff）t+ （一 3 ＋万）e（2寸）t

A1= 13 -14行产 ＋垃旦立e(2寸）t ＋ - 13+7`（动）t
3 3 

卫e一3t+10+4打 (2项）t － 10+ 4`（2寸）t
3 3 e + 3 

立产＋肛立 时）t － 5 －打（动t
3 3 e + 3 

e 

- 14万产 ＋－ 53+25疗e（动）t ＋ 53+25万e（动t
9 9 9 

A2= 

卫 －2＋4行 (2如红亘e（心）t
9 

e- 3, + 
9 e + 9 
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-8打产＋－2＋ 4气(2切）1+红立e(2寸）t
3 3 3 

A3 = I 罕产＋ 122-928打e(2项）t ＋ -122;28疗e(2歹）t

平产＋ 26+2打e(2寸）t ＋－26+2`（2寸）t
9 9 

5. 试求方程组 x＇＝~红的基解矩阵，并求满足初始条件叭0) ="的解叭t):

(I) A = [: :l "= [:]; 

(2) A- 『： ：二\］，“= [:0:]; 

(3) A = [ /1:] ， n= ［』
e-t e5t 

解：（1) 由本节习题第 4 题(2) 知，其基解矩阵为 0(t)=[ ] 
- e一t2eSt

而满足初值条件叭0) =,,=『］的解为
3 

叭t) = 0(t)矿 (0)n=[_e-et- 2e::t][＼叶］厂］
了了

1 I L3 

e5t 亡 11 r e一t +2e5t 

= [2e5t -e-t]信［＿矿＋4eSt ]
(2) 由本节习题第 4 题(4) 知，基解矩阵为

- 3e-3t (2寸）te (2寸）te 

(l>{t) = 7e-3t 矿－5 （识和 －M7-5 (2寸）te e 
3 3 

4e一3t 旦立e(2炕）t 三e(2寸）t
3 3 

。

而满足初值条件叭0) ＝"=［-2] 的解为叭t) = <P<t)矿 (0)11 = exp At •"，经计算得
-7 

平产＋4飞6｀心）t ＋－ 4-326气（动t

-364万产＋－748+146`(2项）t ＋ 748+146打e（2...../'i)t
9 9 9 

叭t) =-— 1 
4打

-208打产＋－ 178 - 22`(2项）t+178-22罚e(2寸）t
9 9 9 
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,--—— (3) 由本节习题第 3 题(3) 可知，矩阵 A 的特征值为入1=3，儿＝－ 1（二重）．

对应于入］ ＝ 3 ，入2 =-l 的特征向量分别为 ul = [a] 心＝ i_i
_4p+2r 

3 

则叭t) = e3tEu1 + e一t[E+t(A+E)如，

为了得到基解矩阵，依次令 n等于(l,O,O)飞 (0,1,0)飞 (0,0,1)飞代入叭0) ＝"，解得

-1 e3t 十一1 e-i 
2 2 

丁1 产十 e4 (t--¼ 41 ) 3 (3 1) 一8 e3t +e一t --8 －一2 t 

1 1 1 (7 1} 3 (3 1) «z><t) = I —e“ 一一e-i —e3t +e-i - - -t - e3t + e一t --+-t 4 4 8 8 2 16 16 4 

上泸－上矿
2 2 

一41 铲十 e-t ( 勹1 一t) 立铲十 e-t(立+上t)
8 8 2 

f3 7 I"'4'I 日1 「飞1 

由于初值妞~。 =~a 」+ y |，解畔p=½, 所以..,= l+I 年二曰
_4B+2y 

3 」| Y =－十，片J l— 』

1 1 一e31 十一e-i
2 2 

叭t) = e3tE v1+ e一'[E+t(A+E)压＝ 1 上泸——e一t1 
4 4 

1..岁－ 1..矿
2 2 

` 癹 6．求方程组 x' ＝心＋ f(t) 的解叭t):

$ 
(1) 叭0) ＝［了］，A=[: :l/(t) ＝厂］；

一：ll/6] ,f(t)= [e勹·
(3) 叭0) 厂］ [4 - 3 =平 ,A = 2 - 1],f(t) = [＿s2二』．

比的基解矩阵为 (l)(t) ，又因为

p(tl) = det()E - A) =（入 一 5) （入十 1) = o, 

? 
所以入1 = S,,\z = -1. 

多 r
.$ 

. e5t e-t -e-t - e一i7, r - 1 - 1 

解得如t) ＝ l2e5t - e-] ，则矿 (t) ＝二[_ 2e5t e5t ]，矿 (0) ＝-+［＿ 2 1 ]，由
求解公式可得
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匕＿＿＿一一－－一一__ ＿——贯
叭t) = 4>(t)矿 (0)。（0) +4>(t)『旷 (s)f(s)ds

。

= ［妇－ e-t -扣－责］
帜＋e-1-扣＋+·

故所求的解为叭t) = [ 
祒－e-,_扣－f

旮＋::－扣叶』
(2) 由 det（邓－A)= 0 得入1 =-1心＝－ 2，入3 =-3. 

-a 

设小对应的特征向量为＂l,则（入1E-A） v1= 0，得v1= [-a』 ,a'f"O.

ds 
、
，
＇

s ( f 
、
丿

得可

G

1

扎
_
J

式
矿
t0 

1
9

公

-
f

丿八}

-
．

－
解

5 

求由

-l 3 ".+ 

、
丿

-- 

, 
一
一
女
。

t 

t-3( 

2 

-e 

143e 

_

l

3e 

、
丿。

9 

( 

--

e 

__

1 

2
4

也
。

让
＼
＇

" 

e-

t ( 

2e 

e 

得
－
可
－

4
0

理

l
-

er) 

同

r

'Te-eO 

-1-

_

_e 

1-1 _

_

__ 八
}

5 

__ fll 取
则

5 e 2 

$ e 

se33 3 

tO 令

. 
. 
-- 

t 3 
一
女

北

e

l

-3e 

9 

e 

t 2 

t 2 

t

-

2e -2e e-4 

r er 

e 

r e--- 
=- 

5. 1 —e$ —e$ 2 2 

-4e2'- e2s 

立e3s.l.泸
2 2 

产－扣3t—扣＋令te一t

一 ,-2e一2t+立产＋立e一t —上te-i
4 4 2 

4e-2t -f产－长＋令te-r

e-2t叶e一3t －扣t ＋令te一t

故所求的解为叭t) = 1-2e一2t+ 3 一e一3t + 5 
4 

一e一t ＿上te-i
4 2 

4e一2t_1飞一3t 一长叶te-i

(3) 令 x' ＝心的基解矩阵为d'l(t) ，由 det（)E-A) = 0 得入1=1 ，入2 = 2. 
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, 涉

: (t)=l 3e-2t -3e-＂」，从而矿(:)＝ L 3 -3」 ,E
§ 叭t) = «,(t)旷 (0)叭0、
咎` = [COS t-2sint+et （一
屑 2cos t - 2sin t + e飞

§ 
嗦 的解为

戌 o(t) ＝「cos t-2sin t+ e'(- 4-21/1 + 3平）＋ 3e2, ( 

2cos t-2sin t+e1(- 4-21/l +3平）＋ 2e气1 + 1/1 －沪

7. 假设 m不是矩阵A 的特征值．试证非齐次线性微分方程组

; x' ＝心＋c它t

;:· .... ..... . ............'..................... 

d 

解得对应的基解矩阵为 !P<t) = [ 
6 

. 

-- 

zte 2_3 
卢
》

「-2e-t
所以 0一］

L 3_ -3e女
］，从而矿 (0) = [~2 

3e-t 
3 ]，由求解公式可得

-3 

.t 

J + cf>(t) I~ tlr1 (s) f(s) els 
。

4 —27Jt + 3平）＋ 3e“(1+? －炉

-4-27JJ. +31/2) ＋ 2e气1+1Jt』
故所求

有一解形如

x(t) = p守勹

其中 c,p 是常数向量

证明：要证 x(t) = p产是否为解，就是能否确定常数向量 p，使得

pm守t ＝心e"' ' +c古勹

则 p(mE -A) = c. 

由千 m不是A 的特征值，故 lmE-Ai=/=O，从而 mE-A存在逆矩阵．

那么 p = c(mE-A）一l,这样就证明了方程有形如 x(t) = pe"1 的解．

， 8，给定方程组

,
.
,...',

··̀  

.̀..

.

i..., 
.
.
.. 
,..
'. 

..

. 

. 

`. 

.

r,r.

'? 

} 
．
飞
，
，
．

..

.. 

., 

..' 
.
.. 

, 

.. 

{4-3年2x1 +4- x2 =0, 

x仁－ 2x1 +~+x2 = 0, 

(1) 试证上面方程组等价于方程组 u' ＝知，其中

u = [] = [],A = [/04 
1 

14

-

.' 

-- 

1 

02-

(2) 试求(1) 中的方程组的基解矩阵；

(3) 试求原方程组满足初值条件 X1 (0) = O,.i伈(0) = l,x2(0) = 0 的解．

证明：（1) 令 UJ = X1, Uz = ~, U 3 = X2 则原方程组化为

.;
X

义
：

t
L
r
,

}
· 

,'
. 

_ 

J 

, 伪
2 

. 

+Ul uz-

2 

4 

u 

+ 

ul 

Ul 
,4 2 u-2 __

___
_ 

,xl,xl,8 __
___
_ 

,Ul

,s,Ul 

{ 
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即 u'= m= [一：1 il] 勹
从而有 d ＝知．

反之，设 X1 = U1 ，工~ = Uz,x2 = U3 则方程组 u' ＝知可化为

（式＝－ 4m+4x{＋ 2x2 ，式＝ 3x;－纭－4＋立，

4 =2工气－x2 -(4= 2x1 气－x2·
即证明了上面方程组等价千方程组u'= Au. 

(2) 由 det().E - A) = O 得入l = Q,).2 = 1，儿＝ 2.

由｛；u厂＿＝4u厂＿细＝ 0，得 ul = a 』 ,a=faO.
-2u1 +u2 +u3 = 0 

同理可求得 u2 =p门，p=;e 0 和 u3 = Y :.Y#0. 

取力产』心2= i』m= ［主”:］＝ l「： 申 et ::2t l 是一个基解矩阵
(3) 令U1= 立 ,U2 =.x伍， U3 ＝立，则原方程组化为等价的方程组u'=Au且初始条件变为U1 (0) 

= 0, U2 (0) = 1, U3 (0) = 0．而 u'=Au 满足此初始条件的解为

勺＝泸』＝厂——22:t++3了
1-e' 」 炉丈

于是根据等价性，原方程组满足初始条件的解为
，吝

，动

$ 
叩）＝令－ 2e' ＋令岁，X2 (t) = 1 - e1. 

9. 假设 Y = rp(x) 是二阶常系数线性微分方程初值问题

f'+ay' ＋妙＝ 0 ， ＇
愿，初i,“

4'沁i

舒＇｀．，
夕i 忒： : 

的解，试证 y=『rp(x-t)f(t)dt是方程yn+ay'＋妙＝ f(x) 的解，这里 f(x) 为已知连续函数． ？3: ` 心；＇，

怎沁台

卫归证明：y = I: <p(x —t) f(t)dt, 1;, 
戎 森聂,2'豆仁

因为 y'= <p(O) f(x) + f: <p1 (x—t) J(t)dt ＝［：在－ t)f(t)dt,
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，五 ．．．．． ． ．．．．．．．．．．．．． ． ．．．．．．I

:/'= f: rp'(x- t) J(t)dt ＋中，（O)f(x) = J:<p”(x-t)氏）dt+ J(x), 

所以有

f'+ay'+by ＝归沪t)f(t)d.t 十 f(x)＋十'(x- t) f(t)d.t十 bf:<p(x.- t) f(t)d.t 

寸［在'(x-t) ＋叫(x- t) + lxp(x— t)汀(t)dt+ f(x) 
。

= f(x). 

从而，y ＝『<p(x- t) f(t) d.t 是方程y"+ay＇十by= f(x) 的解，这里的 f(x) 为已知连续函数．
。

习题 5.3

1. 求下列初值问题的解：

" (1) :l'+ 9x = 6e气x(O) =x'(O) =O; 

(2) x<4> + x = 2et,x(O) = x'(O) = :l'(O) = X气0) = 1. 

解：（ 1）对方程两边施行拉普拉斯变换得
. 6 

(? + 9)X(s) =—, 

由此得 X(s) ＝+［占－了扫］一了巨
施行拉普拉斯反变换，查表得解

s - 3 

1 1 1 
x(t) = ~e3i -一cos ~t 一一sin 3t. 

3 3 3 

此即为所求初值问题的解．

(2) 对方程两边施行拉普拉斯变换得
2 s4X(s)-s3 -s2 -s-l+X(s) =—, s - 1 

由此得 X(s) ＝ 一一．
1 

s-l 

施行拉普拉斯反变换，查表得解 x(t) = f! ，此即为所要求的解

：全方法点击：拉普拉斯变换法是高阶常系数线性方程求特解的方法，求解时需要给出初始条！
；件．当然，求初值问题的解也可以先求出被芬分程前逝航汀惊恃甫祈值条件来确定通解中的任；
：意常数，从而求出初值问题的解． ' 

i 2．火车沿水平的道路运动．火车的质量是m，机车的牵引力是F，运动时的阻力W=a＋加，其中 a,
招
少 b 是常数，而力是火车的速度；s 是走过的路程．试确定火车的运动规律，设 t=O 时 s = O,v = O. 

m~+b驴＋a-F = o, 
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即 些十上生＝且
心 m dt m · 

此为二阶常系数线性非齐次方程，它对应的齐次方程的特征方程和特征根为

b 
入2 +—入＝ 0 ，入1 = 0,).2=-— b 

m m' 

所以齐次方程的通解为 s=q+c2e士t.
F-a 

由于入 =0是单重特征根，取s=At，代人方程O得A= －—-，故方程的一个特解为i ＝一一一t.
F-a 

b b 

因而方程 0 的通解为 S = C1 +cze士t +E.二匀
b 

由初始条件 t= 0 时 s = O,v = s'= 0 得

``=0, 

解飞：二F::-2二
因此，满足初始条件的解即运动规律为 S(t) ＝——-t-F-a. m(F- a) 

b b2 
(1 -Lt - e m) . 

3. 试用拉普拉斯变换法解习题 5. 2 的第 5 题和第 6题，也可以利用计算机软件求解．

解： 5(1)．令 X心） = 5/[<pt (t)],X2 (s) = 5f[仰（t)J．设 X1=<pl (t),X2=<pl. (t) 满足微分方程组，对

方程组施行拉普拉斯变换，得

{sX心）一仰 (0) ＝ X心）＋ 2X心），

sX心）－仰 (0) = 4X1 (s) + 3X心），

即｛ (s-l)X心） - 2X2 (s) ＝伶 (0) - 3, 

-4X心）＋（s-3)X心） ＝仰 (0) = 3, 

解得 X心） = 
3(s-1) 

,X2 (s) = 3(s+3) 
(s - 5) (s + 1)'..,.. n.,., ~ (s - 5) (s + 1)' 

施行反变换即得

仰 (t) = 2e5t + e----i, <f>l. (t) = 4es, - e气

5(2)．令 X1 Cs)= 5£[<pi (t)],X2 (s) = 5f坛 (t)],x3 (s) = 5f [仰 (t) ]. 

设 X1 = <pt (t) ，工2 =仰 (t),X3='f3 (t) 满足微分方程组，对方程组施行拉普拉斯变换，得

厂s) －仰 (0) ＝ X心）＋ 3X3(s) ，

sX山） －仰(0) = 8X1 (s) + X2 (s) - X心），

sX山）－伶 (0) = 5X1 (s) + Xz (s) - X3 (s), 

｛（s-1)X心） - 3X3(s) = <pi(0) = 0, 

即一8X1 (s) + (s- DXz (s) + X心） ＝ 仰 (0) =-2, 

-5X1 (s)-X八s)+(s+·nx山） ＝伶 (0) ＝— 7.

解出 Xt(s) ，x心），x3(s) 得到
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X1 (s) = ~ 15-21s -2f +7s-143 -7§ +12s-5 
s2 -15s-9 .x认s) = j 

s －护一 15s-9
.x3(s) = 3 

s - - s —s2 -15s- 9' 

施行反变换得到满足初值条件的解

= 

---xl8q 
乌－3t＿卢e（可）t ＿ 91-2打e(2寸）t
3 42 42 

一旦产＋ 51l+374气心）t ＋ 5l1-374万e(2项）t
9 126 126 

一丝e-3t_77-89万e心）t ＿ 77+89疗e(2寸）t
9 - 126 - 126 

＄
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＄
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尽
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2
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岑
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5(3)．令 X1 (s) ＝岁[<p; (t)], X2 Cs) = 5£伍 (t)J,x心）＝ g ［<{>J (t)]．对方程施行拉普拉斯变换，得

厂(s)飞 (0) ＝ X心）＋ 2X心）＋ X3(s) ，

s凡 (s) － 仰 (0) = X1 (s) - X心）＋x3 (s), 

sX心）－仰 (0) = 2X1 (s) + X3 (s), 

厂l)X1(s) － 2X心） - X3(s) = <pi (0) = 1, 

即－X心） +(s + DXz (s) - Xs (s) ＝仰（0) = o, 
-2X心）+(s-l)X3(s) = <f>J (0) = o, 

解得 X心） = 
s2 - l 

3 2 5s 3 ,X2(s) = -:3 s+l ,X3 (s) = 2(s+ 1) 
s - s - - s -乒- 5s - 3 s3 _s2 -5s- 3· 

施行反变换得到满足初值条件的解

仰＝三］= 

1 一(e3t + e-t) 
2 

1 一(e3i -e-t )i. 
4 , 

1 .+(e3t - e-t) 
2 

6(1)．令 X心） ＝出扣 (t)],X2 (s) = :f孕 (t)] ，对方程施行拉普拉斯变换得

厂s) －仰 (0) ＝ X1(s) ＋ 2X认s)＋占
1 sX2 (s) －仰 (0) = 4X1 (s) + 3X心）十一 ，
s 

即｛
1 

(s - DX心）－ 2X心） ＝仰 (0) + :-::::-:;- =- 1 + :-::::-:;-
1 

s - 1 s - 1' 

1 
-4X心）＋（s- 3)X2 (s) ＝仰（0）十一＝ 1 +—. 

1 
s s 

解得 X心） = 
- s3 + 7 s2 - 6s - 2 ,X2 (s) = s3-5s2 +7s+l 

s(s - 1) (s+ 1) (s - 5) s(s- 1) (s+ 1) (s- 5)' 

施行反变换得到满足初值条件的解为

<pi <t) 7 I 20 
立e5t-e-t ＿ ...!.. d －主

,,,(t) =［仰（t士 ［忙＋::』』
6(2)．令X心）＝＂耘 (t)],X2 (s) ＝纠平 (t)］，凡 (s) ＝ "坛 (t)］，对方程施行拉普拉斯变换得
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— , 
sX心）一 <pi (0) = X2 (s), 

sX山） －仰 (O)=X3(s),

sX山）－仰 (0) =- 6X1 (s) - llX2 (s) - 6X3 (s) +——, 1 
s+l 

sX1 (s) - X2 (s) = <pi (0) = 0, 

即lsX2(s) － X山） ＝仰 (0) = 0, 

1 
6X1 (s) +llX认s) + (s+ 6)X3 (s) ＝伶 (0) ＋－—- = -— 1 

s+l s+1· 

解出

X1 (s) = 1 
(s3 + 6s2 十 11s+ 6)(s+ 1)' 

Xz(s} = s 
(s + 1) (s3 + 6s2 + 11s + 6)' 

X3(s) = 
s2 

(s+ l)(s3 +6s2 + 11s+6)' 

施行反变换得到满足初值条件的解为

．

＾
．
．
个．
人

t
•• 

,.
1, 

仰 (t)

.(t) ＝匕］= 
e一2t叶e一3t _fe- ＋令te-,

-2e-“ 十立产＋立r--b-te-i
4 4 2 

4e-2t －扣3t -1七＋令te-1

6(3)．令 X心）＝出扣 (t)],X心）＝红 （t)]，对方程组施行拉普拉斯变换得

{sX心）－仰(0):4X心）一 3X心）＋卢
sX2 (s) －仰 (0) = 2X1 (s) - X2 (s) -—, 2s 

s2 + 1 

即｛
1 

(s-4)X心）＋ 3X心） ＝伶 (0)+—= m +— 1 
s2+1 g+1' 

2s 
-2X心）＋（s+ DXz(s) =伶 (0) －一一＝平＿＿

2s 
s2 + 1 -'ft s2 + 1, 

解出 X1 (s) ＝杠＋（n － 3平记＋（m ＋7)s+m -3平＋ 1
(s - 1) (s - 2) (s2 + 1) 

X山） ＝衬＋（2? － 4平— 2)户＋（平＋ 8)s+2? 五＋2
(s - 1) (s - 2) (s2 + 1) 

施行反变换得到满足初值条件的解为

叭t) ＝尸字［一(4+2? － 3平汜＋ 3（1+m —卢＋cost-2sint

砂 -(4 + 2m -3平汜＋ 2（1+？飞记＋2cost-2sint]
4．求下列初值问题的解：

(l) ｛：二： :: 
~Xl (Q) = l.x2 (0) = OJ 

. 187 • 



:;;, 

＄ 式＋ 3.-ti + 2x1 ＋戎＋x2 =0, 
忱
匕令 (2) x个＋ 2x1 +/4-x2 = 0, 

: ｛叭0) ＝ 1,x}(0) =- 1,x2(0) = 0; 蕙
女之 ,x?- m飞 = o, 

(3) ~ :t~+m五＝ o,

X1 (0) = 1'/J- 冯（0) =平，Xz (0) = 

解：（ 1）根据方程解得x仁 =..l. , 1 
2 ,x2 =-- 2. 

1., 1 
故 X1 = ~t+c1 心＝－一t+c2.

2 2 

1 , 1 
因为立（0) = 1 ，所以— xo+c1 = 1 ，解得 C1 = 1，解得 xl = -t+1. 

2 2 

1 
因为 xz(O) ＝们所以—-xo+c2 = 0，解得 c2 = O,x2=—— t. 1 

2 2 

综上所述，［工勹＝ ［勹』
(2) 对方程两边施行拉普拉斯变换，得

解得

｛［环 (s) － s+1] ＋ 3(sX心） － 1）＋ 2X1(s)+sX心）＋X心） = o, 

sX凶s)-1+2X1(s)+sX2(s)-X2(s) =O, 

2 
X1 (s) = s2-3 2 1, 1 1, 1 1 

= -- ·—+—· -—+—·一(s+1) (s+2) (s-2) 3 s+1 4 s+2 12 s-2' 

X2 (s) = -s-2 1 1 . 1 1 
=-.一·(s +-D (s + 2) (s - 2) - 3 - s + l 3 - s - 2' 

故仰 (t) ＝奇e--i ＋扣2t＋扣飞(t) ＝ ½<e-t - e2'). 

(3) 对方程两边施行拉普拉斯变换，得

『飞 (s) －叨1 飞－m飞(s) = 0, 

坏(s) －劝3 飞＋m丸 (s) = O, 

s丸 (s)-m飞 (s) ＝叨1 ＋平，

即｛
s飞 (s) ＋m2X心） ＝劝3 + r;.' 

解得

X1 (s) ＝矿＋纣＋m冯＋卢，X心） ＝杠＋中护 －m如－m｀
S4 +m4 S4 +m4 

施行拉普拉斯反变换就得到解

叭t)= ［（今n －五1}2 十五1}4) cos芫t+ （钮1}2 －令作＋讫114)sin于］ ·e肴t+

［（今n ＋仁中 －纽114)cosjt+ （碰1/2 ＋令府十五114) sin芫t]·e亏t'
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砂）＝［（－钮7'/2 ＋告中一五7'/4) cos赍t+ （扣－妞庐心坛）sin宁］• e骨十

［（聋1/2 ＋令中＋证1/4) cos贯t+ （－妇－钮庐叶长）sin宁］·次

第六章 非线性微分方程

习题 6.1

1. 试求出下列方程组的所有驻定解，并讨论相应的驻定解的稳定性态：

靡＝ x (1-x-y). 
(1) ｛鉴＝扣(2-3x— y) ； (2) 』熘＝::— 6y+4xy —::.·

愍＝ 6x-6y- 5xy +4沪

解：（1) 令 x(l-x— y) = o,+ 1 
4 

y(2-3x-y) = 0，则得到驻定解为

{ : : :., {yX : 2 0,{ : : :'.i: : ;., 
O 在 x = O,y = 0 处的线性化方程为

｛贵＝ x，
少＝上dt 2 y. 

显然可以看出驻定解工＝ O,y = 0 是不稳定的．
＠在x=O,y=2 处的线性化方程为

｛靡＝－x，
鉴＝－扣－扣
1 

容易看出其特征根为小＝— 1 ，入2 =－—,故此解是渐近稳定的．2 

＠在x=l,y=O处的线性化方程为

｛璧＝— x-y,
山＝－上dt 4 y. 

1 
显然其特征根为入l =-1 ，入2 =－ —,故此解是渐近稳定的．

4 

1 1 
＠在x= —,y= —处的线性化方程为2 2 
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｛璧＝－令(x+y) ，
山 1=-— (3x+ y), 
dt 8 

5 经计算其特征方程为入2+—入一一＝ 0，显然有特征根为正数，故此解是不稳定的．
8 8 

(2) 令 9x-6y+4xy-5x2 = 0,6x-_6y-:-5xy+4y2 = 0，则得到驻定解为

{x =0, {x = 1, {x = 2, 

y=O,\y=2,ly=l. 

(D 在 x = O,y = 0 处的线性化方程为

｛靡＝ 9x-6y,
贵＝ 6x-6y,

其特征方程为入2 — 15入十 90 = 0，解得两特征根均有正实部，故此解是不稳定的．

＠在x=l,y=2处的线性化方程为

｛靡＝ 7x- 2y, 

鉴＝－4x-3y,

其特征方程为入2_4入— 29= 0，解得两特征根为实数且一正一负，故此解也是不稳定的．

＠在 x=2,y=l 处的线性化方程为

｛：二勹y,2y,
其特征方程为入2 + 15入十 54 = 0，解得两特征根为入1 =-6山＝－ 9,故此解是渐近稳定的．

2. 研究下列方程（组）零解的稳定性：

d3x , ~ d五
(1) + 5 dx 

dt3 I V dt2 +6-
dt 

+x= O; 

(2) dx 忑＝ µx-y，鉴＝应－ z，贵＝卢－x(µ 为常数）．

解：（1) 由已知微分方程得其特征方程为

由此得赫尔维茨行列式

入3+5入2 +6入十 1 = o, 

a0 =1,al =5，心＝ 51| =29,a3 = 1. 
1 6 

根据定理 3，特征方程所有根均有负实部，由教材的定理 2 知零解是渐近稳定的．

(2) 由已知微分方程组得其特征方程为

µ一入 - 1 O 

0 µ－入一 1 I= o, 
-1 0 µ—入
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~ . .. . . .. . . . ~．一－ － 蔼

笱
即入3 -3µ).2 +3µ坎＋ l-µ3 = 0，由此得赫尔维茨行列式 宏

a。 =1,al =- 3µ心＝ 1 1-µ3 3:2 1 =- 8µ3 —1,a3 = 1 -µ3 [ 

当µ<－令时，a1 >O，心＞ 0心＞0，此时由教

再由教材的定理 2 知零解是渐近稳定的．

1 
当µ=－一时，容易验证 3 个特征根均为负实部，故是渐近稳定的．2 

1 
当µ>－一时，存在特征根具有正实部，故零解是不稳定的2 

3. 试判别下列函数的定号性：

(1) V(x,y) = x2; 

(2) V(x,y) = x2 - 2xy2; 

(3) V(x,y) = x2 - 2xy2 + y4 + x4; 

(4) V(x,y) = x2 + 2xy + y2 + x2 y2; 

(5) V(x,y) = xcos x+ ysin y. 

解：（1) V(x,y) = x2 ~ 0，所以是常正的．

(2) V(x,y)= 丘 -2xy2 是不定号的．

(3) V(x,y) ＝丘— 2xy2 + y4 +x4 = (x-y2)2 ＋正是定正的．

(4) V(x,y) = x2 +2.xy 十 y2 +x2 y2 = (x+ y)2 +x2 y2 是定正的．

(5) V(x,y) = xcos x+ ysin y 是不定号的．

4. 试用形如 V(x,y) = ax2 +by2 的 V 函数确定下列方程组零解的稳定性：

(1) 靡＝－xy气贸＝－妇；

(2) 靡＝－x+2y3 ，鉴＝— 2xy2;

(3) 磨＝ x3 -2y3 ，鉴＝矿＋x为＋扣·

解：（1）取 V(x,y) ＝丘＋f,则

赍＝货屯＋飞·鉴 ＝ 2x(- xy2) + 2y(－妇） =- 4xz y2' 

因为 V定正且业，常负，所以给定方程组的零解是稳定的．
dt 

(2) 取 V(x,y) ＝丘＋2夕，则

孚 ＝ 货·靡＋贷·贸＝ 2x(-x+ 2y3) + 4y(-2矿） ＝－ 2x2 -4xy3' 

因为V定正且亚定负，所以给定方程组的零解是渐近稳定的．dt 

(3) 取 V(x,y) = x2 + 2y2 ，则
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,_______— , 
器
鲁 ＝ 2x•
匮 ..r..
翠 因为 V定正且
蓄 °

5. 研究下列方程组零解的稳定性：

(1) d工 =- dt 
f 五（丘＋心¥ =-x2 -y2(x2 -y2); , dt 

I.. 2少y1
儿

记y(c
L 

解：（1) 取 V(x,y) = x2 ＋兑则

亚＝空．也十猩．少
由知 dt · ay dt 

~ = 2式夕＋x(
垫

.j 当 dV 
x=O 时，—＝dt 2夕，显然它是不定号的，所以给定方程组的零解是不稳定的．

孚飞患＋贮·鉴＝ 2x（王 2y3) +4y（矿＋占＋钞）
.. +4丑f+2y4,

V 
t 上生定正，所以给定方程组的零解是不稳定的．

(2) 磨＝ ax -xy2'岊＝

(3) 靡＝ ax-y凇＝ : 

(2) 取 V(x,y) = x4 + y2 ，则

孚哥患＋货·鉴＝ 4x3 (ax －矿）＋2y(2少y) ＝曰

所以给定方程组的零解，当 a<O时是渐近稳定的；当a=O时是稳定的；当a>O时是不稳定的．

(3) 取 V(x,y) ＝丑＋y ，则

贾＝货·鉴＋货·鉴＝ 4丑（ax - y2) + 2y(2丘y) = 4ax4, 

：方程组的零解，当 a<O时

6. 给定微分方程

中 j

I 篱令：百＝赍，则原方程化为平面方程组

, 
f 

"(0) = 0，而当 X-:/= 0 时，xf(x) > 0(-k <x<k)．试将其化为平面方程组，并用形如

1.r 
V(x,y) =了+l。f(s)cls

§数讨论方程组零解的稳定性．

告＋f(x) = O, 

. 、
丿

x ( 

,f y

-

___

_ 

坐
d
t
3
d
t

,
Y

、

取 V(x,y) ＝—
1 
2 沪－『几）ds，则

。

将 ＝货·靡＋房·鉴 ＝ f(x) • y+ y • (- f(x)) = 0, 
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所以方程组的零解是稳定的．

习题 6.2

1. 试求下列线性方程组的奇点，并判断奇点的类型及稳定性：

(1) 鉴＝－x-y+I，鉴＝ x- y-5; 

(2) 靡＝ 2x-7y+ 19，赉＝ x-2y+5.

解：（1）令一x-y+ I = O,x-y-5 ＝们经计算得x=3,y=-2，即奇点为(3, - 2) .

再令 z= x- 3,TJ=y+2，则原方程组变为

｛盟＝－ z－ 7'
翌＝ z- 11.

此时

a=- l,b =- l,c = l,d =-1, 

p ＝一（a + d) = 2, q = ad - lx: = 2, p2 - 4q = 4 - 8 =- 4 < O, 

所以由教材中图(6. 10) 可得该奇点是稳定焦点．

(2) 令 2x-7y+ 19 = O,x-2y+ 5 ＝们经计算得 x=l,y = 3，即奇点为(1,3). 

令 z=x-l,TJ=y-3，则原方程组变为

｛患 ＝ 2z- 7个
翌＝ z- 21J, 

此时

a= 2,b =-7,c = l,d = - 2, 

p =- (a+d) = O,q = ad －比＝ 3,p2 - 4q = 0 - 12 =- 12 < 0, 

所以由教材中图(6. 10) 可得该奇点是中心奇点．

2. 试讨论方程组

d.x 盂＝ ax+by，鉴＝ cy

的奇点类型，其中 a,b,c 为实常数且ac #0. 

解：显然方程组有唯一奇点(0,0) ，由方程组知：

当 ac <O 时，原点(0,0) 为鞍点；

当 ac > O,a # c,a > 0 时，（o,o) 为不稳定结点；

当 ac>O,a#c,a<O 时，（o,o) 为稳定结点；

当 a= c,b # O,a > 0 时，（o,o) 为不稳定退化结点；

当 a= c,b # O,a < 0 时，（o,o) 为稳定退化结点；

当 a= c > O,b = 0 时，（o,o) 为不稳定临界结点；

当 a= c < O,b = 0 时，（o,o) 为稳定临界结点．
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试讨论这一系统的平衡状态（即方程的奇点）的可能类型

L 

I 

R 

c 

图(6. 1) 

y 
R-L ，

护

y----

l 

dx-dt3dt ,

Y

、

显然此方程组有唯一的奇点(0,0).

利用上述第 2 题的结论，这里
R 1 R2C-4L 

p= —,q = ~ > 0'p2 - 4q =，知L LC L2c 

当 R > O,R2C-4L > 0 时，（o,o) 为稳定结点；

当 R>O，贷C-4L = O 时，（0,0) 为稳定退化结点；

当 R > O,R屯－4L<O 时，（o,o) 为稳定焦点；

当 R=O 时，（o,o) 为中心奇点

4. 试确定下列方程组的周期解、极限环，并讨论极限环的稳定性：

(1) ｛璧 ＝－y－ x(x2 +y2 —:):, 
鉴＝ x-y（五＋ y2- l)气

｛赞 ＝ x（丑＋y - l) （x2 ＋y - 9) － y伲＋y － 4) ，
(2) 

鉴＝ y伲＋y2 -1)（丘＋ y2 - 9) +x(x2 气－ 4).

为化可组程方原, 。n .1 s r __ y , 。s co r __ 
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求解上述方程组，得到两个特解

{r= 0, 及 {r= l, 
0=t-to, \0=t-to. 

故原方程组有一个奇点(0,0) ，一个周期解丑十y2 =l．容易判断周期解丘＋y2 = l 是半稳定的

极限环．

(2) 作变换 x = rcos 8,y = rsin 8，原方程组可化为

｛贵＝ r（户一 1)(,-'- 9)' 

嗯＝ / - 4. 
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易见原方程组有一奇点(0,0) ，两个周期解丘＋y2 = l,x2 + y2 = 9. 

胡
先考虑 r=l 内部的轨线，由一 <0知轨线沿顺时针方向．dt 

dr 
又由一dt 

>O 且 r~l，易知 lim r(t) = 1. 
t....__，已

同样在 r=l 外部的轨线，有 lim r(t) = 1. 
t-+oo 

因而 r=l 是稳定极限环．

切
再考虑 r=3 内部的轨线，2<r<3，由一＞ 0 知轨线沿逆时针方向．dt 

dr 
又由一dt 

<O，且户至 3，易知 lirr1 r(t) = 3. 
t-+oo 

同样在 r=3 的外部轨线，有 lim r(t) = 3. 
t--+七0

因此 r=3 是不稳定极限环．

5. 试判别下列方程组有无极限环存在：

(l) ｛磨＝ x+y＋扣－归，
鉴＝－x+y+yx2 ＋令3 ; 

dx 
忑＝ y－x＋丘，

(2) 』鉴＝－ x－ y+y3.
解：（ 1) 设｛鉴＝ x+y＋扣－y2x=X(x,y) ，则

鉴＝－x+y＋妇＋扣＝ Y(x,y),

3X(x,y) 3Y(x,y) 2 
ax + a =l+x —y2 +1＋丘＋2y2 = 2+2x2 十 y2 > o, 

y 

故由定理 8，知原方程组无极限环．

(2) 作变换 x = rcos 0,y = rsin 8，原方程组可化为

由于

｛贵＝心(sm40+cos4O) － 1] , 

妨
=- dt 

1 + r1- sin 0 • cos 0(sin2 0 - cos2 0). 

sin4 8 + cos4 8 = l - 2sin2 0cos2 0 E ［炉］，

所以当 r<l 时，生 <0；当 r2 > 2 时，生＞ 0.dt -....~,--1• - -"~'dt 

因此在环域 1< 户 <2 内存在极限环，并且是不稳定的．

6. 证明下列方程（组）存在唯一的稳定极限环：

d兀
盂＝ y,

(l) 1鉴＝－x＋y-x5 -3x分；
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;--— (2) d五—+a(x2n) d工clt2 -p-＋在2m-1
clt = O(a,(3,r为正常数，n,m 为正整数）．

证明：（1）原方程组等价于线性微分方程

髻＋（3x2 -1屯＋（分十x) = O, 

这里 f(x) = 3x2 -1,g(x) = x5 +x,F(x) = x3 -x. 

容易验证，它们满足定理 9 的条件，所以原方程组存在唯一的稳定极限环．

(2) 由髻＋a少－P唱＋扛今l=O，知

f(x) = a伲－/3),g(x) ＝沪忙1,F(x) ＝卢丑叶l一心

容易验证，它们均满足定理 9 的条件，所以原方程存在唯一的稳定极限环．

7. 试用等倾斜线法在相平面上画出下列方程的轨线图貌：

(1) 丘＝ x（l-x-2y) ，夕＝ y(x- y- 2);

(2) 土＝ xy，夕＝ f+心；

(3) 土＝ xy －式，夕＝ y2 - 2x2 y + x4. 

解：方程(1),(2),(3) 的轨线图貌分别如图(6.2) 的(a), (b), (c) 所示．

2 
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、乙

-2 「;习、\ :、、、，－）、...........、
-3 I,, 2 1 / 

-1 0 I 2 
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l
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:
，
听
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图(6. 2) 
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一＿一－一－一一－－一一－—－== 月习题 6. 3 

1．将下列方程化为哈密顿方程（令丘＝－y），并画出其相图：

(1) 土．十 x－丘＝ O; (2) 土．十 x-x3 = O; 

(3) 土. -x-x3 = O. 

解：（1）令；；＝－y，则原方程等价于方程组

{x=- y, 

夕＝－丑＋x,

此方程为哈密顿方程，其哈密顿函数为

1 1 1 
H(x,y) ＝了夕＋tx2 一千3.

相图如图(6. 3) 中(a).

(2) 令；；＝－ y，则原方程等价千方程组

{: =- y, 

y=x-x3, 

此方程为哈密顿方程，相应的哈密顿函数为

1 ? I 1 ? 1 
H(x,y) ＝ tY2+tx2 －丁扎

相图如图(6. 3) 中 (b).

(3) 令；；＝－ y，则原方程等价于方程组

{x = - y, 

夕＝－ x3 -x, 

这是哈密顿方程，相应的哈密顿函数为

1 1 1 
H(x,y)= 了f-tx2 一产·

相图如图(6. 3) 中 (c).

2. 推导用双曲函数表示泸＝＃（a-2<p）的精确解(6. 33). 

｛注：（6. 33) 式为 u = <p(x-at) ＝旁sech2 ［十压（x-at-s,)]}.

(c) 

图(6. 3) 瓦
>
;, 

解：从泸＝ <p2 (a-2<p）两边开平方可得中＇＝士 ✓ 中 (a-2<p汃不妨取正号（取负号时，同理可解）．即 ：：~ ;:!仁
牙 r. f 

只需要求解 <p'=<p ✓(a-2@.

变形该方程，得到

b=d~. 
中三

下面求解不定积分I －』立—.令 sin2x = 上
<p三

a<p，即 <p= 旁sin2x，则

d <p = asin xcos xdx, 
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E-------------— 
中 4飞＝五·上． sin2xcos x, 

2 

从而

dx＝钊卓ra J sin 云
I —竖— =I asin xcos x 

<p三 .ra. 丘． sin2xcos x 
2 

守
念
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嘉
嘉
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羞
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霞
售
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觅
冷
皂
忍
名
心

．已
飞
盒

j
f
}玄
芒

注意到

I幸－＝－sinxdx= dcosx 
sm x j -sin五 Icos2x- 1 

= ［令 (COS :-1 一 ~)dcosx

＝令lnl~l+ci,

.',` -，西芯沁夕， ． ＂，．
，．、心 ；心．

．斗
今·

,/． ．气 ··'· 
` .̀ . i : $ 1. , . 

,..• ·': ::: 豐”,̀  
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^ ̀ ”3, . 

` ̀ .. 
k \飞，飞
.', 

忙｀之，夕．心..t ·,俨仁. .{ .. . ` .· . , ·. 

'`咕沁飞乐 士，1?. · · '、·口 b .̀ • , 

` ~ 
、2?,A. ：．俨．兑，＇．

一.

.，．一沁江．:,· • 
. . ; ;．飞·,.

· '· 
乒

. ·... 
., 

． 一

故

I－卓－＝上lnI1-cosx<p三五 1+cosx1+c2·
因此，由 O式两边同时积分可得

上ln I 巨巠习＋cz = ~-c3, 
抎 l+cos x 

即

1-cos x ＝乒（七铲，
l+cos x 

这里 5> = C3 +cz 是积分常数解出 COS X，则有

1 －佐．（臼却
cosx = 

1+<F炉铲＇

两边平方得到

2 
(1-#.（只~))2

cos-x = 
(1 ＋石（只~))2.

注意到 cos2x = 1 - sin2 2 - sin2x = 1 －一p，则有
a 

1 
2 (1 - f炉fo)) 2 

ap (1+f炉妒）2'

将~ = x-at 代入上式，则得到公式(6. 33) • 

• J 3．在空间(x,t,u) 中画出 KdV方程的单、双孤立子解(6. 33), (6. 37) 图

解得

尸立． 4 a (丘
2 f妇o> +2+ e王（只矿 2 2 

=—• sech2 一 (~-Si)).

｛注：（ 6. 33) 为 u=<p(x-at) ＝旁sech2 ［令压（x-at-~)J,

(6. 37) 为u(x,t) =-12 3 + 4cosh(8t- 2x) + cosh(64t - 4x) } 
. 198 • 



解：单独立子解(6. 33) 如图(6. 4) 所示．

JO 
- 3 

-2 
-1 

。 t 

图(6. 4) 

双孤立子解(6. 37) 如图(6. 5) 所示．

3 
。

_ 

2 
_ 

t 
}。

4．试证明 n维空间中容积变化率公式尸＝心得 = :召 = div/.
r
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心
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总
芯
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过通
p ( 

为场量向的义定、丿x ( f = .x 
程方分微定驻由中、

`
，＇九

x , . . . , 2 x , xl ( ___ 、
丿
x ( 

间空、
丿相

( 
维n 在.. 明证

3 

图 (6. 5) 

容积U 的 dx，面的 x｀方向沿方程的解的单位变化蠢为

(ft 土申笠d.x, ） d.x尸..d.x,...l d.x叶尸..d.x“'

其中士表示U的x，方向的两侧，其工方向的总单位变化量为

笠dx，也…气如I"'吐＝笠凸归..也．
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i 
的解的总变化量为

i 乎 I• dS 
, iJU ，一·

} 其中f•dS是任意面元沿t; 
:Ix2 ···dx,. 之和．

i 
坟分方程的解的变化率

i 1 心 1 」

: a ＝万忑＝－u ．

心 8 1 
5. 试用计算机绘出洛伦茨方程(6. 38) 在参数a= 10,b＝一和初值(1, 1,0) 下不同参数c=— ,13,

3 3 

解：（1) 当参数a= 10,b = 
8 
一，e = - 3 3 

，且初值为(1,1,0) 时，方程(6.38) 的轨线图形如图 (6. 6) 

于是容积U沿方程

= i: 丑；一1 a工i
• u, 

1量场(f) 的变化量，au表示容积U的闭合表面，U容积为所有U中

单位体积釭1(.

于是得容积 U沿驻定1

心f • dS ＝言笠＝ div/.

20,120 的轨线图貌

所示．
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z(t) 0.08 
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0.16 

I 0.8 0.6 
贞t) 0.4 。.2

图 (6. 6) 

(2) 当参数a= 10,b 8 
＝一 c=3, 13，且初值为(1, 1,0) 时，方程(6. 38) 的轨线图形如图(6. 7) 所示．

04826 

、
丿

l
l

t ( z 

图(6. 7) 

• 200 • 



—』
8 (3) 当参数a= 10,b= 7,c = 20，且初值为(1, 1,0) 时，方程(6. 38) 的轨线图形如图(6. 8) 所示．
3 

。

5 

10 

z(t)l 5 

20 

25 

30 

) -J 10 

y(t) ~ -:) -10 15 IV X(t) 

图(6. 8) 
8 

(4) 当参数 a = 10,b = *,c = 120，且初值为(1,1,0) 时，方程(6.38) 的轨线图形如图 (6. 9) 
3 

所示．

50 

100 
z(t) 

200 

第七章

图(6. 9) 

一阶线性偏微分方程

习题 7.1

1. 试生成偏微分方程：

(1) 设 f(u) 是 u 的任意可微函数，试由 z=f（丘－夕）中消去几用偏微分方程表示该关系式；

(2) 试由关系式(x-a)2 - (y-b)2 +z = 1 中消去参数 a,b 化为偏微分方程．

解：（1）z=f（丘一夕）分别对 x,y取偏导数，则有

az 玩＝ 2斗（丘－夕），岛＝－ 2y儿 (x2 夕）．

消去 f得一阶线性齐次偏微分方程

y生 X 生＝ o.ax + ay 
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(2) 对(x-a)2 + (y-b)2 + z = 1 分别取 x,y 的偏导数，则有

2(x-a) +z工＝ 0,2(y-b) +zy = 0. 

由上述方程解出 a,b后代入原关系式，得一阶非线性偏微分方程

(1) X 皂＋y寻＋xy 望＝ O;

(3) y皂＋z轰＝宁

au au (2) y一—x~ =x-y; 
ax 砂

az (4) x~ = x+y+2z. ax 

(2)1 个因变量、2 个自变量的一阶非齐次线性偏微分方程，其对应的特征方程为止＝ 4丑
-x 

du . x - y 

(3)1 个因变量、2 个自变量的一阶非齐次拟线性偏微分方程，其对应的特征方程为— =扛少

xdu 
= 

y 

(4) 原方程可改写为 x生＋ 0 社 扣
- = x +y+2z．其对应的特征方程为一＝山： 尘 = ax'- ay x O x+y+zz· 

3. 试求解下列偏微分方程：

首得解, 。= y d 
有则卢

尘
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1为程方征特其

y 丑
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。
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(1) az = 
3x 

l +x2y; (2) z:z1 = sint+x; (3) 在t = 6xy+12x. 

次积分 y = c.

dx dz dz 
又由一 ＝

1 1 ＋丘y dx 
得一 ＝ 1 ＋丑y，当视 y 为常数时，方程为常微分方程，有 dz= （1+x芬）上，

3 
z=x+—x乓＋c. 将第一个首次积分代人，因上式积分时视y为常数，可视积分常数 c为y 的任

意函数c=C(y)．千是有 z = x+ 1 3 -x 
3 

y+C(y入其积分常数C(y) 为 y的任意函数此为偏微分

方程的解

(2) 令 u = z工，则原方程变为 Ut = sin t+x. 

可视x为常数，对 t 积分得u =- cost十立十C(x) ，即 Zx =-cost＋立十C(x).

再对 x积分（视 t 为常数），最后得

1 z =-xcos t+—丑t+ J(x) + g(t), 
2 
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.. .... .'.. .. ... ........ . ... . . .. . 
－它-, 

式中 f(x),g(t) 均为任意函数此即为偏微分方程的解．

(3) 若视 y为常数方程，则可对x积分得z工＝ 3丘y+6丘十cf>(y).

再对 x 积分一次得z = x3y+2x3 十动(y) ＋欢y) ，其中 cf>,,p- 为任意函数．

4. 试求下列一阶微分方程组的首次积分；

(1) 生＝山＝鸟
z xz y 

(2) 心＝三生= z(y+2z-1) . 
dx - X'dx -- x(y - 1) 

解：（1）由第一、二式得

幸＝山＝ x心－ dy
。

心心－ dy = o,:i?- = 2y+c1. 
xz xz 

代人第一、三式有

生＝生＝－主，立＿立 dx＝呻，立—竺＝兰五
z y 立＿立 (22)62 2 

2 2 

方程有两个独立的首次积分

丘－ 2y = ci,x3 - 3x(x2 - 2y) - 3z2 = c2, 

其中 C1,c2 为积分常数

(2) 将方程改写成对称形式 dx =—止L- ＝ 扣 ．由后两式有生＝－生＿
x(y-1) z(y-1) z(y+2z-1) dy y-1 z+l, 

是线性微分方程，有解

z = elnlrt12 (f e-1n1卢1 2 dy+c) = (y-1)飞－ (y-1). 

代入前两式有

汇汇 d_y = [ C1 1 
x z (y-1)飞－ (y - 1) (y- l)q - 1 一 ~]dy.

积分得

(y- l)q - 1 
y-1 

= x+c, -(y-1)一1 -x = c-c1. 

于是方程有两个独立的首次积分

z = (y-1)飞－ (y-1)'- (y-1)一1-x=c— cl,

其中 C1,c 为积分常数．

s. 试用可积组合法求解下列齐次微分方程组：

{ 
x'= 2x+4y, 

(1) 
y'=-x-2y; 

',.' 8Xzxa -++ xixlxl =

==

l 

', 
123 
, xxx { 

) 2 ( 

. 

',-3 33X xx --

2 

22X 

x3 3+ 
x + 

xl 

+ 

xll 3x3 ______ 

3 
, 

2 
, 
l 
, xxx { 

、
丿

3 ( 
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解：（1）原微分方程组可改写为对称形式一生一＝－4L- dt 
2x+4y —x-2y 

＝一，可组合积分为1 

志＋2y七十 2xdy+4ydy ＝令d(x2) +2d句）＋ 2d(:/) = o, 

丑＋4巧＋4y2 = (x+ 2y)2 = q, 

从而 x+2y = Ct. 

代入方程有4L ＝也 =- 
-c1 1 

,y =-tc1 +c2 及

x = c1 -2y = c1 -2(-tci +cz) = (2t+Dc1 -2cz. 

求得方程的解为 x = (2t+ Dc1 - 2c2,y =- tc1 +c2．其中 Ct,c2 为任意常数

dx1 
(2) 原微分方程组可改写为对称形式 = = 

dx2 __ dx3 _ dt = 

有首次积分

又有

X2 - X3 Xt + X2 X1 + X3 1 

d(x2-x3) dt 
1i 及

dx1 _ dt = 7tX2 -x3 = C —= -,dx1 = c1 et dt, x1 = c过十 C2
X2 -x3 1c设 1

釭3dt 中：3
= - -- = x3 +c国十cz,X3 = (c1t+cs记 － c汇

C1 f! + Cz + X3 - }'dt 

得解 x1 =c1e:+c2,xz =x3+c1f! = (c1t+c1+c3)f!-c2 立s = (c1 t +cs) et - c2. 

(3) 原微分方程组可改写为对称形式 dxl = dx2 = dx3 ＝坐
3x1 +x2 一石 X1 + 3xz - X3 3x1 + 3x:i - xs l 

有首次积分

d(x1+x2-x3) ＝也
X1 +xz -x3 1 

心1 +xz -x3 = c过，

用首次积分及线性方程公式得

d.xldt d.x1 =- __ t 2t_ 
2x1 +c没 1'dt

= 2x1 + c1 et, x1 = Cz eu - c没，

七2dt 山：2 2t 
2x2 + c1 e1 - 1'dt 

= 2x2 + c1 e', x2 = C3 ezi - c1 e1 

从而 X3 = x1 + x2 - c1 et = (c2 + C3) e2'- 3c1 e'. 

即方程的解为

X1 = Cz岁－ C1 e', X2 = C3 e2t - C1 e; 心3 = (Cz + C3) e2t - 3c没，

其中 C1 心 心为任意常数

习题 7. 2 

1. 具体求出习题 7. 1 第 2 题的线性偏微分方程的解．

解：（1）由习题 7. 1 第 2 题知原微分方程对应的特征方程为
dx 尘 d.z—= ＝-，有首次积分
X y xy 

些＝山产＝ C1,
X y X 
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过＝型＝ ydx十xdy ＝声＝ dz 
xy xy 2xy 2xy xy 

一一，xy - 2z = c2 . 

由首次积分_;y__ = C1,xy - 2z = C2 知当 z=O 时，u=x2+y2= 立 + c江2 ，即解为
x c1 

u = (xy-2分（：弓）．

(2) 由习题 7. 1 第 2 题知原微分方程对应的特征方程为
dx 监 dudx-= ＝ ——，由—=虫，xdx=
y - x X -y y -x 

-ydy，首次积分为 x2 +y2 = C1 ．又由生＝山L= 』生＝ d（x+ y+u)
y -x X —y 0 

，得首次积分a+x+y

= C2．两个首次积分相互独立．线性偏微分方程的通解为 F（五 十y气u+x+y) = 0，其中 F为变 贮

元的任意连续可微函数

(3) 由习题 7. 1 第 2题知原微分方程对应的特征方程为生＝心 ＝ 过名，由首次积分也＝型芒
y z y y y' 

z-ln I x I= c1 及

dx dy 2 
= y - ci + ln I x I 

,y2 = 2(c1x +xln I x l-x)- c2 = 2x (z - D -c2 . 

拟线性偏微分方程的通解为 F(z- In 巨 I , 2x(z-1) - y2) = 0 ，其中 F为变元的任意连续可微

函数

(4) 原方程可改写为 x生＋0 生＝ xax'- ay +y+2z．其对应的特征方程为生＝坐＝ & 
x O x+ y+2z" 

有首次积分 dy = O,y = c ，及生 ＝ dz &2 
一——z=x - x+y+ 2z'扣 x

l ＋斗．
X 

当 y为常数时，方程为线性常微分方程，有解

z = e2lnl xl • [f (1弓）x-2忐＋ C(y) ]=- x－扣＋x飞(y),

它已包含解 y= C(C 为常数），此即为拟线性偏微分方程的解．

2．求解下列线性偏微分方程：

(1) (y- z)u工＋（z-x)u:, + (x- y)u,. = O; 

(2) 灭uu工 十 zxuu:, + xyuu" = xyz; 

(3) 立Z工十灾Zy =丘 ＋y2 ＋吐

解：（ 1）由已知可得原微分方程对应的特征方程为旦土＝』上 ＝ 二且
y —z z- x x -y· 

利用首次积分有

d(x + y+z) = O,x + y+z = c1 , 

2志 ＝—红红－ ＝ 2zdz = d（丘＋沪十£2,
2x(y-z) 2y(z-x) 2z(x -y) 0 

x2 +y2 + z2 = Cz. 

两个首次积分相互独立，偏微分方程有通解 u=~(x+y+ z ，丘＋y2+#) ，其中 0为变元的任
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意函数

dx 立(2) 由已知可得原微分方程对应的特征方程为一－＝ =-=—-dz du 
yzu 立u xyu xyz· 

利用首次积分有

立＝立，xdx = ydy,y2 -x2 = c1; 
yzu zxu 

dx dz —=—心2 -xz = C2; 
yzu xyu 

卓＝业，U2 -r = C3. 
yzu xyz 

这三个首次积分相互独立，偏微分方程的通解为 ~(y2 -:i!-,z2 - x2,u2 ＿丑）＝ 0，其中 0为变元

的任意函数

(3) 由已知可得原微分方程对应的特征方程为一＝ = 山：山中
xz yz x2 + y2 +z2· 

d工利用首次积分有— =g_}'.,...Y = Ct ．又由于
XZ yz X 

型＝过义＝ 或Z =xdx十ydy
丑 y2 - xi 十夕＋＃ 丘＋y2'

dv du 令 u ＝丘＋y2,v ＝已上式化为一—- =－，即 udv- vd.u = udu，可积分得
u+v u 

udv—vdu du v =—,— -ln I u I= Cz. 
u u u 

故有首次积分 Z :if +yz 
-ln（夕十y) = Cz. 

两个首次积分相互独立，方程有通解 o（立， 2 # 
x x +y2 — ln（吐＋少）＝ 0，其中 0为变元的任意

函数

习题 7.3

1. 求解下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问题）：

生:..L f ·-..L ?~3.., ~ (1) (2xy＋立）＋妇＋3丑y) ~ = 3x2z-2夕z,y2 = z,x = 3; ax 3y 

(2) y2 皂＋弓飞＋泛＝ O,x—y = O,x飞＝ 1.

解：（1）由已知得原微分方程对应的特征方程为 d.r = dy = & 
2xy2 ＋立－灭—3x为 3x坛－ 2fz.

于是

扣= yd.r十xdy= 3x3 d.r 十 2ydy－也
3x3z-Zy2z xy(Z:/-3x3) 0 

由第一式求得首次积分
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-_ __ _________ ___ _—` 
一生＝ y也十xdy ＝些十~,xyz = c1. 

Z xy X y 

而由第三式求得首次积分

3x2dx十 2ydy-dz = O,x3 + y2 -z = c2, 

其中 C1,Cz 为积分常数

将方程条件y = z,x = 3 代人可求得 Cz = 27,c1 为任意常数，即得解为

丑十y-z = 27. 

(2) 由巳知得原微分方程对应的特征方程为与＝少＝—鸟．由后两式可求得首次积分
y yz z 

~--~ =-— ,yz = c1. 
y z 

将首次积分代入前两式得

鸟＝少＝ ~,c志＝九y,
y yz c1 

扣＝ C1x+c2,y3 - 3xyz = Cz, 

其中 C1, Cz 为积分常数这两个首次积分相互独立（其比不为常数），由条件x-y=O,x－灾＝ 1

消去 x,y,z，可求得

x=y=yz 十 1 = 1 + C1, y3 - 3xyz = (l + C1) 3 - 3 (1 + C1沁＝ C2.

于是原微分方程有解

(1+产)3 =3(1-x+灾）产＋ y3.

2．试求下列满足给定条件的偏微分方程（柯西问题）的解：

(1) 心＋y岛＋令贵＝ O,x = l,u = y+z2 

(2) 2yz 皂－嗖＋xy = 0，五十 y2 = ay,z = O; 

az (3) 屯＋（＃气）一十X = O,y =丑，z = 2x. 
砂

解：（ 1）齐次线性偏微分方程对应的特征方程为也＝少＝纽气其有两个首次积分
X y Z 

生＝少产＝ q 及生＝牢，兰＝ C2,
X y X X Z X 

且两个首次积分相互独立，解得方程的通解为

u=~(:寻）．
由方程条件可得炽y,:c) = y+＃心(c1,cz) = c1 +cz ，即满足方程条件的解为

u= 立十三．
X X 

• 207 • 



f--
扛立 dz(2) 非齐次拟线性偏微分方程对应的特征方程为一－＝ ＝－－，有两个首次积分
妇－立：－xy

轰＝艺歹＋沪＝ C1 及芒＝芫，z2 -y2 = Cz. 

且两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为 ,P(2y2 +x2,z2 -y2) = 0. 

为确定函数 o．由解的条件联立首次积分消去变量得(c1 + cz)2 =-a飞，即 (y2 十丘＋＃）2 = 

a2(yZ -zz). 

(3) 非齐次拟线性偏微分方程对应的特征方程为生＝A=~王
z z -x -x 

由
dx dz 
— =—得首次积分为 z2 ＋丑＝ C1.
z -- x 

又由

坴＝—心—=巠拉 =-dy+zdx十x扣
牙 z2 -x2 ＿丑 0'

dy = zdx十xdz= d(zx) 

得首次积分为y= 江 +c2·

两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为 <I>(z2 + x2'y－立）＝ 0.

为确定函数也由解的条件代入首次积分有 5x2 = C1 ，丘＝ 2丑＋C2 ，消去变量x得c1 =-Sc2 ，即

z2+x2=5(立 -y).

3. 求解下列线性偏微分方程的柯西问题：

az az 
(1) x-

3x 
＋位＋y）— =z,x+y = 2z，立＝ 1 ；ay 

(2) x2 生气生三，x =Sy = 2z; ax ' ., ay 

(3) x2 些 +y 生+z2 = O,xy = x+y，之＝ 1.ax'.., ay 

也解：（1) 拟线性偏微分方程对应的特征方程为一＝—也＿＝一．扣
x xz+ y z 

扛 dZ
由一＝一得，首次积分 Z = C1X. 

X Z 

又有首次积分

些＝—立，c1x2dx+ydx = xdy,c1dx＋牢二型:t = o, 
x c1f+y x 

C1X-立 =C2,z－立＝ c2· 
X X 

上述两个首次积分相互独立，方程的通积分可表为

O（立一1'z — yx一1) = 0. 

为确定函数 O，由解的条件联立首次积分消去变量．先消去 y，有
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z-cz =.L =红二王＝红— 1.
X X X 

再消去 x有

2z z = Cz + g - 1 = c2 + 2c1 - 1 及 Z = C1X ＝立，z2 = CJ. 
X Z 

即有关系式(c2 + 2c1 -1)2 = c1 ，代回首次积分，最后得

（立－ y+2z-x)2 =立．

dx 少(2) 由已知可得微分方程对应的特征方程为7= 2 =7· 
扣

x- y- z 

有首次积分与＝鸟，上＿上＝ C1 及生＝生上＿上＝ C2
x y y x 工

2 2' z z x 

利用直线条件x =Sy= 2z，则有 y ＝五，z ＝王，将其代入首次积分得 cl = ,c2 = 4 1 
5 2 了 了．从而 S

; 

有关系式 C1 = 4cz．于是满足条件的解为上—上＝ 4（上＿上），即上十立＝土
y x z x y x z. 

d工(3) 由已知可得微分方程对应的特征方程为一＝山 也
= 

工 y -z 2. 

有首次积分鸟＝鸟，上＿上＝ C1 及当＝ 4色上 上X2 - -:CJ Z I X +~ =c2 
x y y x 

利用条件
1 1 1 1 2 

xy = x+y,z= l 得一十— = 1, C1 = j_ - j_ = 1 ——及 1+上 =c汇
y X y X X 于是有关

X 

系式 C1 = 1 - ~ = 1- 2(c2 -1),c1 + 2c2 = 3. 

1 
于是方程满足条件的解为 十

1 I 2 I 2 n Dff 1 I 2 I 1 
—-— —十一＝ 3，即—+—+－ = 3. 
y X Z X ·y Z X 

习题 7.4

1. 求下列变换群的无穷小变换、生成元和李方程组：

(1) 仿射变换群云 = ax,y = y,a E (0，十 CX)); (2) x = ax,y = aiy,a E (0, 十 CX));

(3) 云＝ x+:>t,y=y,tE <- =,+=); (4) 云 ＝ 已芦，5 =己切－=<t<+=).

解：（1) 由已知变换云 = ax,y = y,a E (0, + 00) 可得 <p(x,y,a) = ax ，叭x,y,a) = y，则

~=气产 I a一o=x,11=气产 I a= O = O, 

故无穷小变换为云~ x+ax,y ~ y. 

生成元为 X=e + a, a a 
aX 7ay = x-ax· 

凸
- ＝云，云 la=O = X, 

李方程组为｛ - 
中

山中＝ O,y la-o = y. 
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愣
枣
民
怼
沁
晟
羞
益
蜇
恳
凳
昙
翠

巧羞
覆
侵
纂
氢
岭
皂
飞

又
．
心
衮
兑
}
-

(2) 由已知云＝ ax,y = a2 y, a E (0, 十=)可得 <p(x,y,a) = ax ，弘x,y,a) = a兮．则有

~=呈 I a = O = X,1J =堑|=0.aa "=0 aa a=O 

故无穷小变换为云：：：：：：：：：： x+ax,y ：：：：：：：：：： y，生成元为 X=x—
a 

ax· 

心
—=云，云 la=O = X, 

李方程组为{—da 

少＝ 0
da 

,y la=O = Y• 

(3) 由已知云＝ x+)t,y = y,t E (-oo ， 十 oo) 可得 <p(x,y,t) = X+"冲(x,y,t) = y. 

则 e＝垒爷型2 I t=O = y''f/ =垫节碑！ t=O = Q．故无穷小变换为云～叶兄正 y.
t=O 

a 
生成元为 X=y-，李方程组为ox 

心－ －
--:i: = y,x1 = x, ~ = y,x I,=o 

少 －
dt = 0'Y I,-11 = Y' 

t=O 

(4) 由已知五＝下气;,}＝丁芒云可知 <p(x,y,t) ＝仁气；冲(x,y,t) ＝了气；．则

~=严严11 t = O = X2, TJ ＝鸟铲!)_ I t=O = xy. 

故无穷小变换为云~ x+ax2,y ~ y+axy. 

a 
生成元为 X=f-＋xy­

a 
ax ay 

李方程组为 — 
｛岱＝召，云 I"一0 = x, 

少~=云y,y la一0 = y. 

2. 求下列生成元的不变函数：

a 
(1) X= —; 

ay 
(2) X = y 

a . 
ax' 

(3) X = x2 
a a 

ax 
+xy ay· 

I 

a 过解：（1) 已知X= －，由定理 9可知，此生成元的不变函数由 ＝ 0 给出．即 f(x,y) = f(x),f为任
ay 砂

意可微函数，即平行千 y 轴的直线．

a 过过(2) 已知X = y-，由定理 9 可知，此生成元的不变函数由 y =0给出．即 y=O或 ＝ 0．则
ax ax ax 

不动点为 y=O 或 y = c(c =I= 0). 

(3) 已知 X=x2 a a 过扛
ax 砂
－＋xy －，由定理 9 可知，此生成元的不变函数由 x2 +xy 

知砂
=0 给出．

c:lx 其特征方程为7 ＝ 屯 c:lx d ，即一＝立，解得其通解为 F(x,y) = 4>（王）心为任意可微函数．
x xy x y y 
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3．计算生成元为 X=x
a a 

ax +y— a 的典型变量y 

a a 
解：已知生成元为 X=x—+y-，则有 ~(x,y) = x,11(x,y) = y，由教材公式(7.50) 可知

ax 砂

即『龚＋喝＝ 1 , 

宅＋y皂＝ 0.

{X(t) = 5(x,y) 岂＋ 7（x,y）岛＝ 1 ，

X(u) = ~(x,y) 皂＋ 11<x,y) 黔 ＝ 0.

解叶言I.XI,

解得 t = ln I 云 I= ln(I XI e4) = ln IX l+a = t+a,u =.z_ =芷： ＝斗＝ u.
x xe- x 

所以该生成元的典型变量为 t=t+a立＝ u.

4. 求下列方程的对称：

(1) y'= F(y); (2) y'= F停）； (3) xy'= y+F(x). 

a a 
解：（l）因为 y'= F(y) 在变换云＝ x+a下不变，此时一＝ 1，一＝ 0，所以其对称群的生成元为 Xax - 7 ay 

a = 
a云

(2) 因为y'=F（上）在变换云＝ xea,y = ye“ 下不变，此时 a a 
— =x，一＝ y，所以其对称群的生

x 3x ay 

a 
成元为 X=x-+y­

a 
ax'Jay· 

(3) 因为xy'= y+F(x) 在一x = x,y = y+ax 下不变，此时
a a —= 0, — = 
ax 钞

x，所以其对称群的生

成元为 X=x-
a 

ay· 

s. 计算下列容许算子产生的一阶方程：

a a 
(1) X = l —-K —· 

ax 抄＇

(3) X = x卢＋奇

(2) X = y 
a . 

ax , 

a 
(4) X = xy ~ + y2 ~ 2 a 

ax'J ay· 

a a 解：（1）已知容许算子为 X=l- － K —，则教材方程(7.60) 变为 l 扛－ K 扛＝ 0.
a工 3y ax 3y 

其特征方程为生＝－山＝业l k O. 

利用首次积分可得 cl ＝妇十ly,f = C2 ．则 f = F（红十 ly).

故该容许算子的方程为y'=F（妇十 ly).
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a 过(2) 已知容许算子为 X=y—，则教材方程(7.60) 变为 y =-f. 

ax 3x 

其特征方程为也 =4L ＝山，即坐王匕泣 =4L.
y －广 0 y -f 

利用首次积分可得f= y ，故该容许算子的方程为 y'=~ x+F(y) x+F(y) . 

a a 
(3) 已知容许算子为 X=x- ＋－，则教材方程(7.60) 变为

ax'ay 

X 
过扛+ =- ax ay f, 

扣
特征方程为一＝少且

X 1 -f = ，利用首次积分可得 xe-y = C1,xf = c汇

1 故容许算子的方程为 y'= 2-F(xe-Y). 
X 

a a 
(4) 已知容许算子为 X=xy －＋夕—,则教材方程(7.60) 变为

ax 砂

xy 扛 2 丑
3x +y ay = yf-x.尸．

其特征方程为生=山=－4L_
xy y2 yf-xf2' 

利用首次积分可得立＝ C1,f ＝土旦－．
x c+x 

故该容许算子的方程为 y' ＝ y . 

x+F停）

第八章 边值问题

习题 8.1

1. 试讨论下列微分方程边值问题的可解性并求解．

(1) :f'= 0,y(O) + y'(0) = y(l),y'(0) = y'(1); 

(2) y'= x,y(O) - y(l) = l,y'(0) + y'(1) = O. 

解：（1) 由已知齐次微分方程易得其有基本解组 Yi (x) = 1, Yz (x) = x．边值条件对应

队［y] 圭 y(O) - y(l) + y'(0) = 0，队［y] === y'(0) - y'(1) = o, 

得

[U心］ U1[y2千[° ° 如JU心］ 0 0], 
其秩为 0．即齐次边值问题是可解的，它有解 y = c1 +czx. 

1 (2) 由巳知易得非齐次方程有特解y。 (x) = 7x3．对应的齐次方程有基本解组Y1 (x) = l,y2 (x) 
6 
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— i. 
=x. 边值条件对应

队[y] 至 y(O) - y(l) ，队 [y] 圭 y'Co)+y'O),

于是

［归］ U心］ U心］－ Y1]
0 -1 －工

归］ U心JU心］－ y2 = [0 2 令6 ], 

其秩为 2，与矩阵

［队 [ylJ U1 [y2千 [0 -1 

如］队[y2]0 2] 
的秩 1 不同．边值问题不可解．

事实上，非齐次方程有通解

1 y(x) = c1 +c2x+-;--x3. 3 

6 

由边值条件应有

l l 
飞－飞＝ 1,2c2 十t=O.

得 Cz = 7 1 - --,C2 =- -
6 4 

，相互矛盾．故无法求出满足边值条件的常数 Ct,Cz. 

2．试判断下面边值问题的可解性并求解．

y'-y'= O,y(O) =-1,y'(1) -y(l) = 2. 

解：微分方程 y'-y'= 0 有基本解组 Yl = l,y2 ＝已边值条件对应

队[y] = y(O) =-1，队［y] = y'(l)- y(l) = 2. 

易得

[U心］ U归］字[ 11 -1] , 
店[y1] U2区］ y2 J L-1 O 2 

队[y1 J u 1 [y2 J 1 r 1 1 
其秩为 2 与矩阵

店[y1] U2[y2]J L-1 0 
[ ]= [ ］的秩 2 相同，故边值问题是可解的．

因为 y'-y'= 0 有通解 Y = C1 + C2e;r．代人边值条件可得
c1 +c2 =-1,cze- (c1 +c2e) = 2, 

解得 C1 =-2,C2 = 1，故边值问题的解为 y=6-2. 

3. 试用待定系数法求解边值问题：y'- y'-2y = O,y(O) = 2,y（十 oo) = 0. 

解：由已知易得齐次二阶线性方程有通解 y(x) = C1 产＋ C2e气

由边值条件 y(+oo) = 0 可知，必有 C1 = 0．再由边值条件 y(O) = 2 可得 C2 = 2．即方程边值问

题的解为 y(x) = 2e气
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4. 求解边值问题：:f'+ y = 2x- TC,y(O) = O,y(穴) = o. 

解：由已知易得非齐次方程有特解 y。 (x) = 2x-1C,其初值为 y。 (0) ＝－穴，y'o (0) = 2;边值为 Yo(心

= n:,y｀元） = 2. 

二阶齐次微分方程 :f'+y=O有通解 Yl (x) = C1COS x+c2sin X，且解 y = csinx满足边值条件．

现取非齐次方程的解 y=y。 +yl ，确定 C1,c2 ，使其满足边值条件，即

Yo (0) + Yi (0) ＝—亢十 C1 = 0, 

y。(穴) ＋ Yl(亢) = 2六一亢－ C1 = 0, 

得 C1= 亢．于是非齐次方程满足边值条件的解为

y(工)=2x- 六十六cos x + csin x. 

飞．对怎样的 a，边值问题 :f'+ay = l,y(O) = O,y(l) = 0 没有解？

1 解：当 a=O 时，微分方程变为 :f'= 1 ，其通解为 y = -¼-x2 +c1工＋ C2.2 

代入边值条件 y(O) = O,y(l) = 0 可得 C1 1 
=- 2 心＝ 0．故此时边值问题有解．

当 a<O 时，令 a=－入（入＞ 0），则微分方程可化为 y'＇-b=1，其通解为

y = c1/I:r +c产叶·

代入边值条件 y(O) = O,y(l) = O 可得 C1 = 
C2 (1 - e-.ff) 

ti -1 
．故此时边值问题有解

l ` 

当 a>O 时，微分方程 :f'+ay = 1 的特解为 y。=—，其对应齐次微分方程 y"+ay = 0 的基本
a 

解组为 Y1 = cos -✓ax, Y2 = sin -✓ax．边值条件对应

队[y] = y(O) = O,U2[y] = y(l) = 0. 

于是

［队 [ylJ U心］

队[y1 ] 队 [y2]

归］－勹＝ 1 归］－Y2[COS丘
。

sin.fa 

10 __ 

__ 
-- 

1

一a
1

一a

。

sin心

, 

-

- 
G s 

。
c 

1-a 

1 ( 1

一
a

今

；
＇
，
飞5
J

，
广

，

夕
．
｀
~

，

队[y1] U1 [y2] 
当 sin丘＝ 0 且 1 - cos,/a # 0 时，上述矩阵与［店[ylJ U心］］不同秩，则边值问题不可解，
即当✓a= (2n-1玩即 a= (2n-1)屯 (n=l,2,3,…）时，边值问题不可解．

习题 8.2

1. 求边值问题 y'= f(x),y(O) = 0，当 x-+oo 时有界的格林函数．

解：因为微分方程 y' = O 的基本解组为 Yi (x) = l,y2 (工）＝ x,y1 (x),y2 (x) 的朗斯基行列式W(x)

j = I : ; I = 1 * o.. 214. 



由格林函数的定义，

当 O~x~t 时，G(x,t) = a1 (t) +a2(t)x, 

当 t~x<+oo 时，

G(x,t) = b1 (t) + ~(t)x. 

由于格林函数在 x=t处连续且满足
JG(t+O,t) aG(t-0,t) 

ax ax 
=1，则有

a1 (t) + az (t)t- [b1 (t) + b2 (t)t] = 0. 

b2 (t) - a2 (t) = 1. 

又由边值条件 y(O) = 0 可得 a1 (t) +a2(t) • 0 = a1 (t) = 0. 

由 x-+00 时 y有界可得b2(t) = O. 

将 a1 (t) 心 (t) 分别代人 O处）可得 a2(t) =-1. 

又因为 G(x,t) 在 x=t处连续，则 bi (t) =- t. 

-x,O~x~t, 
所以该边值问题的格林函数为 G(x,t) = { 

-t,t~ x. 

2. 求边值问题f'+ y = J(x),y(O) = O,y'(1) = 0 的格林函数．

解：因为微分方程f'+y=O 的基本解组为 Yi (x) = cos x,y2 (x) = sin x,y1 (x),y2 (x) 的朗斯基行

列式 W(x) = I cos x sm x 

-sin x cos x1 = 1 # 0. 

由格林函数的定义，当 O~x~t 时，G(x,t) = a1 (t)cos x+a2 (t)sin x. 

当 t~x~l 时，G(x,t) = bi (t)cos x+b2 (t)sin x. 

由于格林函数在x=t 处连续，则有

a1 (t) cos t + az (t) sin t - [b1 (t) cos t 十 bz(t)sin t] = O. 

由千格林函数在 x=t处有跃度 一JG(t+O,t) JG(t-0,t) 
3x ax 

=1,则有

-bi (t)sin t + bz (t)cos t —[-a1(t)sin t+a2(t)cos t] = 1. 

又因为格林函数关于 x 满足边值条件，所以有

G(O,t) = a1 (t) = O, 

G'(l,t) =-bi (t)sin 1+ bz(t)cos 1 = O, 

解由 CD,~），＠豆）组成的方程组可得

a1 (t) = O,a2 (t) =-cost- sin ttan l,b1 =- sin t,b2 =- sin ttan 1. 

代人 G(x,t) 可得

. 
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,·· · · · · · · 1 

3. 求边值问题 x2y'+2xy'= f(x),y(l) = O,y'(3) = 0 的格林函数．

=0，如＝－ l．从而方程有通解 y = c1 +czx气

运用常数变易法，令 = ()+ ( c2(x)立，则 y'= c'1 + y = C1 (x) +c2(x)x-l,9IU y'= C11 +c'2立－ CzX-2.

设 c'1 +c年尸＝ 0，于是 y'=-c2工3 ,y”=－ c年尸＋ 2c2x气

将其代入方程得

x2 y'+ 2xy'=-c'2 + 2c2.:i一l - 2c2沪＝－ c'2 = f(x), 

工

Cz =-f f(t)dt. 

而由 c勹＋ c声＝ 0，即有 c勹＝－ c'2矿＝ x一1 f(x) ，解得 Ct = f; t一l J(t)dt. 

最后得非齐次方程的特解 y=I (t一l-x一l)f(t)也其通解为

y = c1 ＋矿＋f(t一l -x河(t)也

利用边值条件有 Cz = - Ct = r f(t)dt．于是有 y=I: （x一1 -l)J(t)由十I1(t一I - l)f(t)也

可定义格林函数

G(x,t) = ( 
t一1-1, l~t~x, 

X一l -1, X~t~3. 

边值问题的解为

y(x) = f: G(x,t)f(t)由 (l~x~3).

4．求边值问题 y“ 十 k为 ＝ f(x),y(O) = O,y'(1) = 0 的格林函数．

解：由已知易得方程的基本解组为 Yi = sin kx ，少＝ cos kx. 

因为格林函数也满足此微分方程，由格林函数的定义，

当 O~x~t 时有G(x,t) = a1 (t)sin kx 十 az (t)cos kx; 

而当 t~x~l 时有 G(x, t) = bi (t)sin kx 十 b2 (t) cos kx. 

当 x = t 时 G(x,t) 连续，即要求

b1 (t)sin kt ＋枕（t)cos kt 一 a1 (t) sin kt - a z (t) cos 比＝ 0.

由格林函数的性质(2) 可得

k[b1 (t)cos 比－ b2 (t)sin kt - a1 (t)cos kt 十 a2 (t)sin kt] = 1. 

利用格林函数的性质(3) 和边值条件有

a2 (t) = 0,k[b1 (Ocos k 一 bz(t)sink] = 0. 

令 Ci (t) = bi (t) - a 1 (t),c2 (t) = b八t) -az (t) ，上述 <D,Ci）两式可化为

c1 (t)sin kt 十 c2 (t)cos 比＝ 0,c1 (t)cos kt 一 c2 (t)sin kt = 一．
1 
k 
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利用 az (t) = 0，解上述方程有

叩）＝吁丘(t) ＝－宁＝ b山），

b1 (t) =-
sink• sin kt 

kcos k · 

于是

a1 (t) = b1 (t) - c1 (t) =-
cos kCt-1) 

kcos k · 

最后求得格林函数为

G(x,t) =｛：二（：二）；．（厂：二1t,
5. 对怎样的 a，存在边值问题 y'+ay = f(x),y(O) = O,y(l) = 0 的格林函数？

解：当 a>O 时，易得边值问题 y”=f（心，y(O) = O,y(l) = 0 的格林函数为

G(x,t)={:：三一：：，o<飞 x,
1-0 心~t~l

= ｛— t(1-x) ，归 t产

- x(l - t),x ~ t ~ 1. 

由 a>O 时，由习题 8. 1 第 5 题知当 a= (2n-1)2~(n = 1,2,3…)时边值问题不可解，则不存

在格林函数，现令 a= 入2(,\ > 0) 且 a -=I= (2n - 1) 2 ~ (n = 1, 2, 3…)，则 y'+ay = 0 可变形为

y“ 十入zy=O，其基本解组为y心）＝ cos 杠，y心）＝ sin杠．由格林函数的定义，当 O~x~t时，

G(x,t) = a1 (t)cos 江＋a2 (t) sin 杠，

当 t~x~l 时，G(x,t) = b1 (t)cos 杠十bz (t)sin 杠．

因为当工＝ t 时G(x,t) 连续，所以有

a1 (t)cos At 十 a2 (t) sin At - [bi (t) cos At + b2 (t) sin At] = O. <D 

当工＝ t 时G（工t）有跃度

－加 (t)sin At 十加 (t)cos At －［—如 (t)sin At 十沁2 (t)cos At] = 1. ® 

又由 G(工,t) 关千工满足边值条件，则有

G(O,t) = a1 (t) = O,G(l,t) = b1 (t)cos 入十 bz (t)sin 入＝ 0. ® 

由 (D,(2）息）可得，当入＝坛(k = 1,2,3…)时，无解，当入＃抎时

1 1 1 az = +cos At[cos 入— 1],bi =-+sin At , bz =—cos At. cos 入．
入 入入

此时格林函数存在．

当 a<O 时，令 a =－入2(.,\>0) ，则 y'+ay = 0 可变形为 y'，一入2y=0，其基本解组为 Yi (x) = 
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~,y2 (x) = e一气由格林函数的定义，当 O~x~t 时，G(x,t) = a1 ·(t)守＋a2 (t)e一气

当 t~x~l 时，G(x,t) = b1 (t)产十bi (t)e气

因为 G(x,t) 在 x=t 处连续，所以

a 1 (t)f!'+ az (t)产－［bi (t)f!'+ b山）产］ = 0. 

G(x,t) 在 x=t处有跃度

尬（t)fi' －加 (t)e动－［如 (t记－如 (t) e-)l] = 1. 

G(x,t) 关千 x满足边值条件，则有

G(O,t) = a1 (t) +az(t) = O, 

G(l,t) = bi (t)r! ＋比（t） e一入 = 0. 

解由＠，＠短）戏）组成的方程组可得

@ 

@ 

@e 

岁－ ezi.一" e氐心＿ 8
al(t) =,a2 = 2入 (e2.1. -1) 2入(eu - 1)' 

8 -e-“e寸t _g 
b1 (t) = ~, b2 = 2Mea _ 1) 2入 (1 - e女y

此时格林函数存在

综上所述，当 a#- k2~(k = 1,2,3,…）时，边值问题存在格林函数．

习题 8. 3 

1. 试证明例 4 中边值问题(8. 49), (8. 50) 的解为 y(x) = Y1 (x) + Y2 (x ). 

证明：设 y。 (x) 为边值问题

{ 
f'+AY = f(x), 

y(O) = a,y(六) = p 

的任意一个解

y凶x) 为边值问题

{ 
y“十AY = o, 

y(O) = a,y(六) = p 

的任意一个解

令 yz(x) = y。 (x) - Y1 (x) ，则有

必＋如 ＝ （y％ － y',1) 十入(y。 - y1)

= （式＋心o ) － （y',1 ＋炽 ）

= f(x ) - 0 

= f(x ). 

Yz (0) = y。 (O) - y1(0) = a - a = O, 

Y2 (亢) = y。(六) - y1 (穴) ＝ {3- {3 = 0. 
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所以 y2(x) 是边值问题

{ 
y“十AY = J<x), 

y(O) = O,y(兀) = 0 
（皿）

的解，且 y。 (x) = y1 (x) + Y2 (x). 

问题（ II ），（皿）的解．

2. 求边值问题 y'--0'= O,y'(0) = O,y'(l) = 0 的本征值和本征函数

解：0 当入＞ 0 时，户一入＝ 0，解得 r1 ＝ fi.,r2 ＝－石，则通解为 y=c1佐工＋c2e玉，

代人边值条件得{y'（0) ＝ c1汇妞＝ 0, 即 cl =c2 =0，故无非零解．
y'(l) = C1孜抄－C2孜e笠l =0, 

＠当入＝ 0 时，通解为 y(x) = (cz + cix)伊＝ c2 +c1x，代入边值条件知 C1 = 0 ，无非零解．

＠当入 <0 时，令入＝－µ2 ，则方程变为 y'+µzy = 0，特征方程为户十µ2 =O，则通解为

y(x) = C1COS 户十c2sin 严，

代人边值条件则有

J1 y'(0) =-µc1sin O + µc2cos O = µc2 = O, 

即 C2 = O; 

y'(l) =-µc1 sin,-1, + µc2 cos t-1,=－严1sin µI, = O, 

即 sin t-1, = 0 或 C1 = 0（舍去）．

由 sin t-1, = 0，知µ=坪(k = O, 1,2,…). 

如r 吐、＿ 2 _ k2# 

常数，k=0,1,2,•··.

综上该边值问题的本征值为儿＝－庄丈 k 
l 
2 ，本征函数Y• = ccos l 

玉x，其中 c为任意非零常数，k=O,

1,2, ... . .，.“'七i,'，飞i、石

3. 求边值问题y'-zy = O,y(O) = O,y'(l) = 0 的本征值和本征函数． 夕笥
怀

＠当入＞ 0 时，户一入＝ O,r1 ＝ 5.,r2=－五，通解为 y(x) = C1 /A,工＋ C2 e玉飞代入边值条件得 略
{y(0) = c1 +c2 = 0, if 志守

Y1 (l) = C1 孜孕l-c2丘e-../il = 0, 坐

解得 C1 = Cz = 0，无非零解．

y(0) = C1 cos O + C2 sin O = C1 = 0'(C1 = 0, 
边值条件｛， 即｛

y'(l) =-c1µsinµ,+c2µcosµI, = c2µcosµI, = O, lcosµf, = 0, 
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,___________— 
则µ=坐亏坠r = (k分）于，则儿＝－（K—少）2 fi,k = 1,2,3, … 

综上，该边值问题的本征值为入• =-(k－上）2 早，本征函数Y• = csin[ (k －告）平］，其中 c为

任意非零常数，k = 1,2,3,·... 

4．求边值问题丑y'-,ly = O,y(l) = O,y(a) = O(a > l) 的本征值和本征函数．

解：设 x ＝式则有[D(D-1) 一入］Y=O，即(D2 - D－入）Y=O，其中 D= - d 
dt. 

其对应特征方程为 r2-r－炉＝ o.

0 当入＝ 0 时，r1 = O,r2 = 1 ，则通解为 Y = c1 +cze勹即 y(x) = C1 + CzX，代人边值条件

y(l) = C1 +c2 = 0, 

{ 
y(a) = c1 +ac2 = 0, 

即 CJ = C2 = 0，故无非零解．

＠当入＃ 0 时，解特征方程得 r=
1 士 J「F互

2 

1 当入>-－时，r有实根为r1,rz ，则通解为Y=c1釭＋C2 er2勹即 y(x) = c1x1 十c2正，代人边值
4 

条件得

{y(1) = c1 +o = 0, 

y(a) = c1ar1 +czarz = o, 

解得 C1 = C2 = 0，故无非零解．

当入＜－一时，r=
1 1 士 JI丁才i
4 2 没有实根，设 r1 = a＋压凸＝ a－队则通解为 Y = (C1COS 队

+ C2Sin {Jt)f!' ，即 y(x) = [c1 cos(/Jln x) + c2 sin({Jln x)］云，代入边值条件得

{y(1) = cl = 0, 

y(a) = [c1 cos（风n'a) + C2 sin([3ln a) ]aa = 0, 

. . . . , 3 , 2 , 1 __ k , 

5
5

虹
－ln

__#__ cl0B' { 
p 

且

, 

, 00 #_

_ 、
丿

a 

2 c , 

n 屈

。

( n 

__ 
,1 

Cls ,I, 

得解

1 2 

又由于a= －，则（即＝ ( ✓1千几 1+4儿 k亢 2 1 
2 2 ) ＝勹一，即入k =－（芦） －了 'k = 1.2,3,…. 

综上，配 <- ..!..时，该边值问题的本征值 N = （耘丫 1 _ __ ＿ —.，本征函数为 y,, = 
4 lna 4 

c[ sin（扫ln x) ］式，k = 1,2,3. …， c 为任意非零常数．
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