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第1章
行列式

基本要求

1. 会用对角线法则计算二阶和三阶行列式.

2. 了解几阶行列式的定义,掌握行列式的性质.

3. 了解代数余子式的定义及性质.

4.会利用行列式的性质及按行（列）展开计算简单的n阶行列式.

内容提要

1.行列式的定义

n阶行列式

fflll «12 "• ai»

D= 岫 当=£（-1）'心次＞%%“％/

: : : 吁

Qi a n • •' anJ n2

其中PWPn为自然数1,2,・・•,n的一个排列并（p”2• • R ）为这个排列的逆序数，求和

符号 £ 是对所有排列PH…Pn求和•

n阶行列式D中所含n2个数称为D的元素，位于第i行第，列的元素与称为D

的（i J）元.

注意对角线法则仅对二阶、三阶行列式适用.
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第1章行列式

2.行列式的性质

（1） 行列式D与它的转置行列式相等.

（2） 对换行列式的两行（列），行列式变号•

（3） 行列式的某一行（列）中所有元素都乘同一数上等于用数k乘此行列式;或

者，若行列式的某一行（列）的各元素有公因子上则人可提到行列式记号之外.

（4） 行列式中如果有两行（列）元素完全相同或成比例，则此行列式为零.

（5） 若行列式的某一行（列）中各元素均为两项之和，则此行列式等于两个行列

式之和.

例如

第j列

flu a 12 •" ,•- %

a21 a-n. a2j+a2j a2n

% J …anj+a'nj ••- a„„

第，列 第j列

°12 . . au * . % Qj] ai2 * • au • . %

a21 ・・a2.- . «2n
+

O21 a22 . • a2j • ・

%1 an2 * . anj - ・ ％ % an2 *
t

. a . ・"j

此时，可形象地称为行列式按第j列拆成两个行列式.

（6）把行列式的某一行（列）的各元素乘同一数然后加到另一行（列）的对应元素

上去,行列式不变.

3.行列式的按行 （按列）展开

（1） 把几阶行列式中（i,j）元％所在的第i行和第j列划去后所成的儿-1阶行列

式称为（箫）元与的余子式，记作；有=（-1）叫屿称为（顼）元的代数余子式.

（2） n阶行列式D等于它的任意一行（列）的各元素与其对应的代数余子式的乘

积的和，即D可以按第i行展开：

以，2 + 3=1,2,…，71）；

或者按第，列展开：

D = a tjA 1; +a2jA2j+---+anjAnj Q'= 1,2, ••• ,n）.

（3） 行列式中某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之

和等于零，即

%心 +«；2^7 + …= 0, i^j,

2 ------------------------------------------------



学习要点

a uA v +a2iA2j+…+%』或=O，： 3

4. 一些常用的行列式

（1） ±、下三角形行列式等于主对角线上的元素的乘积，即

（未标明的元素均为零，下同）.

特别地，对角行列式等于对角线元素的乘积,即

学习要点

本章的重点是行列式的计算.对于n阶行列式的定义只需了解其大概的意思，对

于行列式各条性质的证明只需了解其基本思路.要注重学会利用这些性质及按行（列）

展开等基本方法来简化行列式的计算，并掌握两行（列）对换、某行（列）乘数、某行

（列）加上另一行（列）的k倍这三类运算.按照“会求简单的n阶行列式”这一基本要

求,对于计算行列式的技巧毋需作过多的探求.
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第1章行列式

释疑解难

问1.1行列式与行列式的值有什么区别？

X V
答 这是一个“形式”与“内涵”的问题.以二阶行列式为例.式子 叫做二阶

U V

行列式，它表示一个数

xv-yu,

这个数称为二阶行列式的值，并记作

x . y .
-xv-yu.

u v

注意上式中的等号是“记作”的意思，但由于等号通常理解为两边的数相等，因此上式

左边的行列式记号也就表示行列式的值.两个行列式相等是指它们的值相等.

由于行列式记号既表示行列式,又表示它的值，因此教材中没有明确提出“行列

式的值”这一名称，把“行列式的值”也称为“行列式”.坐 坐 坐 坐坐坐坐坐

问1.2如何理解行列式的定义？

答 几阶行列式〃 = det（与）的定义

D= £ （-1）'%% …
P 俨

其中t是排列Plp2-P„的逆序数.此定义中应注意几点：

（1） 和式记号£是对集合s.= {P|P2F」P1P2“R是i,2,“・，n的全排列|作和，

因n个不同元素的排列数是n!,于是该和式共有削项；

（2） 和式中的每一项都是取自D中不同行、不同列的元素之积.由排列知识知，》

中这样不同行、不同列的几个元素之积共有几!个.

（3） 和式中每一项b都带有符号（-1）'井是列标排列PWP”的逆序数，即根据

此排列的逆序数为偶数或奇数依次取“ +”或“ 根据排列的性质,和式中各有号

项取“+”和取

由上所述可知g阶行列式D恰好是它的不同行、不同列的n个元素之积的代数

和,是一个“积和式”，其中一半带有正号，一半带有负号.

问1.3 （1）余子式与代数余子式有什么特点？（2）它们之间有什么联系？

答（1）设D = det（aQ,因（£,_/）元为的余子式和代数余子式禹都是在D中

划去了第，行、第j列（从而也就划去了灼）后计算而得，故它们仅与位置3, j）有关,
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例题剖析与增补

而与(箫)元的数值无关.

(2)它们间的联系是禹=(-1) W，因而当勺为偶数时，二者相同；当i+j为奇

数时，二者符号相反.它们间的关系也可用图示为

其中，符号" +”表示对应位置上A广虬；符号表示对应位置上&广 叫上图的规

律可简单地归结为:对角线上为正，正的“邻居”为负，负的“邻居”为正.

例题剖析与增补

一、教材例题剖析

例6计算n阶行列式

aln

° a2,n-l a2n
D= .

% …a口

析 本例意在学习依次对换行(列)技巧，其特点是：当把第几行换到第1行时，

原来的第1行、第2行……第H-1行依次换到第2行、第3行……第几行，亦即这些行

的先后次序保持不变.有读者问:直接将第1行与第几行、第2行与第n-1行……对换

使之成为上三角形行列式岂不更方便？当然可以这样做,但要面临对换次数和n两方

面的奇偶性的讨论,这相当于要对n = 4k^i (i = 0,1,2,3)作讨论，实际上反而要困

难.此例结果也可直接引用.，

例7例7(续)计算

3 1-12

-5 13-4
D =

'2 0 1-1

1-5 3 -3

析 这行列式没有任何特殊之处，因而其求解方法也具有普遍意义.教材例7中,
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第1章行列式

把D化成上三角形行列式.教材例7(续)中，把。按行(或列)展开.因第3行元素的数

值较简单,故按第3行展开.为减少展开式中非零项的项数，先利用行列式性质，把第3
行除元素与3之外全化成0,使展开式中只有一项•这两种方法是行列式计算的基本方

法,要熟练掌握.

例8计算

3 111

1113

析 本例中〃属于一类重要的行列式，在后继内容中会多次遇到此类行列式，其

特点是对角元相同,并且非对角元也相同.它的一般形式为教材习题第8题(2),可以

用多种方法计算其值，但最基本也最方便的方法就是本例介绍的，即利用各列(行)元

素之和相等,把各行(列)同时加到第1行(列).

例12 证明范德蒙德(Vandermonde )行列式

1

n-1

1 …

X2

喊…

1

n-1

=n 3-

其中记号" rr表示全体同类因子的乘积.

析(1)应注意教材中把〃.降阶的技巧:从第"行开始，后行减前行的初倍.若

进行相反方向的运算，即从第2行开始，后行减前行的若干倍，则无法得到关于Dn的

递推公式.

(2)范德蒙德行列式看做几个变元气，地，…,机的函数，有三个特点：

(i) 从列的角度看，第j列元素从上到下依次为变元易的0次幕、1次幕……n-1

次嘉,1,2,…，n；

(ii) 从行的角度看，第S行(V)元是变元机的I次幕

(iii) 从结果看,范德蒙德行列式是以所有可能的足标大的变元与足标小的变元

之差作为因子的乘积.

例13设
3 -5 2 1

1 1 0 -5
D =

-1 3 1 3

2 —4 -1 -3
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例题剖析与增补

。的（箫）元的余子式和代数余子式依次记作约和与•，求

411 +412+ 413+414及 +心21 +M31 +瓶41・

析本例的目的是熟悉代数余子式（或余子式）的性质以及行列式的按行（或按

列）展开.以求0"=彳11+缶2 + 413+&4为例•

（1） 如果直接用代数余子式定义，那么要计算4个三阶行列式，显然计算量比

较大.

（2） 代数余子式％的特点是它与D的（ij）元的数值无关.因此，与其说D的（3）

元％对应着Atj,倒不如说。的（i,j）元所在的位置（i,j）对应着Atj.由此可知，和式a

与〃的第1行元素无关.令

1111

110-5

-13 13

2 -4 —1 -3
则n与d的第1行元素的代数余子式是相同的，即由，.也是乃的（ij）元的代数余子

式,从而和式b恰好是D｝按第1行的展开式：

cr=i411+A12+i4I3+4）4=Z）I.

二、例题增补

例1.1由行列式定义计算

2x % 1 2

1x1-1
2）=

3 2 x 1

1 1 1 x
中/与蛆的系数.

解由行列式定义J（*）是这个行列式中所有取自不同行、不同列的元素之积的

代数和（记为D）,它是关于X的至多4次的多项式.因行列式中每个元素至多是X的

一次多项式，于是

o•是。中的/项

wa含有4个取自不同行、不同列的x的一次多项式的元素

*是。的（1,1）、（2,2）、（3,3）、（4,4）元之积

。＜7 = 2提（容易知道该项的符号为正）；

o■是D中的蛆项

含有3个取自不同行、不同列的X的一次多项式的元素，而余下一行、一列的

元素（已惟一确定）是常数
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第1章行列式

*是D 的(1,2)、(2,1)、(3,3)、(4,4)元之积

»a = -x3 (容易知道该项的符号为负).

例1.2计算五阶行列式

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4

解一利用各行的元素之和相同的特点,把除第1列以外的各列加到第1列，得

15 2 3 4 5 1 2 3 4 5

15 3 4 5 1 1 3 4 5 1

D = 15 4 5 1 2 =15 1 4 5 1 2

15 5 1 2 3 1 5 1 2 3

15 1 2 3 4 1 1 2 3 4

1 2 3 4 5

r5F 0 1 1 -4
^4

15 0 1 —4 1

0 1 —L1 1 1

0 -4 1 1

1 1 1 -4

按第1列展开 1 c 1 1 -4 1

1 -4 1 1

-4 1 1 1

对上式最后一个行列式作变换:把各行加到第1行并提取第1行的公因子T ,得

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 -4 1 0 0 -5 0

1 -4 1 1 r3-rl 0 -5 0 0

-4 1 1 1 -5 0 0 0

0 0-5
按第4列展开$。_5 0 =1875.

-5 0 0
解二从D的最后一行异始,后行减去前行,得
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例题剖析与增补

1 2 3 4 5 1 1 2 3 4

1 1 1 1 -4 1 0 0 0 -5

D = 1 1 1 -4 1
C,.-C] _

0 0 -5 0
i=2,3,4,5

1 1 -4 1 1 1 0 -5 0 0

1 -4 1 1 1 1 -5 0 0 0

= aX(-5)4,

① 在行列式的计算中，我们常用“ * ”表示那里可能有一些非零元素,但对行列式的值没有影响;用。表示

那里的元素都是零.

1+2+3+4
其中 a=l + —-— = 3,所以 1)=1875.

例1.3计算几阶行列式

Q] 1 1

1
D =

1

，其中"2“・％尹0.

解一有些书称这个行列式为爪形行列式.通过把〃的第1行中除（1,1）元的外

其他元素均变为零，化D为下三角形行列式，具体如下:

其中 0 = a】  ------，于是，D - a2a3--an
a2 an

"1
ai ~ z _.

心 a>i)

解二 把。按第1行展弁，由代数余子式
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第1章行列式

得

1 a2

Au = (-l)1+y 1
1

1
按第，-1行展开

利用范德蒙德行列式计算四阶行列式例1.4

1

解

a b c d

a2 b2 c2 d2
D =

a b3 c3 d3

b+c+d a+c+d a+6+d a+b+c

a b c d

a2 b2 c2 d2
D=^= —一二(a+b+c+d)

r4-i-( a+o+c+d) a3 b3 c3 d3

1 1 1 1

把上式等号右边的行列式的最后一行依次与前面的行交换,共交换3次，得

1111
abed

Z) = -(a+b+c+d)
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

此为四阶范德蒙德行列式，根据教材例12的结果，得

D = - ( a+b+c+d)(b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-c).

例1.5计算几+1阶行列式

a；
n-212 

a】b] ••.状

a； a尸槎 •..崂

’ I

n n-1 ifln+l^n+l 席综...儿

解 首先，我们恒可假设a，0,i=l,2,・・・，n+l.因若有某-Q, = o,例如an+]=0,则
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习题解答

将心h按它的第n+i行展开，得到心,产知n；若m中诸％均不为零，则已如我们

之假设;不然，对a作相同的讨论.其次考察此行列式,它的第£行元素是角&.的「次

齐次函数，于是从第，行提取因子3=1,2,…5+1）后，第，行、第j列元素成为

上式等号右边的行列式为几+1阶范德蒙德行列式之转置行列式，因此

习题解答

1.利用对角线法则计算下列三阶行列式:

2 0 1

(1) 1 -4 -1

-18 3

1 1 1

(3) a b c ；

a2 b2 c

a b c

(2) b c a

c a b

X y

(4) y x+y X

X y

解(1)原式= 2x(-4)x3+0x(-l)x(-1)+ 1x1x8-
1x(-4)x(-1)-2x(-1)x8-0x1x3=-4；

(2)原式=acb+bac+cba-c，-a3-b'

=3a6c-a3-63-c3 ；

(3)原式=1 x6xc2+1 xcxa2+1 x&x62-1 xbxa2-1 xcxfc2-1 XaXc2

=be2 +ca2 +a62-ba2 -cb2 -ac2

= c2(b-a) +ab(b-a) -c(b2-a2) = (b-a) (c-b) (c-a)；
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第1章行列式

(4) 原式=%3+y)y+yx(*+y) +(,x+y)yx-(x+y')3-x3-y3

= -2(x3+y3).

2. 按自然数从小到大为标准次序，求下列排列的逆序数：

(1) 1234； (2) 4132；

(3) 3421； (4) 2413；

(5) 13-(2n-l)24-(2n)；

(6) 13—(2n-l)(2n)(2n-2)—2.

解(1)此排列为标准排列,其逆序数为0;
(2) 此排列的首位元素4的逆序数为0,第2位元素1的逆序数为1，第3位元素

3的逆序数为1，末位元素2的逆序数为2,故它的逆序数为0+1 + 1+2 = 4；

(3) 此排列的前两位元素的逆序数均为0,第3位元素2的逆序数为2,末位元素

1的逆序数为3,故它的逆序数为0+0+2+3 = 5；

(4) 类似于上面，此排列的从首位元素到末位元素的逆序数依次为0,0,2,1,故
它的逆序数为0+0+2+1 = 3；

(5) 注意到这2n个数的排列中，前n位元素的逆序数均为。.第几+1位元素2

与它前面的n-1个数构成逆序对，故它的逆序数为口-1;同理，第儿+2位元素4的逆序

数为n-2……末位元素2n的逆序数为0.故此排列的逆序数为(n-1) +(n-2) +•••+() =
1 , 、

— n(n-l)-,

(6) 与(5)相仿，此排列的前n+1位元素的逆序数均为0;第儿+2位元素2n-2的
逆序数为2；第n+3位元素2n-4与它前面的2n-3,2n-l ,2n,2n-2构成逆序对，故它

的逆序数为4……末位元素2的逆序数为2(n-l),故此排列的逆序数为2+4 + ••• +
2(n-l )= n(n-l).

3. 写出四阶行列式中含有因子财叱的项•

解 由行列式定义知这项必还含有分别位于第3行和第4行的某两元素，而它们

又分别位于第2列和第4列，即和％或吃和此.注意到排列1324与1342的逆序

数分别为1与2,故此仃列式中含有勺］＜123的项为-与alla23a34a42-
4.计算下列行列式

4 12 4 2 1 4 1

12 0 2 3-121
(1) ； (2) ；

10 5 2 0 1 2 3 2

0 117 5 0 6 2
-ab ac le > , 1 1 1

(3) bd -cd de ； (4) a b c

bf cf -ef b+c c+a a+b
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习题解答

2

-4

-20

7
2

7

85

45

=0 （因第3,4行成比例）;

2 14 1

r2 +rj 5 0 6 2
(2) D=^= =0 (因有两行相同);

12 3 2

5 0 6 2

(3) D

-1 1
r2+r1

abcdef 0 0

0 2

1

2

0

=^abcdef ；

(4) D

1 1 1 1 1 1

g+B+c o+6+c a+6+c =(a+6+c) 1 1 1

b+c c+a a+b b+c c+a a+b

(5) D

1+ab a 0
(-1)(-1)， -1 C 1

0 -1 d

=(1 +ab )(1 +cd) +ad.
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第1章行列式

(6) D

12 3 4
Ui 1 1 -3
IF 0 11-3 按C］展开 9 9 7

0 2-2-2 5-1)
1 1. 1

0 -1 -1 -1

c2~cl 1 -3
1 0 -3

2 -4 -2

1 0 1

=4
1

=16.

注本题中哪怕是求三阶或四阶行列式都运用了行列式的各种基本的计算手段,

请读者留意.

5.求解下列方程：

x+1 2

2 1(1) 4+1 =0;

x+1

(2)
x

2X
3X

a
2a
3a

1

b

b2

b3

=0,其中a,b,c互不相等.

(1) 左式S3)

=(%+3)(%2-3).

1 1 0 1 0 0

2 %+1 1
Co-Cj
-—3+3) 2 x-1 1

—1 1 式+1 -1 2 x+1

= 3+3)
X-1 1

2 4+1

解

1 1

1

1

c
2

于是方程的解为x1=-3,x2=V3,x3 = -y3；

(2)注意到方程左式为四阶范德蒙德行列式，由教材例12的结果得

(a-x) (br) (c-x) (b-a) (c-a) (c-b)= 0.

因a,b,c互不相等,故方程的解为%1=a,«2 = 6,x3=c.

6.证明：

a b2

(1) 2a 2b

1 1 1

ab

a+b = (a-b)3；

ax^by ay+bz az^-bx x y z

(2) ay-^-bz az+bx ax+by =(o3+Z>3) y z x

az+bx ax^by ay^-bz z x y
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习题解答

(3)

a2

b2
2C

d2

(a+l)?

3+1)2

(C+)

(d+D2

1 1

b c

b2 c2

bA c4

(a+2)2

3+2)2

(c+2)2

(涉+2尸

(a+3)2
3+3)2

(c+3)2

(d+3)2

=0

1

d

d2

dA

=(a—b)(a—c) (a—d)(b—c)(b—d)(c—d)(a+6+c+d)；

1

aF ab-b? b2 (a-bV ab—V b2
Cj-C3

2(a-b) a—b 2b
C] — 2c2

0 a—■ 2b证(1)左式
c2 -C3

0 0 1 0 0 1

= (a-t)3 =右式;

(2)将左式按第1列拆开得

ax ay+bz az+bx by ay+bz az+bx

左式= ay az+bx ax^-by + bz az+bx ax+by = aD"M)2,

az ax+by ay-^-bz bx ax-^by ay+bz

其中

X ay-^bz az-^bx X ay+bz z

y az+b劣 ax^-by
C3 —bc[

—a
C3S y az+bx X

z ax+by ay+bz z ax+by y

az^-bx

ax+by

ay+bz

z

/，

y
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第1章行列式

于是

D = aZ)j +6D2 = (a3 +63) y =右式.

2a+l 2a+3 2a+5

其中

C4-C3

(3)左式—C3-C2
C2-C]

b2
C2

d2

a2

b2

26+1

2c+l

2J+1

2a+l

26+1

2c+l

26+3 26+5

2c+3 2c+5

2d+3 2d+5

=0 （因有两列相同）；
c3~c2 2 2

d2 2d+l 2 2

（4）左式:

2

1 1 1 1

0 6-a c—g d~a

r3^ar2 0 b(b-a) c(c~a) d(d—a)
r2-ar\

0 bXb2-a2) c2(c2—a2) d2 ( d2 —a2)

按5展开

g取公因子（"）（c-a）（d-a）

=(i-a)(c—a)(d-a)
d-b

c-b

c2( c+a) /(d+a)

d・b

x y

Z X

z x y

2 2

2 2

(I)(c-a)g)

X y

1 1

1

0

0

b

b2( 6+o)

1 1

%

1

r

x = c2(c+o) —6c( 6+a) = c( c2 fe2 —a6) = c( a+b+c) (c—b),

y = J2( d+a) -bd(b+a)= d( a+b+d) ( d—b).

故

1c-fe d—b 1
=(c-b)(d-b)

x y c(a+b+c) d(a+b+d)

• = (c—6) (d—b) [ d( a+b+d) -c( a+6+c)]

=(c—b) (d—b) [ ( d—c) (a+b) +d2—c2]

=(c—b) (d—b) ( d—c) (a+b+c+d),
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习题解答

因此，左式= (b-a) (c-a) (d-a) (c-b) (d-b) (d-c) (a+b+c+d)=右式.

注此题也可添加一行一列后用范德蒙德行列式的结论来做，读者可自行尝试.

(5)证一 按第1列展开得

X -1 0 -1 0 0

D =x 0 X -1 X -1 0

G】 a2 a3 0 X -1

3 2=a3x +a2x +a}x+aQ ；

-1 O'* (对上式第1个行列式

% 继续按第1列展开)

证二按最后一行展开得

-1 0 0 X 0 0

X -1 0 +。1 0 -1 0

0 X -1 0 X -1

x -1 0 x -1 0

。2 0x0 + a3 0 % -1

0 0-1 0 0%
3 2= a2x +a2x 4-Oj% + a0.

7.设几阶行列式 〃 = det(%)，把D上下翻转、逆时针旋转90。或依副对角线翻转,

依次得

%1 an2 - . °nn 4, a2n • , ann ann * •: a2n %

°21 。22 .
,刀2 =

al2 O>22 , • an2 %2 • •• «22 。12

an fl12 • . flln all a21 , . J «nl - ・・a2] an

证明幼=0=(-1)冲0刀3=刀.

证(1)通过对换行将n变换成》，从而找出们与Q的关系.

幼的最后一行是力的第1行，把它依次与前面的行交换，直至换到第1行，共进

行n-1次交换；这时最后一行是〃的第2行，把它依次与前面的行交换，直至换到第2

行,共进行n-2次交换……直至最后一行是Z)的第n-1行，再通过一次交换将它换到

第1行，这样就把P,变换成D，共进行

(n—1) +(n-2) +••• + ! = —n( n—1)
*， 2

次交换，故幼= (-l)*f D

注上述对换行(列)的方法，在解题时经常用到.它的特点是在把最后一行换到
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第1章行列式

某一行的同时，保持其余n-1个行之间原有的先后次序(但行的序号可能改变)，见例

6之析.

(2)计算外注意到心的第1,2, ••挪行恰好依次是D的第列，故

若把Z＞2上下翻转得瓦，则方2的第行依次是D的第列，即方?=

于是由(1),有

= ( - 1 )扑-1)& = ( - 1 ) * "T W = ( _ 1 ) 土5-1 成

(3)计算队•注意到若把逆时针旋转90。得瓦，则有的第1,2,-,n列恰好是

D的第列,于是再把底左右翻转就得到。•由(1)之注及(2 ),有

。3 = (-1)*"-'＞方3=0・

注本例的结论值得记取，即对行列式刀作转置、依副对角线翻转、旋转180。所得

行列式不变，作上下翻转、左右翻转、逆(顺)时针旋转90。所得行列式为(-1)土＜1成

8.计算下列行列式 (0为k阶行列式):

1

a
(1) Dn= ，其中对角线上元素都是未写出的元素都是0;

1 a

x

a
⑵n=.

a
na (a-1)n ,•-(a-n)n

n-la (c-l)i •• . (a—n)n-1

(3) D“+产

a a-1 •• . a-n

1 1 •・ • 1

ai们

(4)%=  」
C] ‘ d]

b,

，其中未写出的元素都是0；

dn
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习题解答

0]

1+%

(6) n=det(Q")，其中气 =\i~j\；

1+。] 1 • ・• 1

1 l+a2 • •• 1
⑺2=: ，其中QiyQ“绪0.

1 1 • •- 1+%

(1)解一 化m为上三角形行列式

a 1 a-1 1
n i ・ , n-2 / 2 1 \------- ・. =a (Q 1),

a+1 a+1 0 a+1

上式中最后那个行列式为上三角形行列式；

解二 把n按第2行展开，因的第2行除对角线元素外全为零，故有

a 1

D“=a ••• ,

1 a (n-l)x(n-l)

即D„=aD„.},于是有

= =a"-2(a2-l);
1 a

(2)本题中D,是教材例8中行列式的一般形式，它是一个非常有用的行列式，在

以后各章中有不少应用.

解 利用各列的元素之和相同,把从第2行起的各行统统加到第1行，再提取公

因式.

.+(n-1)a %+(n-l)G • •• %+(几一 1)G

D E ' a X , •• a
"i=2,3,-,n

a a .. X

1 1 ...1

=[x+(n-1) q]

ia X . . • a,

a a •• • X
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第1章行列式

1 1

r~aTl 「 / 1ri = 2,3,.n [EST)"
x-a

x-a

x-a )"■' [«+(n-l)a]；

(3)解把所给行列式上下翻转，即为范德蒙镣行列式,若再将它左右翻转，由于

上下翻转与左右翻转所用交换次数相等，故行列式经上下翻转再左右翻转(相当于转

180。,参看第7题)其值不变.于是按范德蒙德行列式的结果，可得

1 1 1

a-n a—n+1
n D)；

ICy <i<n + l

\ na-n) (a-n+1)n • a

(4)解 本题与教材例11相仿，解法也大致相同，用递推法.

D眼

bn •; 0
c” A

0 :玖("-1)

由教材他，心，-膈)小＜,,7,

即有递推公式

另一方面，归纳基础为心=
Q]

C1

〃&=(%山-如6)〃2(“_1).

b,

d,
利用这些结果,递推得

D2„ = (and„ - bnc„)---(a,d, - b,c,) = f] (atdt - b.);
k-\

(5)解 把所有的行(第1行除外)都加到第1行，并提取第1行的公因子，得

1 1 1

Pn = (l+a1+a2+---+a„)
l+a2 …

%% . 1+%

01

Cj-C]
=(l+a1+a2+---+an)

>.
C”-C1

0

01

0 1

=1 +。2 + ・’・+% ；
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习题解答

(6)解

n =

0

1

2

1

0

2

1

0

•• n—1

•• n-2

—

1 -

-1 •

1・

•• n-2
.・-1

・• -1

n-1

-1

-11 J-i-r

n-1 71—2 71-3 ..0 1・ ・・ 1 -1

n—1 n •• 2n-3 n-1

、+C”
0

0

—2 ••

0 ••

—2

-2
*

C _]+c“
0 0・・ 0

=(
(7)解 将原行列式化为上三角形行列式.为此，从第2行起,各行均减去第1

行,得与例1.3相仿的行列式

.于是
"I

其中 6 = 1 + 5 + aj Y —= a】
I a.=2

= "2

3 2

1 3

1 +时

9.设牛 ,D的(很)元的代数余子式记作相，求心+3心-
2 0 1
1 3

2X33+2X34.

解 与例13相仿，心+3缶2-以33+2434等于用1,3,-2,2替换D的第3行对应元

素所得行列式，即

3 1 -1 2 3 1 -1 1

A31 +3^32 一 24 33+2/134 =
-5 '1 3 -4 C4+C3 -5 1 3 -1

1 3 -2 2 1 3 -2 0

1 -5 3 -3 1 -5 3 0
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第1章行列式

= 24.

补充习题L（附答案和提示）

11计算行列式

1823 823 23 3

1549 549 49 9

1667 667 67 7

1986 986 86 6

12计算四阶行列式

1+a 1 1 1

1 l-o 1 1
D=

1 1 1+6 1

1 1 1 1-fc

13求满足下列方程的实数

\ x y z

x 1 0 0
=1.

y 0 1 0

z 0 0 1

14计算几阶行列式

% -1

0 a} 一］

D,= ' （未标明元素均为零）.
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补充习题1（附答案和提示）

1.5计算几阶行列式

"1

aq aq l+a：

1.6已知多项式

f3 =

x+1 2 x-3 2

1 2%+2 7 5

3«+l 3 3%+3 8

1 8 0 4%+4

求夫互）的最高次项.

答案和提示

1.1 -4X10 .7

1.2 ab2.
1.3提示:将。按第1行展开，得孩+矿+『=0,解得*=丁=2=0.

1.4 aoa,---a^l-¥b]a2---a^l+--+b^2a,_l+b^t.
n

1.5 1 + £ a：.

1.6 112?.
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第2章
矩阵及其运算

基本要求

1. 理解矩阵的概念，了解零矩阵、对角矩阵、单位矩阵、三角形矩阵、对称矩阵等

特殊矩阵以及它们的基本性质.

2. 掌握矩阵的线性运算（即矩阵的加法及矩阵与数的乘法）、矩阵与矩阵的乘法、

矩阵的转置、方阵的行列式以及它们的运算规律.

3. 理解逆矩阵的概念、性质以及矩阵可逆的充要条件.理解伴随矩阵的概念和

性质.

4. 了解克拉默法则.

5. 了解分块矩阵及其运算规律.熟悉矩阵的行向量组和列向量组.

内容提要

1.矩阵的定义与记号

mxn矩阵，记作A或矩阵的第i行第，列元素称为该矩阵的（i,j）元；以气为

GJ）元的矩阵记作（%）或（%）网.

n阶矩阵（或n阶方阵）记作4或色冽矩阵（或称列向量）常用a,a,x表示，行矩

阵（或称行向量）常用事,/,此表示.

零矩阵记作。或。命，以为对角线元素的几阶对角矩阵也可记为

diag（人“植，…人），单位矩阵记作E或旦.
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内容提要

2.矩阵的运算及运算规律

(1)矩阵的加法满足：

(1) A+B=B+A；

(ii) (A+8)+C=A+(B+C).

(2) 数乘矩阵满足(其中A^elR)：

(i) 人(")=(心)4;

(ii) (A+/a)A = AA+ju,A；

(iii) A(A+B)=AA+AjB.

(3) 矩阵与矩阵相乘满足(设运算都是可行的)：

(i) (AB)C=A(BC)；

(ii) A{B+C)-AB+AC,{A+B}C=AC+BC,

(iii) (AA)fi=A(AB)= A(AB).

需特别注意:(i)矩阵乘法不满足交换律，即一般情况下,AB^BA,故矩阵乘法有

左乘和右乘之分；

(ii)当A8 = 0时不能推出4 = 0或8 = 0.

(4) 矩阵的转置满足：

(i) (At)t=A；

(ii) (A+B)t=At+Bt；

(iii) (AA)t = AAt；

(iv) (AB)t=BtAt.

若方阵4满足At=A,则称A为对称矩阵.A = (a,)„为对称矩阵的充要条件是

。广％ (E= 1,2,• • •,口).若方阵4满足At = -A,则称4为反对称矩阵.4 =(%)“为反

对称矩阵的充要条件是a.. = -a>; (i,j=l,2,-,n).

(5) 方阵的暴和方阵的多项式.

设狄人)=%+<1］入+…+七人”为入的m次多项式，记

(p(A)= a0^+a1A+,*,+amAm,

以4)称为方阵A的m次多项式.

方阵的幕和多项式满足运算规律：

(i) A'A1 =Am , (4*)1 =AW( A,Z e Z +)；

(ii) 设平(A) J(A)是4的两个多项式，则机4)_/U)=/(4)0(A).

因此,方阵的多项式可以像数的多项式一样分解因式.

(6) 方阵的行列式满足：

(i) "=|A|；
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第2章 矩阵及其运算

(ii) |AAj=A"|A„|;
(iii) |AB|=|A||Bl-

3.逆矩阵

(1)定义 对于方阵4,若有方阵8使

AB=BA=E,

则称A是可逆的,B称为A的逆矩阵,并记为B =4=

(2)方阵A可逆=|4| 乂0

D存在方阵B,使AB=E

o存在方阵8,使BA=E.

(3)逆矩阵的性质

⑴若A可逆，则A-】也可逆，且(4：)t=A；

(ii)若A可逆，则也可逆，且(4『)-'=(4-);

(iii) 若A可逆,5,则kA也可逆，且(kA)-'

(iv)若A,8均可逆，则曷 也可逆，且(也?广=B- A-\

(4)伴随矩阵
方阵A的伴随矩阵4•定义为

A、")，

其中禹是行列式IA I中。,j)元的代数余子式

伴随矩阵具有下述性质：

(i) AA' =A*A= \A \E；

(ii) 若⑷乂o,= ,a- = |a|a-!.

4.克拉默法则

含几个未知数n个线性方程的方程组Ax = b,当系数矩阵4的行列式|A| NO

|A-|
时有惟一解，且解为“产廿,这里&是把A的第i列换成万所得的n阶方阵，

\A I

5.分块矩阵坐坐坐坐坐坐坐坐

用一些横线和竖线把矩阵分成若干小块，这种“操作”称为对矩阵进行分块;矩阵

分块后，以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵，分块矩阵在运算时,可以把每个

小块看作“数”来运算.

26 ------------------------------------------------



释疑解难

学习要点

矩阵是本课程研究的主要对象，也是本课程讨论问题的主要工具.因此，本章所述

矩阵的概念及其运算都是最基本的，应切实掌握•矩阵的线性运算(即矩阵的加法和数

乘)是容易掌握的.需要重点关注的是矩阵乘法和逆矩阵的概念•矩阵乘法除需熟练掌

握外，还需理解它不满足交换律及消去律，明了由此特性带来的不同于实数乘法的运

算规则.要理解逆矩阵的概念,熟悉矩阵可逆的条件，知道伴随矩阵的性质及利用伴随

矩阵求逆矩阵的公式.知道分块矩阵的概念，着重了解按列分块矩阵和按行分块矩阵

的运算规则，对于利用分块法简化矩阵运算的技巧，不必追求•

释疑解难

问2.1矩阵运算与我们熟悉的实数运算的本质区别是什么？

答两者的一些本质区别在于：

(1) 实数乘法是可交换的，而矩阵乘法是不满足交换律的，这表现在:若矩阵A
与8可乘，但B与。未必可乘m阶矩阵,BnX„Amx„* n阶矩阵，当时

(1 -1)
AB^BA;即使A, 3均为阶方阵，仙也未必等于BA.例如取A = ,

10
(1 0)B= 1」，则
U oj

fi -i)
AB = O,而 8A= (2.1)u -u

正缘于此，矩阵的乘法就有B左乘4(即BA)与8右乘A(即AB)之分

(2) 由(2.1)式可知，即使A^O,B^O,但它们的乘积AB也仍可能是零矩阵.这

种情况在实数运算中是不可能发生的.因为若有ab = 0,a,be^,则a,b中至少有一个

是零.

(3) 在实数运算中，若有心=0且a尹0测必有，=0;等价地，若有ax = ay且a/0,

则有，=‘,即a可从等式两边消去.(2.1)式表明，若矩阵A,X满足AX = O,且4 KO,
并不能得出X=。；等价地，若有AX±AY,且AW。,并不能把A从等式两边消去，得出

x=y.不过，若4为方阵且|4 |关0,按克拉默法则，则由AX=。,可得出X=O,这表明

矩阵乘法消去律成立的条件与实数乘法也不一样.教材在第3章中给出了(当A不一
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第2章 矩阵及其运算

定是方阵时)由AX=。可推出X=o的充要条件是A为列满秩矩阵.

问2.2设A是几阶矩阵(nN2),下列等式是否正确？为什么？

(1) |M|=|fe||A|； (2) (kA)' =kA' (fc#O).

答(1)不正确.由方阵的行列式的性质知道\kA\=k"\A\.

(2) 不正确.由伴随矩阵的定义知道，(材).的。盘)元等于矩阵材中(")元的

代数余子式，即

(kA)' =k"~'A'.

如11 .. 如1,刀 ka* ・ •-如 1.

岫-1,1 W-ij+i • •-稣1,"
(-1广

•,也+1,>1 她+i,尹】. ■■ ka,'+Ln

电1 •

:'

-膈-JT 如2】• •• kann

所以

问2.3 A的伴随矩阵A*有什么重要的性质？

答(1)基本性质A'A=AA' = \A\E；

(2) 当⑷部时，有4七冷4.,(4，广=旨4；

(3) |A-| = \A I”-'(这里n是方阵)的阶数，见教材习题二第24题)；

(4) (A-)t=(At),,(A，)-1 = (A-,)\

问2.4称一个行列式不等于零的方阵为非奇异矩阵有什么缘由？可逆矩阵或非

奇异矩阵有什么重要意义？

答奇异一词由英语singular译来，意为异常的，独一无二的.如果我们定义实数

a是可逆的:存在实数如使泌(=允)=1，那么所有非零数a均可逆，且其逆为其倒数:

a- = -;0是独一无二的不可逆的实数，因而它就显得奇异.另一方面，方阵A可逆的
a

充要条件是|A|#0.与实数的情形对照起来,行列式等于零的矩阵也就称为奇异矩阵.

可逆矩阵或非奇异矩阵是线性代数中最重要和最基本的概念之一,这里把它与实

数的情形作一比较,以加深对它的理解：

实数集合R n阶矩阵集合M,

元素a可逆D存在b,使ab,=,ba= 1

=a^0

<=>存在6,使ab= 1

元素A可逆=存在，，使AB-BA.-E

<=> | A |关。

=存在8，使AB=E
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释疑解难

如果把实数1称为IR中乘法的“单位元素”，把单位矩阵E称为M“中乘法的“单位

元素”，并把两者对应起来；同时把R中非奇异元素a尹0对应于M“中非奇异元素

4； |A|尹0,则从运算角度抽象地看，二者是没有什么差别的(这里表示几阶方阵

全体).

正如实数方程必=6,当aXO时有解x=a1b=— 一样，可逆矩阵的一个最直接的
a

应用就是求解矩阵方程AX=B,当4为可逆矩阵时，它有解X=A 'B.另一方面，也应

看到矩阵是一个数表，远比一个数复杂,所以当4为不可逆矩阵甚至不是方阵时，仍

可讨论方程AX=B的解(见第3章).

问2.5矩阵与行列式有什么区别与联系？

答矩阵的记号(数表外加括号)与行列式记号(数表外加竖线)很相像，但它

们是两个截然不同的概念，不要混淆，更不要随意混用.矩阵是一个数表，而行列式

则是一个数.另一方面,方阵与它的行列式又是紧密相关的•方阵确定了它的行列

式;而行列式又是方阵特性的重要标志.如问2.4所述，根据行列式是否为0把方阵

划分为奇异与非奇异两类,这样的分类具有基本而深刻的意义•第3章中将要把方

阵的行列式这一概念推广为矩阵的k阶子式的概念，用以揭示出矩阵更深刻的

特性.

问2.6矩阵多项式有什么意义？

答(1)设有，的m次多项式

«3)= %/+•••+%*+%,

当，用n阶矩阵4替代时，就成为矩阵多项式

cp(A') = amA m+a}A +a0E.

(注意常数项被替代成a0E.)它满足：

(1) 弑A)也是"阶矩阵；

(ii)设以A)和W(A)为A的两个矩阵多项式,尽管矩阵乘法不满足交换律，但

弑4)与政(4)总是可交换的，即

<(>(A)W(A)= 甲(A),

从而熟知的普通多项式的乘法规则和因式分解规则，对于矩阵多项式也成立，如

m
(E+A)m=E+ £

k = }

(2) 就像实数多项式是最重要、最基本的函数之一，矩阵多项式也是线性代数的

重要而基本的内容.教材中仅介绍了矩阵多项式的一种特殊的计算法,即

⑴若4=diag(A1，桓，…，入”)，则以4)= diag(<p(Aj) ,^(A2)，―,P(A,));

(ii)若A=PBP ',则徂A) = P?(8)PT.
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第2章 矩阵及其运算

问2.7对角矩阵和分块对角矩阵在运算上有什么特性?

答为简洁起见,以二阶对角矩阵为例.设A = ,，那么
°^J

(1) 1出="2； (2) AB = ，特别妒=

、

（3） A可逆且当A可逆时4一|
1

可见对角矩阵的运算比较简单.

对于分块对角矩阵也不妨以对角线上有两个子块为例，设A =
A?

（B. \
B= ，其中方阵鸟与方阵饥同阶，方阵为与方阵％同阶，那么I

、

(2) AB =(1) \A\=\A.\\A2\i
(A\

特别=

（3） A可逆和冬都可逆，且当A可逆时A-= .
I 由J

可见分块对角矩阵运算时把对角线上子块当作数，按对角矩阵的运算性质进行适当延

伸就可以了.

例题剖析与增补

一、教材例题剖析

例7析 把线性'方程组写成矩阵形式Ax = b（齐次方程为Ax = O）是以后讨论线

性方程组的基础和出发点，它与一元一次方程ax = b （a,b为数）在形式上相一致.

例9设列矩阵X=（气,如•••,/.） 丁满足X『X= 1 ,E是n阶单位矩阵,H=E-2XX\

证明H是对称矩阵，且HH^E.

析（1）当X为nxl的列矩阵时,XX『为n阶方阵，而X『X是一阶方阵,也就是

一个数;
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例题剖析与增补

(2)因为矩阵与E可交换，所以

(£-2XXt)2=£-4XXt+4(X¥t)2,

又因矩阵乘法满足结合律，所以

(irT)2=(xxT)(AXT)=x(xTx)yT=xixT=xxT.

H 2 3)

例12求方阵A= 2 2 1的逆矩阵.

、3 4 3,

析 当利用公式A'1 =济4,来计算时，计算量较大，较容易出错.故并不推荐用

此方法来求逆矩阵.在第3章还会介绍更方便的求逆矩阵方法.

fl 2) 《1。) ——
例 14 设尸= \,A= \,AP=PA,^An.

U 4J I。 2)

r-i i n p 、

例 15 设「= 10 2 ,A= 2 ,AP=PA，求 <p(A) = A3+2A2-3A.

、1 1 -ly 、 f >

析这两例是关于方阵的慕或多项式的计算.它们的方法往往不是直接计算A的

嘉或多项式,而是如这两例所介绍的方法:先把A通过可逆矩阵P与对角矩阵A联系

起来，

A=PAP '=^Ak=PAkPl

*(4) = P『(4)PT.

上式表明,^A=PAP-'时,4的号和多项式可经由对角矩阵4的同一藉和同一多项式

来计算，而后者的计算，如教材所示,是非常容易的.(在第5章还会详细介绍.)

例16分别用克拉默法则和逆矩阵方法求解线性方程组.

析求解系数矩阵为可逆方阵的线性方程组可用三种方法：(1)克拉默法则；

(2)逆矩阵方法;(3)初等行变换方法(第3章).克拉默法则的特点是用行列式给出

每个未知数的解的表达式，在处理某些问题时有其独到之处，但其缺点是计算量太大,

如当n = 5时需要求六个5阶行列式.故除了一些特殊情形，一般不采用克拉默法则来

求解具体的线性方程组.

二、例题增补

例2.1设方阵A满足妒+4 = 4£,证明A-E可逆，并求其逆.

解 由(A-E)(A+kE) = A2 + (k-l)A-kE，取 k = 2,有

(A-E) (A+2E) = A2+A-2E=4E-2E=2E,
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第2章 矩阵及其运算

于是

(4-E)(f(A+2E)卜 E.

由矩阵可逆的充要条件(教材定理2的推论)，知矩阵A-E可逆，且

(A-£)- = y(A+2£).

注对于类似于本例的问题，往往用类似于数的多项式的乘法或因式分解，对矩

阵多项式乘适当的因式或作因式分解,利用教材定理2的推论可以同时解决逆矩阵的

存在性及表达式.

<1 0 n
例2.2设4 = 0 2 0 ,nN2为正整数，求

0 b
0 nH 0 1) (\ 0 B

解因a2= 0 2 0 0 2 0 =2 0 2 0 =2A,即 A 满足 A2 = 2A,利用此

0 0 1J 0 0 1J

关系式得

A"-2A"T=A"-2(a2_2A) = aIo = o.

注本例是方阵求幕问题.方阵求籍大致有两种方法.一种是根据所给矩阵A,找
出A所满足的关系式(如本例及下例)；或通过具体计算42/3等,找出求A的嘉的规

律(教材习题二第6题).另一种，是如教材例14和例15所用的方法.

例 2.3 已知 a =(1,2,3)t，P=[1，!，&).又，方阵 A=ap\求"

解由方阵蒂的定义有

A" =.(0?必)…(邨)

把上式看做2n个矩阵的乘积,使用结合律,得

An =a(■□) •:伊.
(n-1)个

注意到矩阵5编是一个1x1的矩阵，也即是一个数,0%=3,根据矩阵数乘的运算规

则，有

3"

2_
T

1 7
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例2.4设A是n阶非零方阵,且满足4* =4气证明| A | X0.

证 把题设条件A*=At代入公式A'A= |A|E中，得AtA= \A\E.^j证|A|xO,

用反证法:若\A\=0,则4小=。,根据教材例19的结论知4为零矩阵，此与题设A为

非零矩阵矛盾，故|A|#0.

H 0 0、

例2.5 设矩阵X满足AXA +BXB = AXB +BXA +E,其中矩阵4= 110,

、1 1 b

p 1 1)

B= 1 0 1 ,E为3阶单位矩阵，求X.

<1 1 0,
解 由题设矩阵方程，得

AX(4-W)+BX(B-4) = E

nAX(A-B) -8X(A-B)= E

n(A-B)X(A-B) = E, (2.2)

1 -1 -1

由于\A-B\= 0 1 -1尹0,故4-B可逆，且

0 0 1

‘1 1 2、

(a-b)t= Oil.

' 、。o b
于是，用(A-B)T分别左乘、右乘(2.2)式的等号两边，得

H 2 5)

X=(4-B)T(A-3)-'= 0 12.

、0 0 L

例2.6设矩阵X满足

A'X=A'B+2X,

(1 1 -］、 ri n
其中A = -1 1 1 ,B= 1 0 ，求矩阵X.

k 1 -1 b
〔0

解 因|A|=4,A为可逆矩阵，故4* = \A I4-J44T,代入矩阵方程得

4A-'X=A-'B+2X

=4X=B+2A^ (用4左乘上式两边)

=>2(2E-4)X=B.
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(1 -1

因 2E-A = 1 1

L 1

n

-1是可逆矩阵，且(2E-4)-】

b

(\ 1 0)

0 1 1，用(2E-A)'1

左乘上式等号两边，得

2X=(2E-A)-啧

=>X=y(2E-A)-,B

2
7
(\ 1 0V1

1 1 1
0项0

n (2

0 =— 1 -i

n

o

注 本例与上例都是求解矩阵方程，因此必须注意在问2.1中提出的几点.求解

矩阵方程，一般先将方程化简,然后代入具体的元素以求出未知矩阵，这样可以使步骤

清晰,计算量减少.

例2.7设口] ,口2,% ,角,02均为4维列向量，行列式det (电，％,% ,P] ) = m,

det(«j,% ,/32,a3)= 求 det(a3,a2,ai ,缶邙2)・

解 因所求行列式的第四列元素均是两个数之和，于是可按第四列拆成两个行

列式：

det(%,%,可 *］邱2 ) = det(% ,% ,♦ ,81 ) +det(，,％ q】,但)

=-det(ai,P】)+det(— ,a2,^2,a3)

=n-m.

例2.8设A=E-aar,其中E是e阶单位矩阵,a是n维非零列向量,b是a的

转置.证明：

(1) 妒=*的充要条件是aTa=l;
(2) 当aTa=l时,A不是可逆矩阵.

证(1)先计算妒：

A2 = (E-aaT) (E-aaT)= F-2aaT+(aaT) (aaT)
=£-2aaj + ( aTa) (act ) = E-aaT+( ara-l)act

-.A+(aTa-1) aa .

(这里应用了矩阵乘法的结合律,并注意到aa是一个数.)

于是

A2=A<=> (aTa-l)aaT = O<=>aTa-l =0<=>aTa= 1.

(因a#0,故为非零几阶矩阵)

(2)由⑴知，此时,A2=A.反证:若4是可逆矩阵，用Q左乘疽小的两边，得

A=E.又由题设A=E-@qT,因而ota -O.但当a为非零向量时,口口丁中至少有— 对
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角元非零，从而此为矛盾.故A不可逆.

解由 2CA-2AB = C-B^

P 1 0、 /

例 2.9 已知 2CA-2AB = C-B，其中 4 = 2 2 0 ,B =

、0 0 b

2CA-C=2AB-B=>C(2A-E)= (2A-E)B.

、

，求 C5.

2>

<3

因 2A-E= 4

2

3

0

0)
0为可逆的分块对角矩阵，且(2A-E)-'

-2 0)

3 0，故

° L
C =(2A-£)B(2A-E)-,=>Cs = (2A-E)B5(2A-E)-'

2 0) p

3 0
0 J、

其中H=
3

"4

2)[1

V 、

习题解答

1.计算下列乘积:

<4 3 1) ,7)

(1) 1 -2 3 2

7 0>

号
(3) (-1,2);

解⑴1

、5
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(2)(1,2,3) 」2 =(10)lxI = 10；

3x1

‘2、 . 仁2 4)

(3) (T ,2)1x2 = -1 2

<3J 3x1 k-3 6, 3x2

3(\ n

(4)
0)

2x4

° 12

(5) (4] ,%2，％3 ) 1x3 a22 aQ3

a23 a,

2 1 4

3 4 J

0 2

1 1

0

(6-7 8)
= •

<20 -5 -6,3’

4x3

为、

*2

<3X^37 3x1

^CLjjX | +0]2劣2*。13%3

=31，％2，％3 ) 1x3 a12XI "^0>22X2^a23X3

\口13%1 +。23*2+。33*3)3xl

2 . 2 2
=+。]2劣]42+。1341'3+。12劣2"1 "^"^22^2 *^"^23 *^2^3 +口13%3%1 +口23%3%2+。33式3

=Q H 劣]+a^?%2 +“33%3 + 2。]2%1*2 + %3 +2。23先2人3，

解

(\ i n (1 2 3)

2.设 4 = 1 1 -1 ,B = -1 -2 4 ，求3AB-2A及4唔.
」T J <051;

(1 1 1)(i 2 3) ro 5 8)

AB = 1 1 -1 -i -2 4 = 0 -5 6

3 -1 L < o 5 L
b

9 o.

于是

ro '15 24] 2 2) 仁2 13 22)
= 0 -15 18 - 2 2 -2 = -2 -17 20

[6 27
oj

\2 -2 2j t 4 29
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习题僻答

因4『=A,即A为对称矩阵，故

atb=ab= 0

、2

5

-5

9

8)
6
°,

3.已知两个线性变换

y}=-3z, + z2,

,2= 2^+

,3 = _ Z2+3Z3 ,

*1= 2,1+ y3,

'*2 = -271+372 + 273> '

*3= 4为+ ,2+5,3,
求从Z] ,Z2孩3到X),x2 ,X3的线性变换.

解依次将两个线性变换写成矩阵形式：

X=AY, Y=BZ,

(201) 仁 3 1 0)

其中A 二 -2 3 2 ,B = 2 0 1

14 15, 、0 T 3,

分别为对应的系数矩阵;x = ,Y =

为

，2

,3

.在这些记号下，从Z”Z2,Z3到气，，2,约的线性变换的矩阵形式为

?3

X=AV=A(BZ)= (AB)Z = CZ,

这里矩阵

「201) 仁 3 1 0) (-6 1 3、

C=AB = -2 3 2 2 0 1 = 12 -4 9

<415； ‘0-13, 、-10 -1 16?

即有

12zj - 4z2+ 9z3 ,

x3 = -10z, - z2 + 16z3.

(1
4.设4 =

U
2) ri. 0)

,B= ，问：V U 2；

(1) AB=BA 吗？

(2) (A+B)2=A2+2AB+B2吗?

(3) (A+B)(A-B') = A2-B2吗?'•

解 (1)因 AB =
p 2、 f1 0、 J3 4、

U 3, 11 一〔4
6,-C ：)C 3

、 2、

、3 8,
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第2章 矩阵及其运算

故 AB # BA ；

(2) (A+By = (A+B)(A+B) = A2+AB+BA+B2,但由(1) ,AB^BA，故 AB+BA^

2AB,从而(A+By^A2+2AB+B2；

(3) (A+B) (A-B) = A2+BA-AB-B2,但由(1),AB^BA，故 R4-AB^O,从而

(A+B)(A-B)#A2-B2.

5.举反例说明下列命题是错误的:

(1) 若A2=0,则A=0；

(2) 若 A2=A,则。=0 或4=£；

(3)若 AX=AY,S.A^0,则 x=y.

解(1)取4 =
o r

0 o,
，有 *0,但 A0O；

(2)取4 =
0) ,

，有妒=4,但4X0且4尹E；
1

(3)取4 =
0

°) 《10)
,Y=A=\ ，有 AX=AY,且 4X0,但 X/K

J (0 0)

, 、 M 1 °)(1 o'
6. (1)设4= ，求A2,A3,-,A*；(2)设A= 0 A 1，求A'.

侦1)
1,0 0 Aj

(1
解(1)直接计算得妒=

J Ia
一般可得

'1 0、

、砍L
(2.3)

事实上，当虹1时,(2.3)式显然成立,

设当 i 时,(2.3)式成立，那么当 i+1时,

An+'=A"A =
，1 0、 '1 0、

、(几+1)入 1?

由数学归纳法，知(2.3)式成立;

(X 1 (X 1 2A 1)

(2) / A 1 A 1 = A2 2A

2 I 以
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习题解答

3 2A n 3 2A 1 ） 3 4A3 6A2>

Aa=A2A2 = A2 2入 A2 2A = A4 4入3

aJ I k

注可证A （偿2）.

c：质 A2 nA 7l（几-1 ）、

2
0 An *2

0 A nA
〔0 0 A" y 〔0

0 A2 ,

，求妒。和妒;
‘3

、1
一;7. （1）设4 =

（2、

(2)设心 1

if

解⑴妒=

2],4=护,求4俱

= 10E,于是
'3 1、 (3 1、 '10 o'

、1 -3,
L -3>

、o io.

A5' =AXA = 1025EA = 10aA = IO25

8. (1)设A,B为n阶矩阵，且A为对称矩阵，证明3丁劣8也是对称矩阵；

(2) 设A,B都是n阶对称矩阵，证明AB是对称矩阵的充要条件是AB=8A.

(3) 设A为n阶方阵，若满足妒=-4,即％. = -%(十,j= 1,2，…,几)，则称A为反

对称矩阵(亦称为反称矩阵).设A,B都是n阶反对称矩阵，证明AB是反对称矩阵的

充要条件是=

证(1)根据矩阵乘积的转置规则，有

(BtAB)t=BtAt(Bt)t = BjAB (因 4 为对称矩阵)，

故由定义知b7ab为对称矩阵；

(2)因 At=A,Bt=B,故

AB为对■称矩阵=(4B) 丁 =48

<=>«tAt=AB

=BA =AB.

A50 = （A2）25 = （10E）25 = 1025E,

1、
[1 -3/

（2） 41°°=（沥T）（沥T）...（q5T）（力亳）（方T^）…（力亳）时，因力亳=_8,故由上式

1004- 99个8 * * * * * * * * * * *

知 A,fl0 = （-8）99aiT = -899
「2 .4

1 2 4

[-3 -6 -12j
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第2章 矩阵及其运算

(3)因 AT = -A,Br = -B,故

AB是反对称矩阵o (AB)t = -(AB)

^b7a7=ba=-ab.
9.求下列矩阵的逆矩阵:

2、

n
cos 0

sin 0

-sin 6

cos 0

1°

0、

尹0).

解（1）由二阶方阵的求逆公式（教材例11）得

(2)
cos 0 -sin。、 -’ 1 / ncos 0 sin 0、 I cos 0 sin 8、

、sin 0 cos 0) cos2^+sin2^ 、一 sin 6 cos们 (-sin 6 cos们

2 -1

4 -2 =2#0,故4可逆，并且

-4 1

1

(3)因 |A|= 3

5

于是

2

叫

2
2

A* =

_眩23

-州2

“33 /

^22

(-2 1 0)
(-4 2 0)

-13 6 -1 =
13
2

3
1
2

-32 14\ z L16 7 -b
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习题解答

(4)因 …％ K0,故 Qi 尹0 J = 1,2,…，71.于是矩阵 B = diag
\al a2 an J

有意义的,并且因

(1 1 1 '
AB =diag(a),a2,••• ,an)diag —,…，―

\ai a2 an J

= diag(l,l,•••,!) = £„

由教材定理2的推论，知A可逆，且4一’ =B = diag |
3 a2 a„J

注本题结论值得记住，可当作公式用.

10.已知线性变换

x1=2y,+2y2+y3,

' 72 = 3/1+72+5*,

xi = 3yl+2y2+3y3.

求从变量%,,约,物到变量y.,y2 ,y3的线性变换.

解记x=3,约/3)',，=(为必以尸,则线性变换的矩阵形式为*=为,其中A

2 2 1

为它的系数矩阵.因det 4= 3 1 5 =1尹0,故A是可逆矩阵，于是从变量叫，改,％3
3 2 3

到变量力心的线性变换的矩阵形式为

y=A~}x.

(-1 -4 9)

又A-, = —A, =A, = 6 3-7，于是

r-7 -4 9)伊、 ，1=-7约-4叫+9%3,

72 = 6 3 -7 ，即• ,2= 6%]+3%2一7劣3

< 3 2 % y3 = 3气+2%2-4劣3

11.设J是元素全为1的n(n^2)阶方阵证明E-J是可逆矩阵，且(£-」广=

这里E是与」同阶的单位矩阵.n-1

证因
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第2章矩阵及其运算

于是(E-J) I E— J I =E-J— J+—^J2=E— J+—由教材定理 2 的推
[ n-1 j n-1 n-1 n-1 n-1

论,E-J是可逆矩阵，且(E-J) n-.l

注判断矩阵B是否为A的逆矩阵,最直接、最简单的方法就是验证48(或者

阪)是否等于单位矩阵,就像判断3是否为!的逆，只需验证!x3是否等于1 一样.下

两题及例2.1都是这一思想的应用.

12. 设3 为正整数)，证明(E-A)-,=E+A+A2+-+4*-1.
证因(E-4) (E+A+A2+"'+Ak l )= E+A+--•+AI<~1 —A—A2-----Ah

=E-O=E,

由教材定理2的推论知E-A可逆，且其逆矩阵(E-Ay'=E+A+-+Ak-'.

13. 设方阵A满足

A2-A-2E = O, (2.4)

证明A及A+2E都可逆，并求及(A+2E)-1.

解 先证A可逆.由(2.4)式得

A(A-E)=2E,

也就是

A -E.

1
由教材定理2的推论知A是可逆的，且A-J y(A-E);

再证A+2E可逆.由

(A+2£)(4-3E) = A2-A-6E = 2E-6E =-4E,

即

(A+2E)[y(3E-A)]=E,

同理，知 A+2E 可逆，且(A+2E)-1 = ^-(3E-A).

14.解下列矩阵方程:

1

-1

<2 1

(2) X 2 1

J T
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习题解答

(4) AXB^C,其中 A=
(2 1)

(\ 3 3、

,B = 1 4 3 ,c=
1 0 -1

3
[1-2 0

(2 5
解(1)因矩阵

U 3

乘方程两边，得

的行列式等于1，不为零，故它可逆,从而用它的逆矩阵左

X =
1

2 5

1 3； [2

'3 -5)
T 、T 2J

-23

(2)记矩阵方程为X<3X3=B2X3,因

= 3X0,
2 1 -1 3 0 0

ri +「3
det A = 2 1 0 2 1 0

1 -1 1 1 -1 1

X=BA}.

故A可逆，用A-】右乘方程的两边得

又,

A-1 =----- A* —
\A[

1

(1 0

(崎

-Mi?

、股13

n

皿、

蛆2

M33)

于是

T -2 3

3 0J

X=BAT = !
3

(1 0 n
'1 -1 3、

-2 3 -2
、4 3 2；

、-3 3

(-2 2 n
1 '-6 6 3、

8,2_ 3 、-8 15 -2, I 3 3；

(3)记人= ，则矩阵方程可写为,B =
(2 0、

,C=
'3 1、

l-l 2； [T L 、o -b
AXB = C.
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因|A | =6尹0, |3 | =2尹0,故A,8均可逆.依次用A-】和矿左乘和右乘方程两边得

X=A1CB1 = 一:
<20

1
12

-1 12

‘2 -4、 ，3 1) '1 0、 (Y1 12、

、1 b
、o -J

J 2? 12 <3 o>

4 3

0

(1 n

I " 7
(4)因|A| = 3,IBI=1,故A,B均是可逆矩阵，且

1
3 1-5

4 -1
(7 -3 —3、

-1 1 0

IT 0 b
2J

分别用4-'和左乘和右乘方程两边得

XKCB-

1
3 1-5

-1

2

(7 -3 -3)
fl 0 -1)

-1 1 0
U -2 0；

1-1 0 L
'8 -3 -4、 .1 '23 -7
、9 -5 -3 尸 3 厂22 5

-13
14

I
3

4

4

15.分别应用克拉默法则和逆矩阵解下列线性方程组；

⑴

Xj +2%2 + 3角=1 ,

2x1^2x2+5x3 = 29

3a；i+5%2+ 劣3 = 3；

(2)

劣1+ x2 + 互3 = 2,

丸]+2%2+4%3 = 3,

%]+3先2+9式3 = 5.

解(1) (i)用克拉默法则

1 3

5

1

2

2

5

因系数矩阵的行列式|4| = =15 乂 0,由克拉默法则，方程组有惟一2

3

解，且

1
=0;

1 2 3 1 1 3 1 2 1
15 1 c 1

2 2 5 =—=1, x2 = — 2 2 5 =0, x3 = — 2 2 215 ' 2 15 15
3 5 1 3 3 1 3 5 3

(il)用逆矩阵方法

因|A|#0,故4可逆，于是
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习题解答

p 2 3) -1 rn

x =A~}b = 2 2 5 2
、3 5 1J 3

1=—
'-23

13

13

—8
4)
1

p>
2

1=---
(15)

0 0
15 15

< 4 1 -4 3 、0>
即有先］= 1/2 = 0,%3 = °；

(2) (i)用克拉默法则

111

因系数矩阵的行列式|A|= 1 2 4 =2尹0,由克拉默法则，方程组有惟一解，且

1 3 9

1
2 1 1

4 1
1 2 1

1 1
1 1 2

x,=— 3 2 4 =—=2, =— 1 3 4 =----- 1 2 3
1 2

5 3 9
2 ， 2 2

1 5 9
2， 3 2

1 3 5

(ii)用逆矩阵方法

因|A |=2^0,故A可逆，于是易求得

<6-6 2)

A-1 = — -5 8 -3
2

I 1 -2 1J

代入得

(2 \

16.设 4 为3 阶矩阵，|4| = ?,求 |(2A)T-54”.

解因|A| = y^0,故4,可逆,于是由

(24)-'-54, =7J-A*1-4a-'=-2A-1,
2 2

两端取行列式得
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第2章 矩阵及其运算

I (2A)'1-5A*|= I-2/T' | = (-2)3|4尸=-16.

注先化简矩阵，再取行列式，往往使计算变得简单.

, 0 3 3)

17.设4= 1 1 0 ,AB=A+2B，求3.

、T 2 3,
解由 AB=A+2B=^(A-2E)B=A.

(-2 3 3)

因A-2E= 1 -1 0，它的行列式det(4-2E)=2X0,故它是可逆矩阵用

、T 2 1,
(A-2E)-1左乘上式两边得

[-2 3 3) -i , 0 3 3、

B =(A-2EY'A = 1 -1 0 1 1 0

、T 2 ly 、T 2 3J
r-i

-i

3

1

3V 0 3

1
3)
03 1

1 -b 、T 2 3)

(0 6 6) (0 3 3)

-2 4 6 = -1 2 3

、2 2 o> 、1 1

p o n

18.设 A= 0 2 0，且AB+E=A2+B，求B.

U 0 V
解 由方程AB+E=A2+B,合并含有未知矩阵3的项，得

ro o n

(A-E')B=A2-E= (A-E) (A+E).

又,A-E = 0 1 0 ，其行列式det(A-E)=-l尹0,故A-E可逆，用(A-E)'1左乘上

U o o.
式两边，即得

[2 o n

B=A+E = 0 3 0

U 0 2/
19.设 A = diag( 1, -2,1) BA = 2BA-^E,求 B.

解 由于所给矩阵方程中含有4及其伴随矩阵A* ,因此仍从公式由T = \A\E着

手.为此，用A左乘所给方程两边,得
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AA" BA = 2ABA-SA,

又，优| =-2尹0,故A是可逆矩阵，用A-】右乘上式两边，得

\A |3 = 2AB-8En(2A+2E)3 = 8E=(A+E)8 = 4E.

注意到 A+£ = diag(l,-2,l)+diag(l,l,l)=diag(2,-l,2)是可逆矩阵，且

(A+E)T=diag(&,-l，!),

于是

B = 4(A+E)T=diag(2,-4,2).
20,已知矩阵A的伴随矩阵A* =diag(l,l,l,8),且ARV'=耿7+3£,求B

解先化简所给矩阵方程：

ABA^BA'+^E

=>“-£)曲 t=3E

= (A-E)3 = 3A.

若能求得4并且A-E为可逆矩阵，就可解得

B = 3(A-EY'A, (2.5)
下面计算4由题意知4是可逆矩阵，由AA' = \A |E,两边取行列式得|A||A*|= |A|4,

即|A|3=|A*|=8,故⑷=2,于是

4=2(4*)T = 2diag(l,l,l,8)T

= 2diag(l ,1,1 ,普]=diag(2,2,2,}[.

据此,A-E = diag(l,l,l,-f|是可逆矩阵(因|A-E|=-j、,并且

(4-E)T=diag[l ,1,1,-言).

将上述结果代入(2.5)式，得

B = 3diag(l,l,l ,-普)diag^2,2,2,^ =diag(6,6,6,-l).

注(1)这里为大家提供了一条当A是可逆矩阵时，由A •求A的常规途径；

(2)本题中A(或A，)为可逆矩阵的条件是必需的.因为当A不是可逆矩阵时，未

(2 <3

£
2必能由它的伴随矩阵A *来确定4例如 的伴随矩阵均为和 3

0； 0；

<0 、
0

1J
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设p]ap=a9其中p=
-1

1
°) .

，求4.

解 本题与教材例15相仿.因P 'AP =4,故A =PAP ' .于是

An=PAiip-i

22.

-4)(-1 OY1 f-1
Jl 0 2){ 1

1 f-l -4V-1 1
JI 0 2nJl-l

1 - 4+2"

-4-2"

k 1

f 1+213
3 〔-1-2"

(\ ,n

2731 2732

设AP=PA,其中P= 1 ,A =

、-683

-1

—684

，求 <p(A) = A8(5E-6A+A2).

T

1

0 1

1 1 i

5 J

S|P| = 0解 = -6K0,故P是可逆矩阵.于是f^AP = PA得4 =
1 1

PAP '，并且记多项式^(x)=?(5-6x+x2)，有

以A)=P 以 4)p-'.

因4是三阶对角矩阵，故

‘(■4)=diag(0(-l),『(1) ,q(5)) =diag( 12,0,0),

于是

1 n H2 )
(1 「

中(4)= 1 0 -2 0

<1 -1 、 o>
\ 7

，「i 1 n

= 4111

、i 1 b

0 0)缶 A 21 心、

=-2 1 0 0 * * *

0 0, < * * * >
0 0)仁2 -2 -2)

=-2 1 0 0 ♦ * *

U 0 0, 、* * * >
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习题解答

注由于以4)除(1,1)元外均是0,故在求P•时，只需计算P的(1,1)元,(2,1)

元＞(3,1)元的代数余子式Ah ,心和心.

23.设矩阵A可逆，证明其伴随矩阵A•也可逆，且(4•广=(占')*.

证因44* = |A|E及|A|#0,由教材定理2的推论知4*可逆，且

⑷广士

另一方面，因AT(A-i)* = |A-] |E.用4左乘此式两边得

(妒)* = |侦 \A = -^-A,

|A I

比较上面两个式子，即知结论成立.坐坐坐坐坐坐坐坐

24,设n阶矩阵A的伴随矩阵为A*，证明：

(1) 若 |A|=0,则⑷ |=0； •

(2) \A'\=\A\-\

证(1)因

A'A= \A\E, (2.6)

当|A|=0时,上式成为A*A=O.

要证⑷I =0,用反证法:设|A*|部，由矩阵可逆的充要条件知,4•是可逆矩阵,

用(4*广左乘上式等号两边，得A = 0.于是推得4的所有n-1阶子式，亦即占的所有

元素均为零.这导致4* =0.此与4*为可逆矩阵矛盾.这一矛盾说明，当iA| = 0时,

|A-|=0.

(2)分两种情形：

情形1： |如=0.由(1), 41=0= |4|i,结论成立；

情形2： |A|X0.在(2.6)式的两边取行列式，得

\A'\\A\=\A'A\=\\A\En\=\A\".

于是

注本题(2)的结果值得记住.

[12 10)H 0 3 1)

0 10 1 0 1 2 -1
25,计算

0 0 2 1 0 0-2 3

、0 0 0 3, ,0 0 0 -3/

解与教材例17相同，本题练习分块矩阵乘法.记
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则

又

故

原式=
(° ^22^22 )

AjiBn+B” =
2Y<31

<0

(1

万2'，功万12、S n

°，22 /

2)

k 0 2 -4 J

■^22^22

2

'2 1、 '-2 3、 (-4 3、

、0 3, 、° -3,
-〔0

(\ 2、

原式=

"0 一力

0、P

4

4 0

-3 0
26.设4 =

0 0 2

[0 0 2

解若记4 =
(A.。、

1°灼

0
，求\A^\RA4.

0

2 J

，其中A =
3 -3；

,劣2 =

o)
，则A成为一个分块对

2J

0 彳22

2 5

0

0

1

0

0

2

0

3 4

3

2

角矩阵.于是

|1|=|4|8=(|4|| 妇)8=|&|8|妇8=10 七

因AJ =
'25 0'

< 0 25,

a4 =

=25矿故 4： = 5‘E；A，

(A\ O、

0、 4fl o)
，故 A： = 2。

(4 1J
(可参看第6=2

<1

u

题).代入即得

a 0 0 0 \

0 54 0 0
妒=

0 0 24 0

、0 0 26 2\
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习■解答

27.设几阶矩阵4与s阶矩阵B都可逆，求
O

B O)

解 因4和B均可逆，作分块矩阵
0

U" o
，由分块矩阵乘法规则,

于是
o A\

O)
可逆，且

(O

o

A ' (0 矿LfE”
JU'' o) = [oOj
-i ，O

=Ef

3

28.求下列矩阵的逆矩阵:

o

(1)
2

0 0

2 0 0) ( 1、
0 0 —

0 0 5
; (2)

8 3 2 1 0

5 2； 4 3 0;0
(A}。) （5 2、 （8 3）

解（1）将A分块为4 =
1°侦

，其中A产
〔2。

,B IA j | = 1,

|a2| = i，故它们均可逆.于是由分块对角矩阵的性质，有

0、(1 0

A-
O -2 5 0 0

（2）将A分块为
(O

A 2

题得

〔°

4、

°,

A'1

0 0 2

I 0 0 8；

'其中A产!'*2 =

'O A'1}

(0

T 0

〔10

0
3_
2

2

4 3

~2

，因&&均可逆，由第27

°)

3

0

0

15
-1

0 0J

2

0J
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第2章矩阵及其运算

补充习题2(附答案和提示)

2.1选择题

(1)设方阵A,B,C满足ABC邻，则必有( );

(A) ACB=E (B) CBA=E

(C) BAC^E (D) BCA=E

(2)设4,3为几阶对称矩阵且夕可逆，则下列矩阵中为对称矩阵的是( );

(A)

(C) B ]AB
(3)设A为方阵，若妒=0,则(

(A) E-A不可逆,E+A不可逆

(C) 可逆,E+4不可逆

(B) AB'^B'}A

(D) (AB)2

);■

(B) E-4不可逆,E+4可逆

(D) E-A可逆,E+4可逆

(A 。)
(4)矩阵C= 的伴随矩阵C*=( ).

(\A\A' 0 )
(A) t 。 \B\B-)

0、
(C)

< ° \B\A\

(\B\B- 0、
(B)

< 0

(D)
0、

\A\B\

fO -1 0)

2.2 设4= 1 0 0 ,「为3 阶可逆矩阵,B=P 'AP,求Bm'-ZOldA'

、。o -i>

2.3设A是可逆矩阵，且妒=|4|E,证明A的伴随矩阵A'=A.

2.4 设A 为4 阶矩阵，|4| = !，求 |3"-4A-'|.

2.S 设矩阵 A,B,C 满足(E-CT'B)TCrA=E,其中

n -i o o\ ,2 13 4、

0 1-10 0 2 13
B = ,c=

0 0 1 -1 0 0 2 1

、o o o L k0 0 0 2；

求A.

2.6设矩阵X满足XA=X+BB\其中

(1 -] (n
A = -1 1 -1 ,B = -i

k 1 -1 1； < L
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补充习题2(附答案和提示)

求X.

2.7 设 3 阶方阵 A 和 B 满足 A 'BA=6A+BA,^中 A = diag (?,：,«-),求 B.

2.8 设矩阵 B=(E+4)-'(E-A),其中

(1 0 0 0、

-2 3 0 0

0 -4 5 0

< 0 0 -6 7)

证明B+E可逆，并求其逆矩阵.

2.9设方阵A满足A2+2A-3E=O,vE明-A和A+4E均可逆，并求其逆矩阵・

答案和提示

2.1 (1) (D)； (2) (B)； (3) (D),提示：(E-4)(E+4+A2)=E-43=E,(E+4)(E-A+42) =

£+A3=£； (4) (D),提示:CC' = |C|E= |A||B|E.

<2017 \ /-I \

2.2 2017 ，提示:妒= -1 ,BMt =p-'Am6P=E.

、 -2015) I b

2.3 由 A2= \A \E=>A= \A \A~'=A".

2.4 |A| = y=> I A- 1 = 3,4, = \A\A-'= ,于是

| 3A * -4A-1 | =| -3A-1 | = (-3)4\A'1 | = 35.

(1 0 0 0)

-2 1 0 0
A =

1 -2 1 0 '

、0 1 -2 b

提示:化简所给矩阵关系式得 E= (£-C-B)tCt4 = [ C(E-C-'B)yA = (C-B)TA = (CT-BT)A,

故A = (Ct-Bt)'1，代入矩阵万和C,并求逆即得.

(1 -i n

2.6 X=f
-1 1 -i

< 1 T b

2.7 B = diag(3,2,l).

(1 0 0 0>

-1 2 0 0
2.8 (B+E) -i -

0 -2 3 0

t 0 0 一3 4；
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第2章 矩阵及其运算

提示:B = (E+A)-1(E-A)=>AB+A+B=E,再凑成(A+E) (B+E)= 2E(这一步是关键)=B+E =

2(4+£广=(B+E)T = ?"+E).

1 1
2.9 A-*=y(A+2E).由(A+4E) (A-2E)= -5E=4+4E 可逆且(A+4£)-* =—(A-2E).参看

例2.1及教材习题二第13题.
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第3章
矩阵的初等变换与线性方程组

基本要求

1. 熟练掌握用初等行变换把矩阵化成行阶梯形矩阵和行最简形矩阵，了解矩阵

等价的概念.知道作初等变换相当于乘以可逆矩阵.掌握用初等变换求可逆矩阵的逆

矩阵的方法.

2. 了解矩阵的秩的概念，了解初等变换不改变矩阵的秩的原理，掌握矩阵的秩的

求法.了解矩阵的标准形与秩的关系.了解矩阵秩的基本性质.

3. 理解线性方程组无解、有惟一解或有无限多解的充要条件（包括非齐次线性方

程组有解的充要条件及齐次线性方程组有非零解的充要条件）.

4. 掌握用矩阵的初等行变换求解线性方程组的方法.

内容提要

1.定义与记号

初等行变换（r—r,.,rN,r,•+与），矩阵4与B行等价，记为4乙8;

初等列变换（c’f c,xk,c；+kcj），矩阵A与B列等价，记为

初等变换，矩阵A与3等价，记为A〜B.

， （Er 。）
矩阵4的行阶梯形、行最简形、标准形F= o ° ,这里r是A的秩.
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

2. 初等变换的性质及应用

(1) 定理1 存在可逆矩阵P,使PA=B,

存在可逆矩阵0使AQ=B.

推论方阵A可逆oA乙E.

(2) 若(A,E)二(B,P),则 P可逆，且以=8；

若(4,E)二(E,P)，则4 可逆，且P=A '；

若(A,3)乙(E,X),则 A 可逆，且X=A 'B.

3. 矩阵的秩
(1) 矩阵4的秩定义为A中最高阶非零子式的阶数，记作R(A).

(2) 定理2初等变换不改变矩阵的秩.

(3) 矩阵秩的性质

(i) 0«7?(AmX„) «min|m,nj ；

(ii) R(妒)=R(A)；

(iii) 若A〜3,则R(4) = R(3)，特别地，若4的行阶梯形矩阵有t个非零行，则

R(A)= z；

(iv) 若 可逆，则 7?(RM2) =砒A);
(v) max|7?(A) ,7?(B) | WR(A,B) WR(A)+R(B),

特别地，当8为列向量。时，有

7?(A) WR(A0) W/?(A) + 1；

(vi) R(A+3)wR(A)+R(B)；

(vii) R(A3)Wmin|R(A),R(B)}(定理7)；

(viii)若L BnXl = 0,则 R(A)+R(8) Wn(教材第 4 章例 23).

4. 线性方程组的解

(1)基本定理(定理3) n元线性方程组Ax=b

(1) 无解的充要条件是7?(A)<7?(A0)；

(ii) 有惟一解的充要条件是R(A)=R(A0)=n；

(iii) 有无限多解的充要条件是R(A)=R(A,b)<n.

(2) 求解线性方程组的步骤(见教材).

5. 重要定理

为应用方便，常把4中的基本定理分成两个定理来叙述：

定理4几元齐次线性方程组Amxnx = 0^非零解的充要条件是R(A) <n.

定理5线性方程组Ax=b有解的充要条件是R(A)=R(A0).
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释疑解难

把定理5推广到矩阵方程，得

定理6矩阵方程AX=B有解的充要条件是A(A) = /?(A,B).

定理7 若 AK=B,则 R(A)nR(3).

学习要点

本章先引入矩阵的初等变换(重点是初等行变换)、矩阵的等价以及矩阵的行阶

梯形、行最简形、标准形等概念，阐明了矩阵的初等变换与矩阵相乘的关系:对矩阵A
作初等行(列)变换,相当于用可逆矩阵左(右)乘A.由此引出用初等变换求逆矩阵的

方法. ..

矩阵的秩是矩阵的最重要的属性，由于它在初等变换下保持不变，因此有着十分

广泛的应用.对矩阵秩的性质也要有所了解，以增强应用矩阵的秩解决问题的能力•

根据初等变换不改变矩阵的秩的原理,在用初等行变换解线性方程组的过程中，

建立起线性方程组的基本定理(即定理3,或分开叙述成定理4和定理5),并把它推广

到矩阵方程.线性方程组的理论与求解方法是线性代数课程中最基本、最重要的内容，

贯串教材的始终，一定要切实掌握.

本章的重点是:掌握把矩阵化为行最简形矩阵的运算以及根据增广矩阵的行最简

形熟练地写出线性方程组的通解,理解矩阵秩的概念及线性方程组的基本定理.

释疑解难

问3.1 一个非零矩阵的行最简形与行阶梯形有什么区别和联系？

答首先,行最简形和行阶梯形都是矩阵作初等行变换时的某种意义下的“标准

形”.任何一个矩阵总可经有限次初等行变换化为行阶梯形矩阵和行最简形矩阵.

其次，行最简形是一个行阶梯形,但行阶梯形未必是行最简形.其区别在于前者的

非零行的首元必须为1,且该元所在列中其他元均为零，因而该元所在列是一个单位

坐标列向量;而后者则无上述要求.

问3.2在求解有关矩阵的问题时，什么时候只需化为行阶梯形矩阵，什么时候宜

化为行最简形矩阵？或者,它们在功能上有什么不同？

答矩阵的初等行变换直接源手求解线性方程组的消元法,它是矩阵的最重要的

运算之一,其原因就在于矩阵的行阶梯形和行最简形有强大的功能,是一个很理想的

"操作平台”，在此平台上，可以解决线性代数中许多问题，择其主要，如表3-1所示.
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

表3-1行阶梯形与行最简形归纳

行阶梯形 行最简形

1. 求矩阵A的秩R(A)；

2. 求4的列向量组的最大无关组(第4

章).

1. 求矩阵A的秩R(A)；

2. 求A的列向量组的最大无关组(第4章)；

3. 求A的列向量组的线性关系(第4章)；

4. 解线性方程组，求通解或基础解系(第4章)；

5. 当4可逆时，用(A,E)的行最简形求为七

6. 当A可逆时，用(A胃)的行最简形求方程AX = B
的解妒成

问3.3 (1)矩阵A与B等价的充要条件是R(A)=R(B),是否正确？

(2) A与B行等价的充要条件是R(A) = R(B)，是否正确？

答无论问题(1)或(2),必要性显然成立，只需讨论充分性.

(1) 当4与B是同型矩阵时，充分性成立.这是因为此时A与B有相同的标准

(1 0)
形;但是当4与B不是同型矩阵时，充分性并不成立.例如设A= ,B =

I。1J

(\ 0 0)
，则R(A) = R(B)，但显然任何初等变换都无法把A变成B.于是,4与8

(0 1 oj

不等价.

r ] 0 0)
(2) 即使A与B是同型矩阵，充分性也不成立.例如设4= ,B =

〔0 1 oj

《0 10)
，则R(A) = R(B)=2,但A无法仅通过初等行变换成为B,即*与B不是

<0 0 1J

行等价的.

问3.4矩阵的初等变换与矩阵的乘法之间的联系有什么意义？

答 定理1确立了矩阵的初等变换与矩阵乘法之间的联系：

矩阵4经初等行变换成为3d存在可逆矩阵P使PA=B；

矩阵A经初等列变换成为30存在可逆矩阵。使AQ=B.

根据这一联系，我们既可以通过乘法的运算规律来研究初等变换的运算规律，又

可通过初等变换来研究矩阵的乘法，从而开发出初等变换的一些应用.例如，若

则有可逆矩阵P使PA=B.^求出P,可用初等行变换，这时

P4=8 考当 P(A,E)= (8,P)d(4,E)乙(B,F),

可见只要对矩阵(A,E)作初等行变换,使之变为(8, * ),则*即是所求的可逆矩阵P.
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例题剖析与增补

问3.5在求线性方程组的通解时，常与教材中给出的答案不一致,这是否可以？

答 以几元齐次线性方程Ax =。为例，设A（A）=r.只要能正确地找到e-r个自由

未知数，进而写出含有个任意常数的通解，都是可以的•

但要强调指出的是:这种情况的发生往往是因为没有将增广矩阵（或系数矩阵）

化为行最简形.根据行最简形直接写出方程组的通解而没有任何“回代”的动作，这种

方法不妨称为解线性方程组的“标准程序”.我们首先要理解这个标准程序的原理，并

熟练掌握它（本章习题的答案均用此标准程序求得）.在此基础上再考虑标准程序可变

化之处，例如把“0）（或A）化成与行最简形有相同功能的矩阵，从而写出通解.下一

章学了线性方程组通解的构造以后，求通解的方法就可更灵活了，详见教材第4章例

22之析.

问3.6矩阵A是可逆矩阵的充要条件有哪些？

答 矩阵A可逆的充要条件，大致有以下几个：

n阶矩阵4可逆

。存在几阶矩阵B,^BA=AB=E（定义）

<=> det 4X0（ <=>A为非奇异矩阵）

D存在n阶矩阵3,使AB=E（或耿=E）
DA的行阶梯形有n个非零行

=4的行最简形是

。4的标准形是E（ =4〜E）

o 4的秩R（4）= n（ eA是满秩矩阵）

=齐次线性方程组如=0只有零解

«非齐次线性方WAx=b有惟一解

d A的列向量组线性无关（。矩阵A的列秩=几）（第4章）

« A的行向量组线性无关（D矩阵A的行秩=n）（第4章）

d A的几个特征值均非零（第5章）.

例题剖析与增补

一、教材例题剖析

引例求解线性方程组
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

2%] -x2 ~x3 +x4 =2,

x, +x2 -2*3 +xA =4,

4«] -6x2 +2x3 ~2xa =4,

3x} +6*2 -9x3 +7x4 =9.

析这是一个重要的例题，教材用较大篇幅讲解以表明它多方面而又基本的涵

义,需细心体会.

(1)求解线性方程组可分为消元与回代两过程.消元过程的实质,就是通过一系

列方程组的同解变换找到一个形式上较简单的方程组，然后进行回代.这里方程组的

同解变换是指下列三种变换：

(i) 对换两个方程；

(ii) 以不为零的数乘某一方程；,

(iii) 把一个方程的若干倍加到另一个方程上.

(2)方程组的三种同解变换自然弓I导出矩阵的三种初等行变换.因此若矩阵A二8,从

解齐次方程角度看，等价于把方程如=0同解变换为Bx = 0,即可认为是同一事件的两

种语言描述，它们能够“互译”.当然4乙B所包含的意义远比解方程丰富，这是因为矩

阵是从许多问题中抽象出来的概念.

(3) 原方程组能同解变换成什么样的最简单方程组就相当于增广矩阵B在初等

行变换下能变换成什么样的最简单矩阵，答案就是教材中矩阵，5,它是3的行最简

形，把它“翻译”成方程组后，无需回代过程即可直接写出通解.因此有理由把增广矩阵

(或系数矩阵)化为行最简形矩阵,进而写出通解，称为解线性方程组的“标准程序”.

(4) 从本例的结果看，有两点值得注意：

(1)四个未知数划分为自由未知数与非自由未知数*1 >«2,«4；

(ii)从本例开始，我们将处理方程组无解或有无限多解的问题，在后一情形中，

其通解是含有任意常数并能表示任何一个解的解.

(2 -1 -r

例1设A= 1 1 -2的行最简形矩阵为F,求F及一个可逆矩阵P,使

、4 -6 2,

PA-F.

(0

例2设4= 3

[-2

-2 1)
0 -2，证明A可逆，并求4一】.

3 0>
例3求解矩阵方程其中
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例题剖析与增补

(2 1 -3) (i n

A = 1 2 -2 2 0

3 2, 厂2 5,

析 这三例都是矩阵初等行变换的应用，它们的原理是相同的：即在A的右边放

置一个与A行数相同的矩阵3而成为(4,8).对(4,8)作若干次初等行变换，由定理

1,相当于用可逆矩阵P左乘它.设

P(4,B)=(F4,PB),
若PA=E,那么A是可逆矩阵，且P=A=从而PB=A'B,它可用来求解矩阵方程

AX=B(A为可逆矩阵，如例3).特别地，取3 =£，则上式成为

P(A,E)=(PA,P), (3.1)
这说明若A经若干次初等行变换成为PA,那么所用的可逆矩阵P就是(3.1)式右端

逗号右边的那个矩阵，如例1;若PA=E,则A为可逆矩阵，并且PEL它可用来求逆

矩阵，如例2.

例5求矩阵心3和％5的秩•

析求矩阵的秩就是计算它的最高阶非零子式的阶数.若用定义,则往往要计算

许多行列式，使计算量很大.如对于B至少要计算5个四阶行列式和1个三阶行列式

才能求得R(3)= 3.因此除了阶数较低(如A)和个别特性较显著的矩阵(如教材习题

三第21题)，一般都用定理2来求秩.定理2的作用是把矩阵秩的计算归结为它的行

阶梯形中非零行数的计数，这当然比用定义计算方便许多.

例13设有线性方程组

(1+A )%j+ x2+ 多3=°,

- x)+ ( 1+A )x2+ 约=3,

Xj+ %2 + ( 1+A )x3 =A ,

问人取何值时，此方程组(1)有惟一解；(2)无解；(3)有无限多解？并在有无限多解

时求其通解.

析求解带参数的方程组，包括何时无解、有惟一解、有无限多解，是定理3的综

合应用，要理解其解法的理论依据，并掌握它的解法.带参数A的非齐次方程Ax = b,

一般有如本例所给出的两种求解方法，其一是当A为方阵时，根据其系数行列式

|A|XO,求得使方程有惟一解的A值,然后将其他的A值代入方程，进行讨论、求

解.这种方法的优点是避免了对带参数的矩阵作初等行变换,缺点是仅适用于A为方

阵的情形;方法之二是对矩阵(A 0)作初等行变换,此方法虽更具一般性，但由于涉及

含入的多项式的运算，计算中容易出错.
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

二、例题增补

例3.1下列四个3x4矩阵中，哪些是行最简形矩阵?

H 0 0 0> 「110 1】
(1) Aj = 110 0 ； (2) A2= 0 111

J) 0 1 0； 、0 0 0 0/

pool) p i o b

(3) A3 = 0 10 1 ; (4)4,= 0 0 11
<0 1 1 1J k0 0 0 0?

解 由行最简形矩阵的定义知,A,是行最简形矩阵;不是行最简形矩阵，因为

它的第2行的首元所在列不是单位坐标向量列，即该列有其他非零元;&和冬不是

行最简形矩阵，因为它们首先不是行阶梯形矩阵.

例3.2设矩阵
(2 -4 5 3)

A = 3 -6 4 2

C 一8 17 IL
试求：(1) A的行最简形；(2) A的标准形.

解(1)对矩阵4作初等行变换

A =
2
3

—4
_ 6

5
4

3'
■2 J

‘2
1

—4
-2

5
-1

3、
一1

1
2

-2
-4

-1
5

-1
3

、4 -8 17 nJ 、4 —8 17 11. 、4 -8 17 11,

-1 -1 X 1尸2 * 7
1 -2 0 2

一了

7 5 尸3 - 21 r2 0 0 ! 1 5
T
0

21 15J 打+尸2
、0

1
0 0

此即为A的行最简形.

(2)进一步对4的行最简形作初等列变换:

/
1 -2 0

/
1 0 -2

0
^2^3 5_

A 0 1 T 0 1 0 T

3 0 0 0, [0 0 0
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例题剖析与增补

I。 O

,1 0 0 0、
c3+2cj

-----  ~ 0 10 02 5
5洪-弘(0 0 0 0>

此即为A的标准形.

例3.3 设A是mxn矩阵,m<n,其秩R{A)=m,则( )•

(A) 存在m阶不可逆矩阵Q,使Q4 = (E”,O)

(B) 存在m阶可逆矩阵P,使必=(£“,。)

(C) 齐次线性方程组Ax = 0只有零解

(D) 非齐次线性方程组4r = 5 一定有无限多解

解选(D).说明如下：

(A) 不正确.因由矩阵秩的性质(vii),

R(Q)NR(0A) = R(Em,O)=m,

与。为皿阶不可逆矩阵矛盾.

(B) 不正确.若选项(B)成立,则

A=Jp-1(£m,O)=(F-1,O))

其中。是mx(n-m)零矩阵.这表明A的后n-m列均为零列向量.但对于秩为m的

(\ 0 0)
mxn矩阵A来说，一般是不满足这一点的，例如A= | , , .

(0、
,10 0)

(C) 不正确.反例:取4= ，则显然*= 1是它的非零解.
10 1 1J 1

(D) 正确.证明如下:此时，非齐次方程

Ax=b

的系数矩阵和增广矩阵的秩满足

于是,7?(A)=7?(A^)=m<n =未知数个数，从而这方程必有无限多解

例3.4设几元线性方程组

(a"i +Gi2^2+• . • =b],

°21^1 +。22劣2 +，, '+a2n4n 一 ^2，

[a“2%2 + • • , = bn

的系数矩阵A的秩与"+1阶矩阵
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

ai2 • -O'in b]、

c=
anl an2 * . ann 虹

、S b2 • •如1 /

的秩相等,证明此线性方程组必有解.

证 注意到系数矩阵A是nxn矩阵，其增广矩阵B是nx(n+l)矩阵，矩阵C是

(n+l)x(n+l)矩阵，由矩阵的秩的定义，有

A 比 8 少一列 nR(A)W/?(B),

8 比 C少一行 nR(B)wR(C),

于是

由题设R(4) = R(C),所以R(A) = R(B),由定理5原方程组有解.

例3.5设齐次线性方程组

ax1+6x2+,,,+6%n = 0,

版］+必2 + •••+&“ = 0,
<

bx} +6x2+••,+axn =0,

其中aXO,砂0,修2.试讨论a,b为何值时，方程组仅有零解,有无限多解？在有无限

多解时，求通解.

解 方程组的系数矩阵A的行列式(见教材习题一第8题(2))

a b・ • b

b a • • b
det A = =[a+( 7i-1) 6] ( a-b) " i

b b • ・ a

情形1 ： a莉且a X (1 -n) 6，方程组仅有零解.

情形2：a = b,对系数矩阵4进行初等行变换，并注意到a乂0,

'a a ・ ,a、 (1 1・ ・1)
a a ・ . a r 0 0 . ・0

<a a ・ 'a ) <0 0 . ・0,

即得原方程组的同解方程组

Xj +%2+ •••+% =0,

取%2,…，％为自由未知数，即得通解
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习题解答

其中

*=左占+左2&+…+如-占I，站,虹,“・,虹_,七R ,

(-1、 仁1、 r-n

1 0 0

0 ,务= 1 9 .•,, 古n-l - 0

、°, <
情形3：a=(l-«)3,对系数矩阵4进行初等行变换，并注意到6#0,

A =

r( 1-ti)6

b

b -

(l-n)b •

・ b

- b

• 、

各行

H-n

1

1 -

1—n ,,
, 1 )

. 1

、b b • • (1—n) k 1 1 ・ • 1 一七

«2=«,,

Jj-上

'f

0

0・

-n •

• n、
. n 项行电

仁1

0

0・・

—1 ••
・1)

・1
: 除以n,并加到第几行 : : -

1 • ・ 1—n? k 0 0・・ . 0/

即得通解于是，得到同解方程组

■n-l=X„,

* =姥，"虬其中 3=(1,I,，”，I)'

习题解答

1.用初等行变换把下列矩阵化为行最简形矩阵:

0 2 -1) ro 2 -3 B

(1) 2 0 3 1 ; (2) 0 3 -4 3 ；

0 0 4 <o 4 -7

(\ -1 3 3) (2 3 1 -3 -7、

3 -3 5 —4 1 ■' 1 2 0 -2 -4
(3) ; (4)

2 -2 3 —2 0 3 -2 8 3 0

—3 4 -2 -b 以 —3 7 4 3/
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

(4)

解（1）

5、

H 0 2 -n H 0 2 -n

2 0 3 1
上一3入

0 0-1 3

、3 0 4 3> 、0 0 -2 6?

r2X(-l)
fl 0 0

0 0 1-3

"0 0 0 0；

(2)

「0 2 -3 n

0 3-4 3

、0 4 -7 -1/

竺r】
ro 2 -3 n <o i -1 2)

0 1 -1 2 0 2-3 1
、0 0 -1 -3J [p 0 -1 -3,

，3-2r]

0 5、2\1 <0 1
，2-2乃

Wl)

(3)

寸「2
52-3J0

n -1 3 -4 3)

3-3 5-4 1 暨

2-23-2 0 r-春
r「3r]

<3 -3 4 -2 -1,

ri23r2

(\ -1 3 -4 3)

0 0 1-2 2

0 0 -3 6 -6

、0 0 -5 10 -10,

(\ -1 0 2 -3)

0 0 1 -2 2
r3 + 3r2
r4+5r2

0 0 0 0 0

、0 0 0 0 0,

(2 3 1 -3 -7、 (\ 2 0-2 -4、 (\ 2 0-2 -4、

20-2-4
r】f 2

2 3 1-3 -7 0 -1 1 1 1

3-2 8 3-2 8 0-88 9 123 0

4 V

0 0

3 0

0 0 1 3

0 0J

4 3J [0-77 8 11；

n_2r2
r3 + 8r2
々+7七

H 0 2 0 -2) p 0 2 0 -2)

0 1-1-1 -1 竺g 01-10 3

0 0 0 1 4 『4-「3 0 0 0 1 4

、0 0 0 1 4? 、0 0 0 0 0?

2.设 4 =

(\ 2 3

2 3 4

<5 4 3 2）

5，求一个可逆矩阵P,使P4为行最简形矩阵.

66 ------------------------------------------------



习题解答

(1 2 3 4 1 0 0、

解(A,E)= 2345010-1
、5 4 3 2 0 0 1/

-3(\ 0 -1
『2X(-1)

.2r2
寸6俱切0

「2一2，1

"Tr】

(\ 2 3 4 1 0 0、

0 -1 -2 -3-2 10

[0 -6 -12 -18 -5 0 1J

2 0、

-1 0

0 70 -6 1J

r-3 2 0、 fl 0 -1 -2)

故「= 2 -1 0 ，并且A的行最简形矩阵为助= 0 12 3

<7-6 1, 、0 0 0 0,

3.设4 =
-5 3 1

，求：（1） 一个可逆矩阵P,使以为行最简形矩阵；（2） 一
［2 -1 1

个可逆矩阵。，使04丁为行最简形矩阵.坐坐坐坐坐坐坐坐 •

解(1) (A,E) =
-5 3 110 「］+3「2

1 0 4 13

[2-1 1 0 1 [2 -1 1 0

，2一2，］ 10 4 13
相-1)(0 17 2 5

0 1 2 3 2

1 3
于是P = ，且 PA =

5J [0 1 7)
为A的行最简形;

(-5 2 1 0 0) (\ 0 12 0)

⑵(At,E) = 3-1010 T\ +2了2 3-1010
〔1 10 0 1/ <1 1 0 0 1J

，2-3r】
〈10 12 0)

0 -1 -3 -5 0

、0 1-1-2 1；

/(-I)
(\ 0 1 2 0)

0 1 3 5 0

、0 0 -4 -7
「3-「2

为的行最简形.

(1 2 0、 (\ 0)

于是。= 3 5 0 ，并且”= 0 1

1一4 -7 1； 、0 0,

4.试利用矩阵的初等变换，求下列方阵的逆矩阵:

p 2 B

(1) 3 1 5

、3 2 3)

(3 -2 0

1 -2 -3

[0

⑵
0 2 2

2

1
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解记所给的矩阵为A.

相-1)
-―

(1) (A,£)= 3
0

2 110 0] <3 2 1 10 0)
「2F

15 0 10 —------ -0 -1 4-110
Bi

2 3 0 0 1；
〔0

0 2 -1 0 1J

( 7
3 0 0 —

「3 0 9 -1 2 0) 2
0

r3^2

0 1-4 1 -1 0 10-1
rl-9r3

(0 0 2 -1 0 b 「2+4门
0 0 1 ——

2

-1 2

0
一 2「2

( 7 2 3、
1 0 0 —-—6 3 2

0 10 -1 -1 2
1 „ 1

0 0 1 0 —1 2 2)

因•二E,由定理1的推论，知A可逆，且

7 2 3、---
6 3 2

-1 -1 2
1

0 —
2>

p -2 0 -1 1 0 0 0)

0 2 2 1 0 1 0 0
(2) (4,E) =

1 -2 -3 -2 0 0 1 0

〔0 1 2 1 0 0 0 1J
H -2 -3 -2 0 0 1 0)

，】 0 1 2 10 0 0 1
r2 3 -2 0-1100 0

k0 2 2 1 0 1 0 0J
(1 -2 -3-2 0 0 1 0

r3兰1_ .012100 0 1
「4 -2「2 0 4 9 5 1 0 -3 0

、0 0-2-101 0 -2
(\ 0 1 0 0 0 1

口+2「2 0 1-2 1 0 0 0
r3 ~4r2 0 0 1 110-3

、0 0 -2 -1 0 1 0 -7
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习题解答

(\ 0 0 -1 -1 0 4 6)

七-，3-~~ --——- 0 1 0 -1 -2 0 6 9
r2~2r3
r4+2r3 0 0 1 1 1 0 -3 -4

[0 0 0 1 2 1 -6

<1 0 0 0 1 1 -2 -4)
ri +r4• 0 1 0 0 0 1 0 -1
54 0 0 1 0 -1 -1 3 6

<0 0 0 1 2 1 -6 -10；

因由定理1之推论，知4可逆，并且

(1 1 -2 -4、

0 1 、o -1

-1 -1 3 6

k 2 1 -6 -10j

5.试利用矩阵的初等行变换，求解教材习题二第15题之(2).

解 对此方程组的增广矩阵作初等行变换得

B =

(\

2
1
4

2、

3

〔1 3 9
‘2F
「3-‘2

[1112、

0 13 1
[0 15 2,

a 0 -2 1、

0 13 1
「3-「2

^x2 0 0 1 —I d)

0 0(\ 2\

0 1 0
2

1
0 10

由此得到解为初=2,,
1 1

t3=2

q -3)f4 1 -2)

6. (1)设4 = 2 2 1 ,B = 2 2

(2)设4 =

(

C

13
D

2

3

1
2

-]
3

T)
r
3

-4,

,B =

\3

‘1

、2

-b

2
-3

( 1 -1 0、
> .

，求 X 使 AX=B；

3
，求 X 使 XA=B；

(3)设4= 0 9AX = 2X+A，求 X.

[-1 0 1J
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

解(1)与教材例3相仿，若A是可逆矩阵测可求得矩阵方程的解为X=4"B,

而判断A是否可逆进而求解这两件事可通过(A，而)的行最简形一起解决:即若4二E,

则A可逆,并且初等行变换把A变为E的同时，把方变为

M 1 -2 1
(A,B)= 2 2 1 2

0 1-13

-3、 (\ 0
2三化2 2

-2 -2A

2 2

3 -L
H 0 -1

3
2

-2 -2)

9 5
一 12 -4；

H 0 0 10 2、
r3x(~l)
-------- 0 1 0 -15 -3
r)+r3

「2-2「3(0 0 1 12 4J

(10 2)
于是4可逆，且X= -15 -3 .

< 12 %
(2)因XA=B=^AtXt=Bt9对照(1),可用初等行变换先求得X：再转置求得

X.计算如下:

(0 2-3 1

(At,Bt)= 2 -1 3 2
、1 3-4 3

3
-7

2

-4 3 1)
11 -4 -5
-3 1 2?

rl-f3

<13-4 3 1、
0 1-10 3

矿1 -3「2
(\ 0 -1

0 1 -1

(0 2-3 12；

<1 0 0 2 -4、
"0 0 -1

0 10-1 7
"1)(0 0 1 -1

(2 _4)

于是X『=-1 7，从而X=
-1 4\ J "J

2 -1 -1)

-4 7 4J

3
0

1

-8、
3

一分

(3) AX=2X+4=(A-2E)X=A.欲解此方程，需要⑴判断A-2E为可逆矩阵;

(ii)进一步求X二“-2£广A.这两件事可由(A-2E ,4)的行最简形一揽子解决.

-1-1 0 '1 -1 0、
(A-2E,A)= 0-1-1 0 1 -1

\-1 0 -1 -1 0 ly

(\
r|X(-l)

r3+rl
1 ”x(-l)[o

1 0 -1 10)

1 1 0 -1 1
1-1-2 1 1)

0
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习题解答

H 0 0 0 1 -1、
今+(-2)
-一 0 10-1 0 1

「|+「3

「2-「3 加01 1 -1 0,

上述结果表明A-2E二E,故4-2E可逆,且

(0 1 -n

X=(A-2E)*'A= -10 1.

、1 T 0,
7.在秩是r的矩阵中，有没有等于0的r-1阶子式？有没有等于0的r阶子式？

解 在秩是r的矩阵中等于。的r-1阶子式可能有，也可能没有;等于0的r阶子

式可能有，也可能没有.例如：

(i) 矩阵 的秩为2,有等于0的1阶子式(简称1阶零子式，下同)，但没有<0 1J

2阶零子式；

(1 2)
(ii) 矩阵 的秩为2,没有1阶零子式,也没有2阶零子式；

〔3 4J

,10 0)
(iii) 矩阵 的秩为2,有1阶零子式，也有2阶零子式；

加1 V

fl 1 1)
(iv) 矩阵 的秩为2,没有1阶零子式，但有2阶零子式.U 1 2J .

8.从矩阵A中划去一行得到矩阵B,问A,B的秩的关系怎样？

解由矩阵秩的性质(v),有
R(4)-lWR(3)wR(A).

9-求作一个秩是4的方阵，它有2行是

(1,0,1,0,0),(1,-1,0,0,0).

0 10 0)
解因 的秩为2,故满足要求的方阵可以取为

【1 -1 0 0 0)

(\ 0 1 0 0)
1 -1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

<0 0 0 0 0,
注(1)显然所求矩阵应是5阶方阵；

⑵有无限多个5阶方阵满足要求,我们给出的是最简单、最朴素的方法:在秩为
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

2的行向量组下面，再适当地铺上两个台阶，以构成含四个有效台阶的行向量组.

10.求下列矩阵的秩：

1 0 2) <3 2 -1 -3 -n

(1) 1 -1 2 -1 ;⑵ 2 -1 3 1 -3 ;

U 3 -4 <7 0 5 -1 _们

1 8 3 7)
2 -3 0 7 -5

(3)
3 -2 5 8 o •

U 0 3 2

p 1 0 2) (\ -1 2 -1)

解 (1) 1 - 1 2 -1竺七 3 . 1 0 2

U 3 -4 4> J 3 -4 . 勺

(\ -12- (\ -1 2 -1、
，2-3口

0 A 5 「3-「2 0 4 -6 5
，3一。

<0 4 -6 5) 、0 0 0 0;

故它的秩为2；

(\ 3 -4 -4 2、

<3 2 -1 -3 -1) a 3 -4 -4 2)
r\~r2

(2) 2 -1 3 1 -3
小一2「］

0 -7 11 9 -7
"0 5 -1 -8; ，3-7r】 <0 -21 33 27 -22J

里3巳 0 _7 11 9 -7

,0 0 0 0 -1^

于是它的秩为3；

<2 1 8 3 7) a 0 3 2 0)
2 -3 0 7 -5 Cl 2 -3 0 7 -5

3 -2 5 8 0 3 -2 5 8 0

u 0 3 2 0; <2 1 8 3 7；

H 0* 3 2 0) (\ 0 3 2 0)
r2~2rl 0 -3 -6 3 -5 r2^r* 0 1 2 -1 7
，3-3「1 0 -2 -4 2 0 r3+2r2

~+3「2 0 0 0 0 14

\0 1 2 -1 1。 0 0 0 16)
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习题解答

(\ 0 3 2 0)
r3-rl4 0 1 2 -1 7
〃_16「3 0 0 0 0 1

10 0 0 0 0>
于是它的秩为3.

11.设4,3都是mxn矩阵，证明A〜8的充要条件是R(A)=R(B).

证 必要性即定理2,故只需证明充分性.设R(4)=A3)=r,那么矩阵A,B有相

同的标准形

于是A〜F ,8〜F,从而由等价关系的对称性和传递性，知4〜B.

(1 -2 3k\

12.设 A= -1 2k -3，问。为何值，可使

、k -2 3,
(1)R(4)=1 ； (2) R(A)=2； (3)R(A)=3.

解一 因4为3阶方阵，故R(4)=3=|4|XO.因

|-| =-6(左-1)20+2),

所以当&尹1且k^-2时,R(A)=3.
当虹-2时，/?(4) W2,又4的左上角二阶子式不为零，故A(A) N2,于是

夫")=2；

于是，(1)当奏=1 时，/?(A)= 1；(2)当左=-2 时,7?(A)=2；(3)当 S 且k^-2时,

R(4)= 3.

(1 -2 3) -2 3)

当 /c= 1 时,4 = -1 2 -3 〜 0 0 0，知 R(A)= 1.
〔1-2 3 J E

0 oj

解二 对A作初等行变换.

1 -2 3k> p -2 3k )

A= -1 2k -3
r2+rl

-kr
-0 23-1) 3(左-1)

k -2 3? lo 2(1) -3(4-1),

p -2 3k )
r3~r2
-—1 — 一 0 20-1) 3(k-l)

〔0 0 -3(A-1)(k+2))
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

解 对方阵4进行初等行变换:

'a b …b、

b a b
13. « n 阶(02)方阵4 = : : : 的秩的情况

、b b ,,, a)

(1)若a+(n-l)MO,则继续对A进行初等行变换:

rl +r2

'a b … b、 rl+r3 'g+(ti-1)6 a+( n—1) b • • a+( n—1) by

b a b rl+rn b a ・ . b
A =

、b b •.. a) 、 b b • a J

(1 1 … 1、
r2"~by.ri 
r3—fcxrj (1 1 - ・ 1 )

rj-i-(a+(n-l)6) b a ,,, b 官助］ 0 a—b. . 0
A

3 b , , , a ) 0 - • a—

(1 1 … 1)

(i)若a-b^O,则A的行阶梯形为
0 1 … 0

，于是 7?(A)= n

<0 0 … 1>
1 … 1、

(ii)若a-b=0,则4的行阶梯形为
0 0 0

，于是 R(4)=l

、0 0 … 0>
(2)若 a+(n-l)i = O,则 a=(l-n)b.

⑴若3 = 0,则a = 0,A为零矩阵，于是R(A)=0；

(ii)若3*0,则继续对A进行初等行变换

(0 0 ・・ . o ) r2"rt>

「3专b ro o - ・ o )
b (1 —n ) 6 ,, ・ b G+b 1 1—n・ . 1

、b b ・•・(l-n)6； 1 ・ . 1-n)
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习题解答

r2~rn

G-i F

/ 0

0

0・•

—n ,,

• 0 0、
• 0 n

S 5

r3-rn

R以

ro

0

0 -

-i -

•- 0

・• 0
0)

1

\

0

1
(1

0 ・・

1・・

0

・ -n n

• 1 1-nj
・・ 0 -n

rn+r2
r*3

rf-1

0

<1

o・

o -

• -1

-0

1

-L

00 1
「if

相-1) 0 0 1

0 0 0 0Jr»-ix(_l)

于是 R(A)= Ti-1.

综上，方阵4的秩的情况如下：

① 当 a+(n-l)i^0,且日关0 时,7?(A)=n；

② 当 a+(n-l)6#0,且 a-6 = 0 时，/?(A)= 1；

③ 当 a+(n-l)6 = 0,且 3 = 0 时,7?(A)=0；

④ 当 a+(n-l)6 = 0,且 6N0 时,R(A)=n-l.

14.求解下列齐次线性方程组：

f Xj +x2+2x3 -x4 = 0, x j +2^2*43 F4 = °，

⑴ 2x ] +x2 +%3 -劣4 = 0 , 3%] +6 劣 2 一劣 3一3丸4 = °,

[2x]+2x2 +x3+2a;4 = 0；

[2%]+3约-%3-7%4=0,

[5劣]+ 10%2+%3一544 = 0；

(3x} +4*2 一5%3 +7x4 = 0,

(3)
3%] +^2+2x3-7x4 = 0,

4%j +x2-3x3+6%4 = 0, 4向 + 11%2 - 13%3 + 16%4 = °,

ir1-2x2+5x3-5x4 = 0； [7绚-2x2 +劣3 +3%4 = 0.

解 对系数矩阵4作初等行变换，化为行最简形矩阵.

i 2

(1) A = 2 1 1
，2-2，j

0

1 2
「2乂（-1） 0

1

1

2

3

12 2 1 2J "0 0
门+(-3)

0 0 1
4
5

r】-「2

n
0

0

0

1 3

0 1

o\
,r,i +「3

1 0 0

0 1 0 3

0 0 1
4_
I
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

于是R(A)=3,故方程组有4-R(A)= 1个自由未知数;并且同解方程组为

4 八
_了4=0,

+3x4 = 0,

4
/3-耳^4=°，

取为4为自由未知数，得

T
=c (c G R ).

、亏

⑵A 二

(1 2 1 -n

，2-3、
2 1 T)

相-4)
(\ 2 0 T)

3 6 -1 -3
门成］

0 0 -4 0 ~ ‘ --

rf
0 0 1 0

10 1 10 0 -4 0；
r3+4r2 〔0

0 0 oj

取％2和纬为自由未知数，得同解方程组

pc】=-2%+劣 4,
1*3=0，

得

(C] ,c2 eR ).

(-2) rn
X2 1 0

=C[ +c2

为3
0 0

、0,
lb

(3) 4 =
4

「3-「2

「4-「2

3

3

1

-1

2 -7

ri -2 5

-13

-5)

80 7

1 -3 6 r2~3r 0 9 -23 26r3-4r
-2 5 f) ，4-2rj [0 7 -11 3>
fl -2 5 -5) p 0 -5 13)

0 7 -13 8 0 1 -5 9

0 2 -10 18 D+2 0 0 22 -55
]+2「2

〔0 0 ，2 -5 J 3~7r2
[0 0 2

-5 J
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习题解答

/
1 0 0 ~2

r3-r22 0 1 0 一万
ri+5r3
^2 + 5r3

0
_5_

if 0 1

<0 0 0 0/

取叫为自由未知数，得

1

7
f 4

~2

2
2即有通解 (ce R).

(4) A =

1 J

p 4 -5 7) p 7 -8 9)

2 -3 3 -2 2 -3 3-2
rrr2

4 11 -13 16 4 11 -13 16

J -2 1 3) 、7 -2 1 3)

£
2

门一阴门-7，］

a 7 -8 9)
a 7 -8 9、

c , 19 200 -17 19 -20 2一％ 0 1 —— —
17 17

0 -17 19 -20 ，4-3,2

七；（一17） 0 0 0 0
D -51 57 -60 y 、0 0 0 0/

，1-7『2

( 3 13>1 0 - ---
17 17

19 200 1 —-,
17 17

0 0 0 0

[0 0 0'

取代和也为自由未知数，得同解方程组

19 20

即得通解
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

〔3 ) (13、

17 17
%2 19 _20

劣3

=C] 17 +c2 ~17

1 0
、勺

〔°,
15.求解下列非齐次线性方程组:

4xj +2x2 -a3 = 2,

(1) « 3x1 -x2+2x3 = 10,

11构+3%2 =8；

2x +y -z+w = 1 >

(3) * 4%+2y-2z+w = 2,

2x +y -z-w = 1 ；

2x+3y +z = 4,

x-2y+4z = -5,
②

3%+8y-2?= 13,

Ax -y+9z=-6；

2x +y -z +w = 1,

(4) - 3x-2y +z-3w = 4,

4+4y-3z+5s =-2.

解 本题中分别以A和8表示方程组的系数矩阵和增广矩阵.

(1) B =

<4 2 -1 2) (1 3 -3 -8、

3 -1 2 10 ri-「2 3 -1 2 10

3 0 8, U1 3 0

3 -3 -8、 (\ 3 —3

0 -10 0 -10 1111 34
"Tin

34

-30 33 96) 0 0 -6J
因R(A)= 2,R(B)= 3,R(A)砖R(B)，知方程组无解;

(2 3 1 4、 -2 4 -5、

(2) B =
1 -2 4 -5

2 一
2 3 1 4

3 8 -2 13 3 8 -2 13

(4 -1 9 -6, -] 9 ~6>
p -2 4 -5、 (\ -2 4 -5>

0 7 -7 14 r,+7 0 1 -1 2
r3 -3r】 0 14 -14 28 r: -I" 0 0 0 0
r4 -4r】 以-7,2

<o 7 -7 1们 预 0 0 o>
(\ 0 2 -n

1+气_
0 1 -1 ，2

0 0 0 0

[0 0 0 0>
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习题解答

因R(A) = &(8)=2<3,故方程组有无限多解,并且有3-R(A)= 1个自由未知数选z

为自由未知数，得到同解方程组：

pc+2z=-l,
[,-z=2,

即得

x = -2z-l,

_y=z+2,

1

y =c

,-2)

1 + 2 (c任 R);

1 n

I b I

，2 1 -1 i n

1

i

2

L

「2-2r
0 0 0

、o o 。

-1 0

-2 0；

0

1(2

(3) B= 4

<2

2

1

(2
寸，2

0
T七+2 T1

0 0 0 0 0 0 1 0
"0

yi)
oj oj0 0 0 0 0 0

选"为自由未知数，得到同解方程组

i i
%=-yy+-^z+

]_
2

顷=0,

即得

(\

/ \ (1、 r n (1 A
X

2 2 2
y

=C】 1 +c2 0 + 0
z 0 i 0

(4)

(2 1 -i 1 1)

B = 3 -2 1 -3 4

、1 4 -3 5 -2/

ri 4 -3 5
「2 -3a

0 -14 10 -18
r3 - 2r】

-7 5 -9

-2

1 1

(\ 4 -3 5 -2)
-2、 1r3~2 2

0 1 _色 9_ __5_
10 -'

「2+( T4)

1 _了 T _了
5J

<0 0 0 0

4 5 _2、

3 1 4
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

1 1 6)
7 7 7

5 9 5
0 1 _■— — -~ —7 7 . 7

、0 0 0 0 0 /

选z,w为自由未知数,得同解方程组

' 1
X- —7

5 9 5y二 yz-yw-y,

即得

(D （少
°、 T T T

y

Z
=C]

5_

T +c2 -了 +
登

1 0 0

< ]J < o >

16.写出一个以

(2) (-2)

-3
+C2

4

1 0
(3.2)

为通解的齐次线性方程组.

解 把（3.2）式改写为

(2ci-2c2 ) '2x3-2%4、
X2 —3。]+4。2 以 Cj=*3, -3^3+4*4

互3 C] c? =*4代入 X3

k C2 ； 、改J

由此知所求方程组有2个自由未知数x3 ,加,且对应的方程组为

（xt =2x3-2x4 , -2x3+2x4 = 0,
] 即＜
[x2 = ~3x3+4x4 , lx2+3x3-4x4 = 0,

它以（3.2）式为通解. ，•

注（1）有无限多个齐次方程组以（3.2）式为通解表示式,这里给出比较简单的

一个，即系数矩阵为行最简形.
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习题解答

(2)本题与教材习题四第27题相仿，是同一问题的两种提法.

17.设有线性方程组

问入为何值时(1)有惟一解；(2)无解；(3)有无限多解？并在有无限多解时求其

通解.

解记此方程组为那么当A^2,且入尹时砒A)=A(A»)=3,有惟一

解；当人=-?时,R(4)=2,而R(A0)=3,故方程组无解；当人=2时，

rr i -2 n H 1 0 3)

(40) = 0 0 3 3 〜0 0 1 1

、0 0 5 5? <0 0 0

砒4 )=砒A 0)= 2<3，故方程组有无限多解，且同解方程组为

fxj =-x2+3,
1*3 = 1，

得通解

=c 1 + 0
、oj L

(ce R).

18. A取何值时，非齐次线性方程组

Xx} +%2 +x3 = 1 ,

« X} +A%2 +%3 =A ,

%l +x2+A%3 =A2

(1)有惟一解；(2)无解；(3)有无限多解？并在有无限多解时求其通解.

解仿照教材例13,本题也有两种解法，且以行列式解法较为简单，故这里只用

此法解之.

系数矩阵4的行列式为(可参看教材习题一第8题(2))
A 1 1 I r,+r2 1 1 1

,, r. +r3

⑷=1 A ld==77==TT=(A+2) 1 A 1
rj-r(A+2)

1 1 A| 1 1 A
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

= (A+2) 0

0

1 1

A-l 0 =(A-l)2(A+2).

0 A-l

当|当|=0时,即当A#l,A^-2时,R(A)=3,方程组有惟一解;

当A = 1时,增广矩阵成为

1 1 B (\ 1 1 n

B = 1 1 1 1 二 0 0 0 0

1 1 <0 0 0 o>
可见,7?(A)=2?(B)= 1<3,于是方程组有无限多解.因同解方程为+ 故通

解为

当人=-2时,

r-2 i 1 n
r3**rl

1 -2 4) 1 -2 4)

B = i -2

1

1

-2

-2 ---- --- -
r2~rl

『3+2。

0
lo

-3

3

3

—3

-6

9)

0
〔0

-3

0

3

0

-6

3,

可见 7?(A)=2,R(B)=3,2?(A)#/f(B)，于是方程组无解.

19.非齐次线性方程组

—2 先］+%2 +式3 = _2,

%j-2x2 +%3 = A ,

Xj +%2-2x3 =A2

当A取何值时有解？并求出它的通解.

解 这里系数矩阵A是方阵，但A中不含参数，故以对增广矩阵作初等行变换为

宜，求解如下：

仁2 1 1 -2> (1 -2 1 A )

B = 1 -2 1 A , -2 1 1 一2

\ 1 1 -2 E < 1 1 -2
A2 J

因R(4)= 2,故当R(B)= 2,即当入=1或入=-2时,方程组有解.

p -2 1 入)
p-21 A )

r2+2r) 『(-3) 2 , 、
-——.—- 0-3 3 -2+2 人

i
-~ 0 1 -1 顼1小)

IF 「3-3〃 3
、0 3 -3 A2_A ? ,0 0 0 (A-l)(A+2)?
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习题解答

当入=1时,
a -2 1 ］、 fl 0 -1 n

B 二 0 1 -1 0 0 1 -1 0

3 0 0 0； [0 0 0

选，3为自由未知数，得同解方程组-知* 1 '即

1*2 = *3 >

(1)
*2 =c 1 + 0

<o；

当A = -2时,
-2 1 -2) (1 0 -1 2)

B 二 0 1 -1 2 rl+2r2

-— ，- 0 1 -.1 2

0 0 o. 0 0 o>
=听+2,

选勤为自由未知数，得 即
1»2=«3+2,

『2)
*2 =c i + 2

20.设

(2-A)x, +2x2 -2x3 = 1,

- 2«i + (5-入)*2 -4%3 = 2,

—2«j -4a2+(5~A )«3 = ~(A + l),

问入为何值时，此方程组有惟一解、无解或有无限多解？并在有无限多解时求其通解.

解由于系数矩阵是方阵，其行列式

|A| =

2-入
2

2

5-A

-2

-4
「3+「2

2—A
2

2

5-A

0

1-A
-2 -4 5~A, 0 1-A 2(1-A)

2-A 2 0
C3 -2c,

2-A 2 -4
—1 1-A) 2 5-人 1-A 2 5-人 A-9(1 A；

0 1 2 0 1 0
2—入 -4 ，，

=(A-l) =-(A-l)2(A-10),
2 A-9

当|当|尹0,即"1且"10时，方程组有惟一解;
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

当A = 10时,增广矩阵成为

(2 -5 -4 2、
2 -2 B (2 -5 -4 2\

n _ c e a c .^―— — r\ i o 1 o C ， (\ 1
B — 2 —5 —4 2 0 —18 —lo 9 - u 1 1 ,—

巧+。 2
[-2 -4 -5 -11 尸 2+4r】"o -9 -9 -9 J

、0 0 0

可见R(A)= 2,R(jR)= 3,R(A)尹夫(8)，方程组无解;

当A = 1时,增广矩阵成为

知R(A)=R(8)= 1,方程组有无限多解，且其通解为

(1 2 -2 1) a 2 -2 n

B = 2 4-42 r 0 0 0 0

、-2 -4 4 J) 0 0 0,

f-2) rn

I* 1 +c2 0 + 0
3 lb

21.证明R(A)= 1的充要条件是存在非零列向量a和非零行向量码使4=泌「

证先证充分性.设。=(% ,<»2,…,aQT,"(们,如，…，如)丁,并不妨设atb, #0.

按矩阵秩的性质(vii),由4=沥『有砒4) WR(a)= 1；另一方面,A的(1,1)元

atb,^0,知 R(A)N 1.于是 R(A)= 1.

再证必要性.

方法一设 A = (aiJ).mXn,R(A)= 1,并不妨设 aw#0.

因R(A)= 1,知4的所有二阶子式均为零，故对4的任一元％.(说f 技)有

aij ail
=0,即 a“a广Q“a辱.

akj aki

上式当i = k或j=Z时也显然成立.于是坐坐坐坐坐坐坐坐

缶、
0>21
.(Q妇,％，. • •，％ ) = ( ailakj ) mXn = ( aklaij ) mXn = akl^'

ZmJ

0/、
1 0>2l -

令— ,》t=(g姐，％2,…,Q如)，贝。因。“尹0,故。,万分别是非零列向量和
aki ； 一

非零行向量，且有A-ab7.
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习题解答

1 0
方法二 因7f(A)=l,故4的标准形为 ，由教材定理1,存在m阶可逆

mXn

矩阵P,"阶可逆矩阵。，使得A =P
o)

记 P=(P|,P2,…,P”)，Q = ，则

1
Q

T
=P1%,

(1 0・ ・ 0)伊、
0 0・ • 0 %

<0 0・ -o> 、儿

因Pi为m阶可逆矩阵P的第1列，故心一定是非零的，将Pi记作a；研为n阶可逆矩

阵Q的第1行，故q；一定也是非零的，将4：记作时，于是A =ab\

22.证明秩为r (rNl)的矩阵A可表示为r个秩为1的矩阵之和.

证 设A为mxn的矩阵，因4的秩为r,故4的标准形为

fE, O、

O y mXn
由教材定理1,存在m阶可逆矩阵P…阶可逆矩阵Q,使得

(Er 0\
A=P\ Q.

{o O)

T

记 P=(P1,P2,…,Ps) ,Q=：,则

(1 0 — 0 0 …0) 或、

6 i ,,, o o • o

A = S,P2,…,P,,P,+ I,…n.) 0 0 1 0 0 矿 =P14；切2公+…切,4
0 0 ,…0 0 0

[0 0 ••• 0 0 …0, 、])
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

由上题的证明可知的矿如2梢，…,P,矿均是秩为1的矩阵，故结论成立.

23. 设4为列满秩矩阵,A8=C,证明方程所=0与Cx = O同解.

证若x满足诳=0,则A3x = 0,即Cr = 0；

若x满足Cx = 0,即ABx = 0,因4为列满秩矩阵，由定理4知方程街=0只有零

解，故诳=0.

综上即知方程Bx = 0与Cx = 0同解.

24. 设A为mxn矩阵，证明方程AX=旦有解的充要条件是R(A)=m.

证按定理6知，方程AX = Em有解=R(4) = R(A,球)，而(4,球)含m行,有

R(4,花,)<m；又 R(A,EQNR(EQ=m,因此 R(A,E.)=m.所以方程 AX=En 有解

<=>2?(A)= m.

补充习题3(附答案和提示)

3.1选择题

々 a a2y

(1) 矩阵1 b H的秩为3,则( )；

\1 C七

(A) a,b,c都不等于1 (B)a,B,c都不等于0

(C) a,b,c 互不相等 (D) a = 6 = c

(2) 设A为3阶方阵,R(A)=1,则( );

(A)R(A，)=3 (B) K(A, )=2

(C) 7?(A,)=1 (D) «(A*)=0

(3) 设4,8分别为mxn、nxm矩阵，则齐次方程ABx = 0( );

(A)当n>m时仅有零解 (B )当时必有非零解

(C)当m>n时仅有零解 (D)当n>m时必有非零解

(4) 设齐次方程如=0的通解为

(0)

X = Cj 0 +。2 1

3)

则系数矩阵A可为( );

(A) (-2,1,1) (B) 1° 1 V

(2 0 -1)

z \ /o i -n
-1 0 2、

(D) 4 -2 -2
0 1 -1\ / <0 1
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补充习题3(附答案和提示)

(5)设2x3矩阵A的秩2?(4)=2,则下列命题中错误的为( )•

(A) 齐次方程疽村0只有零解

(B) 齐次方程"如=0必有非零解

(C) 对任意的2维向量万,方程如=万必有无限多解

(D) 对任意的3维向量，，方程ATx=b必有惟一解

(\ 2 -1 3)

3.2 设矩阵A= 4 8 -4 12，问左取何值时，(1) R(A)= 1；(2) R(4)= 2；(3) R(A)= 3?

、3 6 -3 k,

<4 2 3)
(1 2 3、

3.3设矩阵A = 2 2 1 ,8 = ，求矩阵x,使XA=B.
-3 2 -1

、3 1
X 7

34证明线性方程组 、

x}-x2=bl9

x2"~x3=b2,

x3-x4=b3,

、先4一叫=如

有解的充要条件是6.+62+63^4 = 0-

3.5线性方程组

%) +%2+(2-A)«3 = 1,

« (2-A)Xj + (2-A)%2 廿 3 = 1,

(3二2入)为1+(2-丸)％2 +*3=入，

问入取何值时,(1)有惟一解；(2)无解；(3)有无限多解？并在有无限多解时求出通解.

3.6 设几阶方阵 A 满足 A2-2A-3E=O,证明 7?(A+E)+/?(A-3E)= n.

答案和提示

3.1 (1) (C),提示:所给矩阵的行列式为范德蒙德行列式；

(2) (D),提示顼(4)=1=M中无2阶非零子式=A *为零矩阵;

(3) (B),提示:R(AB)wR(A)Wn<m=0B 的列数；

(4) (A),提示:方程有两个自由未知数，故R(4)=l；

(5)选(D).(A)正确：K(At) = At 的列数；(B)正确:/?(AtA)3x3«7?(A)=2；(C)正确：2 =
> .

z 、 fOA
f 1 0 0 )

K(A) WR(A»)2X4W2 = R(A)=&(A,5)= 2；(D)错误:取4= J,b= 0 ,则 Arx = b
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

无解
3.2

3.3

(1) *=9；(2) *#9；(3)不可能.

5 15 -12)

[-23 43 -12)

3.4 提示:增广矩阵B经初等行变换为 ，故方程组有解。

-1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 -1

、° 0 0 0 饥+板+如+如/

R(B)= 3<=>6|+62+^3+^4 = 0-

(1)当入关1,入砖3时，有惟一解;

当入=3时,无解；⑵

⑶ 当人=1时，有无限多解，其通解为x

r-n

0 +c2 i + 0

、b E

(4+E)(4-3E)=O = R(A+E)+R(A-3E) Wn；又，R(4+E)+R(A-3E) = R(4+E) +

R(3E-A)NR(4E)=n.

3.6
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第4章
向量组的线性相关性

基本要求

1. 理解几维向量的概念，理解向量组的概念及向量组与矩阵的对应・

2. 理解向量组的线性组合的概念，理解一个向量能由一个向量组线性表示的概

念，并熟悉这一概念与线性方程组的联系.

3. 理解向量组B能由向量组A线性表示的概念及其矩阵表示式，了解这一概念

与矩阵方程的联系.了解两向量组等价的概念.

4. 理解向量组线性相关、线性无关的概念,并熟悉这一概念与齐次线性方程组的

联系，掌握向量组线性相关、线性无关的有关性质及判别方法.

5. 理解向量组的最大无关组和向量组的秩的概念，了解向量组的秩与矩阵的秩

的关系.会求向量组的秩和最大无关组.

6. 了解向量组线性相关性理论的主要结论,即教材中定理1 ~定理5.

7. 了解向量空间、向量空间的基和维数、向量组生成的空间、齐次线性方程组的

解空间等概念.会求向量在一个基中的坐标.

8. 理解齐次线性方程组的基础解系的概念及系数矩阵的秩与全体解向量的秩之

间的关系,熟悉基础解系的求法.理解非齐次线性方程组通解的概念与结构.

内容提要

1-线性组合与线性表示 1'

(1)向量。能由向量组A.a1,a2,- -,am线性表示

方程组 x,a, +x2fl2+---+xmam =b(或记作 Ax=b)有解
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DR0 ,。2, •••,"“)= R3 ,%“・，a.,b)(教材定理 1,第 3 章定理 5).

(2) 向量组8南能由向量组A：ai,a2，-,am线性表示

D矩阵方程(句/2,…,％,)XW2,・"0)(或记作AX=B)有解

。存在矩阵KmXlMB=AK '

dR(A) = R(A,8)(教材定理2,第3章定理6)

= R(B)WR(A)(教材定理3,第3章定理7).

(3) 向量组4与向量组B等价(能相互线性表示)

=R(A)=R(8) = R(4,3),

2. 线性相关与线性无关

向量组A：ai,a2，-,am线性相关

<=>齐次线性方程x}a}+x2a2+■■■+xmam = O(或记作Ax = O)有非零解
a.)<m (教材定理4,第3章定理4).

3. 线性相关与线性表示的关系

(i) 向量组％,。2, •••，%, 3N2)线性相关的充要条件是存在某个向量a,能由

其余m-1个向量线性表示.

(ii) 设向量组A.aita2，-,am线性无关，而向量组a},a2, -,am,b线性相关，则

向量方必能由向量组4线性表示,且表示式是惟一的.

4. 向量组线性相关性的其他结论

(i) 线性无关向量组的任一部分组也线性无关(整体无关则部分无关)；有部分组

线性相关的向量组其本身也线性相关(部分相关则整体相关).

(ii) 向量个数比向量维数大的向量组线性相关.

5. 向量组的最大无关组与向量组的秩

(1)定义与等价定义

如果在向量组4中能选出r个向量a},a2,--,ar,满足

(1) 向量组…,4线性无关;

(ii) A中任意r+1个向量都线性相关，

那么称&是4的一个最大无关组;最大无关组所含向量的个数r称为向量组4的秩,

记作只含零向量的向量组没有最大无关组,规定它的秩为0.

等价定义:上述定义中的条件(ii)可改为

(iii) A中任一向量都能由&线性表示.

(2) 只含有限个向量的向量组A：a, ,a2，■--,am构成矩阵4 = (% a”)，那么

矩阵A的秩等于向量组4的秩，即

2?(A) = 7?(a1,a2,--,am) = ^-
(3) 利用最大无关组和向量组的秩河以把定理1,2,3推广到含无限个向量的向量组.
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学习要点

6. 向量空间
(1) 设V为。维向量的集合，如果V非空，且-对于向量的线性运算封闭，那么V

就称为向量空间.

向量空间V的最大无关组称为v的基，向量空间v的秩殆称为v的维数.若R广

r,则称V为r维向量空间.

设r维向量空间V的一个基为膈②则任一向量V^V,总有惟一的一组有

序数人1 ,人2,…Mr使

v = Xj}+X2j2+■■■+Xrjr,

数组人2,…，九称为向量。在基Jl, J2.-.Z中的坐标.

(2) 给定71维向量组4：%,。2,…,a”，集合

L(a1,a2,；",fl„)= {x=k}a}+k2a2+^-+kmam | kt ,k2, — ,km eR I

是一个向量空间,称为由向量组4所生成的向量空间.记作Span|a“a2,…,aj.

向量组A与向量组B等价。向量组A与向量组B所生成的向量空间相等.

7. 设几元齐次线性方程组AmXnx = O的解集S的最大无关组为S。,称S。为此方程

组的基础解系.设R(A)=r,则解集的秩Rs = n-r,即基础解系含"-r个解向量.设务，

£,…为它的一个基础解系，则其通解为

*=＜：占+02务+•••+%,&_, (c1 ,c2,---,c„_r eR )•

齐次线性方程组的解集S是非空集合,并且对向量的线性运算封闭(即若& ,

& wS,则A^+A^eS,其中A,，入2为数)，故S是一个向量空间，称为齐次线性方程

组的解空间.S。是向量空间S的一组基.

8. 设非齐次线性方程组Ax = b的一个特解为,且R(A)=r，对应的齐次线性方

程组 如=0的基础解系为方，务，…思”，则它的通解为

x=.+c南+c思+…+C—E-, (C"C2,…，C._, wR ).

学习要点

本章介绍线性代数的几何理论.把线性方程组的结论“翻译”成几何语言(或称向

量语言)即可得本章的结论.因此掌握几何语言，即掌握本章中的概念(定义)是学好

本章的关键.方程组理论是在矩阵运算和矩阵的秩的基础上建立起来的，几何的基本

元素是向量，而向量组可等同于矩阵因此，矩阵是连接方程组理论与几何理论的纽

带，又是解决问题时最常用的方法.学习本章要特别注意方程语言、矩阵语言、几何语

言三者之间的转换.典型问题是对关系式
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(禹02,・“,伉)=(«),aJKmxl (B=AX)
所作的解释：

矩阵语言：3是A与K的乘积矩阵；

方程语言:矩阵方程瓦¥=8有解K；

几何语言:向量组3能由向量组A线性表示,K是这一表示的系数矩阵.

总之,注重掌握概念(定义)，强调矩阵的表示形式，熟悉三种语言的转换,便可直

接得出本章定理1 ~定理4,而定理5的证明可看做是用矩阵方法解题的范例.

把矩阵的秩引申到向量组的秩，给秩的概念赋予几何解释•并且由于向量组可以

含无限多个向量，从而使秩的概念深入到更广阔的领域.

本章第4节是向量空间有关知识的介绍.学习时只需了解下列概念：向量空间、齐

次线性方程组的解空间、向量组角,。2,所生成的向量空间Span la”％,…,a」、

向量空间的基和维数.对于教学要求较高的读者，可阅读教材第6章§ 1和§ 2.

本章最后一部分内容是用几何语言来讨论线性方程组的解,建立起线性方程组理

论中另一个重要定理:n元齐次线性方程组Ax = O的解集S的秩7?s = n-ft(A).并由此

提出齐次线性方程组的基础解系的概念，阐明了齐次和非齐次线性方程组通解的结

构.这是本章又一重点，学习时要与上章求解线性方程组的方法相结合.对于用矩阵初

等行变换求解线性方程组的方法,不仅要熟练掌握,而且要理解其原理，从而能灵活

运用.

释疑解难

问4.1线性相关与线性表示这两个概念有什么区别和联系？

答 向量组A：a,,a2，-,am线性相关的方程语言是齐次线性方程组(a},a2，-,

ajx = 0有非零解,向量》能由4线性表示的方程语言是非齐次线性方程组(们,。2,…，

ajx = b有解.齐次方程Ax = 0是否有非零解与非齐次方程如=万是否有解,显然是两

个不同的问题，由此可知线性相关与线性表示这两个概念的区别・

另一方面，教材指出：向量组4线性相关的充要条件是4中至少有一个向量能由

其余向量线性表示.这个充要条件就把线性相关与线性表示这两个概念联系了起来 ，

我们常把这个充要条件作为向量组线性相关性的等价定义•向量组4中至少有一个向

量能由其余向量线性表示,也就是4的向量之间至少有一个线性关系式，这就是向量

组M线性相关的涵义.

按此等价定义，向量组4线性无关的充要条件是A中任意一个向量均不能由其

余向量线性表示.形象地说，即“谁也表示不了谁”，这种“独立”性正是向量组4线性
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无关（linearly independent,也有人称之为线性独立）所包含的意义

问4.2两个矩阵的等价与两个向量组的等价有什么区别和联系？

答 矩阵a与B等价指的是A可以通过有限次初等变换变成3,因此，两个不同

型的矩阵是不可能等价的;两向量组的等价指的是它们能够相互线性表示，于是，它们

（1）
各自所含向量的个数可能是不一样的例如二维向量组彳：。= 与二维向量组8：

是等价的.但前者只含一个向量;而后者含有无限多个向量.

两矩阵的等价与两向量组的等价的联系在于：

（1） .若矩阵A经初等行变换变成3,即A与8行等价，则A与B的行向量组等

价;若A经初等列变换变成C,即A与C列等价，则A与C的列向量组等价;若A既

经初等行变换又经初等列变换变成。，那么矩阵A与D等价,但A与。的行向量组

与列向量组未必等价.

（2） 反过来，设两列向量组等价.若它们所含向量个数不相同，则它们对应的两个

矩阵是不同型的，因而不等价;若它们所含向量个数相同（例如都含有m个），那么它

们对应的两个讣血矩阵（这里几为向量的维数）列等价，从而一定等价,但不一定行等

价.例如

向量组4：与向量组b：等价，它们对应的矩阵4=「之]与

⑵⑷ ⑵⑹ [2 4；

（1 0）
B= 列等价，从而4与B等价，但非行等价.

〔2 0；

类似地，若两个含向量个数相同的行向量组等价，则它们对应的两矩阵行等价，从

而一定等价，但不一定列等价.

问4.3何谓两个向量组各个向量之间有相同的线性关系？

答 称"维向量组A,a},a2，-,am与，维向量组B：g,…,虬（这里几与Z可以

相等，也可以不相等）各向量之间有相同的线性关系是指：（i） a.与b, 一一对应;

（ii） 4的任一部分组气,a,V…凡具有某种线性关系的充要条件是B的对应的部分组

她上,…,》.有相同的线性关系.

特别地，

a* , ％是4的最大无关组,奴，"，与,是B的最大无关组；

%=人 f+人 2*%+, f rifip/b* ubfi +A j* 奴+…+入 M, 3=1,2，…，m）.

教材中指出，当齐次方程（句,的,•••，七）* = °与（们，如，…，如）x = 0同解时，向量

组A与向量组B中各向量之间有相同的线性关系，这是因为：
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(a, ,a2,--,aro)x = O-^(h1 ,b2,,ftm)x = O|H|解

= (%,% ’…,气)，=。与(底1，虹，…，如,)7 = 0同解
与,bh,…，虹有相同的线性关系.

问4.4矩阵的初等行变换对矩阵的列向量组和行向量组各有什么作用？

答 设矩阵A经初等行变换成为8,那么

(1) 矩阵A与3的行向量组等价，也即它们能相互线性表示.于是齐次方程Ax =

0与Bx = O同解,这是用初等行变换求解线性方程组的理论基础.

(2) 矩阵4和8的列向量组有相同的线性关系(见问4.3).这是用初等行变换求

出A的列向量组的最大无关组,并将其余向量用该最大无关组(惟一地)线性表示问

题的理论基础.进一步，从解方程角度看，它可用来求非齐次方程Ax = b的特解(见例

10之析). ..

以上这几个问题贯穿于本章的计算问题中.

问4.5向量组的最大无关组有什么重要意义？

答 设&是几维向量组0的大无关组，那么A。的良好性质是：(1) A0QA,S.

所含向量个数「=&产几;(2)向量组&与向量组人等价,从而有^=7?Xo = r；(3)在所

有与0等价的向量组中，向量组&组含的向量个数最少.事实上，设B是任一与4组

等价的向量组，由等价的传递性,3与&等价,从而有

鸟=码0 =七
于是向量组B向量个数Nr.

这样,用向量组&来“代表”向量组0是最佳不过的了.特别地，当向量组4为无

限向量组时就能用有限向量组来“代表”，而后者可进一步转化为矩阵;凡是对有限向

量组成立的结论,用最大无关组作过渡，立即可推广到无限向量组的情形中去.这正是

最大无关组的意义所在.教材依次把定理2和定理3推广为定理2,和定理3,用的就是

这个方法.

问4.6向量组的最大无关组与向量空间的基有什么区别与联系？

答(1)由定义，除零空间外，任一向量空间作为一个向量的集合必定是无限

集.但向量组所含向量个数可以是有限多个.

(2) 反过来，设V是向量空间，把V看做一个无限向量组，则V中向量组A0；a1(
%,•••&,是V的一个基的充要条件是&是V的一个最大无关组.向量空间V的维数

就等于向量组矿的秩.这时，可以认为只是所用的名称或“版本”不同而已.

(3) 如果向量空间V是由s个向量的向量组A：a},a2，-,as所生成的，即
i .

V=Span|a] ,

这时，V与向量组A的联系特别紧密.表现在以下几个方面：
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(i) ^CV,且向量组4与向量组V等价；

(ii) A的任一个最大无关组是V的一个基,特别地，若4线性无关,则它本身就是

V的一个基；

(iii) V的维数等于A的秩.

问4.7向量空间的基有什么重要意义？

答 如问4.6所述,n维向量所构成的向量空间V(零空间除外)，必定含无限多个

向量.但V的任一个基所含向量个数小于等于""中任一个向量都是这个基的线性组

合，即可以由该基线性表示.于是，把握住基也就把握了整个向量空间；把握住有限个

(个数Wn)向量，也就把握了无限多个向量，其意义当然是很深刻的.这与向量组用它

的最大无关组来“代表”的意义是完全相同的.

例题剖析与增补

_、教材例题剖析

例3证明:n维单位坐标向量组e},e2，-,en能由向量组』线性表示的充要条件

是 R(A) = 7i.

析 本例有两方面的意义:大家知道IT中任一向量组4都能由n维单位坐标向

量组线性表示.反过来，如果n维单位坐标向量组能由向量组4线性表示，那么向量组

4应满足什么条件？本例就给出了它的充要条件.

本例用方程的语言来叙述即为：

设A为nxm矩阵，则矩阵方程AX=En有解的充要条件是R(A)=n,即A的秩等

于A的行数(称之为行满秩阵)(此即教材习题三第24题).此结论可看做是矩阵可逆

概念的推广(当A为方阵时，方程AX=E有解也就是A可逆).

例6已知向量组,a2,a3线性无关0i =a}+a2,b2=a2+a3,b3=a3+a},试证向量

组禹，奶,如线性无关.

析 本例具有典型意义，它讨论在向量组A :at,a2 ,a3线性无关的条件下，由它们

的若干个线性组合所构成向量组B："bz,b3的线性相关性.因向量组4中向量没有

给出它们的分量,故不能具体计算出向量组B,也就无从通过初等行变换等方法求向

量组8的秩，进而判定它是否线性相关.对于这一类未给出具体数值的向量组的线性

相关性,本例给出三种基本而奏效的方法,教材对它们有较详细的叙述,不再重复.教

材习题四中有多达7个类似问题，请读者注意.
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例10设矩阵
(2 -1 -1 1 2、

1 1 -2 1 4

4 -6 2 -2 4

、3 6 -9 7 *
求矩阵。的列向量组的一个最大无关组,并把不属于最大无关组的列向量用最大无

关组线性表示.

析本例无论在理论上还是计算实践上都具有重要意义.本例的理论依据是矩阵

A通过初等行变换成为3,即A-B,则A与B的列向量组各向量之间具有相同的线

性关系(见问4.3)；主要工具是矩阵4的行最简形.具体方法为:设7?(4)=r,则A的

行最简形B中有r个单位坐标向量勺，--,er,B中其余列可以非常方便、几乎是一

目了然地写成它们的线性组合.这时,A的列向量组中蕴含的复杂线性关系也就随之

而揭示出来了:A中对应于B中勺,勺,・“,0,的列构成A的列向量组的一个最大无关

组，其余列向量用此最大无关组线性表示的系数与B中对应列用e.e,,…,e,线性表

示的系数依次相同.

例 13 设 AmMBnXl=O,证明 R(A)+R(8)we.

析 剖析式子AB=O的关键是认识到B的Z个列向量是齐次方程如=0的解.这

一观点在本章补例和习题解答中多次采用.同时，本题的结论，作为矩阵秩的重要性质

之一(矩阵秩的性质(viii))，应予重视.

例20在H 3中取定一个基久,纶,。3，再取一^新基03,设A =(勺,a2 ,a3),

B=(儿,如03)•求用a,,a2,a3表示bitb2,b3的表示式(基变换公式)，并求向量在两

个基中的坐标之间的关系式(坐标变换公式).

析 本例的目的是利用过渡矩阵的概念建立R 3中一般的基变换及坐标变换公

式.以下几个事实是有用的：

(1) 两个基的过渡矩阵必定是可逆矩阵.事实上,设新基bx,b2,b3在旧基a,,a2>

%中的系数矩阵为P,即有

(b1,b2,b3)= (aj,a2,fl3)P,

则由教材例6知P为可逆矩阵,称它为从旧基到新基的过渡矩阵.

(2) 本例以自然基作为“过渡”，这方法在解决向量空间的某些问题时是常用的.

二、例题增补
•,

例4.1设向量组A：a},a2,a3线性无关,向量儿能由向量组4线性表示，向量如

不能由向量组A线性表示"为任意常数.问：
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例题剖析与增补

(1) 向量组a},a2,a.,kb,+b2是否线性相关，为什么？

(2) 向量组a},a2,a3,b,+kb2是否线性相关，为什么？

解一利用线性无关定义

(1)设有

(4.1)A1a}+X2a2+A3a3 +XA(kbi+b2)= 0,

那么入4 = 0,因若不然，人4铲。,则

b2 = -^-(-}ilai-X2a2-A3a3-X.ikb]),
人4

即奶可由线性表示，进而，由题设02可由线性表示,此为矛

盾.这样,(4.1)式成A1fl,+A2o2+A3a3=0,由角外,％的线性无关知A,=A2=A3 = 0,

从而由定义知at,a2 ,a3,kb,+b2线性无关；

(2)因如可由alra2,a3线性表示，故％,“3,禹线性相关，所以当％ = 0时,句，

%,%,们+汕2线性相关;当 5 时，设有

Xiai+Xia2+\3a3+Xi(bi+kb2')= 0,

与(1)相仿，可证足=。,从而推知药=人2=入3=0,故此向量组线性无关•

解二利用方程语言

记A = (a, ,a2,a3),则由题设，方程Ax=b}有(惟一)解0 ,而方程Ax=b2无解.

(1) 方程如=祐1 +如无解，因若不然，设叱是它的解，则有

A(i}2-krii) = Ai)2-A(kiiA')= kbl+b2-kb} =b2,

即方程Ax=b2有解，矛盾.

于是 3=X")<R(4,^i+M)w4=7f(4,W>|+》2)=4

=>a),a2,a3,kb^+b2 线性无关；

(2) 只讨论上尹0的情形，与(1)相仿可证此时方程

Ax = bi+kb2

无解，从而 3=R(A)<7?(4,如+砧2) W4 nR(A,bi+kbD = 4

=此向量组线性无关.

例4.2设向量组4 — 向量组8由,虬,其中

(1)证明向量组4与8等价;(2)求向量组4与B的相互线性表示的表示式.

解 先求解(2),若(2)已解出，(1)自然成立.为此，把向量组4和B合起来成矩

阵,并求它的行最简形:
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(1

一 1
(41/2002)= „

2

、4

r2-r3

0 3 2A

3 0 1 七+r】
(\ 0 3 2)

0 3 3 3

1 7 5

2 14 10?

a 0 3 2、

0 111

「3-2r] 0 111

、0 2 2 2,

h~r2
，4・2矿2 0 0 0 0

[0 0 0 0/

于是，向量如和如满足

代1=3。1+。2,

l.Z> ? = 2a1+a2,

也即向量组8可由向量组M线性表示为

。2)
(州,力2)=(句/2)J J=(a"a2)K,

其中，矩阵K= : J是上述线性表示的系数矩阵.显然,K可逆，且K-' = L；

于是

(1 -2}
(久,。2)=(禹 02) ,

(-1 3)

具体写出，有

尸1=州祯2,
[a2 = -2^1+3b2.

从上知两向量组能相互线性表示,故它们等价.

注 本例强调矩阵行最简形及矩阵的运算.如果说教材例2的方法用于两向量组的

"定性”，即是否等价等属性的讨论,则本例的方法用于两向量组之间的“定量”讨论,即

具体给出表示式.当系数矩阵不是方阵时，一般的处理方法可参看教材习题四第2题.

例4.3设4是n阶方阵若向量a满足A*a=0,而疽一岫产0,证明向量组T-a,

Aa,--,Ak-}a线性无关.

证设有常数从人，…，入i使

Aoa+AjAaf+^-'+A*.!^*-1a = 0 (4.2)

Aoa+A)Aa!+= 0

=^AoA*",a = O ( B Aia=A*+1a= - =A2(*-1)a= 0)

=»Ao = O (因 A*-岫尹0),
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例题剖析与增补

于是(4.2)式成为

A|Aa+---+A1_lA*-1a=O
nA*-，入［赢+…+人卜⑷「岫)=o

=入』2。=0 (与上同理)

=>入产0,

继续这个过程，最终证得如= 0,j=0,l,・“,A-L由定义知向量组丁线性无关.

例4.4 设mXn矩阵4的秩R(A)= m<?i,则( ).

(A) A的任意一个m阶子式不为零

(B) A的任意m个列向量所成向量组线性无关

(C) 若 BA=O,则 B =。

(D) 通过矩阵的初等行变换,A必可化为(E“,。)的形式

解选(C).给出两种方法，说明它正确.

方法一因BA = O=/?(JB)+R(A)Wm (矩阵秩的性质(viii))

=>R(B)wO (因 R(A)=m)

= R(B)= 0=8 =。；

方法二 因 BA=O=^ArBr = O

=B『的列向量是齐次方程ATx = 0的解

=>7?(BT)^m-7?(AT)(教材定理 7)

=>A(B)=/?(Bt)=0,

与方法一中结果相同.

注方法二中的推导过程事实上就是矩阵秩的性质(viii)的证明过程.

对选项(A) ,(B),(D),只需构作反例.取2x3矩阵

(10 0)Hoi J

则砒A)= 2= A的行数，它有2阶零子式，故(A)错;它的第2、第3列向量线性相关，

故(B)错;任何的初等行变换都无法把A化为(万2,。)的形式•故(D)也错.

下面是一组有关线性方程组理论的例题.线性施组是线性代数的重要内容对于求解

线性方程组的基本题型,读者应予以足够重视，熟练掌握，惟有在此基础上,才有可能从容

应付变化多端的有关线性方程组的习题.限于篇幅，一般的基本题型不再在此举例.

例4.5设矩阵A = (a} ,a7,a3,aA),其中at,a2,a3, aA为6维非零向量.若幻=

(3,2,2,2)『和& = (1,2,2,6尸是齐次线性方程组Ax = 0的基础解系，则下列论断中

正确的有( )个？

(A) a3,a4线性无关 (B)?,a2,%线性相关
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第4章 向量组的线性相关性

(C) %可由。3 线性表示 (D) a?可由。i ,。3线性表示

解⑴乌,务为方程4 = 0的基础解系= R(A)=4-2 = 2n(B)正确；

⑵乌-务=(2, 0, 0, -4尸也是方程Ajc = 0的解=> 2勺-4% = 0 n

a(=0a3+2a4=>(C)正确；

(3) 3务-务仍是4=0的解，即有

8

4
(。1 ,。2 ,&3 ,。4 )

4
=0

<0；

=>8a1+4a2+4a3 = 0=>a2 = -2a1-a3=> (D)正确；

(4) (A)也正确，因若线性相关，则RgaDwl,从而反复应用定理1得

D/ 、'因(D)正确 因(C)正确
7?(a1,fl2,a3,a4) R(a, ,a3,a4)= =-=/?(a3,g4) gl,

此与R(A)=2矛盾.

结论:四个论断全为正确.

注本题推导中充分地融合了本章几乎所有的概念和各主要定理.请读者多多留

意、领会概念之间的转换和定理的应用.

例4.6设有n元非齐次方程Ax=b,则( )•

(A) 若如=0只有零解，则如=3有惟一解

(B) 如=。有惟一解的充要条件是R(A)=n

(C) 如=力有两个不同的解，则Ax = 0有无限多解

(D) Ax=A有两个不同的解，则4 = 0的基础解系中含有两个以上向量

解 选(C).事实上设护阳为方程Ax=b的解，则g 为心=。的非零

解，于是集合l^lieR |含有Ax = 0的无限多个解.

注选项(A)错，因此时Ax = b不一定有解;选项(B)错，因充分性不成立，当

7?(A)=n时，不能保证Ax"有解;选项(D)错，&Ax = b有两个不同的解，只能推得

方程Ax = 0存在基础解系,而基础解系中向量个数应是n-7?(A),它可以是1.

H 2 -2A

例4.7设3阶矩阵4= 4 t 3 ,B为3阶非零矩阵，且AB = O.求，的值

、3 -1 L

解 由题设施=。,用矩阵秩的性质(枝)，有R(4)+R(8)W3.
又因B为非零矩阵，故R(B) N1,结合以上两式知

R(4) W2

«A不是满秩矩阵。\A | =0dz = -3.
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M 2 3)
例4.8设3阶矩阵。=2 4 t ,P为3阶非零矩阵，且PQ = O,则( ).

、3 6 9,

(A)当 t=6 时,R(P)= 1
(C)当 M6 时,/?(?)= 1

(B)当,=6 时,R(P)=2

(D)当瑚6 时,R(P)=2

解 选(C).说明如下：

从矩阵。可知,0的秩

又由题设，矩阵PQ满足PQ =。,由矩阵秩的性质(赤)，有

R(P)+R(Q) W3.

综合上两式，得

砒P)W
2, t=6,
1, z 尹 6.

又p为非零矩阵，故r(p)mi,最终得

JlwR(P)w2, t = 6,
1 R(P)=1, t#6.

注选(A)是错误的，理由是当t=6时矩阵P的秩X(P)不是必须等于1.同理,

选(B)也是错误的.选(D)为错误的理由是当#6时,R(P)= 1.
例4.9已知方程组

⑶的+叱地+…+气皿制,
a2tXi +a22x2+---+a22„x2lt = 0,

+%2改+ …+%,2^2» =°

的一个基础解系为

试写出方程组

31 为+如2,2 + …+4，必=0,

妇刃'+妁,2 +…+奴好” =0,

也d y I +如2无 + • • .+如,2»，2» = 0
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的通解，并说明理由.

解本题虽然计算本身并不复杂，但对于加深领会和把握齐次线性方程组理论很

有帮助.

记nx2n矩阵4和方分别是方程组I和D的系数矩阵，由题设条件，可获得下列

信息：

(1) 关于矩阵的n个列向量是方程组I的一个基础解系，从而B1"的秩

7?(Br)=n,进而B的秩R(B)=n.于是方程组D的解集的秩= 2n-n = n,即方程组D的

任意n个线性无关的解构成它的一个基础解系.

(2) 关于矩阵A：因方程组I的基础解系含有n个向量，故由定理7知4的秩

7?(A)=2n-n = n.于是A的n个行向量以及妒的儿个列向量所成向量组线性无关.

(3) 关于两矩阵之间的关系：由信息⑴有4^ = 0,于是

BAy = O,

因此矩阵的几个列向量是方程组II的解,并且由(2)知它还是方程组口的基础解

系,将通解具体写出，得(注意应写成列向量)

们，知…，如wR.

(2)设向量A在基a},a2,a3中的坐标为(3,1,2尸,求g在基b},b2,b3中的坐标.

解(1)设从旧基到新基的过渡矩阵为P,即

(4 0203)= (%/2,。3)尸
=>P=(a1,a2,a3)"'(Z>1 02 03)；

下面用初等变换的方法来求P由

0

1

0

1 1(1

(。1 ,。2 ,。3，，1，*2，”3)= 1

.0

0 111

10 0 1

110 0

n ri
r2~rl

1 ------- 0 -1 -1

2 1

1 n

o o

。b
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得

f
1 0 0 T 1 T

------------- 0 1 0 0
n ~r3 "T T
，2也

0 0 1 0I T

(1 2 1、

p=
1

~2 -1 0 1 .

< 1 0 L
⑵ 设0在基bitb2,b3中的坐标为为，‘2,，3,则按坐标变换公式有

，2 =p 1 1

J3, z

由

r i i i 小T 1 T 3
3)

p,i = 0 ； 1
2 2

"i i
— 0 — 2I 2 2 ；

]-，3

ro 1 o n p o o n

0 0 13 0 10 1
J 0 1 4j^0 0 1 3j

火3
r3x2

0、 ,1)

1

3

习题解答

1.已知向量组
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证明向量组B能由向量组A线性表示，但向量组A不能由向量组B线性表示.

证因向量组8能由向量组4线性表示。R(4,3) = R(A)；

向量组A不能由向量组B线性表示=R(3,4)>R(B)；

于是,向量组B能由向量组A线性表示且向量组4不能由向量组B线性表示dR(B ,A)=

具体计算如下：

(2 0 4 0 3 2) 「1112 10、
1-24103 0 1 -1 1 0 -1

("=
1 112 10 0 0 0 -2 1 0

? 1 3 3 2 1； 、0 0 0 0 0 0,

于是7?(B)=2,7?(B,A)=3,并且上式右端矩阵的后三列所构成矩阵与矩阵4行等

价，继续对它作初等行变换，得 .

(2 1 0) (\ 0 T)

1 0 -1 二
0 1 2

-2 1 0 0 0 1

0 10 0

所以 R(A)= 3.合起来有 R(B,A)=R(A)= 3>R(B)= 2.

2.已知向量组

,0) ,1)

4：们=1 ,a2= 1

.1J W
证明向量组4与向量组B等价.

证记矩阵A = (al,a2),B = (b1,b2,b3).因向量组4与向量组B等价qR(A) =

RW = R(A,B)(或砒B,A)),故求矩阵(3,A)的行阶梯形以计算3个矩阵的秩.由

仁1 1 3 o n [11-11 0)

(脆)= 0 2 2 1 1 r 0 2 2 1 1

\ 1 1 -1 1 0, 、0 0 0 0 0?

即知R(B)=R(B,3)=2,且7?(4)W2.又句与％不成比例，故«(A)=2.因此，向量组

4与8等价.

3.判定下列向量组是线性相关的还是线性无关的：

解 记(1),(2)中向量所构成的矩阵为丸
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习题解答

(1)

-1

由 det A = 3

1

(2)

2

由 det A = 3

0

2 1
1 4 =0nR(A)<3 =向量的个数

0 1
n向量组(1)线性相关(由教材定理4)；

-1 0
4 0 = 22 X0=R(A)= 3=向量的个数

0 2
=>向量组(2)线性无关(由教材定理4).

4.问a取什么值时下列向量组线性相关?

仲、 (1、 (n

1 ,。2 = a ,% = -i

lL
解 记 A = (a1,a2,a3),WI

a 1 1 a 1 1

det A = 1 a -1
七+万 a+l a+1 0

1 -1 a 1 -1 a

a-1 1 1
ci-竺 0 a+ 0 =(a+1)气 0-2：

2 -1 a

于是当a = -l或a = 2时detA = O,即7?(4)<3.由教材定理4知此时向量组a},a2,a3线

性相关.

5.设矩阵A=aar+bb\这里a,b为n维列向量.证明(1) R(A)w2；(2)当线

性相关时,R(4)Wl.

证(1)由矩阵秩的性质

R(4)=R(aaT+砧丁)wR(aaT)+R(沥丁)wA(a)+R(3)《1 + 1=2；

(2)当万线性相关时，若Q0均为零向量，则4 = 0,结论成立;若不全为零

向量,不妨设aXO,因此时。与》成比例，有》=入。(人可能为0),于是aar+bb7 =

(l+A2)aaT,从而有

R(A) = R( (l+A2)aaT) = 7?(aaT) <R(a)= 1.

6.设们，代线性无关,ai+b,a2+b线性相关，求向量方用a,,a2线性表示的表

示式.

解一 因ai+b,a2+b线性相关，故存在不全为零的常数如,知使

k](-i+b)林2(。2+，)= 0
(4.3)

=(M +皓)b = 一 一 灼约，
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第4章 向量组的线性相关性

由at,a2线性无关，可知虹+虹尹0.不然，由上式得

k]al+k2a2 = 0=^k1 =k2 = 0,

这与也也不全为零矛盾•于是由(4.3)式，得

b = - ~ a}-——-a2, k}，/c2 eR, ki+k2^=0.
k} +k2 &]+&2

解二 因 a, +b ,a2+b 线性相关，故(a}+b)-(a2+b),a2+b 线性相关，即 ax-a2,a2 +b

线性相关.又因a,,a2线性无关，故名-。2乂0,于是存在A使

a2+b = A(a1-a2) =>b = Xa1-(A + l)a2, X eR.

这与解一的结果相同.事实上在解一中，若记入=-厂4-,则厂%-=4 + 1.
k}+k2 k} +k2

注+》可能为零向量.

7.设％皿线性相关，饥02也线桂相关，问a]+b},a2+b2是否一定线性相关？试

举例说明之.

解 向量组a^b.,a2+b2不一定线性相关.例如令

向量组】m=c
向量组 n ：b} = ] ,、2="J,

则这两向量组均线性相关，但向量组句+万产 ,a2+b2=
1)
线性无关.

8.举例说明下列各命题是错误的:

(1) 若向量组aita2_,-,am线性相关，则名可由a2, — ,a„线性表示.

(2) 若有不全为0的数M人2，・、L，使

大1们+入2。2 +…+入/•>+入1们+入2力2 +…+入Mm=0
成立，则"如…,％,线性相关,by,b2，-,bm亦线性相关.

(3) 若只有当A1>A2,-,Am全为0时，等式

人但1+入2。2 +…+入入]禹+入2如+•••+人M>n = 0
才能成立，则句,矣，•••,％,线性无关,b},b2，-,bm亦线性无关.

(4) 若a,,a2，-,am线性相关，如皿，”•，虬亦线性相关，则有不全为0的数M ,

人2,…，入m,使
A1a1+A2a2+•••+Amam = 0, A,b,+A2b2+-+Ambm=0

同时成立.

答 命题(1)是错误的,,例如:取向量％=(：]皿=(：，则向量组a,,a2线性相

关，因它含有零向量，故@并不能由％线性表示.

注向量组a,,a2,--,am线性相关的充要条件是其中至少有一个向量能由其余
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习题解答

向量线性表示，但并不指明是哪一个向量，更不是说任一个向量可由其余向量线性

表示.

⑴ (°) r 0)
命题(2)是错误的，例如:取a产 ,a2=,，如=n ,b2=\ ；再取土 =

入2=1,则有

Ajflj +人 2。2+人 +入 2如=°

成立，但a,,a2线性无关0 ,如也线性无关•

注关系式入1句+入2口2+…+人/m+入01+入2力2+…+入>„如=。(入i不全为。)只能说

明向量组o1+bl ,a2+b2,--,am+bK线性相关.

C命题(3)是错误的，例如:取a产
'0、

Q
[J』。]'此时若有

入1角+入2%+人0】+入2力2 =人1

成立，只有入产人2=。，但向量组句/2和向量组禹，如都线性相关.

注题设条件只能说明名+4/2+奶，•••/“+如线性无关.

3) ⑴ 『°) (°)
命题(4)是错误的，例如:取％= ,a2= 0产 ，奶= ，则向量组％,

y J \yJ v J

a2和向量组b.,b2均线性相关.但对此两向量组不存在不全为零的数入I ,入2,使

A1«1+A2a2 = 0, A1b1+A2A2 = 0

同时成立，因由上面第一式可得

仲) 内)■
= AIa1+A2a2= ,

于是，人2 = 0,同理由第二式得A)=0.

注题设条件是说齐次方程(a1,fl2,-,«m)x = 0及(""•••," =。都有非零

解，而结论则是说这两个齐次方程有公共的非零解•坐坐坐坐坐坐坐坐

9.设 bt =ay+a2,b2 =a2+a3,b3 =a3+aA,bA =a4+a{,证明向量组 b1,b1,b3,bA 线性

相关.

证一b1-b2+b3-bA

= (a1+a2)-(a2+a3)+(a3+a4)-(<I4+Oi)=。，

由定义，知向量组b},b2 ,如，主4线性相关.

证二两向量组线性表示的矩阵形式为

(知0203,如)=(%,。2，。3,。4)、，
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<1 o o n

1 0

1

1
其中K=0

0 _
.因

0

<0 0 11；

1

1
detK=

0

0

1

1

00

故砒K） <4.由矩阵秩的性质（vii）知

R（如 02，》304）WR（K）<4,

由教材定理4 ,向量组如02，》3 04线性相关.

注 从证明可见，不管“前2，。3，。4是否线性相关,b}9b2,b3,b4总是线性相关的.

10.设们=。】02=。1+。2,…，如="l+“2 + ・f 且向量组“1，电，…，％线性无关，证

明向量组也,如，…，如线性无关.

证 先把b[ 02 ,…，如由a\ >a2 线性表示的关系式写成矩阵形式：

…1 ）
记作

（如，如，…，如）=（。1，"2,…，句） •.・: =（%,。2，.・・，？）火.

因det 1,故K是可逆矩阵,由矩阵秩的性质（iv），知

R（S 02,…0） = R（<»1，%，..・，％）•

又因少皿，…皿线性无关，由教材定理4知&（《，％,・•・，％）= r,从而有

R（们02,…0）=r.再次应用教材定理4知向量组们,如，…，如线性无关・

11.设向量组角,。2,%线性无关，判断向量组b19b2fb3的线性相关性：

（1） h1=a1+a2,h2 = 2a2+3a3,i3 = 5a1+3a2;

(2) b1 =a]+2a2+3a3 ,b2 = 2a}^2a2^4a3，&3 = 3a]+a2+3o3 ；

（3）们=少，方2=2%+%03=句 +。2+。3・

（\ 0

解（1） （g，》3）=（角,％，。3）1 2
.0 3

5) 1
3，而1
oj 0

0 5

2 3二6尹0,于是R(b】,

3 0

万203）=&（“】,。2，。3）=3,力]0203 线性无关;

2 3、 1

2

3

（2）（饥0203）二（"】,。2，。3）2
0

2 1，而

4 3>

2 3

2 1 =2^0,于是，与(1)同理,

4 3
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习题解答

们02 03线性无关;

(1 0

(3)(饥 0203)= (。1，2，。3)T 2

、° 1

n 1 o

1 ,而-1 2
1) 0 1

1

1 =0,于是顼(们,》2,万3)w
1

20,"线性相关.

注 本习题针对教材例6.该例尽管也可用其他方法求解，但无疑证法3是最方便

的，其好处在于可程式化处理这类问题.

12,设向量组如，…，如能由向量组A-ax,a2，-,a,线性表示为

(如 02,…，如)=％)K,
其中K为5Xr矩阵，且向量组A线性无关.证明向量组B线性无关的充要条件是矩阵

* 的秩 R(K)=r.

证一记4 = 3,412,…,《),•》=(们02,…，如)，则有

B=AK. (4.4)

必要性:设向量组B线性无关，知7?(B)=r.又由知R(K)NR(B).但X含

r列，有R(K)Wr,于是

r=R(B)WR(K) Wr,

即R(K)=r,K为列满秩矩阵

充分性:设敬K) = r.要证向量组B线性无关.由于

Bx = 0<=>A«x = 0
=«x = 0.(因R(A) = s,根据第3章定理4)

=x = 0 (因R(K)=r,根据第3章定理4),

因此，向量组B线性无关.

证二 由(4.4)式，因R(4) = s,4为列满秩矩阵，根据教材第3章例9知砒3)=

R(K).于是

向量组B线性无关=R(B)= r=R(K)= r.

13.求下列向量组的秩，并求一个最大无关组：
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第4章 向量组的线性相关性

解(1)对(fll,a2,a3)作初等行变换，求它的行阶梯形:

(1 9-2) p 9 -2) p 9 -2)

2 100 -4 ，2-2七 0 82 0 0 1 0
,。2，%)= 二

-1 10 2 r3+rl
I-%】 0 19 0 0 0 0

[4 4 -8J 〔0 -32 0J [o 0 oj

由此可知砒句/2/3)= 2,并且a),a2是它的一个最大无关组;

(2) (aj,a2,a3)=

p 4 n (\ 4 n a 4 n

2 -1 -3 ，2-跖 0 -9 -5 0 9 5
二

1 -5 -4 0 -9 -5 0 0 0
，4-3r】

〔3 -6 -7) 〔0 -18 -lOj 10 0 oj

由此可知7?(a, ,%/3)= 2,并且a,，的是它的一个最大无关组.

14.利用初等行变换求下列矩阵的列向量组的一个最大无关组 ，并把其余列向量

用最大无关组线性表示:

解

<25 31 17 43) 1 2 2 n

75 94 53 132 0 2 1 5 -1
(1)

75 94 54 134
;(2)

2 0 3 T 3

[25 32 20 48, 1 0 4

A =

(1) 记 A = (a 】，。2 ,因

(25 31 17 43) <25 31 17 43)

75 94 53 132 PF
-~~ _ -

0 1 2 3

75 94 54 134 r3~r2
『2-3^ 0 0 1 2

<25 32 20 48； k 0 1 3 5,

<25 31 17 43] <25 31 0 9)

0 12 3 n~17r3 0 10-1

IF 0 0 12 「2-2「3 0 0 12

、0 0 0 0, 、0 0 0 0,

tx-3\t2

(25 0 0 40、
0 10-1 r】w25

( 8A
1 0 0 y

0 10-1
0 0 1 2

、0 0 0 0,
0 0 1 2

、0 0 0 0；

从4的行最简形可知皿,％，。3是4的列向量组的一个最大无关组，且
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8 -

(2)记A = (a1,a2,a3,a4,a5).

1 2 2 B P 1 2 2 n

0 2 1 5 -I 裳2。 0 2 1 5 -1

2 0 3 -1 3 0 -2 -1 -5 1

〔1 1 0 4 -u 〔0 0 -2 2

p i 2 2 r p i o 4 -n

堕*「2 0 2 1 5 -1 n-2r3 0 2 0 6 -2
g-2) 0 0 1-1 1 r2~r3 0 0 1-1 1

(0 0 0 0 0,
»

<0 0 0 o oj

4 0 0 1 0A

勺+2 0 1 0 3 -1

001-1 1
0 0 0 o oj

从A的行最简形可知：fll,a2,a3是A的列向量组的一个最大无关组，且

。4 =口1 +3a2-a3, a5 = -a2+a3.

15.设向量组

，G、 [2、 rv
«1 = 3 ，“2 = b 2 3

3 kb
kJ

的秩为2,求

解 对含参数a和b的矩阵(％ ,％ ,%)作初等行变换，以求其行阶梯形.

q

(03,04,0),a2)= 2

、1

尸2

2 a 2) fl 2 a 2、
3 3 6 -------0 -1 3-2a b-4

1 1 3 J (0-1 1-a 1 ?

(12 a 2 )

0 -1 3-2a 6-4 ,

、0 0 a—2 5—b /

于是

R(a} ,a2 ,a3 ,a4)= 2<=>7?(a3 ,a4 ,a2)= 2<=>a = 2 且 6 = 5.

注把含参数的列放在不含参数的列后面，常可简化计算.

16.设向量组A：at ,a2；向量组B.a} ,a2,a3；向量组C：ai ,a2,a4的秩为码=& = 2,
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第4章 向童组的线性相关性

Rc = 3,求向量组D：ai,a2,2a3-3aA 的秩.

解RA = 2=^ai,a2线性无关 1
死=2=名，。2,%线性相关i

由教材定理5（；）a,可由队庭惟一地）线性表示为

将此结果代入向量组D得

H 0 2k A

（。1 ,。2 ） = （。1 ,。2+2论2%—3。4 ） = （，。2 。1 2奶，

、° 0 -3y
1 0 2k}

因 0 1 2k2 =-3尹0,故 R〃=Rc = 3..

0 0-3

17. 设有n维向量组A:a, ,a2，-,%，证明它们线性无关的充要条件是:任一几维

向量都可由它们线性表示.

证一 必要性:任给n维向量奴则n+1个向量％ ,•••,% ,b线性相关（因它所

含向量个数大于向量的维数）.又因向量组&线性无关，由教材定理5（3）,可知向量b

必可由向量组& （惟一地）线性表示.

充分性:设任一 n维向量能由向量组4线性表示，特别5维单位坐标向量

e?,…,e,能由向量组4线性表示.于是有

n = R（E） wR（ai ,。2,W"

nR（时％,…=口由教材定理\向量组A线性无关.

证二 设&是A的一个最大无关组，则有

向量组A线性无关D向量组4。即为向量组Ao向量组&含e个向量

=向量组&为R"的一个最大无关组

。任一 n维向量可由向量组Ao线性表示

D任一 n维向量可由向量组A线性表示（因向量组&与向量

组4等价）.

注 证一主要依据教材第二节内容，而证二则依据第三节内容，它借助最大无关

组作为过渡,使证明显得相当简洁.读者应对每一步的充分必要推理问个为什么.

18. 设向量组时2,…,4线性相关，且角邳,证明存在某个向量%（2wkWm）,

使算能由- 线性表示.

证一因为向量组a.,a2，-,am线性相关，由定义知，存在不全为零的数人】，

必…，入“，使
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习题解答

A,a)+A2a2 + •••+A„am = O. (4.5)

按足标从大到小考察上式中系数心设其第一个不为零的数为楫，也即At#0,但

A*+1=AM = -=Am=O.此足标32.如若不然,该式成为入同=0.由约X0知入产0,此

与这些系数不全为零矛盾.这时(4.5)式成为

A1al+A2a2+---+A1fli = 0,且

A j A*.]
=a 产----- a—,

A" 人A
于是上述向量％即满足要求.

证二记A = (a},a2，-,aj.由题设,4的列向量组线性相关，故R(A)<m.设3

是A的行阶梯形，则仄中一定存在不含首元的列勤.注意到彳的第1列含首元，故kN

2因a,能由礼弓,…，线性表示，故A中对.应的a*也能由。"2,…，』线性

表示.

19.设

p} = %+%+"•+%,

角=电+ 。3+…+%，

0=\+0；2+・"+%一1,

证明向量组,a2,•••,«„与向量组角等价.

证 列向量组、,％,•••,%和但,02，…,Pn依次构成矩阵。和矿于是有

B=AK, (4.6)

其中系数矩阵甚为

(0 1 …1)

1 0 ••- 1
x=：： :，

1 …0,
其行列式|«| = (n-l)(-l)"-*#0 (n>2)(见教材习题一第8题(2)),故。可逆.由

(4.6)式即得A=BK ',此表明a},a2，-,an能由•，队线性表示(其表示的系

数矩阵为矽)，从而a,,a2，…,a„与们，角，…，以等价.

注 当成|=0时，不能得出.，曲，…,％与但,击，…，场不等价的结论.

20.已知3阶矩阵4与3维列向量x满足A3x = 3Ax-A2x,且向量组x,Ax,A2x线

性无关. ，，

(1) 记y=Ax,z=Ay,P=(x,y,z>)，求 3 阶矩阵 B,使 AP=PB；

(2) 求⑷.
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解(1)因矩阵P的列向量组线性无关，故P可逆，从而B=P 'AP.^题的困难

在于没有具体给出A和P的元素，而仅是它们之间的一些关系式.下面就利用这些关

系式来计算B.

AP=A(x,y,z)= (Ax,Ay,Az\

因 Ax =y ,Ay =z ,Az =A3x = 3Ax~A2x = 3y-z,故

AP =(y,z,3/-z)
ro o 0) ro o o\

=(3,z) 1 0 3 =P 1 0 3

、° 1 <o 1 -L
于是

ro 0 0)

B=P'AP = 1 0 3

10 1 -L
(其实矩阵B就是向量组Ax,Ay,Az由向量组x ,z线性表示的系数矩阵).

(2)由B=P'AP,两边取行列式，便有|A|= |B|=0.

21.设* = I («)/2,…，*.)T |叫,*2,•••>«„ e R 满足 «1+*2+= ,

匕=1 (x1,x2,---,x„)t \xl,x2,---,xn eR 满足 *1+多2+•■•+*. = 1},

问是不是向量空间？为什么？

解(1) %是向量空间,理由是

(1) * 非空：(O,O,-,O)TeV1；

(ii) %对于向量的加法和数乘封闭.事实上，

Vx=(x1,x2,---,x„)t, y=(y1,y2» — .rn)Teyl,

则有

x+j = (x1+yl ,x2+y2,---,x,.+yny, Ax=(Ax),入约，…,"。七

因

n n n
£(叫 +处)=2“ + £为=° + ° = °，
k s ] ks 1 A =】

n n
£ (A«t) = A £机=入-0 = 0,
k= 1 A=1

故

x+y e V}, Ax e Vx.

(2) 的不是向量空间•事实上，取

fl = (l,0,-,0)T, 3=(0,1,・“,0)七总，

那么以=(1,1,-,0)Te V2,即V2对向量加法不封闭.

114 ------------------------------------------------



习题解答

22.由fl1 = (l,l,0)0)T,a2 = (l,0,l)l)T所生成的向量空间记作"，由如=

(2,-l,3,3)T,M = (0,l,-l,-l)T所生成的向量空间记作禹,试证

证 因对应分量不成比例，故a.,a2线性无关，如，如也线性无关.又因

(112 0) 「112 0)

1 0 -1 1 Wl 0-1-31
(% ,“2,饥 02)=

0 1 3 -1 七丑2 0 0 0 0
门打2

〔0 1 3 -1J 〔0 0 o oj

于是R(a},a2) = R(b.,虬)=R(名,a2,bt,b2)= 2,由定理2的推论，知向量组at,a2与

bltb2等价，从而

L]

23.验证a1 = (l,-l,0)T,fl2 = (2,l,3)T,«3 = (3,l,2)T 为 R3 的一个基，并把约=

(5,0,7)T,“2 = (-9,-8,-13)T 用这个基线性表示.

解本题本质上就是教材例10及第14题.只不过是以向量空间的语言来叙述.因

<12 3 5 -9) p 2 3 5 -9)
(“1 ,“2，“3 ,。"2)= -1 1 1 0 -8 r2+ri 0 3 4 5 -17

〔032 7 -13； 〔0 3 2 7 -I3J

H 2 3 5 -9) 2 0 8 -3)
「3 一『2
-*~* .- 0 3 4 5 -17 -—一，- 0 3 0 9 -9
相-2) r2~4r3

〔0 0 1 -1 -2J 〔0 0 1 -1 -2y
<1 0 0 2 3)

「2 .3

--------0 1 0 3 -3 ,
h -2^

[o 0 1 -1 -2)

据此可知(％ ,约，%)二E,从而R(at ,a2,a3)= 3,故a,,a2,a3是R3的一个基;乃,v2

用此基线性表示式为

v, =2a1+3a2-fl3, v2 = 3fl1-3a2-2a3.

(1)求由基a},a2,a3到基b},b2,b3的过渡矩阵P;(2)设向量x在前一基中的坐标为

(1,1,3)、求它在后一基中的坐标.

解(1)记矩阵 A = (fl] ,a2,a3) ,B = (bi,b2,b3'). ^ay,a2,a3 与 bl,b2,bi 均为 R3

的基，故4和3均为3阶可逆矩阵.由过渡矩阵定义，
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（知,，203）= （a},a2,a3）P 或 3=AP

=»P=A'B.

利用第3章介绍的方法可求P如下：

1 1 1 2 3) <1 0 0 2 3 4)

(A,B)= 1 0 0 2 3 4 二 0 1 0 0 -1 0
11 一1 1 1 4 3, <0 0 1 -1 0

'234

从而 P =A'B= 0-10

0 -1.

标，得

(2) 在后一基中的坐

71

=（禹，力203广（。1,。2,

，3

,2

(1 3 4) 为' (1 3 4) 「1)
因 0 2 0 ，故 ys

1=- ---
2

0 2 0 1 = -1

、T -3 -2) 73, 1-1 -3 -2, 3 L 5,

25.求下列齐次线性方程组的基础解系:

Xj-8x2+10%3+2x4 = 0,

(1)，2%]+4劣2+ 5听-%4 = 0,

3xj+8«2+ 6劣 3一2%4 = °；

2«]-3为2一2多3+ %4 = °,

(2) * 3%1+5%2+4%3一2%4 = °,

8xj+7x2+6ic3-3%4 = 0；

(3) g]+(7l-l)%2 + ・・・+&n-l+4n = °・

解(1)
(1

2

了2+(-5)
-I '
为+8「2

"3

-8

4

8

10

5

6

2、
T

-2,

，2-2r〕
，3-3r【

H

0

I。

-8

20

32

10

-15

-24

2)

-5

p - 8 10 2) (\ 0 4 °)
0

、°

-4

0

3

0
1 %

0,

0

<0

-4 3

0 0

1

0>

可知原方程的同解方程为
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习题解答

分别取
『0)

，得基础解系8 =
V7

为+4④3 = 0，

.一4%2 + 3%3+*4 二 0

0

r

1^4 =

,0) /
1
0 ，专2 =

A \

= 4x2-3x3.

-4、

n

p -3 -2 ])
r2 + 2rl

(2 -3 -2 n

(2) A = 3 5
7

4

6

-2

-3,

. — ■■ ■

矿3+3，|
7

(14

-1

-2

0

0

0

o>
o

相-1)
-***'.-
A +3r2

r3+2r2

<-19

-7
oj

可得同解方程

-19xj-2x3+%4 = 0,

一7%]+%2 = 0

%2 = 7%1,

x4 = 19xj+2%3.

分别取
(°)

，得基础解系乌=

T

Q
和

0

1

和

1
0

0
0

o

(n
7

0

2[1力

注 解本题时，矩阵的初等行变换与第3章中的比较，已有了一些变化，要求概念

掌握得更加清晰,初等变换运用得更加娴熟.

(3) A=(n,n-1,-,1),可见7?(A)=1,从而有n-7?(A)=n-l个线性无关的解构

成此方程的基础解系，并且由

分别取

x„ = -nxI-(n-l)x2•——2®„_j,

代入上式就得到基础解系:

「1) / 0 )

0
,玲=

,■ 1
, * * * » 51 =

1

l"nJ 、-(n-l)j k-2>
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第4章 向量组的线性相关性

(2 -2 1 3)
26.设 A= ，求一个4x2矩阵B,使AB=O,且砒8)=2.

[9 -5 2 8J

解 设B按列分块为B = (K»2),先分析们,如具有的性质.因R(B)=2,故州,

b2线性无关.

又因 AB = OnA(K ,如)=(0,0) =>AZ>,=。且 Ab2 = Q^bx,b2 是方程Ax = 0 的解;

并且这方程的系数矩阵A的秩R(A)= 2.于是可知by,b2还是它的一个基础解系.

A J2 -2 1 3）匚]2 -2 1 3、皿尸。1 -1）
（9 -5 2 8 人 x（T）[-5 1 0 -2） [-5 1 0 -2>

得

Jx2 = 5x1+2x4,

lx3 = 8«] +xA,

（xA⑴仲）
分别取 =和

1*4 J k°J UJ
，得此方程的一个基础解系为

如=(1,5,8,0)『，如=(0,2,1,1)\

于是，令

H 0)

5 2
8 =(如，如)=

8 1

、0 L
就满足题目的要求.

27,求一个齐次线性方程组，使它的基础解系为

备=(0,1,2,3)『,&=(3,2,1,0「

解设所求齐次线性方程为

Ar = 0.

首先考虑此方程有多少个未知数？有多少个方程？因务是4维的，故方程有4个未

知数,即矩阵A的列数等于4.另一方面，因基础解系含2个向量，故由教材定理7知

7?(4)= 4-2 = 2,因此方程的个数。2.这样,我们只需构造一个满足题设要求而行数最

少的矩阵，也即A取为2x4矩阵，且R(A)=2.

记8=("),那么

自，&是方程如=0的基础解系

= 48 =。,且 R(A)=2」

^BtAt = O,且夫(4丁)=2
«AT的两个列向量是Brx = 0的一个基础解系(因R(B)= 2).
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习题解答

由

得基础解系为

故A可取为

3 1 2 3),1 2 3、)
Bt= 〜

[3 2 1 0)<1 0 -1 -2)

m = (l,-2,l,0)T, »h =(2,-3,0,l)T,

-2 1 0、

-3 0 L

对应齐次线性方程组为

劣1-2%2+/3 =0,

2"[-3%2 危4 =

28.设四元齐次线性方程组

[："=0,

b；2f =0；

x}-x2+x3=0,

.x2-x3+«4 = 0,

求(1)方程组I与II的基础解系；(2) I与II的公共解・

解(1)求方程组I的基础解系:系数矩阵为

'110 0V p 10 0、

k0 1 0 -1J (0-10 b

其基础解系可取为

幻= (-l,l,0,l)T, & = (0,0,1,0)。

(\ -1 10)
求方程组II的基础解系:系数矩阵为 ，故可取其基础解系为

I。 1 -1 1J

金=(1，1，O，-1)T，玲=(T,O,1,1)「

(2)设x = 为I与II的公共解，下面用两种方法求X的一般表

达式.

方法一X是I与□的公共解<=>X是方程组ID的解,这里方程组DI为I与口合起

来的方程组，即

ID：-

&]+先2=0,

%2一%4=0，

%] 一%2*，3 = °,

此一地+叫二。.
其系数矩阵为
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第4章 向■组的线性相关性

p 1 0 0) 0 0 n

0 1 0 -i 二
0 1 0 -i

1 -1 1 0 0 0 1 -2

<0 1 -1 b E 0 0

取其基础解系为(-1,1,2,1)丁,于是I与n的公共解为

‘-1、

1
x = k , A; g R .

2

、1>
方法二 以I的通解X=(-C|,C|,C2,C】)T代入U得

[-C|-C1+c2tO,
■ | —v c? = 2c | •
[cj-Cj+c^O

这表明I的解中所有形如(-c“C|,2c“C|)T的解也是I[的解，从而是I和H的公共

解.于是I和口的公共解为

x = k , A： e R .
2

< b
29. 设n阶矩阵A满足A2 =A,E为n阶单位矩阵，证明

R(A)+R(A-E)=n.

提示:利用矩阵秩的性质(vi)和(viii).

证 A2 =A

或(A-E)=O

= R(4)+R(4-E)Wn (矩阵秩的性质(viii)).

另一方面，由矩阵秩的性质(vi),知

R(A)+R(E-A)'/?(A+(E-A)) = R(E)=几，

因7?(E-A)=ft(A-£j，故由以上两个不等式知，/?(A)+7?(A-£)=n.
30. 设A为n阶(n‘N2)矩阵,A *为A的伴随矩阵，证明

□，当 R(.A)=n,

7?(A*)=- 1,当砒 4)=几-1,

<. 当 R(4)Wn-2.

证(1)当R(A)=n时，|A岸0.由公式AA* = |A|E,得

n = R(E)=7?( |4|E)wR(A*)Wn,
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习题解答

从而

R(A* )=n；

注 这里也可引用教材习题二第24题的结论.

(2) 当R(4)Wn-2时，由矩阵秩的定义知A的所有n-1阶子式亦即A*的所有

元素均为零，即Af=0,从而R(A*)=O；

(3) 当7?(A)=n-l时，由矩阵秩的定义,4中至少有一个几-1阶子式不为零，也

即4*中至少有一个元素不为零，故R(4*)N1.

另一方面,0 7?(A)=n-l,有 |4|=0.由 AA* = |A|E 知，

AA* =0.
由矩阵秩的性质(viii)得

R(A)+R(A*)Wn,

把R(A)=n-l代入上式，得) WL综合以上两个关于)的不等式，便有

W )= 1.

注本题的结论很有用，值得记取.

31-求下列非齐次线性方程组的一个解及对应的齐次线性方程组的基础解系:

%]+ 式2 =5,

(1 ) • 2xj+ 先 2+ 次3+2劣4=1，

5%]+ 3%2 + 2x3+ 2x4 =3；

解(1)增广矩阵

Xj- 5x2 + 2听一 3叫=11,

(2) < 5气+3叫+6劣3-尤4 =-1,

2^j+ 4%2 + 2%34- x4 =-6.

据此，得原方程组的同解方程

p 1 0 0 5>
D — O 1 1 。 1

，2-2，i
a 100 5)

、5

「2乂(-1)

1 1 Z. 1

3 2 2 3；

p 0 1

门-5，1

2 -

V

、o
•4、

-1

-2 :

「3专(-2)

L 一7

2 -22,

a 0 1 0 -8)

0 1 -1 0 13

、0 0 0 1 2；
rl~r2 
门+2「2

u 1 -1 -z y

、0 0 0 -2 -4；
r】_2,3
「2+2 矿 3

多产-约-8,

• x2=x3+13,

x4 = 2.

3 r-n
取约=0得特解四=

13

0

».

；取*3=1得对应齐次方程基础解系=
1

1
1 2j

k o>
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第4章 向量组的线性相关性

(2)增广矩阵

B

-17、

p -5 2 -3 m H -5 2 -3 in「2项］
— 5 3 6 -1 -1 0 28 -4 14 -56「3-2。

〔2 4 2 1 -6； 〔0 14 -2 7 -28 J

(\ 9 0 4
相-4)

，1一2『2
门 + 2「2

_2_
一3 14

1。

得同解方程组为

产]+9%2 +4外=-17, (x} =-9%2-4x4-17 ,

7[-7x2^3-yx4 = 14
7Lx3 = 7%2+y%4+14.

令x2=x4=0得特解旷
14

，分别令 ，得对应齐次方程的基础

解系

0

0

1

0 0

0

I 0J

9、

*2
、

,一4、

0

和
0)

1；

fi =
1

1_
27

32.设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为3,已知功，化，仇是它的三个解

向量，且

心=(2,3,4,5)二 %F3 =(1，2,3,4)T,

求该方程组的通解.

解 记该非齐次方程组为Ax=b,对应齐次方程组为Ax = 0.因R(A)=3,由教材

定理7知此齐次方程组的基础解系由1个非零解构成，也即它的任一非零解都是它的

基础解系.另一方面,记向量£=2饷-(化+功)，则

虫=4( 2m-»hF3)

=f 24纳一血J2-&73 = M-b-b = 0,

且直接计算得疗(3,4,5,6)丁关0.这样湾就是它的一个基础解系.根据非齐次方程组

解的结构知，原方程组的通解为
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习题解答

x = k^+i)i =k

(2\

4
■

3

5
十

4

，问a,/3为何

仁2) (n

33.设有向量组A：aj = 2 ，。2 二 1 ，。3 = 1 及向量b = P
<10, < 5,

值时：

(1)

(2)

(3)

解

向量b不能由向量组A线性表示;

向量〜能由向量组4线性表示，且表示式惟一；

向量8能由向量组S线性表示，且表示式不惟一，并求一般表示式.

记矩阵A = (a1,a2,a3') 么方程

Ax=b (4.7)

有解o,可由向量组A线性表示，因而本题可以归结为含参数的非齐次线性方程组的

求解(可参看第3章相关习题).

(1)当方程(4.7)的系数行列式

a -2 -1

2 1 1
10 5 4

HO,即a尹-4时,

方程(4.7)有惟一解，从而向量方能由向量组4线性表示,且表示式惟一;

(2)当a = -4时，增广矩阵

(40) =

r-4 -2-1 1)

2 1 1 £

JO 5 4 -I,

(2 1 1 p \

0 0 1 1+华

\0 0 -1 -1-5的，3成

ri~r2

<2
0

1

0

0

1

0 0

-1-伊

1+孕，

-3们
于是当©尹。时，方程(47)无解，从而向量力不能由向量组A线性表示;

(3)当 a = -4,/3 = O时，

0

(A,i»)-~ 0 0 1

1° 0 0

1

0,
R(4)=A(4 0)=2<3,方程(4.7)有无限多解，从而向量。可由向量组4线性表示，且
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表示式不惟一.

因方程(4.7)的通解为

(B (0) ( c \
x=c -2 4- -1 -(2c+1)

I b 、1 >
故力由向量组A线性表示的一般表示式为

》=Ar = ("i -(2c+l) =ca!-(2c+l)a2+a3, c e R .

、1 ,
34,设

(a；+房，0,£=1,2,3),

证明三直线

I、:ai”+Sy+Ci=0,

12:a2x+b2y+c2 = 0,^交于一点的充要条件为向量组a,)线性无关,且向

13 : a3x+b3y+c3 = 0

量组a,b,c线性相关.

证 三直线［撰2, ^3相交于一点

=非齐次方程(a0) = -c有惟一解

=R(a ,b) = R(a ,b ,c) = 2

。向量组a ,b线性无关，且向量组a ,b ,c线性相关.

35.设矩阵4 = ，其中线性无关=2a2-a3,向量 b=a} +

a2+a3+aA,求方程的通解.

解 显然这是一个四元方程.先决定系数矩阵*的秩.因a2)a3,a4线性无关，故

")N3.又

%能由a2,a3线性表示

=>«1 线性相关

=马,a2,a3,at线性相关(部分相关则整体相关)

K(4)W3.

综合上面两个不等式，有R(4)= 3,从而对应齐次方程的基础解系所含向量个数为

4-3=1,进一步，

= 2a2-a3 <=>o1-2a2+a3 = 0
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习题解答

dx=（1,-2,1,0）t是方程如=0的解

nx = （l,-2,l,0）T是它的基础解系，

又

ft=a1+a2+a3+a4<=>x= （1,1,1,DT 是方程血=万的解，

于是由非齐次线性方程解的结构，原方程的通解为

（n rn
-2

+
1

1 1

36. 设",是非齐次线性方程组Ax=b的一个解，易是对应的齐次线性

方程组的一个基础解系，证明 .

（1） 四* 线性无关；（2）矿，宵*+自,矿+线性无关.

证（1）设有关系式

妇7* +&1务+蠕2+…+如-/"-，=°， （48）
用矩阵4左乘上式两边，并注意题设条件，得

0 =A（kor}. +k/i+k■晶+•••+、_&「）

=tioATi" +k]A^i+k2A^2+---+kn_rA^n_r=kob,

但 5,由上式知k° = 0,于是，（4.8）式成为

k/i+k请2+…+左蒸I -0

因向量组f,清2 ,•••,&-,是对应齐次方程的基础解系，从而线性无关，于是站=灼=…=

kn.r = 0,由定义知/,&,&,•• 线性无关.

（2） 设有关系式

人何 * +幻）+…+文 专”-，）= °，
也即

（4 0 +入1 +…+人'■+入占1 +入品+…+人

由（1）,向量组17* &•••,&-,线性无关，故人产人2 ="・=人r = °并且入。+入1+…+入

0,于是入。也等于0,故所给向量组线性无关.

注 显然，因A （if +f,）='航*+*,",故旷+矣是原方程组的解.于是本题的意

义在于:若有解的非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为r,则它有e-r+1个线性无关的

解.而第38题则进一步揭示它恰好有n-r+1个线性无关的解，并且它的任一解都可由

它们线性表示. ，.

37. 设纳双2,…g是非齐次线性方程组Ax=b的s个解,kt,k2，-,k,为实数，满

足 k1+k2+•■•+kl = 1.证明 x=k1ti1+k2ij2+-"+k,ri,也是它的解.
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证 因Ax二入(加小+皓42+…+虹叫,)

=&】(A"j)+a：2(4〃2)+・・・+4(&l)

=k}b^k2b+"• ^ksb = (+A2+*• • +4, )b~b,

故x二如野1+妇h+"，+4叽也是方程Ar=Z>的解.

38.设非齐次线性方程组Ax^b的系数矩阵的秩为「,向量纳,〃2,…,n-f是它的

n-r+1个线性无关的解(见第36题之注)•试证它的任一解可表示为

工=如“1+切h+…+如f 咏出1 (其中站+皓+・・,+虹_土 = 1),

证 首先，由第37题可知，上式向量x是方程的解.

其次,设向量A是方程的任一解,记向量EF.Fei ,i= l,2,・・・,n-r,则女是对

应齐次方程的解，且&,&,・・•，&_线性无关(其理由与第36题的证明完全类似，可作

为练习),于是它就是对应齐次方程的一个基础解系.这样£就可由它以及线性

表示，即存在数入]，入2,…，入n-r，使

P =入 £】+•••+入”-冬-r+m-il
= A](^J F )+•••+入n”-r -m-r+1 )

=入1纳+…+入n-由n-r + ( 1 一入1 一入2-------入n-r)母il

-入 1"] + ■ ■ , +入 n-r〃n-r + 入 n-r+1野 n-r+1，

def
上式中，人f 1=1-人1-入2----- 入即入1+入2 +…+入E1 = L

注此题事实上给出了非齐次线性方程组的通解的另一表达式.

补充习题4(附答案和提示)

4.1选择题

(1) 向量组Ag ,纶，•••,<!“(m"3)线性无关的充要条件是( );

(A) 存在不全为零的数kt,k2，-,km，使岫+以②+…+虹匕#0

(B) 向量组A中任意两个向量都线性无关

(C) 向量组4中存在一个向量,它不能用其余向量线性表示

(D) 向量组A中任意一个向量都不能用其余向量统性表示

(2) 设向量组a,,a2,a,线性无关，则下列向量组线性无关的是( )；

(A) af+<13/3-0

(B) %+约+2^+%

(C) 0,+202,2a2+3a3,303+0/ '

(D) a, +a2 +a3,2a, -3a2+22a3,3a)+5a2~5a3
(3) 设向量。能由向量组％,纶，…，％线性表示，但不能由向量组I皿，约，…,线性表
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补充习题4(附答案和提示)

示.记向量组U :勺,与,…,。"-1，。，则( )；

(A) 向量a.不能由向量组I线性表示，也不能由向量组II线性表示

(B) 向量a“不能由向量组I线性表示,但能由向量组II线性表示

(C) 向量％能由向量组I线性表示，但不能由向量组II线性表示

(D) 向量a.能由向量组I线性表示，也能由向量组II线性表示

(4) 设a, ,a2,-,at^n维列向量,B是mxn矩阵，下列正确的是( )；

(A) 若a, ,a2,---,a,线性相关，则Ba, ,Ba,线性相关

(B) 若a, ,a2, — ,a,线性相关，则Ba^ ,Ba2, " ,Ba,线性无关

(C) 若线性无关，则3叫,及知…,曲,线性相关

(D) 若,a2,•••,«,线性无关，则 Ba, ,Ba,线性无关

(5) 已知外是非齐次方程Ax=b的两个不同的解,6 ,&是对应齐次方程Ax = O的基础解

系，如/隽气，则方程的通解是( )•

r)2~V\
(A)岫]+皓(&甘2)+ —

»i+n2
(B)吊务+左2(菅2-£1)+ ”厂

町 2一”1
(C)，占 |+姻(纳 F2)+ —

"1+"2
(D)如务+灼(“2力1)+—y

42设向量组名,如。3线性无关,问常数顷满足什么条件时,向量组B：la2-a} .ma.-a.
也线性无关?

(1 2
4.3 设 4= 2 1

。0

4.4设向量组A ：

-2\

2 ,4万0线性相关，求 X.

又向量8 = (1,1,方+3,5)\问a,b为何值时成可由向量组4惟一地线性表示，并写出表示式.

4.5设4为几阶矩阵,a为n维列向量，记矩阵8= t ，且K(B)=R(A),证明:齐次线性

方程Bx = O必有非零解.

4.6设线性方程组I和口：

3%]+2%2+%3一3*4 = 1 ,

I a}x} +a2X2^a3x2+aAx4=a5,

bixl+b2x2+b3x3tbAx4 =bS9
3%]%+*3-3*4 = 1,

D: ,S a}x} +a2x2 +a3%3 +a4x4 =as,

。产]+b2x2+b3x3+b4x4 =b5,
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第4章 向量组的线性相关性

已知方程组I有通解从-1,1,1,0)『+( 1,-3,1,-1)、求方程组II的一个特解.

4.7设n阶方阵A满足妒=£，证明(1)4可逆;(2) R(A-E)+R(A+E)= n

4.8设A为mxn矩阵，它的m个行向量是某个n元齐次线性方程的一个基础解系，又B是m
阶可逆矩阵,证明:曲的行向量也是该线性方程的一个基础解系：

4.9设A是n阶不可逆矩阵，若A的伴随矩阵A ,不是零矩阵，求方程如=0的通解.

4.10设n维向量组S：a, ,a2，…,a,线性无关，证明存在齐次线性方程血=0,使向量组S是它

的一个基础解系.

4.11已知四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为2,并且小是它的三个解，且

,2) 少
3 2 4

纳+址=
4 3

，纳+"2 =
6

<5j

求该方程组的通解.

4.12设四元齐次方程组I：

[2%]+3*2一%3 = 0，

[为 j +2%2 +劣3 -先4 =。，

且已知另一四元齐次方程组n的一个基础解系为

r 2) r t)

，务=
2

a+2 4

< 1 y 、a+8 j

(1) 求方程组I的基础解系；

(2) 问a为何值时,方程组I与H有非零公共解，并求出全部公共解•

4.13设R 3中的向量在两个基中的坐标变换公式为yI=xl-x2-x3，为=f +x2,y3=xl+2x3,求从

一个基到另一个基的过渡矩阵.

答案和提示

4.1 (1) (D),参看四4.1;(2) (C),参看例 6 之析；(3) (B)；

(4) (A),记 > = (%,%,”",),则 Ax = 0 有非零解=>站=0 有非零解；(5) (B).

/-I 0 1)
4.2 toiUl,提示：(。1,奶03)=(勺,％,%) I -1 0，参看例 6 之析.

,. I 0 m -1J
4.3 x = -l.

4.4当a^-1时,0能由向量组4惟一地线性表示：胃。刍@1 +土与妇2
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补充习题4(附答案和提示)

4.5提示:R(B)= R(A)5+1，故方程诳=0必有非零解.

4.6提示:在方程组I的通解中取入=3,得方程组I的特解*=(-2,0,4,-1尸，因它的第2个

分量为零，故也必是方程组H的特解.

4.7 (2)提示：(A-E)(A+£)=O,仿照教材习题四第29题.

4.8 略.

4.9提示：由题设条件可知R(A)=n-l.又AA* = |A|E =。,故A*的列向量都是Ax = 0的解，

不妨设为*0,则"的第i列非零，于是原方程组的通解为

x = ,4以，keR.
4.10提示:参看教材习题四第27题.

2

2
2

3
4.11提示:从所给关系式中可求得伞= ，又功力2，呀2-"3是对应齐次方程组的基础解

5

6

系，于是通解为

，互2 W R •

4.12 (2)当a = -l时,方程组1与口有非零公共解，公共解为

4.13设旧基与新基(列向量组)构成矩阵4与8,则这里P即为所求的过渡矩阵.由坐

标变换公式
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第5章
相似矩阵及二次型

基本要求

1. 了解向量的内积、长度、正交、标准正交基、正交矩阵等概念，会用施密特正交

化方法，将线性无关向量组标准正交化.

2. 理解矩阵的特征值与特征向量的概念及其性质，并掌握其求法.

3. 了解相似矩阵的概念和性质，了解矩阵可相似对角化的充要条件和对角化

方法.

4. 了解对称矩阵的特征值与特征向量的性质，掌握利用正交矩阵将对称矩阵化

为对角矩阵的方法.

5. 理解二次型及其矩阵表示，了解二次型的秩,了解矩阵合同的概念.会用正交变

换化实二次型为标准形.坐坐坐坐坐坐坐坐

6. 了解配方法化二次型为标准形.了解惯性定理和实二次型的规范形.

7. 了解正定二次型、正定矩阵的概念及其判别法.

内容提要

1.向量的内积、长度、正交

(1)两个n维向量
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内容提要

的内积为

(x,y) = x}yl +x2y2+■■• +xnyn =xTj.

(2) 非负实数||x|| =石方称为向量*的长度.当l|x|| =1时，向量x称为单

位向量.x = 0«=> || x || =0.

(3) 当(x,_y)= 0时,称向量x与，正交.零向量与任何向量都正交.

2.正交向量组

一组两两正交的非零向量称为正交向量组.正交向量组一定线性无关.

施密特正交化:设向量组A：a,,a2，-,ar线性无关，令

*1=01,
(a2 ,

L时J L•-无E产I,

则b} ,b2,…,b,为正交向量组，且与向量组A等价.

设n维向量e,，灼，…，e,是向量空间V (VCR")的一个基，如果勺&, •-,e,两两

正交，且都是单位向量，则称它是V的一个标准正交基.

3. 正交矩阵

若n阶矩阵4满足ArA=E,则称4为正交矩阵.

A为正交矩阵<^ATA=E^AAr=E

=4可逆，且A'1 =At

dA的行(列)向量组是R"的标准正交基.

4. 特征值与特征向量

设A为几阶矩阵.

(1) 若有数人及非零列向量孔使

& =渚，

则称入是A的特征值，专为A的对应于特征值人的特征向量.

(2) \A-kE\= 0称为特征方程，特征方程的根就是A的特征值.在复数范围内n

阶矩阵A有几个特征值(重根按重数计算).

(3) 设A1iA2,-,A„是A的"个特征值，则

(i) Aj+A2+•••+A„ =au+a22 + ■■■+alin,其中 an+aH+•••+«„称为A 的迹，记为 tr(A)；

(ii) 入• • * = det A ,4可逆。4的特征值全不为零；

(iii) 若人是A的一个特征值,<p(A)= a0+atA+—+amX",则甲(人)是矩阵中(4)的
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第5章 相似矩阵及二次型

特征值，这里

<p(A)= aoE+ajA+'-'+a^A".

(4)设人是方阵4的特征值，则齐次方程

(A-AE)x = O
的非零解就是方阵4的对应于特征值A的特征向量.

对应于不同特征值的特征向量是线性无关的.

5. 相似矩阵 设4,3为儿阶矩阵.

(1) 若存在可逆矩阵P,使P-'4P = B,则称4与8相似.

若A与3相似，则A与B有相同的特征多项式,从而有相同的特征值.

(2) 若n阶矩阵4与对角矩阵相似(称A能对角化)，即若存在可逆矩阵P,使
P''AP=/l = diag(A] ,A2, —,A„) ,J9!l

(i) A] ,X„是A的n个特征值；

(ii) P的第i个列向量是A的对应于特征值插的特征向量.

矩阵4能对角化的充要条件是4有n个线性无关的特征向量.

6. n阶实对称矩阵的对角化

(1)对称矩阵的性质：

(1) 对称矩阵的特征值都是实数；

(ii) 对称矩阵的对应不同特征值的特征向量正交；

(iii) 给定对称矩阵4,存在正交矩阵P,使
p-,AP=PTAP=4=diag(A],A2,-,A»).

(2) n阶实对称矩阵4对角化的步骤：

(i) 求出4的全部互不相等的特征值土，人2,…，人,,它们的重数依次为S.S2,…，

S,( S]+$2+ …+s产 M)；

(ii) 对每个S,•重特征值相，求方程(A-A,.E)X = O的基础解系，得S,•个线性无关的

特征向量.再把它们正交化、单位化，得为•个两两正交的单位特征向量.因S/S2 + ••• +

力=几,故总共可得n个两两正交的单位特征向量；

(iii) 用这n个向量构成正交矩阵P,便有P'AP=PrAP=A. H

7. 二次型化标准形

(1)二次齐次函数

/(«1 ,*2,…，稣)=勺1妍 + …+%/：+2°12*伊2+ …

称为3元)二次型.当％为复数时J称为复二次型；当％均为实数时,称为实二次

型.这里仅讨论实二次型.

令% = " = ( %.)…,X=(气,改，• “ ,与)T ,那么上列二次型的矩阵形式为
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学习要点

y(x) = xTAx,
对称矩阵A称为二次型/的矩阵，并规定二次型/的秩为A的秩•

(2) 二次型研究的主要问题是:寻求可逆线性变换x = Cy,使

/(Cy) = y^C^ACy=岫 +或+…+左序•

这种只含平方项的二次型称为标准形.特别地,如果标准形中的系数4只在i.-i.o

三个数中取值，那么这个标准形称为二次型的规范形.

(3) 对于方阵A和3,若有可逆矩阵C,使CtAC=B,则称4与B合同.把4化为

B的变换称为合同变换.

对二次型/(x) = xt4x作可逆线性变换x = Cy,相当于对4作合同变换;把二次型

化成标准形相当于把A用合同变换化成对角矩阵，即寻求可逆矩阵C,使CtAC =

diag(4,/t2,…,如).

(4) 给定n元二次型fM = xJAx (A『=A),存在正交变换x=Py,使

f(Py) = y^P^APy = A)y i +A 2^2+• • • + A

其中A1,A2,-,A„是对称矩阵A的几个特征值.

(5) 也可应用配方法化二次型成标准形(或规范形).

8.惯性定理 、正定二次型

(1) 惯性定理 设二次型/的标准形为

户=如R+切；《(Zc,#0,i=l,2,---,r),

那么系数&中正数的个数是确定的(上式中项数r为/的秩，也是确定的).

二次型f的标准形中正(负)系数的个数称为二次型/•的正(负)惯性指数.

若二次型/的秩为r,正惯性指数为p,则，的规范形为

f=yi+---+y^,-y^}------ /■

(2) 若Vx尹0,总有/(x)>0 (或<0),则称二次型/•是正定(或负定)的.并称/的

矩阵A是正定(或负定)的，记作4>0 (或A<0).

设的矩阵为实对称矩阵A,则f=xrAx正定"的正惯性指数P = n

=4的儿个特征值全为正

W的规范形为/'=/>

合同于单位矩阵E

的各阶顺序主子式全为正.

学习要点

本章的中心议题是对称矩阵的对角化问题.对称矩阵可以相似对角化，也可以合
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第5章 相似矩阵及二次型

同对角化，而求得正交矩阵P,使

pT AP=PUP =4 = diag （从，入 2, . . •,人”），

这样的对角化（不妨称为正交相似对角化）既相似，又合同.因此，学好本章的关键是掌

握对称矩阵正交相似对角化的原理和步骤.其他概念如向量的内积、长度、正交、施密

特正交化过程、正交矩阵、特征值与特征向量等都围绕着正交相似对角化的原理和步

骤这一中心议题,学这些概念是解决中心议题的需要，故在学习时要着重掌握这些概

念与中心议题的联系.

二次型化标准形是对称矩阵合同对角化的直接应用,故二次型的矩阵表示是必须

掌握的，这是用矩阵方法解决二次型问题的前提.由于二次型在解析几何、工程技术、

经济学等各方面有广泛的应用,是一项很有用的知识，故对于用配方法化二次型成标

准形（或规范形）以及惯性定理、二次型的正定性等知识需有所了解・

释疑解难

问5.1在向量空间中定义内积有什么意义？

答在向量空间中，向量之间的运算只定义了加法与数乘（统称为向量的线性运

算）.如果把三维向量空间f与解析几何中三维几何空间相比较,就会发现前者缺少

向量的几何度量性质，诸如向量的长度、两向量之间的夹角，等等•但向量的几何度量

性质在许多问题中（包括几何问题）有着特殊的地位•在R”中引入向量的内积，就能

合理定义向量的长度、两向量之间的夹角等,使之进一步成为一个可度量的向量空间，

于是也就有了正交向量组、单位向量、标准正交基、正交矩阵和正交变换等概念.

问5.2下列三个矩阵

A =

4

2 ,B =

(\

0 ,c=

(2

0

°, 2j k b
是否相似？

<1 0 0）

答 B可由交换4的第2,3列及第2,3行得到.令P= 0 0 1，则P '=P,且

、。1 °,

'• PAP }=PAP=B,

由矩阵相似的定义，知A与8相似.同理,3与C相似，再由相似关系的对称性和传递

性,三个矩阵两两相似.
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释疑解难

把上述结论一般化:若把对角矩阵4的对角元交换次序变为对角矩阵4"则/

与&相似.

问5.3若矩阵4与B相似，则它们有相同的特征值.反过来,若矩阵A与B有相

同的特征值，则：(1)它们是否相似？(2)在什么条件下，它们必定相似？

答(1)若A和B有相同的特征值,它们可能相似，如问5.2中矩阵A和B他可

能不相似，例如，取

[10) fl 1)
A=E~ , B= ,lo ij lo 1J

则易求得两矩阵的特征值相同，均为1.但二者不相似，因若不然，就存在2阶可逆矩阵

P,使
B=P'AP=P-'EP=E,

与B¥E矛盾.

(2)当几阶矩阵4和B都能对角化时，若它们有相同的特征值,则它们一定相

似，证明如下：

设儿阶矩阵A和B都能对角化且特征值相同.于是,A与对角矩阵4相似,B与

对角矩阵&相似.由于4与&的对角元都是4(或B)的特征值，只是排列的次序不

同，由问5.2知4与&相似，从而4与B相似.

问5.4若几阶矩阵4的秩7?(A)=r<n,那么，(1) 0是不是4的几-r重特征值?

(2)什么情形下,0一定是4的n-r重特征值？

答(1) 0一定是4的特征值，但不一定是n-r重特征值5-r是对应特征值。的

线性无关特征向量的个数.例如

<0 1)
令4= ，那么R(4)=l,0是4的二重特征值但不是n-r重特征值；

〔0 0；

,0 0)
令4= ，那么/?(A)= 0,n-r = 2,而0恰好是A的二重特征值.

lo 0；

(2)若4能对角化，特别若*为对称矩阵，那么0一定是A的n-r重特征值.说明

如下:设有可逆矩阵P使

P'1AP=A = diag(A1 ,A)为特征值，

那么

7?(A) = 7?(A) = A1;A2,-(A„ 中非零个数,

于是 ,■

n-r = n-R(A)=4,人2,…总中零的个数

=特征值0的重数.
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例题剖析与增补

_、教材例题剖析

例3已知^ = (1,1,1)T,求一组非零向量%,使％ ,a2 ,a3两两正交.

析求解本例的第一步是把所提问题归结为求一个齐次线性方程组的正交基础

解系.求齐次线性方程组的正交基础解系是一个常见的问题，本例给出了这个问题的

一种解法:先求出一个基础解系，再把所求得的基础解系正交化，便得正交基础解系•

例7设人是方阵4的特征值,证明.

(1)人②是妒的特征值；(2)当A可逆时,；是4一'的特征值.
A

例8设3阶矩阵A的特征值为1,-1,2,求A*+3A-2E的特征值

析 此两例的目的是熟悉特征值的一个重要性质，即若大是A的特征值，则

(i) 中以)是矩阵中(4)= aoE+apA+i+amA”的特征值，这里中(％)=⑶+叩+…+%:«""；

(ii) 当4可逆时,A>(A)是矩阵4-切(4)的特征值.

特征值的这一重要而优良的性质,使计算4和A"(当A可逆时)的幕及多项式的

特征值变得特别方便,因为它归结为对应多项式数值的计算.

(2 -1>
例13设4= ，求

1-1 2；

析 本例的目的是掌握用矩阵对角化理论计算矩阵的幕及多项式.将教材第2章

例14和例15与本例相比较，相同的是目标:给出A,要求不同的是已知条件:前者

需要三个条件(i)关系式AP=PA,(ii)可逆矩阵P,(iii)对角矩阵4;而后者不需任

何条件.恰好相反，我们正是由A求得P和4 (它们都不惟一),进而求得

A" =R4"PT =Pdiag(人;，舄)PF

因此后者更具理论性和实践性.可以形象地说前者是矩阵运算的操练,而后者是理论

指导下的系列运作.’

另外，虽然4和P都不是惟一的，但A”却是惟一确定的,这点也请读者注意.

二、例题增补
I .

例5.1若非零向量0与"维向量组4：a”％中向量都正交，则向量组4

必线性相关.
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例题剖析与增补

证本题也即表明在向量空间3T中同时与一个非零向量正交的线性无关的向量

组至多有n-1个向量.这在三维几何空间W中是显然的.

W、

qT

记"阶矩阵A = (.，触，…,。”)，由= O (£=1,2,…，n)得：)8 = 0,即人停：：

T

0,而QUO,表明方程ATx = 0有非零解=>/?(4)=氏(4『)<",从而向量组A线性相关.

例5.2 设A是"阶矩阵,A =2,4,-,2n是A的儿个特征值，求行列式

|A-3E| 的值.

解一 设人是。的特征值，则A-3是矩阵A-3E的特征值.于是，由A有特征值

2,4,-,2n知A-3E就有特征值-1,1,••• ,213,并且是它的全部特征值.

又由特征值的性质得

\A-3E | =它的全部特征值之积

=(-1) xlx---x(2n-3)

=-3x5x---x(2n-3)= -(2n-3)!!.

解二根据矩阵可对角化求解.

因为*有"个不同的特征值，所以A可对角化，即存在可逆矩阵P,使
p-1AP = diag(2,4,-,2n)

nA=Pdiag(2,4,“・，2n)p-'

=A-3E=P[diag(2,4,“・,2Q-3E]pT.

上式的两边取行列式，并由矩阵取行列式性质，得

-1

\A-3E | = |P | |pT|

2n-3

=-|P | |P-| | [3x5x-x(2n-3)]

=-\PP1 | [3x5x-x(2n-3)J

= -3x5x---x(2n-3)= -(2n-3) !!.

例5.3设A是几阶对称矩阵,P是e阶可逆矩阵已知儿维列向量a是A的对应

于特征值人的特征向量,求矩阵(P-'4P)T对应于特征值人的特征向量.

解记8 =(尸-顷尸)二则有

B=(P_1AP)Ti=-PTAT(P',)T=PTA(PT)-1,

它表明矩阵B与A相似，从而人是8的特征值.

设专是B的对应的特征向量，下面寻找£与a的关系.因
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第5章 相似矩阵及二次型

=A(pT)% = HpT)-*

D(pT)-¥是4的对应于特征值入的特征向量，

于是若取-使得有关系式(PT)-f=a,则是矩阵(P-'AP)T的对应于特征值人

的特征向量.

例5.4设3阶方阵4的特征值人产1,入2 = 2,人3 = 3,对应的特征向量A=(1,1,1)t,

& = (1,2,4尸,& = (1,3,9尸.又向量 p=(l,l,3)T,求 A 咨.

解一 利用4的相似对角矩阵求4”.

因A的3个特征值相异,于是A能对角化.记矩阵P =(幻思)，则P可逆，且

P~,AP=<iiae(l,2,3) = A,

也即

A=PAP'.

于是4'=F/TPT,从而
A"'=PA”pT& (5.1)

先利用初等行变换求出P 'P-.

H 0 0 2\

(P,B) = 12 3 1 T 0 10-2
(1 4 9 3) .0 0 1 1,

得 P-'P = (2,-2,1)T,代入(5.1)式

(\ 1 B (2) <2-2"+,+3"、

Anp = 1 2 3 T -2 - 2-2"+2+3"+|

、1 4 9, < 3〉 < L <2-2"+3+3"+\

解二将向量夕用救，&佑3线性表示，再根据特征向量的定义求解.

因&，玲，&是对应于不同特征值的特征向量，故幻，&，&线性无关，于是向量0

必可由此向量组(惟一地)线性表示，它的表示式可由矩阵的初等行变换得到

「1111) H 0 0 2、

(幻，务,&，0)= 12 3 1 T 0 10-2

、0 0 1 1 ；

于是

用A左乘上式两边，因为盘1W1W3)是特征向量，因而有

仲=巧|-2/垮2+&3 = 2人由-212& + 入3&，
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例题剖析与增补

同理可得

Anp = 2人陷-2入筮2+人是=2^1-2"+,^+3^3

《2-2“+'+3" \

2-2n+2+3"+,

<2-2n+3+3n+2>

例5.5
(3

设4= -k

< 4

2 -2)
1 k有特征值0,问A能否对角化?

k -3/

解因人=0是A的特征值，故|A| = O=-0-l)2 = Onk=l,进而\A-XE\ =

A2(l-A),nJ知人=0为A的二重特征值,对应于它的特征向量为Ax = 0的非零解.因

(3 2-2) '

R(A)=夫-1 1 1 =2=如=0的基础解系由一个向量构成，

\4 1-3,

也即对应于人=0的线性无关的特征向量只有一个.于是A只有两个线性无关的特征

向量，故A不可对角化.

例5.6 已知二次型

f = 5xj + +a%3 - 2.］力2+6丸 i *3 一 6%2*3
的秩为2.

(1) 求参数a以及此二次型对应矩阵的特征值;

(2) 指出/(的，改/3)=1表示何种曲面.

解(1)二次型/的矩阵

(5-1 3) r-i 5 -3)

A = -1 5 -3 二 0 2-1

、3 -3 匕 、0 0 o—3 j

因/的秩为2,也即矩阵A的秩为2,由上式知a = 3.

当a = 3时,A的特征多项式

C2-Cj

|A-AE | =
5-A -1 3

-1 5-A -3

3 -3 3-A

1 0 0

矿1+「2
^=5

3

1 0

5-入

—3 3—入

=(4-A) -1 6-A
! 3 -6

于是,A的特征值为入］=0,入2 = 4,入3 = 9.

=-入(入-4)(入-9),

3-A
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第5章 相［以矩阵及二次型

（2）由教材定理6知,存在正交变换 先2 =P 72

、力

，其中P为正交矩阵，使二次型

在新变量％,，2,为下成为标准形

/= 4^+973-

于是，曲面六叫，知,％3）= 1。晚+9招=1.此方程在几何上表示准线是y20y,平面上椭

圆、母线平行于队轴的椭圆柱面.

例5.7下列矩阵中,与矩阵

H 2 0、
4= 2 1 0

.、。° b

合同的矩阵是哪一个？为什么？

(\ \ 仁1 )

(A) 1 (B) 1 (C) -1 (D) -1

1 1>
答应选（B）.理由是：

易求得4的特征值是人产1,植=-1,入3 = 3,于是,4所对应的二次型的标准形中

正项项数（正惯性指数）P = 2,负项项数（负惯性指数）9=1.
合同的二次型应有相同的正、负惯性指数，故选（B）.

例5.8设A为3阶对称矩阵,4的秩&（4）=2,且满足条件

A3+2A2 = O.

（1） 求4的全部特征值；（2）当，为何值时,A+kE为正定矩阵？

解（1）设人是A的特征值，由题设知人必满足

A3+2A2 = 0=>A = -2 或 A = 0.

上式说明A的特征值只可能在-2和0中取值，但到底有没有特征值-2?有几个？这

需要进一步讨论.

因为A是对称矩阵，故4必相似于对角矩阵4；又因砒4）=2,从而7?（4）=2,于

是,4的对角元素中恰好有两个-2,—个0.据此,4的特征值为人产桓=-2,入3 = 0.

（2） 首先注意到,对任意的奴因A是对称矩阵,A+kE仍是对称矩阵，故欲使之成

为正定矩阵只需令A+kE的特征值全为正即可.由（1）
A的特征值为-2,-2,0

nA.kE 的特征值为-2+k ,-2+k ,k

n当人>2时,A+切的特征值全为正

=当&>2时,A+kE为正定矩阵.
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习题解答

1.设 a = (l,O,-2)T0 = (-4,2,3)(c 与 a 正交，且 b = Xa+c,^X 和 c.

解 以左乘已知关系式两边得

aTfe=AaTfl+aTc,

因。与c正交,有aTc = O；a#O,有aTa^O,故得

a 唔-10 -
A = -z— =---- = -2 ；

G亳5 '

进而

，一4、 （n r-2>

c-b-ka- 2 +2 0 = 2

、3；

2.试把下列向量组施密特正交化，然后再单位化:

(1) (a1,a2,a3)= 1

、1

（2）（向，。2，&3）=

(1

0

-1

< 1

■}

1

-1

0

T)
1

1
*

，单位化得U|WII将

（如,。2）

，2=。2---------------- 板=
（知0）

1

4
仁 r-n

i = 0 ，单位化得p2=— o
t L

、L

解（1）=

1

1

2

3

4

9,

1

1

("1 ) (”2 ,“3)

b3 =a3------------ 板-- b.
3101)(方2,方 2)

，单位化得P3 =
_ 14

rn r-n
1
（n

4 1 'T 0 =——
3

-2

<9> kb k b

如=(1,-2,1尸=1
10 II ' || (1,-2,1)T|| -76

（r
-2 .

注 这里并没有直接对b3单位化，而是对（1, -2,1） T单位化，小小的技巧给计算

带来不小的方便.
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第5章 相似矩阵及二次型

(2)…『，单位化向量为才

(n (n (n (n
31,但）
0,4）

-1 2 0 _ i -3 ，单位化向量为焉 -3

0 3 -i -3 2 2

1 1; l b I J

（。奶）（fe2,a3）
---------- b}-------------b2
（K,Z>l）（力202）

，其单位化向量

仁1） c n (n r-n
1 2 0 2 -3 1 3

+— +一 =—
1 3 -1 15 2 5 3

< oj 、4,

为 J（T ,3,3,4）「

3.下列矩阵是不是正交矩阵？并说明理由:

（ 1 ］、1
2 3

1
（1） "T 1 T

-1< 5 T J

（ §

（2）
_8_

V

2_

「5 "9~

解(1)不是，因第1个列向量不是单位向量； •

(2)是,因为此矩阵的3个列向量构成R3的标准正交基，即它们两两正交，并且

都是单位向量.

4. (1)设x.n维列向量,xTx=l,令"=£-日\证明H是对称的正交矩阵.

(2)设A,B都是正交矩阵，证明也是正交矩阵.

证 (1)对称性:flrT = (E-2xxT)T=E-2(xxT)T=E-2xxT=flr.

正交性： HrH =H\由H的对称性)

=(E-2xxt)(E-2xxt)

= £-4xxt+4(xxt) (xxt)

= E-4xxt+4x(xtx)xt (矩阵乘法结合律)

=£ (xTx=l).

注 本题即教材第2章例9.
（2）证一 （AB）t（AB），=BT（4TA）B=BTB （因 ATA=£）

=E （因 B7B=E'）,

由定义知为正交矩阵.
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习题解答

证二 因A,B为正交矩阵，故A,B均可逆，且47=4\矿=8『.于是AB可逆,

且有

(AB)'i=B-,A-1=BTAT=(AB)T,

从而AB是正交矩阵.

1 2 2 2 2
5.设a} fa2,a3为两两正交的单位向量组,们=-了】+了2+了3,如=了1+了2-

1 2 12
—fl3 ,万3 =-孑"】+司"2-孑°3，证明力1 ,力2也也是两两正交的单位向量组.

、f 1 2 2 2 2 1
证— (们»2)=「了】+ 了2 + 了3，了1+了2-了3

故禹与如正交，类似可证如与b3,b2与如正交;

2 4 2 2 4 2
= —^■^,,0^+—(a2,a2)-—(a3,a3)=- — + — =0,

又(bi,虹)=
f 1 2 2 1 2 2 )
-了1+并+ 了3,=并+了2 +并

/
1 4 4

= ,。】)+亏("2，“2)+5(“3，。3)

1 =—4
9

4 4—+—
9 9

故b}为单位向量，类似可证b2 ,b3为单位向量.

证二把题设条件写成矩阵形式

2_
T "T

(知 0203)=(勺,。2,%) T T
1
T

2 2_
司

上式记为B=AK因A的列向量组为两两正交单位向量组，故A.=压；因X为正交矩

阵，故祁甚=晃.于是

B'TB = (AKy)\AK') = K\A'TAy)K=K'TK=E3,

这表明B的列向量组，即by,b2 ,b3是两两正交单位向量组.

注 上面所述矩阵4和B均不一定是方阵，因而不能当作正交矩阵.

6.求下列矩阵的特征值和特征向量:

<o o o n
r 2 -1 2)

⑴ 5 -3 3

0 -2,

(1 2 3、> .
(2) 2 1 3

0 3 6,

0 0 10
(3)

0 10 0

"1 0 0 oj
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= -(l+A)3,

I 2-入

解(1) IA-AEI = 5 -

C3-(A+2)C£

-1 2

-3-A 3

0 -2-A
I2-A -1
-c *2

入2-2

\ -7-5A
0

一竺—(i+人)T A-1按门展开

-1 0
-1 入2_2

3+入7+5入 位+(1+入)' 3+入 4

所以A的特征值为A]=A2=A3 = -1 (三重根).

对于特征值T,解方程(A+£)x = O.由
(3 -1 2) a o n

A+E= 5 -2 3 二 0 1 i

0 -L <o 。o.
得特征向量P = (-1,-1,1尸;

注请读者注意,在求特征值时,为方便求解,一般尽量避免直接用行列式定义.

1-A 2 3 -(1+A) 2 3

(2) |A-A£| = 2 1-A 3
ci

1+A 1-A 3

3 3 6-入 0 3 6-人

C|T( 1+A)

-1

0

0

2

3-)

3

3

6

6-A
=(1+A)

= -(l+A)
3-入

3

所以A的特征值为人产-1,人2 = 0,人3 = 9.
当人产-1时,解方程(A+E)x = 0,由

(1 2 3) (\ 1 4) (\ 1 0、

A+E- 2 2 3乙 0 0 1 0 0 1

<3 3 V 10 0 、0 0

得对应的特征向量Pi = (-l,l,0)T;

当人2 = 0时，解方程如=0,由
2 3〕 ''f1 2 3) ri 2 3) P 0 n

A = 2 1 3 0 -3 一 3 0 1 1 r 0 1 1

<3 3 6j 、0 -3
-3>l

<0 0 0； 3 0 o?
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得对应的特征向量p2 = (-1,-1,1)t；

当人3 = 9时,解方程(A-9E)x=0,由

r-8 2 3) 仁5 5 0)

A-9E = 2 -8 3 二 5 -5 0

、3 3 -3) 、-1 -1

(0 0 0、 (\ -1 0)
T 1 -1 0 二 0 -2 1

、0 -2 L 、0 0 0>

得对应的特征向量〃3 =

(3)特征多项式为

\A-kE | =

-A

0

0

-A

0 1

1 0

1

0 1 -入 1

1 0 ，4一，2 1 -入
-A 0 CLC 2 -A 1

0 -A 1 -A

=(A2-1)2,

所以A的特征值为A1=A2 = -1,A3=A4 = 1.
当A,=A2 = -1时,解方程(4+E)x = 0,由

A+E =

,10 0 1) [10 0 1)

0 110 T 0 110

0 110 0 0 0 0

J ° ° L .0 0 0 0,

Z>2 = (-1 ,O,O,1)T；

得对应的线性无关特征向量为

Pl=(O,-l,l,O)T,
当A3 = A4 = 1时,解方程(4-E)x = 0,由

A-E =

得对应的线性无关特征向量为 *•

P3 = (1,O,O,1)T,P, = (O,1,1,O)T

7.设 A为n阶矩阵，证明妒与4的特征值相同.
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证 A的特征值是特征多项式\A-AE\的根，同样的特征值是特征多项式

|At-A£ I的根，但根据行列式性质1，这两个特征多项式是相等的：

\A-XE | = | (A-A£)t | = |At-A£ I ,

从而它们的根也相同，即A与的特征值也相同.

注 这里特征值相同的含义是:若人。是A的&重特征值，那么它恰好也是At的

k重特征值.

8.设 n阶矩阵4,万满足J?(A)+7?(B)<n,证明A与3有公共的特征值和公共的

特征向量.

证显然R(A)<n.另一方面，

R(Q<eo4不可逆=0是直的特征值；

同理,0也是B的特征值，于是A与8有公共的特征值0.

A和B对应A = 0的特征向量依次是方程如=0.和诳=0的非零解.于是

A与B有对应于A=0的公共特征向量

fAr = 0,
=方程组 有非零解

[Bx = 0

缶) (A}
。方程| x = 0有非零解<=>R <n.

另一方面，由矩阵秩的性质(v)

R ^=«(AT,BT)=S/?(AT)+7f(BT)=/?(A)+/?(B)<n.

综上,A与B有公共的特征向量.

9. 设A2-3A+2E=O,证明4的特征值只能取1或2.

证 设入是A的特征值，则人2-3入+2是妒-3A+2E=O的特征值.但是，零矩阵只

有特征值0,故A2-3A+2=0=>A = l或入=2.

注 本题并不是说通必须有特征值1和2,例如当A=E时,满足题设条件，但4

只有特征值1.
10. 设4为正交矩阵，且|A|=-1,证明入=-1是4的特征值.

证 A=-l是4的特征值« \A+E \ =0,

因此只需证\A+E\=O.而

\A+E | = \A+AtA I = | (£+At)A I = \A+E | • |A | =- \A+E |

=2 |A+E|・=0= \A+E | =0.

11. 设人邳是m阶矩阵4就“B”*”的特征值，证明入也是n阶矩阵耿的特征值.

证根据特征值的定义证明.
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设人是矩阵的非零特征值占是对应于它的特征向量，即有

遍次 (5.2)

用矩阵3左乘上式两边，得

(BA)BGB(AB^ = BM = X(BQ ,

若璀X0,则由特征值定义知,X为BA的特征值.下面证明瞥=0.事实上，由A^O,

有彩X0,再由(5.2)式得 双部，因此璀关0.
12. 已知3阶矩阵A的特征值为1,2,3,求\A3-5A2+1A |.

解 令^>(A)= A3-5A2 + 7A.因1,2,3是力的特征值，故甲(1)= 3,甲(2)= 2,

<p(3)= 3 是 <p(A) = A3-5A2+7A 的特征值.又 <p(A)为 3 阶方阵，这样甲(1) ,<p(2),

以3)便是以A)的全部特征值.由特征值性质得

det(^(A))=伊(1)中(2)中(3)= 3x2x3= 18.

13. 已知3阶矩阵A的特征值为1,2,-3,求|A-+3A+2E|.

解 本题与教材例8相仿.由特征值性质得| A | = 1x2x( -3)= -6,于是A是可逆

矩阵，并且A' = \A \A-' = -6A-',以此代入得

B=A' +3A+2E=-6A~'+3A+2E.

因为当人(关0)为A的特征值时,-6A-'+3A+2是B的特征值，所以分别取入= 1,2,-3

知-1.5.-5 是8 的全部特征值，故 |3| = (-l)x5x(-5)=25.

注第12题和第13题中都需给出A的所有特征值(如果有重根，还需给出各重

根的情况).因此4为3阶方阵的条件是不可缺少的.

14. 设4,8都是几阶矩阵，且A可逆，证明与R4相似.

证因A可逆，故

BA = (A-'A)BA=A^(AB)A,

由定义，&8与所相似.

[2 0 1)
15. 设矩阵4= 3 1 x可对角化,求，.

、4 0 5,

解先求4的特征值

2-A 0 1
2~A 1

I A-X.E I = 3 1-A x = (1-A)
4 5-入

4 0 5-A

= (1-4 尸(6-入),

所以入产入2=1 (二重根)，入3 = 6 (单重根).于是

A可对角化
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«A有3个线性无关的特征向量(由教材定理4)

对应于二重特征值1有两个线性无关的特征向量(教材定理2的推论)

0方程(A-£)x = O的系数矩阵的秩R(A-E)=1 (教材第4章定理7).

另一方面

(\ 0 n 0 1 )

A-E = 3 0 X
r 0 0 x~3

[4 0 <0 0 0 >

于是

R(A-E~)= 1<=>x = 3.

(n (2 -1 2)
16.已知p = i 是矩阵4= 5. a 3 的一个特征向量.

lL l-l b -2,

(1) 求参数。,6及特征向量P所对应的特征值；

(2) 问4能不能对角化？并说明理由.

解(1)利用特征值和特征向量的定义.

设P所对应的特征值是入，则由题设，(A -人E)p = 0,即

p-A -1 2 )(n

5 a-A 3 1

\T b
于是得到以a,b,X为未知数的线性方程组：

A + 1 = O,

-a-A+2 = 0, =>A = -1 ,a = -3,Z> = 0.

fc+A + 1 =0

(2) A不能相似于对角矩阵.理由是:当a = -3,6 = 0时，容易求得4的特征多项式

/(A)= |A-A£|=-(A + 1)3,故入=-1是4的三重特征值但4+E尹。,从而R(4+E)\l,

故齐次方程

(A+E)x = 0

没有3个线性无关的解.于是。也就没有3个线性无关的特征向量.由教材定理4知4

不能相似于对角矩阵.

H 4 2)
17,设4= 0-3 4，求妃8

、。4 3,

解 利用矩阵A的相似对角矩阵来求A100.
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(1)求A的特征值:

IA-XE \ =

1-A 4 2
-3-入 4

0

0

-3-入

4

4

3-入

=(1-A)
4 3-A

=(l-A)(A-5)(A+5),

所以A的特征值为入| =-5,入2= 1,入3 = 5,并且它们互不相同，由教材定理4的推论知

A可对角化.

(2)对应大产-5,解方程(A+5£)x = 0,由

<6 4 2) 仲 0 -6) a 0 -n

A+5E = 0 2 4 0 1 2 r 0 1 2

[0 4 、° 0 °, 〔0 0

得特征向量Pi = (l,-2,1)『；

对应人2 = 1，解方程(A-E)x = O,由
ro 4 2) (0 1 -n ro 1 0)

A-E= 0 -4 4 二 0 2 1 7"^ 0 0 1

4 L
〔0 0

〔0 0 0?

得特征向量P2 = (l,0,0)T;

对应入3 = 5,解方程(A-5E)x = 0,由

A-5E=

r-4

0

4

-8

2、

4 二

<2

0

-2

-2

-n

i r 0

-2

-2

0)

1

I 0 4 ~2> 0 oj D 0 0,

得特征向量"3 = (2,1,2广

(3)令
〈112)

P=(P|,P2,，3)= -2 0 1
<10 2,

则由教材定理2 ,P为可逆矩阵,且

p-'4P=4=diag(-5,l ,5),

于是

A =PAP'=i>A,00 =PA mp：

「° 一2 1) ''
求出= § 5 0 -5，代入得

I。1幻
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(1 1 2)仲】00 <0 -2

A，00 = y -2 0 1 1 5 0 -5

1 1 0 5】七 1

(5100 1 2x5】°°、 (0 -2 n
=±

5 -2x5100 0 5,0° 5 0 -5

、5100 0 2x5了 、0 1

H 0 5皿-1)

=0 5100 0

、0 0 5100 ,

18.在某国，每年有比例为p的农村居民移居城镇，有比例为q的城镇居民移居农

村.假设该国总人口数不变，且上述人口'迁移的规律也不变.把n年后农村人口和城镇

人口占总人口的比例依次记为％和外3”+力= 】)•

[j中的矩阵A；
(1)求关系式

%】

=A

(2)设目前农村人口与城镇人口相等，即
'约、
.To J〔0.5

0.5
，求

yn^J

解(1)这是一个应用问题.关系式

\Tn+l ) \yn )

(X \ (X +i'

可看作是向量 到 的递推关系式，从而有
I，n J I/n+l J

即把应用问题归结为求A的籍A".遵循这一思路，先求A.由题设，有

= (!-?)*»+97»>
l〉m=p%+(i-q)，n I p i-q八，“

故

(2)再求4的特征值和特征向量.易求得4的特征值A1 = l,A2 = l-p-9-

对应于从=1的特征向量为g = (q,P)T；对应于人2 = 1-P3的特征向量为& =

(-1,1尸.令 P =(&,&),则 P 可逆，且 k*P = diag(l,r),其中 r=l-p-g.因此
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19,试求一个正交的相似变换矩阵，将下列对称矩阵化为对角矩阵;

(2 -2 0) (2 2 -2)

q (1) -2 1 -2 ； (2) 2 5 -4

、° -2 °, 、-2 -4

解(1)先求特征值：

2-A -2 0

\A-XE\= -2 1-A -2 =-A(1-A)(2-A)-4(2-A)+4A

0 -2 -A

= -A(l-A) (2-A )-8(l-A)=(l~A)(A-4)(A+2),

所以A的特征值为兀=-2,人2 = 1,入3=4

再求特征向量：

对应人| =-2,解方程(A+2£)x = 0,由

r 4 -2 0】 仁2 3 一2) r-2 0 B r-2 1 0)

-2 3 -2 0 4 -4 r 0 i -1 二 -2 0 1

、° -2 2) 、° 1 -L I 0 0 1 0 0

得单位特征向量p产!(1,2,2)。

对应A2 = l,解方程(A-E)x = O,由

(1 -2 0) -2 a -2 0)

A-E= -2 0 -2 二 0 -4 -2 T 0 2 1

k o -2 -J
10 -2 -L <o 0 0?

得单位特征向量P2 = ：(2,1,-2)T；

对应入3 = 4,解方程(A-4E)x = 0,由

仁2 -2 i 0) 0 -2)

A-4E = -2 -3 .2 r 0 -1 -2 二 0 1 2

< 0 -2 E -2 -们 0 o.

得单位特征向量P3 = f(2,-2,1)T.
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令

P=(Pi,P2,P3)= y 2

[2

2

1

-2

2)
-2

则P是正交矩阵，且有

p]ap=ptaf

2-入 2 -2

—

仁2

1

2-A

、

4/
2 -4

(2) det(A-A£) = 2 5-A

-2 -4

-4

5—A

『2口3

C3-C2
0

-2
1-A
-4

0

9-A

2-\ -4
= (1-A) =-(l-A)2(A-10),

-2 9-A

所以4的特征值为入产10,入2=入3 = 1 (二重根)•

对应从= 10,解方程(A-10E)x = 0,由

r-8 2 -2) <2 -5 -4)

A-10E = 2 -5 -4 r 0 -9 -9

、-2 -4 -5; 、0 -18 -18,

(2 o n r-2 1 0)
二 0 1 1 二 2 0 1

、0 0 0? I 0 0 0/

得单位特征向量P产!(1,2,-2)『；

对应A2=A3 = 1,解方程(A-E)x = 0,由

(1 2-2] (\ 2 -2)

A-E= 2 4-4 T 0 0 0

k-2 -4 4； <0 0 0,

得线性无关特征向量：a,= 1 .02= 0 •将句和正交化得
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再分别单位化得:P产二(0，】，1)t，P3 = 2(4,-1,1)t.令

J2 3^2

P=(Pl,〃2 ,P3)=

1 0
4、

3 3^2

2 1 1
3 3j2

2 1 1
3 3® )

则p是正交矩阵，且有

<10
P'AP=PrAP =

(1 -2 -4。 <5 )

20.设矩阵彳= -2 x —2 与4 = -4

、-4 -2 、 r>

相似，求KJ；并求一个正交矩阵

P,使 P 'AP=A.

解先求*,y：

因4与4相似，故4的特征值是5, -4 ,y.由特征值性质知

5+(-4)+y =A的特征值之和

=A的对角元之和= 2+x,

得 y=l+x.

因A=-4是4的特征值，有|4+4E|=0.由

5 -2 -4 5 -2 -4

|A+4E| = _：I x+4 -2
r3' —2 x+4 —2

—LI -2 5 -9 0 9

1 -2 --4
eg

—4 x+4 --2 =93-4),

0 0 9

得x = 4.再代入7=1+*,得,=5.于是A的特征值为Aj =A3 = 5,A2 = -4.

再求正交矩阵P.
对应于A1=A3 = 5,解方程(A-5£)x = 0,由

f—4, -2 -4> <2 1 2、

A-5E = -2 -1 -2 r 0 0 0

k-4 -2 -4 J 、° 0 °>
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得基础解系旨=(1,0, T ) 丁,备=(1, -2,0)把它们正交化、单位化,得

1 (n
1 10 ，，3=—m3插

-4

对应于A2 = -4解方程(A+4E)x = 0,由

(5 -2 —4) (5 -2 -4)

A+4E = -2 8 -2 18 0 -18

-2 5) 、-9 0 9>

a o -n a -2 o)
T 0 -2 1 r 0 -2 1

、0 0 . 0, 0 0 0,

得单位特征向量P2 = f(2,l,2)T.

p1ap=ptap=a.

(1 2 i、
T 3^2

令 P=(P1,P2,P3)= 0 T
4

3血
，则P是正交矩阵，且有

1 2 1
T 3*,

注(1)在寻找” j的关系式时，题解中用了 A的对角元之和=4的对角元之和

以及\A+4E\=0,也可利用特征值的另一性质：|A|=A的特征值之积=4的特征值之

积=\A |,得3x+8 = 4y.但由\A-5E\ =0不能得到*的关系式，因|A-5£ | =0.

(2)因相似对角矩阵4是给定的，所以要注意P中列向量的排列与人中对角元

对应.

21.设3阶矩阵4的特征值为兀=2,入2 = -2,入3 = 1,对应的特征向量依次为P产

(0,l,l)T,"a=(l,l,l)T,p3 = (l,l,0)T,求 A.

解 因A的特征擅互异，故由教材定理2 ,知向量组P| ,P2 ,P3线性无关，于是若记

矩阵P = (P "P2 ,P3 ),则P为可逆矩阵,且有

P'AP =diag(2,-2,l)=A=Pdiag(2,-2,l)F=

/-I 1 0)

用初等行变换求得/'= 1 -1 1 .于是

、° 1 -L
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1 1) <2 0 0)仁1 1 0) 仁2 3 -3A

A = 1 1 1 0 -2 0 1 -1 1 = -4 5 -3

1 °, <0 o b < 0 1 * 4 一2/
22.设3阶对称矩阵A的特征值为入产1,入2 = T,人3 =。・对应〃，入2的特征向量

依次为 0 = (1,2,2)t,P2 = (2,1,-2)t,求 A.

解因4对称，由教材定理5,有正交矩阵Q= (/,%，%),使。有。=。小。=

diag(l,-l,O).显然们，％可依次取为Pi,P2的单位化向量，即

1
<?2 = y

1
91 = T

(2)

1

03与Pl，P2正交，于是幻可取为方程 x = 0的单位解向量.

a
3,

R= '1 2 2、 '1 0 -2、
、2 1 -2, 、0 1 2>

由

可知 93 = y(2,-2,l)T.于是

A =Qdiag(l,-l,O)b (5.3)
(\ 2 2) 0 °) 2 2) r-i 0 2\

1——
9 2 1 -2 ° -1 0 2 1 -2

1——
3 0 1 2

-2 0 0/ 2 -2 b k 2 2

23.设3阶对称矩阵A的特征值为人产6,入2=M = 3,与特征值Aj=6对应的特征

向量为P产(1,1,1尸,求丸坐坐坐坐坐坐坐坐

解一用与前两题相同的方法，这是求解本题及类似题型的基本方法.

(1)求4的对应于特征值3的两个线性无关的特征向量P2 ,P3-由对称矩阵特征

向量的性质知，孔与P2和都正交，即有

"P2 = 0,

£p3=o,
其系数矩阵P；的秩等于L于是,〃2,P3是它的一个基础解系，取其为

仁1、 仁1)

P2 = ，1 ，P3 = 0

、0J 、L
(2)把向量组P2，P3用施密特方法正交化，得
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>2=P2 =

r-n
1 ,万3=P3-

、0/
(3)分别把向量Pi,P2,P3单位化，得

幻

r-n
》2=! T

I 2/

(P3 > Pl) ]

(岛，万2)
2

T

存
T
-

762

一76
盎

，则。为正交矩阵，并有

diag(6,3,3),

于是

(4 1 1\

4=Qdiag(6,3,3)QT=Qdiag(6,3,3)QT= 14 1.

J 1 4,
解二 因4是对称矩阵，故存在正交矩阵。，使

QTAQ = Q~'AQ = diag(6,3,3) = A,

也即

A = QAQt, (5.4)
并且，若。按列分块为0=(名,&,&),则向量日是对应于特征值土 = 6的单位特征

向量.于是，由题设

由(5.4)式得

A-3E =2(A-3E)eT

(3 0

= (£,&,&) 0 0

、° °

，• H

=3用1

U
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于是

p 1 n /4 1 1、

A= 1 1 1 +3E= 14 1.
1 J V 1 4,

注(1)第21,22,23题都是矩阵对角化(特别是对称矩阵对角化)理论的应

用.比较三题所给条件:第21题知3个特征值及3个特征向量;第22题知3个特征值

及2个特征向量，且知A对称;第23题知一个二重特征值和一个单重特征值及其特征

向量，且知4对称.由第21题的解法,再利用对称矩阵的特征向量正交性，便可得第

22,23题的解法.

(2)第22题求解中,在写出单位特征向量们皿后，由(5.3)式有

a =ediag(i,-i,o)eT .
Z^Tx

p o 0M?)

=(%血,%) 0 -1 0
、o 0 0膈'

由此可知对应入3 = 0的特征向量知是不必具体求出的，因为这时4已由9,, 92确定

了.这是由0是A的特征值这一特殊情况所带来的方便之处.由此启发出第23题的解

二:把求矩阵4转换成求A-3E,因为0是A-3E的二重特征值•

24.设a = (% ％)T,4尹0,4=杯.

(1) 证明人=0是A的n-1重特征值；

(2) 求A的非零特征值及n个线性无关的特征向量.

解(1)首先证明人=0是4的几-1重特征值.注意到4为对称矩阵，故A可以

与对角矩阵4相似.显然7?(A)= 1,从而R(4)= 1,于是4只有一个非零对角元，即

入=0是4的"-1重特征值

(2)其次求A的耳密特征值,因的对角元之和为服：,又由特征值性质:A的

几个特征值之和为它的n个对角元之和，从而由上知为A的(惟一的)非零特征值.

再求4的特征向量.

⑴对应于A = 0,解方程Ax = 0.由
/ 2

G] a}a2 ・ fl2 * • %、

. a2an 0 0 - .0
:

' •
• :

\ n 1 "2 .
2

. °n )
〔0

0・ • oj

得n-1个线性无关的特征向量为
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(的) '一竺'

% a】 %

1 »- 一 0
.,, t —

0

0 ，S3 - 1 ， ， Sn — 0

< 0 > k o > 、1 >
(ii)用两种方法求对应于入】=£寸的特征向量乌.

方法一由对称矩阵性质知&与务,…，&都正交，即务是满足«女=0 (4=2,-,n)

这n-1个等式的非零向量.另一方面，因救是对应0特征值的特征向量，故

A^l = 0=>(aaT)^ = 0=>a(flT^)=0=s.(aT^)a=0=>aT^ = 0,A：=2, —,n,

最后一个式子的成立是因为。乂0(事实上，从(5.6)式也马上可看出这一点.)，这表明

a具有务应有的性质,故可取乌=a.至此已求出A的几个线性无关的特征向量.

方法二由A=aar,有

Aa= (aaT)a=a(aTa)= (aTa)a,

按定义，即知*有非零特征值人产,且对应特征向量为a.
注方法二事实上给出了求A的非零特征值的另一方法.

25.设A,8均为口阶方阵，证明tr(AB)=tr(BA).

证设处=(%),3=(如)，C=AB = (%),Z)=34 = (®.根据矩阵乘法，有

n n

Cu = £ aik^ki 9 如=£ t)ikaki-
k-i * = i

因此，

tr(AB) =2^=2 £ aikbki = 2 » 如知=X S bg = £ dti = tr(BA).
i= 1 i =1 k-1 4=1 i=1 i= 1 k~l i= 1

(3 -2)
26. (1)设4= ，求 ,f,(A) = A,0-5A9；

(-2 3)

(2 1 2)
(2)设4= 1 2 2，求<p(A) = A10-6A9+5A8.

、2 2 1,
3-入 -2

解(1)由 |A-AE|= =(3-A)2-4=(l-A)(5-A),求得A 的特征值
-2 3-A

为人］=1,入2 = 5.

对应入产1,解方程(A-E)x = O,由
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得单位特征向量Pl

对应人2 = 5,解方程(A-5E)x = 0,由
(-2

A-5E= (-2
-2V p 1、
-2厂〔0 0,

得单位特征向量P2=~r
■J2

-r

令p=(p“p2)=土 e -'〕，则尸是正交矩阵，且有

U 1

0)
=^A=PAP7

n 夙 4) = 7V(4)PT

i p -iv(p(i) o y i i、
2*(1 0 以5)儿-1 L

'-4 、
=-2 f1

、1 1J 、T b u
2-入

(2) |A-A£|= 1

2

=(5-A)

1 1 2 1 1 2

1 2-A 2 = (5-A) 0 1-A 0
IF

1 2 1-A 0 1 -(1+A)

0

-(1+A)
=(1-A)(1+A)(A-5),

于是A的特征值A1=-1)A2=1,A3 = 5.因为4是对称矩阵，由教材定理5,存在正交矩

阵(£,&,&)，使

eTAe = g-AC = diag(-l,l,5) = A,
也即

a=qaqt,
并且0的列向量备是对应特征值如的单位特征向量盘=1,2,3.从而有

甲(A) =心(/)b

= 0p(diag(-l,l,5))QT
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= Qdiag3(-l)，伊(1)，中(5) )Q7

,12 0 0)
㈣

=(务占2,务) 0 0 0

、0 0 0,

=1笔智, (5.7)

其中= 蛆+5蛆#(-1)= 12,中(1)=0,弑5)=0.这样，只滞计算出务，即对应

A, = -l的单位特征向量,代入上式即得以4).
解方程(A+£)x = 0,由

p -1 0)

A+E— 0 2 1

• <0 0 0,
1

得单位特征向量£产土(1,1,-2)『.

代入(5.7)式,即求得

'1 1 -2、
甲(A)=2 1 1 -2

、-2 -2 4,

27.用矩阵记号表示下列二次型：

(1) f=x2+4xy+4y2+2xz+z2 +4yz ；
(2) f=x2 +y2~lz -2xy-4xz-4yz；

(3) f=x]+x2+x}-2xJxi+6x2x3.

a 2 n
解(1) y=(x,y,z) 2 4 2 y

U 2 1?
(1 -1 _2)A

(2) /=(x,y,z) -1 1 -2 y

、-2 -2 f

28,写出下列二次型的矩阵:

(1 -1 °、 羽、
(3) /=(«),*2,«3) -1 1 3 «2

k O 3 L 、⑶

(\

(l)/(x) = xT x； (2)/(x) = xt 4

2 3)

5 6 x.
(2 1)
[3 1；

【7 8 9J
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习题解答

解(1)记厂 ，则

f(x)= 3/2)
1、

= 2x]+xl+x}x2+3x2xi=2x]+x2+4x}x2

故/的矩阵为
(2 2)

12 \)

(2)与⑴相仿,

.<1

/(x) = xT 4

、7

2 3 丫 fl

5 6 x=xT 3
8 9； (5

5)

7 x,

9,

3

5

7

fl 3 5)

故/的矩阵为3 5 7

、5 7 9,

注 设二次型/=/如,若其中4是非对称矩阵，则/的矩阵为y(A+AT).

29,求一个正交变换化下列二次型成标准形：

(1) /=2x《+3%3+3%；+4a；2%3； (2) /=妍+伊2-2«2%3・

p 0 0)

解(1)二次型f的矩阵为A= 0 3 2 ,

<0 2 3)

2-入 0 0
3-入 2

0 3-入 2 =(2-A)
2 3—A

0 2 3-入

=(2-A)(A-l)(A-5),

所以4的特征值为入产1,入。=2,入3 = 5.
对应特征值入产1,解方程(A-E)x = 0,由

p 0 0) (\ 0 0)

A-E= 0 2 2 r 0 1 1
(0 2 2) \° 0 O>

得单位特征向量P产土(0,-1,1)『；
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对应特征值入2 = 2,解方程(A-2E)x = 0,由
ro o 0) 1 0)

A-2E = 0 1 2 乙0 0 1
〔0 2 L lo 0 0?

得单位特征向量P2 = (1,0,0)t；

对应特征值入3 = 5,解方程(A-5E)x = 0,由

仁3 0 0> 0 0)

A-5E = 0 -2 2 T 0 1 -1

k 0 2 -2, <0 0

得单位特征向量尸3=壹(0,1,1)『.

(0
1

令 P=(P|,P2，P3)=旧

1

1

0

0

0 )

/2 ，则P为正交矩阵,再作正交变换

/Z J

4：
(0 1 0 )

1

-万 0 歹 ，2或，

1
、-J2

0
1
4

<y-i)

%】=，2，

1 1

'产-反丸+切小'便把f化为标准形

1 1

/或+2y；+5y；；

(2)二次型的矩阵为4 =

1 1

0
0)

-1 ，它的特征多项式为

E -1 b
1-A 1 0 1 1 0 1 1 0

r, +r3
妇小 1 -X -1 riT-；-- (1-A

C3-Cj
)1 -A -1 ==( 1-A) 1 -A

0 -1 1-A1 0 -1 1-A 0 -1

0

-2

1-A

=-(A-2)(A-l)(A+l),=(1-入)
1-A

所以A的特征值为入产2,入2=1,入3 = -1・

对应入产2,解方程(A-2E)x = 0,由

162 ------------------------------------------------



习题解答

得单位特征向量p产«r(l,l,-l)T；

73

对应入2 = 1,解方程(A-E)x = O,由

ro i 0) (\ 0 -n
4-E= i -i -i 二 0 1 0

-i 0 o.

得单位特征向量‘2 = 4r(l,0,l)T；

72

对应入3 = -1,解方程(A+E)x = o,由

<2 1 0) 0 B n 0 B

A+E= 1 1 -1 r 1 、1 -1 二 0 i -2
I。 -1 2> "o -1 2j 〔0 0 o>

得单位特征向量P3 = ：(-1,2,1)t.

76

令P = (Pl ,P2 ,P3 ),则P为正交矩阵,再作正交变换X =玲，即

(1 1 1 )

(%)
无 76

0、
1

0
2

X2 二 万 76
y-i

1 1 1

万 76 ；

则化/为标准形顶=2R+y；-*

30,求一个正交变换把二次曲面的方程

3%2+5y2+5z2+4^;y—4xz—10y?= 1

化成标准方程.

解 记二次曲面为斤1,则r为二次型，它的矩阵为

(3 2-2)

A= 2 5 -5 .

、-2 -5 5,

由
3-入 2 S

, , r3+r2
|A-AE|= 2 5-A -5 =—=(-A)

刊丁(-入)

-2 -5 5-A

3-人 2 -2

2 5-A -5

0 1 1
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3-A 4 -2
c2-c3 3-A 4
— (-A) 2 10-A -5 = (-A)

2 10-A
0 0 1

= (-A)(A-2)(A-U)

得4的特征值为人产0,人2 = 2,入3 = 11.
对应于入产0,解方程Ax = 0,由

A =

(3
2

2
5

-2)
-5

rf
0

-3

11
3]

-11 二
p

0
0

1
0)

-1
^3+r2

、-2 -5 r2-2rl <0 0 o. <0 0 0,
得单位特征向量Pi = 4r(0,l,l)。

对应于特征值入2 = 2,解方程(A-2E)x = 0,由
(1 2 —2) <1 2 -2、 0 -4)

A-2E = 2 3 -5 T 0 -1 -1 二 0 1 1

[-2 -5 3) <0 0 <0 0 0>
得单位特征向量p2 = -^-(4,-l,l)T；

3如

对应于特征值人3 = 11,解方程(A-llE)x = 0.由
r-8 2 -2> p -6 -5 A (2 0 n (2 0 n

A-11E= 2 -6 -5 二 0 -22 -22乙 0 1 1 -2 1 0

[-2 -5 (0 -11 tJ 9 0 oj 、o 0 0/

得单位特征向量p3 = y(l,2,-2)T

令 P=(P1,P2,3)=

0

2

2

r\
T

，则P为正交矩阵,并且正交变换
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即为所求，在此变换下，二次曲面的方程化为标准方程2v2+llw2= 1 (它是椭圆柱面).

31. 证明:二次型f=x7Ax在|| x || =1时的最大值为矩阵4的最大特征值.

证 设为A的n个特征值，由教材定理6,知有正交变换x =

如使

/(x)=/QTa。=矿4>=人就+人2方+…+入“4

又

ll-r II 2=xTx=y'tQ7Qy=y'Ty= || J ||2,

从而

max^x) = max Ay = max (人扉 + A2yj + …+ 入,玫)
"1
r= 1

max
.斩

另一方面，取jo = e1 = (l,0,-,0)T,即儿为第1个分量是1的单位坐标向量，再

作正交变换*0 =知,则|| X。|| = || Jo II =1,并且二次型/在X。处的值为

f(x0) = ylAy0 = Xl.

综合以上知

max/(x)= max x7Ax = Aj.

注 当y取遍]R"中所有向量时，由正交变换x=Qy得X也取遍R”中所有向量.

32. 用配方法化下列二次型成规范形，并写出所用变换的矩阵：

(1) /(X] ,x2 ,x3) = xi+3x2+5xl+2x1x1-4x,x3;

(2 ) ,*2 ,*3 ) = *1 +2^3 + 2%]*3 + 2%2*3 ；

(3 ) X j ,*2,%3)— 2<X j +"2+4/3 + 2% —2^2*3 •

解(1)由于f中含变量％的平方项，故把含为的项归并起来，配方可得

/(*),x2 ,x3) = x^+2x1x2-4xjx3+3x2+5xI

=(x]+x2-2x3)2-x2-4xl+4x2x3+3x2+5xl

=(xi+x2-2x3)2+2x2+X}+4x2x3

=(x1+x2~2x3)2+2(x2+x3 ) 2-xj,

令
Ti =xi+x2-2x3,

，2=*(*2+”3),即

% =«3 ,

，1=为--^-%2 + 3,3,

1 写成矩阵形式：x = 4，这里

&3 =y3,
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C= n I 1为可逆矩阵.在此变换下J化为规范形：0 ---- -1

、0 。 b
/(x)=/(GD=y：+r4-y；.

(2)由于/中含变量，|的平方项，故把含气的项归并起来，配方可得

劣］,%2 , %3 )=劣］+ + 2丸 j + 2»%2先3

=(%1+%3)2+%； + 2*2劣3

=(%1+%3)一劣2 + (*2+%3),

为 F+“3,. =71+72-73 > • (1 1 -n
令＜ >2=*2,即' 改=，2, 写成矩阵形式：* = 4,这里。= 0 1 0 为可逆矩

力=初+，3, ，3=小+丁3, lo -1 b

阵.在此变换下J化为规范形：

/(x)=/(Cy) = 71-72+rt

(3)由于六刁中含变量与的平方项，故把含。的项归并起来，配方可得

为可逆矩阵，且易求得

y、=E\+土气, 1
万

、
0

令・ *=奈-扁即5,这里尸= 0
1
万

-72

%=屈3, * 0

(1 -1 -n
2 2C=P ' = -^- 0

0【0

于是在变换X=O下J化为规范形：

'/■(X) =■ 0) = j +K +搭.

33.设/=妍+必+5%；+2aX]%2-2%i%3+4④2%3为正定二次型，求①

解 根据教材定理9(赫尔维茨定理)，对/的矩阵4进行讨论，这里
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习题解答

r 1 a -n

A = a 1 2

、T 2 5,

11 a

1
>0 且 |A|>0.由于是,A正定"

4
>0=>a2<l ；由 \A I =-a(5a+4) >0=

4
a<0.合起来，当-;5<0时,4正定，从而，正定.

34. 判定下列二次型的正定性：

(1) /=-2%：-6劣3-4劣；+2^].2+舄143;

(2) 妫+9话-2%]%2+4%]%3・

'-2 1 n 、

解(l)f的矩阵4= 1 -6 0 ,它的一阶顺序主子式-2<0；二阶顺序主子

< 1 0-4,
-2 1

式 ]& =11>°；三阶顺序主子式|4|=-38<0.由教材定理9知，为负定二次型.

'1 T 2)
(2)/ 的矩阵4= -13 0，它的一阶顺序主子式1>0;二阶顺序主子式

、2 0 9,

1 — 1
=2>0；三阶顺序主子式\A |=6>0.由教材定理9知/为正定二次型.

-1 3
35. 证明对称矩阵4为正定矩阵的充要条件是:存在可逆矩阵U,使A = UTU,即

4与单位矩阵E合同.

证 充分性:若存在可逆矩阵U,使A=U7U,任取xeR\x^0,就有I7x#0,并且

A的二次型在该处的值

Z(x) = xTAx=xTl7TUx=(lZr,lZx)= || Vx ||2>0,

即矩阵A的二次型是正定的，从而由定义知4是正定矩阵.

必要性:因A是对称矩阵，故存在正交矩阵0,使

2TAj2=71 = diag(Ai，人2,…，人”)，

其中几是4的阶数人，入2,…人 是4的全部特征值•因。为正定矩阵，故尢>0,i=l,

2,…，几.记对角矩阵& =击昭(777,”7,…,JX?)，则有

■¥ = diag( yr,)diag( ,7^7,…，"7) = 4

从而

A = QAQr = QAiAiQr = (QAx^QAy,
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记U=(0i】)T,显然u可逆，并且A = UTU.

补充习题5(附答案和提示)

5.1选择题

(1)下列矩阵中可对角化的是( );

H 2 0) (\ 0 2、 P 2 0) (\ 1 1\

(A) 0 1 0 (B) 0 2 0 (C) 0 2 0 (D) 0 1 0

、0 0 2, 、0 0 b 、o o b D 0 2,

(2) 设3阶矩阵A的特征值为0,1,2,那么砒4+£)+敬4-£)为( )；

(A) 2 (B) 3 ' (C) 4 ' (D) 5

(3) 二次型/=?如 的矩阵4的所有对角元为正是/为正定二次型的( );

(A)充分条件但非必要条件

(C)充要条件

(4)设方阵'与方相似，则( );

(B)必要条件但非充分条件

(D)既非充分也非必要条件

(A) A-AE=B-XE

(B) A与8有相同的特征值和特征向量

(C) A与夕都相似于一个对角矩阵

(D) 对任意常数1,4■田与BrE相似

1 1
(5)设4 =

1 1

<1 1

(A)合同且相似

(C)不合同但相似

0 0 0、
0 0 0

0 0 0

0 0 0;

，则4与B( )；

(B)合同但不相似

(D)既不合同也不相似

1 . 1\ (4

1 1 0
,3 =

1 1 0

ro o n

(6)设矩阵0 1 0，矩阵4与夕相似，则RG4-2E)+&(A-E)等于( ).

J 0

(A) 2 (C) 4 (D) 5'(B) 3

5.2设A为八阶矩阵，证明A为正交矩阵的充要条件是A •为正交矩阵.

5.3设人是n阶矩阵/的一个特征值.

(1) 求A2,A3+3A+2E的一个特征值；

(2) 若4可逆，求A'1 ,E-2A-'-3A'2的一个特征值

S.4设3阶方阵4的特征值为1,-1,2,3=妒-54。求|B|及|A-5E|.

5.5设4阶方阵A满足|4+3E| = 0,AAt = 2£, |A |<0,求/T的一个特征值，这里A•为A的伴
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随矩阵，

5.6设从，桓是矩阵A的两个不同的特征值，多,％,…,％是对应于特征值插的线性无关的

特征向量，伍，角，…,但是对应于特征值A2的线性无关的特征向量，证明向量组■，明，-,a, 0 ,

角，…，饱线性无关.(此即教材定理2的推论.)

5.7设A为n阶矩阵，若存在正整数*，使妒=。(称这样的矩阵为幕零矩阵).证明：⑴det(A +

E)= 1；(2) A相似于对角矩阵的充要条件是A = Q.

5.8已知二次曲面方程

ac2+ay2 +z2+2bxy+2xz+2yz= 4

可以经过正交变换

y =p 矿

<z)
化为柱面方程矿2+4/2 = 4,求。,6的值及所用正交矩阵P.

5.9设3阶对称矩阵A的特征值是1,2,3,矩阵A的对应于特征值1和2的特征向量分别是

电=(-1,-1,1)T 和％ = (l,-2,-l)T.求A.

<-2 0 0) f-1 0 0)

5.10设矩阵A = 2 a 2 与B- 0 2 0 相似

<311； 、0 0 L

(1) 求。和3；

(2) 求可逆矩阵P,使P 'AP=B.

/0 0 1)

5.11设4= * 1 r有3个线性无关的特征向量，求应满足的条件.

、1 0 0,

1 2)
5.12 设4= ,v,(x) = x",0-25x,,+5x96-H9.求。(4).I4 3J

5.13设Q为m阶正定矩阵,B为mxn矩阵，证明：BTAB为正定矩阵的充要条件是R(E) = n.

答案和提示

5.1 (1) (C),提示:参看教材例 11；(2) (D),提示：4 可对角化=R(A+E)=3,R(A-E)=2；

(3) (B)；(4) (D),提示：由 PT4P=E = PT(ATE)P=B-ZE；(5) (A),提示：由教材习题一第 8 题

(2)知A的特征值为4,0,0,0,且因A对称,故有正交矩阵P使p-1AP = PTAP = diag(4,0,0,0)；

(6) (C),提示:A-E 与 B-E 相似nR(4：E) = R(B-E)= 1;A-2E与 B-2£ 相似= R(A-2E) =

7?(B-2E)=3.

5.2 略.
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1 ? 3
5.3 (1) A ,A +3A+2；(2) —,1------y-3 3

A A A

5.4 |B| = -288, |4-5E| = -72

4
5.5 ；，提示：由题设知-3为A的特征值；| = -4,再参看教材第5章例8.

5.6提示:反证法:设有不全为0的数",虹…,・・・,1,使

。1林2口2 + …+虹。,+1 £ 】+ 璀 2 + = °， (5.8)

则k}a} +• • • +krar 0 0,不然如,敞,,・,,虹全为0,且仲*血+…+。0, = 0=>，,町，…，，全为。，矛

盾.故虹0[+灼％+・・・+虹01,是Aj的特征向量，记为a■，同理伊1+仲2+,・・+，8,是入2的特征向量，记

为"’，(5.8)式成为a •切.=0,与教材定理2矛盾.

5.7提示：(1) A的特征值全为零=>A+E的特征值全为1;(2)充分性显然;必要性:若A相似

于对角矩阵4,则4 一定是零矩阵,于是,PTAP=。=A = 0.

2
5.8 a=3,8=l；P= 0 ，提示:参看例5.6.

1
76 >

/13 -2 5、
5.9 4=4- -2 10 2 .

6
I 5 2 \3)

,00 1\

5.10 (1) a=0,/> = -2；(2) P= 2 1 0

、-1 1 -1,

5.11提示:A的特征值人| =入2= 1 ,入3 = T•为使对应于二重特征值1有两个线性无关的特征向

量，矩阵A-E的秩必须等于1,由此可推得x+y=o.

1 “ 1)
5.12次4)=云(5%19) ，参看第17题和第26题.

3 骸2；

5.13 提示是正定矩阵=> Vx#0,xt(BtAB)x>0« Vx^O, (Bx)tA(Bx)>0<=>方程组

瓜=0只有零解(因为A是正定矩阵)=R(B)=
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*第6章
线性空间与线性变换

基本要求

1. 了解线性空间、子空间的概念，了解线性空间的基与维数，了解坐标的概念及n

维线性空间K与数组向量空间R"同构的原理.了解基变换公式与坐标变换公式，会

求过渡矩阵.

2. 了解线性变换的概念，了解线性变换的像空间和核.会求线性变换在某组基下

的矩阵，了解线性变换在不同基中的矩阵相似.了解线性变换的秩.

内容提要

1. 满足教材中所列八条规律的运算称为线性运算,定义了线性运算且对运算封

闭的非空集合称为线性空间(或向量空间).线性空间的元素也被称为向量，但不一定

是有序数组.

2. 线性空间的性质：

(1) 零向量是惟一的；

(2) 负向量是惟一的；

(3) 。4=0,(-1)口=-口,入0 = 0；

(4) 若 Aa=0,则入=0 或 a=0.

3. 第4章中讨论的n维数组向量的有关概念，如线性组合、线性相关与线性无关、

向量组的秩、向量空间的基与维数、向量在基中的坐标等，都可直接套用到线性空间

中来
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4. 设在n维线性空间Vn中取定一个基\ 则Vae V„，惟一存在一个n

维数组向量x = (x,,x2，…w R”,使

。=》电+改。2+…,

于是气中的向量。与R"中的向量x有--- 对应的关系:据此，数组向量x称为

向量a在基at ,a2, ,a„中的坐标.对应关系a—x也可记作a=x.

由于K与R"的向量一一对应，且这种对应关系保持线性组合的对应，即设a,

P e V„,x,j eR",A,/ieR ,
若 aft ,则 ka+nfi-^Xx+fiy.

据此，称K与矽同构.于是任何□维线性空间都彼此同构，且都与R"同构.由于*与

R"同构,K中的抽象的线性运算就可转化为R'中的线性运算.

5. 基变换与坐标变换 .

设a、,a2,"-,a„和Bi,"…，队是线性空间K中的两个基，基Fi,角，…,用

基«! ,a2,•• - ,a„线性表示的表示式

(角,月2,…，以)=(«i ,a2,-",a.)P

称为从基a,,a2)- ,a„到基，，角，…,j8„的变换,n阶矩阵P称为过渡矩阵.P是可逆

矩阵，并且它的第£个列向量是向量F,•在基，,曲，…,％中的坐标,i=l,2,-,n.

设K中的向量a在上述两个基中的坐标依次为

X =( *1 ,“2 )和* =(* 1 ,，2，,''，*» ) >

则有坐标变换公式

x'=P~'x (或 x=Px').

6. 设有两个线性空间V和〃，从V到1/的映射T如果满足:对任何ttl ,«2eV,AeR ,

■总有

T(ai+a2)= +T(,a2),

7,(Aa1)= AT(ai),

则称T为线性映射.

线性映射T的像集T(V) QU是一个线性空间，称为T的像空间,它的维数称为丁

的秩.

集合7Vr=|a|r(a)=0,aeV|也是一个线性空间，称为T的核.

从线性空间V到其自身的线性映射称为V中的线性变换.

7. 线性变换的矩阵

设T是几维线性空间*,中的线性变换，在K中取定一个基■ ,。2，…

(1)如果基的像用此基表示的表示式为

T(a} ,%,•••,%)= (7，(a1),7'(a2),---,7,(a„))= (a, ,a2,--,a„)A,

172 ------------------------------------------------



学习要点

则A称为7在基外，％,…，％下的矩阵.反之，给定矩阵A,满足7(电，％, •••,%) =

(电,％,•••,%)4的线性变换7是惟一确定的.

(2)设Q = T(a),如果向量。,夕的坐标依次为x和由7(@)= 7(，皿,•••,％)* =

(*,%,・",％)如,得y =Ax.这就是说,K中的线性变换B = T(a)对应K■中的线性变

换 y=Ax.

8.设线性空间V„中取定两个基ai,a2,和但,％,•••,',且

(•，"■■/")= (a.% …,a“)P,

V„中的线性变换了在这两个基下的矩阵依次为A和方，则

B=P'AP,

这表明K中的线性变换7在不同基下的矩阵彼此相似.

学习要点

本章是线性代数几何理论的基本知识，初步了解这些知识是很有益的，它使我们

能用更高的观点去审视前几章的内容，使它们有广泛的应用・

本章先介绍线性运算和线性空间的概念.对于线性空间中的向量组，依据线性运

算，也有线性组合、线性相关与线性无关、向量组的秩等概念，也有线性空间的基和维

数的概念.然后着重讨论n维(有限维)线性空间.

在几维线性空间K中取定一个基电皿，…,a“，则K中任一向量a就可与R”中

的数组向量*=(叫,叫，…,*")T建立起--- 对应的关系

a=(aj

并且这个对应关系保持线性组合的对应，即若人g七R ,则

Xa+fifl-^-kx+ny.

于是把x称为a的坐标，,并把虬中的线性运算转化为R"中的线性运算.

由于Vn与R"的向量有一一对应的关系,且此对应关系保持线性组合的对应，据

此，称K与R"同构.由此可知，把中的向量x作为V.中对应向量a的坐标，其本

质就是V,与R"同构.

在论述基变换及线性变换时，都涉及一个基本关系式

(但,但，"，，””)=(可,％,,••,%)「， (6.1)
其中是线性空间K的一个基.我们可以从下述几方面来审视这个关

系式：

(i)从坐标角度看,P=(Pi ,P2,…,P”)的列向量P,是向量角在基at,a2,--,a„中
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的坐标，即

(Pi ,P2, — ,P.)^(Pi,P2, — ,Pn)=P,a2, — ,a„')-^(ei,e2, — ,en)=E.

故向量组"Bl，；，A的秩K(P"2, •"’)=向量组P "P2,…，Pn的秩

R(P“P2,•••■)=矩阵P的秩R(P). •

(ii) 从基变换的角度看，若向，6，“・,凡是线性空间K的另一个基，则关系式

(6.1)便是从老基al ta2,•••,%到新基& ,角，…，化的基变换公式,P是从老基到新

基的过渡矩阵.这时，由于们，旦,…,场线性无关，故R(P)=n,即P可逆.

(iii) 从线性变换的角度看，关系式(6.1)惟一确定了 V„中的一个线性变换T,它

把基 «i ,a2, — ,a„ 变成向量组。1,缶,…,0, RP T(al,a2,--,a„')=(角,02,…必)，它

在基,a2, 下的矩阵就是(&、，Bi,…，B")的坐标所构成的矩阵(Pi ,P2,…，

P.) = P
上面的论述说明关系式(6.1)的重要性，理解它的涵义是掌握本章知识的一个

关键.

本章较多使用数学抽象思维的模式，例如线性运算的定义、零向量的定义等.读者

对此可能比较陌生,接触多了也就能领会.线性运算的八条规律可视为线性运算的公

理系统，线性运算的其他规律以及线性空间、线性变换的性质都是由此公理系统推导

出来的，例如(-l)a=-a不能认为是当然的，而需用公理系统去证明.

释疑解难

问6.1引入线性空间的概念有什么意义？

答 笛卡儿(Descartes )创立了坐标的概念，架起了形与数之间的桥梁,这在数学

发展史上是一座伟大的里程碑.我们来分析解析几何中向量(可平移的有向线段)的坐

标的定义:把几何向量的全体所构成的集合记作K在V中引入几何向量的加法(平行

四边形法则)及数乘几何向量的乘法，取定3个不共面的向量则V中任一

向量a都可用ai,a2,a3惟一地线性表示为

a=x1a1+%2^2+A：3a3,

于是就有一一对应的关系

缶、

几何向量a —有序数组》=初•

据此,我们把X称为。在坐标系纳,«3中的坐标,并记作
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a-x.

由于集合U与R3的元素之间建立了一一对应的关系，且根据线性运算的运算规

律，可以证明

若q   ，则 Aa+^8  Ax也F,
于是我们称集合V为几何向量空间，并称它与数组向量空间R3同构.这样，几何向量

的线性运算(几何运算)就转化为数组向量的线性运算(代数运算),使我们能用代数

方法解决几何问题;反之，几何向量。作为数组向量*的几何形象，也使我们对职有

直观的想象，也使我们能用几何方法解决代数问题(把“ 记作表明在线

性运算中可以把a与x看做同样的元素，尽管a与x是分别属于两个完全不同范畴

的事物).

既然坐标有如此巨大的作用，我们自然要问:在什么样的集合中可以建立坐标系？

即什么样的集合可以与R"同构?为此，提出线性空间的概念:满足八条规律的运算称

为线性运算，定义了线性运算的集合称为线性空间.若土 是口维线性空间V

的基，则V中任一向量a可由这个基惟一地线性表示为

@ 二羽@1+先2% + 1.+劣”％ =(外，口2， …,a.)x,

由此建立起V中向量a与R”中的数组向量x之间的一一对应关系.于是线性空间V

与R'同构，并把X称为向量a在基％,%,•••,%中的坐标•这样,V中的线性运算就

转化为R"中的线性运算，就可以用R“中的向量x来研究V中的向量a,甚至也可以

把a—x记作a=x,即把a看做x.

本章较多涉及数学的抽象思维模式.例如线性运算的定义、零向量的定义等.这些

对非数学类专业的读者比较陌生，然而抽象思维是十分重要的.教材介绍了一个在R*

中定义线性运算的例子，由此例可领会到线性运算的广泛性及线性空间概念的广泛适

用性.由于各式各样的线性运算都可转化为数组向量的线性运算，这就更加显示出对

数组向量研究的重要意义.

问6.2下列命题是否正确？为什么？

(1) 线性变换7把V的线性相关向量组变为线性相关向量组；

(2) 线性变换7把V的线性无关向量组变为线性无关向量组.

答(1)正确.设V中向量组$：.,%,•••,%线性相关，于是，存在不全为零的数

如，姻，…，如，使

奶' +k2a2+•■■+knla„ = O,

于是 -•

0 =7，(0)= T(kta}+k2a2+

=ktT(al')+k2T(a2')+---+kmT(a„),
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上式表明，由向量组S的像构成的向量组还是线性相关的.

(2)不正确.例如:设丁是线性空间V上的零变换，即VawV,T(a)=O,则T是V

的一个线性变换，但在此变换下,任一个线性无关向量组均变为线性相关向量组.

问6.3如何理解*中线性变换下的秩就是丁的矩阵A的秩夫(A)?这一结论

有什么意义？

答 由定义知，丁的秩就是7的像空间丁(K)的维数，这里

T(VQ= | T(a) I a e |.

设.，电,…,％是K的一个基.V^eT(K),由T( V.)的定义知，存在专w K,使

B = T(Q.假设£用该基表示为

^=xta+x2a2+■■■+x„an,

则

j8 = 7，(^) = x17,(al)+x27,(a2)+-.--+x„T(a„).

上式表明，夕可由向量组丁(电)，丁(。2),“・，7(电)线性表示，故胃eSpanWS),

r(a2),-,r(a„)!,这里记号Span{ * [表示由向量组*生成的空间.于是

7( K) USpan {丁(％) ,T{a2)，-• ,T{an) \ ;

反过来的包含关系是显然的,故

T( V„)= Span) HaJ，^(电)，…U.) }.

这样

T 的秩=dim (Span] 7(.) ,7(曲)，•••，『(％)})

=向量组 丁(叫)，7(%),•••」(％)的秩. (6.2)

另一方面，设n阶矩阵A是7在上述基下的矩阵，由于K与R"同构,故映射

T(a,)f 为A的第i个列向量)

是一线性映射，它保持向量组的一切线性关系，于是,(6.2)式中

向量组丁(纳)，7(%),•••,『(％)的秩=矩阵A的列向量组的秩=ZJ(A).

这一结论的意义是非常深刻的.有了这个结论，抽象■的线性变换的讨论可以转化

为矩阵的讨论，求像空间的维数可转化为求矩阵的秩•坐坐坐坐坐坐坐坐坐

例题剖析与增补

一、教材例题剖析’

例1次数不超过n的多项式全体(记作P/L),对于通常的多项式加法、数乘

176 ------------------------------------------------



例题剖析与增补

多项式的乘法构成向量空间.

析 本例及下面几个例子的目的是熟悉线性空间的概念，同时也表现出线性空间

的广泛性和多样性.P[x]„是R"之外的一个重要的线性空间，其向量是多项式，维数

为n+1,向量1 是它的一个基

例13设V2中的线性变换丁在基％ ,%下的矩阵为

a12^

A= ,
\a21 a22 7

求T在基％,可下的矩阵.

析本例的目的是熟悉教材定理3,该定理将两矩阵的相似赋予了深刻的几何

意义：

(1) 给定K中线性变换丁,则7在两个基下的矩阵是相似的；

(2) 反过来，若两矩阵4与.8相似，即存在可逆矩阵P使B=P~'APMA与B是

同一线性变换7在不同基下的矩阵.

二、例题增补

例6.1记二阶方阵的全体对于矩阵的加法和数乘运算构成的线性空间为丽设

M2中的两个基为

(1 \ r0 1、 <0 0' foo)
,E“ =

/ <0
占21 = U o> 岛=C ,1。V

0、 ,s2 = 1 1 1 L-B3 = ri 1)
,」，码=

‘1 1)

0> U Oj 、i b
(1) 求由基S|到基S2的过渡矩阵；

(a b}
(2) 分别求A= 在上述两个基中的坐标；

lc d)
(3) 求一个非零的二阶矩阵X,使X在上述两个基中的坐标相同.

解(1)因 =EU ,B2=Eu+El2,B3=En+Ei2+E1} ,Bt=E^+En+Ely+En,写成矩

阵形式，就有

(\ 1 1

「1111)

0 111
(B] ,B2 ,B3 ,B4) = (Eji ,E】2 ,£21 ,£32)

0 0 11

、0 0 0

0 1 1
于是，矩阵F =

0 0 1

.0 0 0

1)

1 ,
]就是由基£到基S2的过渡矩阵.
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(a b}
(2)由。= =aE]1 +6£12+cE2] +^22

= (B1,B2,B3,JB4)P-1

(a b}
于是由定义知，向量J在基5下的坐标为

在基S2下的坐标为

(a,/>,c,d)T；

(\ -1 0 OA

b 0 1-10 b 6-c

c 0 0 1-1 c c-d

a 、o o o L a
% %2 '

(3)设乂= 1 2在上述两个基下坐标相同，由上述可知应有

注 尽管本例与教材习题六第6题所讨论的空间是不同的，但由于利用坐标(即

R"中的向量)和过渡矩阵,使求解方法与过程完全类同，读者可细细体会这一点.

(a b、
例6.2在线性空间心2中(见例61),取定A= .定义心2中变换丁如下：

M d)
T(X) = AX-X4, VXeM2. (6.3)

(1) 证明：7是M2中的线性变换；

(2) 求T在基Eu,El2,E2},E^下的矩阵，其中E寸是(i ,j)元为1、其余元素为零的

矩阵,2=1,2.
证(1) VX"X2§M2,庆 R ,由(6.3)式，有

T(Xj+X2)= A(X|+X2)-(Xi+X2)4

= (AX1-X,A)+(AX2-X2A)=T(X1)+7'(X2)；
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T( kX})=A(kX} )-(kXl )A=k(AX} -X.A )=kT(X}),

故由定义知，7■是M2中的线性变换.'

(2)由(6.3)式，有

(1 0、 a Mi o) (1 0、 ‘Q b> '0 -b、
t(eu)=t

[0 oj
—

V 、。oj' lo 0? 、c d) 、c 0 ,

= -bEn+cE21.

类似地，可得

T(El2) = —cEu + (a-d')E12+cE22;

T(E2i)=bEn+(d-a')E2t-bE22i

T(E22)= bEn-cE21.

于是,丁在基El} ,Et2，鸟“Eg下的矩阵为

/o -c b 0)

-b a—d 0 b
c 0 d-~a -c

、0 c -b o>

例6.3已知R3中线性变换

'x+y+3z 、
T y = %+5y-z

<z) ]3%+9y+3z j

求T的像空间『（RD与核N「的基与维数.

解 线性变换『的像空间戏质）就是W中某一个基在7下的像（向量组）所生

成的空间.这里显然较方便的是选取耽3的自然基

由T的定义知

于是

(\ 1 3、
5（7（勺），7（勺），7怎3））= 1 =4,

<3 9 3)
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于是像空间7XR3)是矩阵4的列向量组所生成的空间.由

(1 1 3> (\ 1 3) H 0 4)

4=1 5 -1 ~ 0 4 -4 ~ 0 1 -1 (6.4)
、3 9 3) 1,0 6 -6) (0 0 0,

知A的秩是2,且第1列与第2列线性无关，故像空间『(RD的维数等于2,且T(e,) =

(l,l,3)T,T(e2)=(l,5,9)T 是 7XR3)的一个基

设"jwM,由定义［，=0,即应满足

劣+y+3z = 0,

u+5y-z = 0,

3x+9y+3z = 0,

注意到上述方程组的系数矩阵就是(6.4)式中的矩阵4,于是由(6.4)式求得基础解系

为(-4,1,1)『,它即是核的一个基,且Nt的维数为1.

从本例可知,R"中的线性变换T(x) = Ax,T在自然基下的矩阵就是4,自然基在

7下的像就是4的列向量组，丁的像空间HR")就是A的列向量组所生成的空间,4

的列向量组的最大无关组是T(R")的一个基,7的秩= 7?(A),T的核M就是齐次线性

方程如=0的解空间.

例6.4试找出R'中的一个线性变换7,使了的像空间T(R4)与核空间Nr

相同.

解设『为所求线性变换,于是存在4阶方阵A,使T(x) = Ax. VxeR4,由Axs

T(R4)及 T(震)=% 知

A2x=A(Ax)= 0,

由向量x的任意性，知(1)：妒=。；

另一方面7(R')的维数即为4的列向量组的秩= «(A) ；Nt的维数即为方程Ax =

0的解空间的维数= 4-R(A)，故由T(R，)=M,知(2) ：«(A)=2.

取

ro 0 0 0、

0 0 0 0

i 0 0 0

<o 1 0

即满足上面(1)和(2)两个要求.对应的线性变换为T(x) = Ax,即
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习题解答

1.验证:

(1) 2阶矩阵的全体£；

(2) 主对角线上的元素之和等于0的2阶矩阵的全体S。；

(3) 2阶对称矩阵的全体S’，

对于矩阵的加法和数乘运算构成线性空间，并写出各个空间的一个基•

解(1)显然£对于矩阵的加法和数乘是封闭的,并且满足线性运算的八条规

律，由定义,S|对于矩阵的加法和数乘构成线性空间.在$中取向量组

那么向量组外线性无关.事实上，若有

A i]E]i +人 12形12*^^21^21 +入22万22 - °

另一方面，对于任意4 =
°1]

\a21

'入11入12、

°12

° 22

=。=七=0, i=l,2； 7=1,2；
I入2】D

任S],

A = Q]] ]2+。21 ^^21 +。22'^22，

即4可由77】线性表示.综上，向量组77】是§的一个基(从而&的维数为4).

(2)显然S?中矩阵的加法和数乘满足线性运算的八条规律.又,

a (x
VA= , B = e S2, V A e R ,

[c -a) [z -x)

'q+劣 b+y 、
⑴A+B= eS”故S2对加法封闭；

kc+z -(a+x)

(Aa Xb
(ii) AA= 6S2,故S2对数乘封闭,

\Ac -Aa
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•第6章 线性空间与线性变换

由上可知S2对上述线性运算构成线性空间.

取向量组

(\ o' Co 1) (o o)

<0 -I；

与(1 )类似，可证向量组”2线性无关，且

VA=f°
eS2,

-a)

A可由c线性表示为

A = a£n +bEn+cElv

于是向量组“2是S2的一个基(因而其维数为3).

(3)因为对称矩阵的和与数乘仍是对称矩阵，即S3对于矩阵加法和数乘是封闭

的，与(2)同理,S,对于上述线性运算构成线性空间•

取向量组

q 0) ~ fo 1) (0 0)
“3：E”= ,瓦 2= ，Eg= ,

"lo 0； U 0) lo 1J

那么(i)向量组沔线性无关,事实上，若有

A +入 12万12 +"22—22 = °

'入n入12)
= 6>=>A11=A12=A22 = 0；

1入12 D

(a b}
(ii) VA= e S3,则4可由"3线性表示为

、b d,

A = aE[i +bEn+dE22,

故向量组M是S3的一个基(从而它的维数为3).

2.验证:与向量(0,0,1)T不平行的全体3维数组向量，对于数组向量的加法和数

乘运算不构成线性空间.

;n r-n .

证 事实上，o与。均是r'中与向量o不平行的向量，但它们的和

、J〔 J U

平行于(0,0,1尸,即该集合对于向量的加法不封闭,故不构成向量空间.
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习题解答

3.在线性空间F［阳3中,下列向量组是否为一个基？

(1) I ： 1+%,%+/,1+盘，2+2%+/+蛆；

(2) U ：-1+*,I—/, —2+2%+劣2，蛆.

解 (1)设 Aj( 1+«)+Zc2(x+x2) +A：3( 1+a;3) +i4(2+2x+«2+x3)= 0 得(左］+奶+2左4) +

(S +左2+2如)为+ (炳+如)必+ (左3 +左4 )盘=0.因1 , % ,先2 ,蛆线性无关,故上式中它们的系数

均为0,即有关于未知数ki9k2,k3,kA的齐次方程，其系数矩阵

P 0 1 2) 0 1 2)

1 1 0 2 0 1 -1 0

0 1 0 1 0 0 1 1

<0 0 1 b 、0 0 0 0>
知其秩为3,故齐次方程有非零解，从而向量组I线性相关，不是基;

(2)类似地，对于向量组口，设

如(-1+%) +.( 1—X2 ) +姻(一2+2%+/ ) +知蛆=0 ,

因l,x,x\x3线性无关可得齐次线性方程组

—如+左2 -2左3 = 0 , 仁 1 1 -2 0) (0)

k]+ 2k3 =0, 10 2 0 0
即 =

一左2 + 人3 =0, 0 -1 1 0 力3 0

知=0, 、° o o L Q

它的系数矩阵秩为4,故只有零解，从而向量组II线性无关，且含4个向量，故是P［招3

的一个基.

4.在R3中求向量a=(7,3,l)T在基

a1 = (l,3,5)T,«2 = (6,3,2)T,a3 = (3,l,0)T

中的坐标.

解 由定义，向量Q在基巧,％,与中的坐标就是。由向量组41，口2,%线性表示

式中的系数，也就是方程(@i ,a2,a3)x=a的解.由于

(外，％,%,©)= 3

<5

-3 0 -2、

2 0 1

3 1 3,

于是,a在所给基中的坐标为(1, -2,6)门
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•第6童 线性空间与线性变换

5.在R3中取两个基

试求坐标变换公式.

解记

(3) （n
2 ,口2 = 3 ，。3 = 7 ；8i = 1 ,02 = 2 ，J83 = i

3 <~2> <~6>

（\,口2，的）=4, （01 ,角，33）= 8,

于是有

（但，角,夕3）=（外,％,%）4-'8,

即从基到基，，角，角

式为

的过渡矩阵为故由教材定理2得坐标变换公

用矩阵的初等行变换求B-顷:

(B,A)=
p 5 1 1 2 3、 (\ 2 1 2 3 7)

1 2 1 2 3 7 3 5 1 1 2 3
〔4 1 -6 1 3 -2/ 1 -6 1 3 -2；

2 1 2 3 7)

0 -1 -2 -5 -7 -18

\0 -7 -10 -7 -9 -30,

七0

0 +3f
r2~2r3

于是所求坐标变换公长为

R-7*
/(-I)

白+4

0 -3 一8 -11 -29)

0 1 2 5 7 18

、0 0 4 28 40 96,

0 0 : 13 19 43)
0 1 o i -9 -13 -30

<0 0 i i 7 10 24,
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习题解答

6.在R4中取两个基

勺=(1,0,0,0)『,
勺=(0,1,0,0尸,
e3 = (0,0,l,0)『,
.勺=(0,0,0,1)『,

% = (0,3,1,0尸，

%=(5,3,2,1尸，

a = (6,6,l,3)T.

(1) 求由前一个基到后一个基的过渡矩阵；

(2) 求向量(叫孩2,，3/4尸在后一个基中的坐标；

(3) 求在两个基中有相同坐标的向量.

解(1)显然有

( 2 0 5 6)

' 13 3 6
(土皿皿回)、(e】&,©3，©4) , , _ ,，

-1 1 2 1
k 1 0 1 3>

所以过渡矩阵为

[ 2 0 5 6、

13 3 6
P-

-112 1
<1013,

(2)设向量在后一个基冬,％,%,%下的坐标为(矶，狱,矿,匕广,则由坐标变换

公式，有

(3)设向量y在两个基下有相同的坐标(y1,y2,y3,r4)T,由坐标变换公式,并仍记

坐标向量(yi ,y2,y3>y4)T为7,则

y=P'y,

即(P-E)_y = 0.易求得此齐次线性方程组系数矩阵的秩R(P-E)=3,从而解空间的维

数等于1,且f=(l,l,l,-l)T为它的一个基础解系.故所求向量为

ieR.

7.设线性空间£(习题六第1题(1))中向量

(1 2'
，“2 =

< 1 3、

<3 1>

‘2 -1、

ho. 1 1 U 〔4 1>
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•第6章 线性空间与线性变换

(1)问禹能否由a,,a2线性表示？如能否由alta2线性表示？

⑵ 求由向量组a},a2，号2所生成的向量空间L的维数和一个基.

解 写出。],。2 01，力2在基
‘1 o' "0 1) ‘0 0、 ‘0 0、

、0 0； <0 0/ U 0? 、0 b
中的坐标所构成的

矩阵

P -1 1 2) 0 2 -3)

2 -1 3 -1 T 0 1 1 -5

1 1 3 4 0 0 0 1

、0 1 1 b [0 0 0 °,
可见(l)R(a1,a2,bi') = R(ai ,a2)= 2,故饥可由名,a2惟一地线性,表示为们二瓦+与;

&(久,。202)= 3＞夫(七4)= 2,敞如不能由«1 线性表示.

(2)进一步R— ,。2,禹，奶)=玳七，。2,奶)=3,于是％ ,a2,b2线性无关,且可作

为由％ 4 0 ,奶所生成空间的一个基.

X
、

X
8.说明为0y平面上变换7 =A

\yj

(1)

(1) T

f-1 0)
n」；(2)妇

I o V
r-i

\yj
o
1

的几何意义，其中

(0 1) ‘ o r
;(3) A = 」；(4) A =

) U oj \T 0>
(x\

，故7把向量 关于y轴反射;
一④

(2)

V7
<0

I o 1 八，.

oE

(3)

I。
fo

\yj
，故T把向量 向y轴投影;

(4)

[1

(0 (x

，故7把向量
\yj

[T 0 -x)
，故T把向量 先关于直线尸，反射，再关于

A =

解

T

T

T

X

X

x

x

0
y

y

X

关于直线,=%反射;

X

X轴反射;或者把向量绕原点顺时针方向旋转90°.

9. n阶对称矩阵的全体V对于矩阵的线性运算构成一个!几(n+1)维线性空间.P

是n阶可逆矩阵，以A表示V中的任一向量，变换

T(A)=P'IAP

称为食回毯•试证合同变换丁是V中的线性变换.

证 VA.BeV, VfceR\-由变换7的定义，有

[7,(A)]t = (PtAP)t=PtAtP=PtAP = 7,(A),
因此7(A) ”/,即7是^中的变换.又
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习题解答

7(4 +B) = pT( A+8) P=PyAP+PJBP = 7( A) +7( B)；

7( AA) = pT(电)P=A：PTAP = ^( A).

由线性变换的定义知7是V中的线性变换.

注 首先要证明『是V中的变换才谈得上去证明T是线性的.

W.函数集合

V3 = | ( a2x2+atx+a0)e, | a2,0, ,a0 e R |

对于函数的线性运算构成3维线性空间.在V3中取一个基

=x2e*, a2 -xex, a3 = e*,

求微分运算D在这个基下的矩阵.

解 根据微分运算的规则，容易看出D是*中的一个线性变换，直接计算基向量

在D下的像，即可求得D在上述基下的矩阵：

D(aj )= D(x2eI) = x2ex+2xe* = («),a2 ,a3)

D(a2)= D(xe*) = ae3'+e, = (a1 ,a2,a3)

D(a3)= D(e*)=e* = (a1 ,a2,a3)

于是有

H 0 0)

DS ,位2,。3)= (% ,*,%) 2 1 0

、0 1 L
上式中最右端的矩阵就是D在上述基下的矩阵.

11. 2阶对称矩阵的全体

x,,x2,x3 e R

对于矩阵的线性运算构成3维线性空间.在匕中取一个基

0、

b
在V3中定义合同变换

fl oA (i
r(A)= a

U V加

i

1
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•第6童 线性空间与线性变换

求7在基A15A2A下的矩阵.

解 对于诉1,2,3,把4.看做K中的向量，并记为。，分别计算基向量在7下的

像如下：

1

'1 0、 ‘1 0、 <1 1)
『(％)=

J 1/ 、0 0, 、0 b

1
=aj +a2+a3 = (aj ,a2 ,a3) 1

r(a2)=
1

1 oVo 1、 '1 1、JU o, 、o L

1
‘0

『(，)=

=a2+2a3 = (aj 9a2fa3)

oWo oWi 1、
J〔0 J〔o b

U

.

U 2 J
2

1

0 0)
0

"0
0

1

从而

p 0

即7在基下的矩阵是1 1

。2

(1 0 0、
(电 1 1 0

J 2 b

0)

0

b
12.次数不超过2的全体实系数多项式对于多项式的线性运算构成一个线性空间

V.在U上定义变换

2、 1T(ap+ajx+^x )= a0^—a2
1

%-武2
1 2x+—a2x

(1) 试证r是V中的线性变换；

(2) 求7在基1/*下的矩阵；

(3) 设眼为V的子空间,且满足对任意pM e ■总有r(pS) ) = pG)，求子空

间甲的维数的最大值.
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习题解答

解(1)对任意 p(x)= a0^a}x+a2x2 9q(x)= b0+b}x+b2x2 e. V,任意 /ceR ,W

( 1 1 W L 1 1^1 fl
T(p(x)+q(x))= I a0+^o+y°2+y^2J +ii~ya2-y^2\^a2+yfc2J %

= T(p3) )+7(q(.)),

(i ( 1)1 2
T(kp(x)) = k a0+—a2 +k flj-—a2 x+—ka2x

\ 2 J I 2 )

=kT(p(x)),

所以丁是V中的线性变换.

(2)取基1/,必，则有

7(1)= 1, T(x) = x, 丁(/)=!-§+§2

，C 1、
1 0 —

2

于是,丁在这组基下的矩阵为4 = 0 1 2

0 0 —t 2 J
(3)记U=\z\(A-E)z = 0｝，此解空间也称为特征值人=1对应的特征子空间.下

面说明:在基l,x,x2下，坐标属于£/的多项式全体即为子空间时事实上，一方面，对

于任意 ze〃UR3,令 p(〃)= (l/,/)z,则有

T(P(*))= 丁((1必)z)= (1 ,x,x2)Az= (1 ,x,x2)z=p(x),

故p(x) e W.
另一方面，对于任意PM e WG V,记p(G在基l,x,x2下的坐标为z,则有

(1 ,x,x2)Az = 7,( (l,x,x2)z)= T(p(x) ) = ?(«)= (l,x,a：2)z.

由l,x,x2的线性无关性可知Az=Z，此即p3)在基l,x,x2下的坐标Ze 17.计算可

知，入=1是矩阵A的2重特征值.

0 0

由于A-E= 0 0

0 0

(0 o n
0 0 0，所以 dimt/=2.

、° 0 0,

又由于子空间取与空间〃同构，，故甲的维数最大值为2.

13.已知n维线性空间V中的线性变换丁在V的某个基下的矩阵为

A.若A2=A,证明:存在线性空间V的一个基角，阪,/*，使得丁在这个基下的矩阵
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•第6章 线性空间与线性变换

为对角矩阵.

证 设A是矩阵A的特征值.由于妒=4,所以入=0或1,且有A(£-A)=0,于是

R(4)+R(E-A) We.

另一方面，由于A+(E-A) = E,所以

R(A)+RCE-A) >7?(E) = n.

于是 7?(A)+7?(E-A)=n.

记特征值入=0对应的线性无关特征向量的个数为s,则有s = n-R (A).此时，特征

值人=1对应的线性无关特征向量的个数为n-R(E-A)=R(AY于是，矩阵4具有

n-7?(A)+/?(A) = n个线性无关的特征向量.

因此，矩阵A可相似对角化，即存在可逆矩阵P,使得P 'AP=A.^

(Bi ,阳,…，B“)= ％)P,

则线性变换在角,原,…也 这个基下的矩阵b=p 'ap^对角矩阵.

补充习题6(附答案和提示)

6.1已知R3的两个基

《1)

0

/0\

1

《°)
0 和 0

0

0

(1) 求由基勺，勺，勺到基土，％，。3的过渡矩阵；

(\ -1 0)

(2) 若由基到基，，角,位的过渡矩阵为P= 0 1 -1，求但缶

<0 0 1>

6.2设V是所有2阶矩阵在矩阵的线性运算下所构成的线性空间肋2,它的两个基I和I［为

‘1 0、 (0 1、

,E“ ="A 何0)
Ea =

成°, I1 1° U

(1) 求从基I到基II的过渡矩阵；

(4 0) ，‘
(2) 求丸= 在基1和基口下的坐标.

b -1J

6.3若R'中变换7定义为
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补充习题6(附答案和提示)

(1)证明r是R3中的线性变换；(2)求7■在自然基下的矩阵•

6.4设件的(见补充习题6.2),在V中定义变换T为

『11) (12)
VAeV,T(A)= A ,

I1 V I-1 M
(1) 证明r为矿中的线性变换；

(2) 求T的秩.

6.5设线性空间R3中的线性变换T在基e,,e2,e3下的矩阵为A = (%)

向量,i=l,2,3.

(1) 求T在基下的矩阵;.

(2) 求T在基e,+e2)«2)e3下的矩阵.

6.6已知线性空间R"中的线性变换T满足

7'(x,,xI,-",x.)T = (0,x,,-",x^J)T,

求T的像空间T( R")与7的核Nt.

6.7已知 祐的两个基a, ,a2 ,a3和角，％,%,且

jB, =2a)+a2+3a3,/32 =al+a2+2a3 ,P3=a, +a2+a3,

(5 7 -5\

又，线性变换T在基a,,a2,a3T的矩阵为4= 04-1.

、2 8 3,

(1) 求向量y=4a,-5a2-a3在基但，角,03下的坐标；

(2) 求 ＞在基4,02,6下的矩阵.

，这里6为单位坐标

答案和提示

6.1 (1)过渡矩阵4 =

6.2 (1)过渡矩阵

(2 0 5 6)

1 3 3 6

-1 1 2 1

0 1 3J
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•第6章 线性空间与线性变换

(2) 4在基I中的坐标为(4,0,2,-1)t；A在基II中的坐标为pi(4,0,2,-l)
T

.其中

,12 9 -27 -33\

1 12 -9 -23

27 9 0 0 -18

-3 9 26,

(2 -1 0\

⑴略；⑵1 01

0 0J
(1)略;(2) 7的秩等于2.

<O33

(1) 7在基e3,e2,e,下的矩阵为 此

气+勺2

(2) 7在基 e}+e2,e2fe3 下的矩阵为 o2i a22~°12

6.7提示：(1)过渡矩阵户=

«13 、

6.6 r(R")= 1(0,气，•••『I

的维数等于n-l,7Vr的维数等于1

°23-a13

°31 +°32 °32 a33 )

)T ImgR ，心,N产|«eR | ,T(R-)

/2 1 1) r i -i o)

1 1 1 ,P-1= -2 1 1 ，故y在但，角,但中的坐标为

。2 1,
I 1 1-1)

(4> (9)

p-} -5 = -14

、o>

0 4\

(2) 7在基"02*3下的矩阵为PiAP= 18

】-18 -12

214
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自测题一
（时间120分钟，总分100分）

1.选择题（本题共3小题,每小题4分，共12分）

'A O

、O B
(1) C= 的伴随矩阵c*=（ ).

(C)

(A)
(\A\A' 0 、 ° }
k 0 < 0

"\A\B- o 1 / T)\
(\B\A* 0 、

< 0 \B\A-) 、o \A\B\

（2）设A为n阶对称矩阵,P^Jn阶可逆矩阵,x是4的对应特征值人的特征向

量，则(P-'AP)T对应人的特征向量是( )•

(A) P 'x (B) Px (C) PTx (D) (P-')Tx

fl

(3)设矩阵0

、o
(A) 2

2 3)
4 5 ,已知矩阵A相似于8,则2?(A-2E)+2?(A-E)=(

0 6,

(B)3 (C)4 (D)5

)•

2. （10分）计算n阶行列式

(\ 0 0、
3. (10分)设3阶矩阵A和B满足A'BA = 2BA-SE,且4= 0 -2 0，求

[0 0 1)
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自测题一

4. (12分)已知向量

(1) 问a,3取何值时,p不能由向量组a,,a2 ,a3线性表示？

(2) 问。M取何值时,0能由向量组线性表示？并且写出其一般表

示式.

(10分)设向量组4：

组4与8等价.

6. (12分)设向量组a, ,a2,a3线性无关,问常数s,z满足什么条件时,向量组％-叫，

2a3+a2,3a,-ta3也线性无关.

7. (16 分)已知二次型/=X]+4x2+4x3-4x1x2+4x1a;3-8«2A：3,求正交变换 x=Py,把/

(%) (yC
化为标准形，这里,x=，2 ,7= >2，并指出方程7=4表示何种曲面.

8. (10分)设3阶对称矩阵A的特征值为人产-1,桓=土 = 1,对应于入I的特征向

量 £ = (0,1,1)二求 A.

fl

9. (8分)证明矩阵4= 1

1 n p

1 1 与8= 0
1 J 1。

0 0、

0 0相似并且合同.

° 0,

简 答

1. (1) (D)；(2) (C)；(3) (D),A 的特征值 1,4,6,故 R(A-2E)=3；又，1 是4
的单重特征值，故R(A-E)=2.注:本题中使用了与补充习题5的5.1(6)中完全不同

的方法，两种方法都值得学习.

2. 把各列加到第1列，然后提取第1列的公因子(痔气+3]，再通过行列式的变

换化为上三角形行列式
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D” =

2气+3
1 = 1

2豹+3
1 = 1

1 X2

1 x2+3

1 X2 … 大*

1 x2 …

0 3 … 0
=3’

0 0 … 3

3. |A|=-2#0,故A 可逆.

A * BA = 2BA-SE =>AA , BA = 2ABA-SA =^AA *B = 2AB-8E

=| A |B = 2AB-8E=s> (2A- \A\E)B=3E,

即

diag(4,-2,4)8 = 8En3 = 8(diag(4,-2,4))T=diag(2,-4,2).

4.参阅教材习题四第33题.记矩阵A = (a,,a2,a3)，则有

P能由向量组,«2 ,«3线性表示

o非齐次方程组如=0有解oR(4)=R(A，A),

另一方面

(4,0)=

P 2 3 4) fl 2 3 4 )

0 2 1- -1 V 0 2 1 -1

1 a 1 6 0 a+2 0 0

、0 2 1 10 0 0 6+l?

于是：(1)当E-1时,R(A)/R(A,p)，8不能由向量组at,a2,a3线性表示;(2)当

6 = -1 ,a#-2时,R(A)=A(A,B)=3,jB可由向量组.,a2,a3惟一地线性表示为0 =

7可-%；(3)当b = -l,a = -2时,R(A) = /?(4/)=2,方程组仙”有无限多解，其通

解为

i e R.
(7 ) ，一4、 ,7-4 幻

X- 0 +k -1 = -k

<2；

于是,0由向量组线性表示的一般表示式为

\=(-4左+7)电-知2+(2左-1)%, A： e R .
5.显然 R、=Rb = 2,又
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/
1

0

0

1 —

2_
~5

5~

T
_2_

0 0 0 0

故&=R/R(A,B),两向量组等价.

6. 参看习题4的4.2,sd-6.

7. f的矩阵为

[0 0 0 们

1 -2 2】

A = -2 4 -4 9

' 2 -4 4,

其特征值为入产入2=0,人3=9.
r 2 1 V

对应于特征值A) =A2=0的两个正交化的单位特征向量为P1= ,p2 =
、』5 a/5 )

2 4 5 V ( i 2
——,——,—— ；对应于特征值人3 = 9的单位特征向量为P3=
3焰3抵3赡) I 3 3

P=(P| ,P2,P3),

则p为正交矩阵,再令正交变换X=Py,在此变换下J化为标准形:/= 9,；.

2
方程_/=4,在几何上表示是y3 = ±y的两个平行于坐标平面为。，2的平面，且与原

2
点的距离为号

8.对应于A2 = A3 = 1的两个线性无关的特征向量必定与务正交，故可取

& = (1,0,0)『，务= (0,l,-l)T.

并且&，&也已正交，手是，若记

(0 1

1
—— 0

0、
1

P=<&,&正 3)=
万

上0 1

7
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<-1 0 0、

则P为正交矩阵，且有P 'AP= 0 1 0 ,于是

<001,
'1 0 0、

A =Pdiag( -1,1,1 )P-1 =Pdiag( -1,1,1)PT= 0 0 -1 .

、0 -1 0,

1-A 1 1
9. \A-XE\= 1 1-A 1 =(3-A)(-A)2.

1 1 1-A
知A的特征值为3,0,0,于是,A必可正交对角化为8=螭(3,0,0),因正交相似变换

既是相似变换，又是合同变换，从而矩阵A与占相似且合同.
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自测题二
（时间120分钟，总分100分）

2 ,矩阵A=ap\则疽=

1.填空题（本题共4小题,每小题.3分，共12分）

rn '

（1） 设向量2 ,p=

3
（2） 设4阶矩阵4的秩是2,则其伴随矩阵A•的秩是.

H 2 -2A

（3） 设A= 4 t -3 ,并且A的列向量组线性相关，则t=.

、3 -1 b
（4） 设人为方阵A的一个特征值,\A\ = 2,则（*.）3-2E必有特征值

（4•为4的伴随矩阵）.

2. （10分）计算n阶行列式

g+1 a … a

1 a+1
D.= • •

1 a+1

其中未写出的元素全为0.
3. （10分）设几阶矩阵A和3满足AB=A+B,

<3 5 0）

（1）证明A-E为可逆矩阵；（2）若4= 1 2 0，求3.

、。0 2,
4. （8分）求下列向量组的一个最大无关组,并把其余向量用此最大无关组线性

表示.
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(n

2

3
9 口2 =

(2)

3

-4 ,a3 =

(2)

-5

8
,。4 =

(5)

26

-9 ，■=

(3)

-4

1

I L <~3> 、-12j k 2>
5. （14分）已知线性方程组

（1 一入）％]+（ 1 -入）％2+ %3 = 1+A ,

-（1-2A）«]+ （1~A）x2+ x3 = 1,

*i+ %2 + （ 1-A）x3 = 1,

问A为何值时，此方程组有惟一解、无解或有无限多解？并在有无限多解时求出通解.

6. （10 分）设向量组 A ：at ,a2，妈及 B：b】=3a} +2a2+2a39b2 =a1+2a2,ft3 = 2a} +a3,

证明向量组B线性无关的充要条件是向量组'4线性无关.

7. （8分）设矩阵A =（但1 ,。2,〃3，"4）・“】是A的列向量组的最大无关组，且％ =

&] -3% ,«4 =-“】+% ；b =flj+2a3-a4.求方程 Ax=b 的通解.

H 2 2）

8. （16分）设矩阵4=2 1 2 ,多项式伊（％）=蛆-25/,求正交矩阵P,使户一切（A）P

Z 2 L

为对角矩阵.

9. （12 分）设一次型f=x]+xl+xl+2ax}x2+2x}x3+2bx2x3 通过正交变换| x2 =P y2

化为/= 72+2^3,求 a,b.

简 答

/3 2 1、

1. （1） 1O5 6 4 2 ； （2） 0,由定义或参阅教材习题四第30题；（3） 3；

3 6 3,

199

2. 把n按第儿行展开得递推关系式

D, =(a+l)Z\_i-a(a*iyT = (a+i)2Q_2-2a(a+l)i =…

=(a+1 ( n—l)a(a+l)""2 3 = ( a+1) "2 [ a2~(n—3)a+l ].

3. (1) AB=A+B=>(A-£)(B-£) = E=>A-£ 可逆；(2) AB=A+B=> (A-E)B =
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(2 5 0) f-1 5 0>
1 1

A=>B = (A-E)-'A[由(l)]nB=^ 1 1 0，其中(A-E)-' = — 1 -2 0

<0 0 6； < 0 0 3?

< 1 2 2 5 3、
2 3 -5 26 -4

4. (aj ,a2,a3,a4,«5)=
3 -4 8 - 9 1

厂4 1 -3 -12

H 0 0 5 -1)

0 1 0 2
乙

0 0 -2

、0 0 0. 0 0,

于是 a} ,a2 ,a3 为最大无关组，且 a, = 5ax+2a2-2ai3 ,.a5 = -a} +a2+a3.

5.对带参数入的增广矩阵进行矩阵的初等行变换方法可参看教材第3章例13,

这里仅给出用行列式求解的方法. 坐坐坐坐坐坐坐坐

系数矩阵的行列式为

1-A 1-A 1

1-2A 1-A 1 =A2(A-2),

1 1 1-A

所以，当入尹0,入关2时，方程组有惟一解；当A=2时，方程组的增广矩阵成为

-1 1 3] (\ 1 -1 3)

-3-1 1 1 T 0 1-15

、1 1 t L 、0 0 0 1,

系数矩阵的秩=2,增广矩阵的秩=3,故无解；当入=0时,方程组的增广矩阵为

<1111、 p 1 1 n

1111 T 0 0 0 0

、1 1 1 1, ,0 0 0 0,

系数矩阵的秩=增广矩阵的秩=1<3,故有无限多解，其通解为

1, - 2、

r-n r-n rn

x = =站 1 +k2 0 + 0

6. B=AK,其中K= 2 2。为可逆矩阵=^A = BK ',即向量组A可由向量组B

[2 0 \)
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线性表示n向量组4与向量组B等价=&=& =向量组8的秩=3的充要条件是向

量组M的秩=3=向量组B线性无关的充要条件是向量组W线性无关.

7.由题设R(A)=2且如=0的基础解系为

A的特征值为人1=5,人2 =人3 = -1・

,c2 e R

对应于特征值A)=5的单位化特征向量为p, = —(1,1,1)T；对应于特征值A2 =

A3 = -l的两线性无关特征向量为

把它们正交化、单位化得

令3阶矩阵

(1 1 1 )
壬 76

1 1 1
P=(Pl J»2 ,P3)= — — - ----

76

1
0

2

则P即为所求正交矩阵，且因 ''

p-]AP = diag(5,-l,-l) = A,

于是,P-"(4)P = w(pTAP)= <p(4)= diag(<p(5) ,#(T) )= diag(0,24,24).
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9. 在正交变换前后的矩阵分别为

a n p 0 0)
A = a 1 b 和 0 1 0

J b L (0 0 2>
于是，它们相似,从而有相同的特征多项式，即

\A-kE | = | B-X.E | => A3-3A2+(2-a2-62) A + (a-fe)2 =A3-3A2+2A ,

比较上式等号两边的入的相同幕次项的系数，知

(a-fe)2 = 0,
2—/—尸=2

=» a = 6 = 0.
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