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本书首版至今逾四十年，其间作过三次修订，被众多高等学校物理

类各专业电动力学课程选为教材，同时也是电磁学、光学等课程以及物

理学工作者的重要参考书。 第三版至今也有十二年了，它在原著的基

础上增加了一些与科技热点相关的内容，受到读者的欢迎，2021年获

得了国家级优秀教材二等奖。在教材使用过程中教师和同学们反映了

一些问题，特别是全国电动力学研究会的老师们对教材提出了很多宝

贵的意见。 本次修订本着精益求精的精神，在细节上着力，改进了 一 些

不够清晰的表述，修正了前版的一些笔误。 此外，我们还将提供配合教

材的电子教案，供教师参考。

修订者

2021年于中山大学

第四版序
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本书自 1979 年第一版、1997 年第二版出版以来，得到国内许多从

事电动力学教学的教师和读者的使用和支持。近些年来，我们通过各

种途径，包括历次全国高等学校电动力学研讨会，收到了不少兄弟院校

的宝贵意见和建议。

在基础课程的教材建设与日常教学活动中，如何做到既重视基本

理论的教学，又能扩展学生视野、引导学生关注科学前沿的发展动态、

训练学生提出问题和解决问题的能力，激励学生的创新精神，是我们应

当探索的大问题。本着这一原则，我们对第二版再次作出修订，在保持

原书精练、严谨的整体结构的基础上，除对个别地方作出修改与校订之

外，主要的改动有：第三章改写了“超导体的电磁性质”一节，增加了伦

敦理论中超导电流与矢势的局域关系、指出伦敦局域理论所给出的磁

场在超导体内的穿透深度与实验结果的偏离，增加了皮帕德非局域修

正，以及若千例题；第四章新增了“光子晶体”和“光学空间孤子”；第七

章新增了“原子光陷阱＂。这些新增内容都是近年的一部分研究热点，

也是用经典电动力学可以作出一定程度解释的课题。上述新增内容，

主婴是为了扩展学生视野，采用本书的教师可以选择讲授，戒指导学生

课外阅读。此外，为了减少篇幅，我们删减了第六章第 1 节”相对论的

实验基础”中有关相对论效应实验验证的部分简要陈述，因为在后面

的第 3 节和第 4 节中分别提到了相关效应的重要实验验证。

对各兄弟院校的教师和读者提供的宝贵意见，中山大学余卫龙教

授的有益建议，以及高等教育出版社的大力支持，我们谨一井致谢。

欢迎使用本书的教师和读者继续给予批评指正。

郭硕鸿

黄酒本李志兵林琼桂

2008 年 2 月于中山大学

第三版序



本书第一版出版以来，收到不少高等院校师生提出的宝贵意见。

在 1993 年全国第四届电动力学研讨会上，对本书的修订提出了许多积

极的建议。这些意见和建议对修订工作有很大帮助。

考虑到教材现代化的要求，修订版吸收了近年电动力学领域中理论

和应用的重要进展。在基本理论方面，主要是补充了势的基本意义和物

理效应的论述，并更加强调了规范场的概念。势的物理效应是在量子领

域中显示出来的。由于势在近代物理中愈来愈显示出其重要性，因此在

电动力学课程中适当地涉及一些量子理论是必要的。在应用方面，主要

是补充了在近代科学技术中有重要意义和较大影响的超导电动力学和

等离子体电动力学。为了保持第一版精练的特点和对各类型高等院校

有较广的适应性，对增补的内容仍着重于尽可能清楚地阐述其基本理

论，而不过多地涉及具体细节。新版保持原来教材的深度。

最大的改动是原书的第二章。新版中把它分为静电场和静磁场两

章，充实了磁场方面的内容，补充了矢势的物理效应和超导电动力学等

内容。在电磁波一章中补充了等离子体相关内容。此外，新版改正了

第一版中的一些笔误，重写了阐述不够清楚的部分，补充了一些中等难

度的习题，使各章都有一定分量的习题。还根据全国自然科学名词审

定委员会公布的《物理学名词）（ 1988) 对全书专业名词作了修订。

在编写第一版时，作者从胡宁著的《电动力学）和曹昌棋著的（电

动力学）中得益不少。自那时以来，国内陆续出版了一些优秀的电动

力学教材戒参考书。在第二版中作者也参考和吸收了其中一些新内容

和较好的论述。作者特别感谢北京师范大学电动力学教学组提供一些

补充习题，这些习题中一部分巳在本书第二版中选用。新增的习题由

司徒树平协助整理。高等教育出版社为本书的出版给予了很大的帮

助。作者谨一井致谢。

郭硕鸿

1995 年 1 月于中山大学

第二版序



本教材以作者在中山大学物理系讲授电动力学所编的讲义为基

础，根据1977年10月全国高等学校理科物理教材会议制订的教材编

写大纲改编而成。

电动力学是物理类各专业的 一 门重要基础理论课。 本教材在电磁

学的基础上，系统阐述电动力学的基本理论，着重于电磁现象的基本规

律、物理概念和方法的论述。 教材中附有一定数量的例题和习题，使读

者对电动力学在各方面的应用能有一定的了解。

本教材所要求的数学工具主要是矢量分析和数学物理方程，要求

读者在掌握这些数学知识的基础上进行学习，因此在本教材中不再详

细讨论数学问题。

今年6月在本教材审稿会议上，北京大学（主审）、南京大学、厦门

大学、中国科学技术大学、北京师范大学、西北大学、复旦大学、上海师

苑大学、内蒙古大学、兰州大学、吉林大学、杭州大学、南开大学等十三

个兄弟院校的同志们对初稿提出了许多宝贵的意见和建议。 其中 一 些

兄弟院校还把多年来收集的习题提供给我们选用。 习题由周义昌同志

整理收编并核对了答案。 全志义、杨承德同志参加了部分插图绘制工

作。 作者谨一井致谢。

因作者水平有限，教材中错误之处在所难免，希望广大教师和读者

批评指正。

郭硕鸿

1978年10月于中山大学

第 一 版序
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引言

电动力学的研究对象是电磁场的基本属性，它的运动规律以及它和带电物质之间的相互

作用．本书在电磁学的基础上系统阐述电磁场的基本理论．

电磁场是物质世界的重要组成部分之一．在生产实践和科学技术领域，存在着大量和电磁

场有关的问题例如电力系统、凝聚态物理、光波导与光子晶体、等离子体、天体物理、粒子加速

器等，都涉及宏观电磁场的理论问题．在迅变情况下，电磁场以电磁波的形式存在，其应用更为

广泛．无线电波、热辐射、光波、X 射线和'Y射线等都是在不同波长范围内的电磁波4引n都有

共同的规律．因此，掌握电磁场的基本理论对于生产实践和科学实验都有重大的意义．

电动力学是在人类对电磁现象的长期观察和生产活动的基础上发展起来的． 18 世纪中叶

以后，在工业生产发展的推动下，开展了自然科学的实验探索，电磁学得到了较快的发展．人们

研究了静电、静磁和电流等现象，总结出一些实验定律．但是，电磁学的重大进展还是在人们认

识到电现象和磁现象之间的深刻内在联系之后才开始的． 1820 年，奥斯特 (Oersted) 发现电流

的磁效应； 1831 年，法拉第 (Faraday)发现电磁感应定律，并提出场的概念．至此，电现象和磁现

象不再是孤立的，而是作为统一的整体开始被人们认识，因此从理论上总结电磁场普遍规律的

条件巳经具备．在此基础上， 1864 年麦克斯韦 (Maxwell) 把电磁规律总结为麦克斯韦方程组，

并从理论上预言了电磁波的存在．这一基本规律的掌握促进了电磁波的发现，而现代无线电技

术的广泛应用又进一步丰富了电磁场理论，使我们现在对千电磁场的认识有了坚实的基础． 20

世纪以来，由于现代生产对认识物质微观结构的迫切要求，人们又进一步研究电磁场的微观性

质，发展了量子电动力学．现在看来，电磁场巳成为人们了解得比较深刻的物质存在形态，这和

它在生产实践中的广泛应用是分不开的．现代生产实践还对各种物质材料的电磁性能提出新

的要求，像铁氧体、铁电体、超导体、等离子体、光学材料、非线性介质等特殊物质的应用不断发

展，这对电动力学不断提出新课题．激光技术的进展又使人们对电磁场的微观结构与宏观场之

间的关系有了更深刻的理解．新的实践将继续推进电动力学理论的发展，人们对电磁场的认识

是不可穷尽的．

在电动力学的发展过程中，人们发现经典力学的时空观和电磁现象的新的实验事实发生

矛盾矛盾的解决导致新时空观的建立．狭义相对论就是在 20 世纪初 (1905 年）由爱因斯坦
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(Einstein) 和庞加莱(Poincare) 建立起来的关于新时空观的理论．电动力学只有在新时空观的

基础上才发展成为完整的、适用千任何惯性参考系的理论．相对论是现代物理学的重要基础理

论之一，它对物理学的发展有着深远的影响．系统地阐述狭义相对论的基本理论是本课程的重

要内容之一．

学习电动力学课程的主要目的是：（ 1) 掌握电磁场的基本规律，加深对电磁场性质和时空

概念的理解；（ 2）获得本课程领域内分析和处理一些基本问题的初步能力，为以后解决实际问

题打下基础；（ 3) 通过电磁场运动规律和狭义相对论的学习，更深刻领会电磁场的物质性，帮

助我们牢固树立辩证唯物主义的世界观．

本课程主要阐述宏观电磁场理论．在第一章中我们分析各个实验定律，从其中总结出电磁

场的普遍规律，建立麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式．第二章和第三章讨论恒定电磁场问题，

着重说明恒定场的基本性质和求解电场及磁场问题的一些基本方法．第四章讨论电磁波的传

播，包括无界空间中电磁波的性质、界面上的反射折射以及有界空间中的电磁波问题．第五章

讨论电磁波的辐射，介绍一般情况下势的概念和辐射电磁场的计算方法．第六章从电动力学的

参考系问题引人相对论时空观，由物理规律对惯性参考系协变的要求把电动力学基本方程表

为四维形式，导出电磁场量在不同参考系间的变换，并说明相对论力学的基本概念．最后一章

讨论带电粒子和电磁场的相互作用，并由此看出把宏观电动力学应用到微观领域的局限性．

为了便于自学和参考，本书包括的内容略多于一学期课程所要求的内容．书中带有星号的

章节是选学部分，初学者可以略去，不影响其他章节的学习．

本书采用国际单位制 (SI），书末附有国际单位制和高斯单位制下主要公式对照表，以便读

者查对
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在本章中，我们把电磁现象的实验定律总结提高为电磁场的普遍规律．

电磁场是物质存在的一种形态，它有特定的运动规律和物质属性，它和其他带电物质以一

定形式发生相互作用．每一种物质的存在形态都有它的特殊本质和特殊规律，因此，和一般实

物对比，场的存在形态也有它的特点．实物通常是定域在空间的确定区域内，而电磁场则弥漫

予空间中．例如，在高压线附近存在着强大的电场；在我们周围的空间中传播着各种形式的电

磁波．由此可见，场作为空间中某种分布而存在，而且一般来说这种分布是随时间而变化的．按

照电磁场的特点，我们用两个矢量函数一电场强度 E（尤，y ,z, t)和磁感应强度 B （尤，y ,z' t)来

描述电磁场在时刻t的状态．在经典物理中，这两个矢量函数可以完全描述电磁场．电磁场的

规律用数学形式表示出来就是这两个矢量场所满足的偏微分方程组．

我们先分析静电场和静磁场的实验定律，再研究变动情况下新的实验定律，由此总结出麦

克斯韦方程组和洛伦兹力公式．这些方程是宏观电磁场论的理论基础．在以后各章中将应用它

们来解决各种与电磁场有关的问题．

§ 1.1 电荷和电场

1.库仑定律

库仑(Coulomb) 定律是静电现象的基本实验定律，它表述如下：真空中静止点电荷Q对另

一个静止点电荷Q'的作用力 F 为

Q Q' F = r 
4'1T8。 r

3 
(1. 1. 1) 

式中 r 为由Q到Q'的径矢，C。是真空电容率（真空介电常量）．

库仑定律只是从现象上给出两电荷之间作用力的大小和方向，它并没有解决这作用力的

物理本质问题．对库仑定律(1. 1. 1) 式可以有不同的物理解释．一种观点认为两电荷之间的作

用力是直接的超距作用，即一个电荷把作用力直接施加于另一电荷上；另一种观点是相互作用
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通过场来传递，这种观点认为两电荷之间的相互作用是通过电场来传递的，而不是直接的超距

作用．若只局限于静电的情况，这两种描述是等价的，它们都给出相同的计算结果，但是我们不

能单纯由静电现象判断哪一种描述是正确的．在运动电荷的情况下，特别是在电荷发生迅变的

情况下，两种观点就显示出不同的物理内容．实践证明通过场来传递相互作用的观点是正确

的场概念的引人在电动力学发展史上起着重要的作用，在现代物理学中关千场的物质形态的

研究也占有重要地位．通过本课程的学习，我们将会不断加深对场的认识，并逐步认识电磁场

的物质性，这是本课程的主要任务之一．

我们要把库仑定律提高为描述电磁现象的一条普遍规律，因此需要从场的观点出发来讨

论这定律的含义．我们假设，一个电荷周围的空间存在着一种特殊的物质，称为电场．另一电荷

处于该电场内，就受到电场的作用力．对电荷有作用力是电场的特征性质，我们就利用这性质

来描述该点处的电场．由库仑定律可知，处于电场内的电荷Q'所受的力与Q'成正比．因此，我

们用一个单位检验电荷在场中所受的力来定义电荷所在点 x 处的电场强度 E(x）．电荷Q'在

电场 E 中所受的力 F 为

F = Q'E 

由库仑定律(1.1. 1) 式，一个静止点电荷Q所激发的电场强度为

Qr 
E= 

41re。 r

(1.1. 2) 

(1.1. 3) 

由实验可知，电场具有叠加性，即多个电荷所激发的电场等于每个电荷所激发的电场的矢

量和设第i个电荷Qi到 P 点的矢径为 ri，则 P 点处的总电场强度 E 为

Q, 
E = L--了

i 4'IT8。 r;
(1.1. 4) 

在许多实际情况下可以把电荷看作连续分布于某一区域内．

例如在真空管的阴极和阳极之间就充满了由自由电子构成的电

荷分布．如图 1-1 所示，设电荷连续分布于区域 V 内．在 V 内某点

X'处取一个体积元 dV＇，在 dV'内所含的电荷 dQ等于该点处的电

荷密度p(x') 乘以体积 dV':

dQ =p (x')dV' 

设由源点 x'到场点 x 的径矢为 r，则 P 点处的电场强度 E 为

E(x) =]主~dV'
V 41TB。 r

y 

式中积分遍及电荷分布区域．
图 1-1

(1. 1. 5) 式是静电场的电场强度分布的积分形式．为了反映出相互作用在场中传递的特

点，我们还必须再深人一步，研究一个电荷和它邻近的电场是怎样相互作用的，一点上的电场

和它邻近的电场又是怎样联系的，即要找出静电场规律的微分形式．下面我们通过库仑定律来

分析这些规律．
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2. 高斯定理和电场的散度

首先我们研究一个电荷与它邻近的电场的关系．在电磁学中我们知道，一个电荷Q发出

的电场强度通量总是正比于Q，与附近有没有其他电荷存在无关．因此，一个电荷激发的电场

强度通量表示着电荷与电场的基本数量关系．设 S 表示包围着电荷Q的一个闭合曲面，dS 为

S 上的定向面元，以外法线方向为正向．通过闭合曲面 S 的电场强度 E 的通量定义为面积分

杠· dS 

由库仑定律可以推出关于电场强度通量的高斯(Gauss) 定理

护 E • dS = ":: • • (1. 1. 6) 
8。

式中Q为闭合曲面内的总电荷．高斯定理证明如下：如图 1-2 所

示，设曲面内有一电荷Q，其电场强度通过面元 dS 的通量为
Q 

E • dS = Ecos 8dS = ~ cos 8dS 
4'JTC。 r

E 

图 1-2

式中 0 为 dS 与 r 的夹角， dScos 6 为面元投影到以 r 为半径的球面上的面积． cos OdSlr2 为面元

dS 对电荷Q所张开的立体角元 dlJ．因此，E 对闭合曲面 S 的通量为

伊· dS ＝点钾＝t
如果电荷在闭合曲面外，则它发出的电场线穿人该曲面后再穿出来，因而对该闭合曲面的电场强

度通量没有贡献．在一般情况下，设空间中有多个电荷Qi，则 E 通过任一闭合曲面 S 的总通量等

于 S 内的总电荷除以 8。，而与 S 外的电荷无关：

伊 •dS=¾ iQ, (Q,在 S 内）
如果电荷连续分布于空间中，则 E 对闭合曲面 S 的通量为

伊• dS = ¾f.pdV 

(1. 1. 6a) 

(1. L 7) 

式中 V为 S 所包围的体积．上式右边的积分是 V 内的总电荷，与 V外的电荷分布无关．

(1.1. 6) 式或（1. 1. 7) 式是高斯定理的积分形式．为了求出电荷与电场的局域关系，即在

空间无穷小区域内的关系，我们把(1.1. 7) 式中的体积 V 不断缩小，根据矢量场散度的定义

［附录(I. 4) 式］，（1. 1. 7) 式左边趋于电场 E 的散度乘上体积元 dV，而右边趋于一pdV，由 dV
S。

的任意性，有

V·E=.!!_ 
8。

{1.1. 8) 

这就是高斯定理的微分形式，它是电场的一个基本微分方程．上式指出，电荷是电场的源，电场

线从正电荷发出而终止于负电荷．在没有电荷分布的地点，p(x) ：：： 0，因而在该点上V • E=O, 

表示在该处既没有电场线发出，也没有电场线终止，但是可以有电场线连续通过该处．
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(1. 1. 8) 式反映电荷对电场作用的局域性质：空间某点邻域上场的散度只和该点处的电

荷密度有关，而和其他地点的电荷分布无关；电荷只直接激发其邻近的场，而远处的场则是通

过场本身的内部作用传递出去的．只有在静电情况下，远处的场才能以库仑定律形式表示出

来，而在一般运动电荷情况下，远处的场不能再用库仑定律(1.1. 3) 式表出，但实验证明更基

本的局域关系(1. 1. 8) 式仍然成立．

3. 静电场的旋度

散度是矢量场性质的一个方面，要确定一个矢量场，还需要给出其旋度．旋度所反映的是

场的环流性质．从直观图像来看，静电场的电场线分布没有旋涡状结构，因而可以推想静电场

是无旋的．下面我们用库仑定律来证明这一点．

先计算一个点电荷Q所激发的电场强度 E 对任一闭合回路 L 的环量：

f,_E • dl 

式中 dl 为 L 的线元（图 1-3）．由库仑定律得

伊· di＝立压• di 

设 dl 与 r 的夹角为 0 ，则 r • dl=rcos Odl=rdr，因而上式化为

伊· dl ＝立fL 产＝－立压） 图 1-3

右边的积分是一个全微分的回路积分．从 L 的任一点开始，绕 L 一周之后回到原地点，函数 1/r

亦回到原来的值，因而 d仁）的回路积分为零由此得

f,_E·dl=O (1. 1. 9) 

以上证明了一个点电荷的电场环量为零．对千一般的静止电荷分布，每一个电荷元所激发的电

场环量为零，由场的叠加性，总电场 E 对任一回路的环量恒为零，即(1.1. 9) 式对任意静电场

和任一闭合回路都成立．

把(l. l. 9) 式化成微分形式就可以求出静电场的旋度．为此把回路 L 不断缩小，使它包围着

一个面元 dS．根据旋度的定义［附录(I. 5) 式］，（1. I. 9)式左边趋千VxE • dS ，由 dS 的任意性得

V x E = 0 (1. 1. 10) 

这就证明了静电场的无旋性．实践表明，无旋性只在静电情况下成立．在一般情况下电场是有

旋的，在第三节中我们再说明一般情况下电场的旋度．

(1.1. 8) 式和(I. I. 10) 式给出静电场的散度和旋度，它们表示电荷激发电场以及电场内部联

系的规律性，是静电场的基本规律．它们所反映的物理图像是：电荷是电场的源，电场线从正电荷

发出而终止于负电荷，在自由空间中电场线连续通过；在静电情形下电场没有旋涡状结构．

例1. 1 电荷Q均匀分布于半径为 a 的球体内，求各点的电场强度，并由此直接计算电场



§ 1. 2 电流和磁场一 7

的散度．

解 作半径为 r 的球（与电荷球体同心）．由对称性，在球面上各点的电场强度有相同的数

值 E，并沿径向．当 r>a 时，球面所围的总电荷为Q，由高斯定理得

杠· dS = 4矿E= !f
8。

因而
主

E = Q 
41T8。 r

2 

写成矢量式得

Qr 
E = ~ (r > a) 

4 '1T8。 r
3 

(1.1. 11) 

若 r<a，则球面所围电荷为

4 3 4 3 Q Q rJ —1Tr p = --1Tr=-
3 3 4 3 f 

—,ra 
3 

应用高斯定理得

杠· dS = 4矿E ＝罕
s e。 a

由此得

Qr 
E=~ (r<a) 

47r8。 a
3 

(1.1. 12) 

现在计算电场的散度．当 r>a 时 E 应取（1.1. 11) 式，在此区域内 r 'F O ，由直接计算可得

r 
V ·— =0 (r 尹 0)

3 r 

因而

Q r 
V. E= ---V. —=0 

41TC。 r3

当 r<a 时 E 应取(1. 1. 12) 式，由直接计算得

Q 3Qp 
V • E = ~ V • r = ~ =— 3 41TC。 a3 • • 41re。 a3 B。

(r > a) 

(r < a) 

由这个例子我们看出散度概念的局域性质．虽然对任一个包围着电荷的曲面都有电场强

度通量，但是散度只存在于有电荷分布的区域内，在没有电荷分布的空间中电场的散度为零．

§ 1.2 电流和磁场

本节讨论磁场的基本规律．磁场是和电流相互作用的，在讨论磁场之前，先说明电流分布
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的规律性．

1.电荷守恒定律

导线上的电流通常用通过导线截面的总电流 I 描述．很多情况下，我们不但要知道总电

流，而且要知道电流在导体内是怎样分布的．例如直流电通过一根导线时，在导线截面上，电流

是均匀分布的．但是高频交流电通过同一根导线时，电流在截面上不再是均匀分布，而是几乎

集中到导线表面．因此，我们必须引人电流密度来描述电流的分布情况．

如图 1-4 所示，设 dS 为某曲面上的一个面元，它与该点处的电流方向有夹角(J.定义电流

密度J，它的方向沿着该点处的电流方向，它的数值等于单位时间通过垂直电流方向单位面积

的电荷量，从而通过面元 dS 的电流 di为

di = JdScos 0 = J • dS 

通过任一曲面 S 的总电流 I 为

I = JJ .dS 
s 

(1. 2. 1) 

(1. 2. 2) 

如果电流由一种运动带电粒子构成，设带电粒子的电

荷密度为p，平均速度为 V，则电流密度为

J =p v 

如果有几种带电粒子，其电荷密度分别为p，，平均速度为 V，，有

I 

I 
I 

I 

/' 
/' 

广乙＿＿＿＿＿＿
-. 

/ 
/ 

图 1-4

(1. 2. 3a) 

J = i pi v i (1. 2. 3 b) 

现在我们研究电磁理论的一条最基本的实验定律——电荷守恒定律．我们知道，物体所带
的电荷是构成物体的粒子（电子、质子等）的一个属性．不论发生任何变化过程，如化学反应、

原子核反应甚至粒子的转化，一个系统的总电荷严格保持不变．这是到目前为止人们所知道的

自然界精确规律之一．电荷守恒定律在数学上用连续性方程表示．考虑空间中一确定区域 V,

其边界为闭合曲面 S．当物质运动时，可能有电荷进入或流出该区域．根据电荷守恒定律，如果

有电荷从该区域流出的话，区域 V 内的电荷必然减小．通过界面流出的总电流应该等于 V 内的

电荷减小率，即

扣· dS =- f迎dV
Vat 

这是电荷守恒定律的积分形式．应用数学中的高斯定理把面积分变为体积分

即得微分形式

权. dS = IV V. J d V 

V. J +望 =0
at 

上式称为电流连续性方程，它是电荷守恒定律的微分形式．

(1. 2. 4) 

(1. 2. 5) 

如果在(1. 2. 4)式中的 V是全空间，S 为无穷远界面，由于在 S 上没有电流流出，因而(1. 2. 4)式



左边的面积分为零，由此式得

表示全空间的总电荷守恒．

d —fpdV =0 d tJ v 

§ 1. 2 电流和磁场一 9

以上公式是对任意变化电流成立的．在恒定电流情况下，一切物理量不随时间而变，因而

apl iJt= 0 ，因此由(1. 2. 5) 式得

V· J =O （恒定电流） ( 1. 2. 6) 

上式表示恒定电流的连续性．恒定电流分布是无源的，其流线必为闭合曲线，没有发源点和终

止点换句话说，恒定电流（直流电）只能够在闭合回路中通过，电路一断，直流电就不能通过，

这是我们熟知的事实．

2. 毕奥－萨伐尔定律

下面我们研究电流和磁场的相互作用．实验测出两个电流之间有作用力．和静电作用一

样，这种作用力也需要通过一种物质来传递，这种特殊物质称为磁场．一个电流激发磁场，另一

个电流处于该磁场中，就受到磁场对它的作用力．对电流有作用力是磁场的特征性质，我们就

利用这一特性来描述磁场．实验指出，一个电流元／dl 在磁场中所受的力可以表为
dF = ldl x B (1. 2. 7) 

矢量 B 描述电流元所在点处磁场的性质，称为磁感应强度．

恒定电流激发磁场的规律由毕奥－萨伐尔 (Biot-Sava~) 定律给出．设J(x') 为源点 x'处的

电流密度，r 为由 x'点到场点 x 的径矢，则场点上的磁感应强度为

B(x）＝生I J(x') x rdV' 
4'1T.v ' r3 

(1. 2. 8a) 

式中 µ,0 为真空磁导率，积分遍及电流分布区域．如果电流集中于细导线上，以 di表示闭合回

路 L 上的线元，dSn 为导线横截面元，则电流元JdV'= JdSndl = JdSndl，对导线截面积分后得

ldl．因此，细导线上恒定电流激发磁场的毕奥－萨伐尔定律写为

µ。 /di x r 
B(x) =叶一—4'11' h r3 

(1. 2. 8b) 

毕奥－萨伐尔定律是恒定电流激发的磁场分布规律的积分形式．为了反映磁作用在场中传递

的特点，我们还需再深人一步，找出一个电流和它邻近的磁场的关系，以及一点处的磁场和邻近

点处的磁场的关系，即要找出磁场规律的微分形式．下面我们先从电磁学总结出的定律得到磁场

的旋度和散度公式，然后在第 5 小节中再由毕奥－萨伐尔定律给出这些公式的一般推导．

3. 磁场的环量和旋度

在电磁学中我们知道，载电流导线周围磁场的磁感线总是围绕着导线的一些闭合曲线．磁

场沿闭合曲线的环量与通过闭合曲线所围曲面的电流 I 成正比，即
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t,_B • di = µ。/ (1. 2. 9) 

式中 L 为任一闭合曲线，I 为通过 L 所围曲面的总电流．（ 1. 2. 9) 式称为安培 (Amp扣re) 环路定

．理，它可以由毕奥－萨伐尔定律导出．现在我们先就一特例验

证(1. 2. 9)式

如图 1-5 所示，设有一根无穷长直线导线，载有电流 I．用

毕奥－萨伐尔定律可以求出此电流激发的磁感应强度

µ。I
B= — 21rr 

式中 r 为场点到导线的垂直距离，磁感线是围绕该导线的圆

周．若选半径为 r 的圆周作为闭合回路 L，有

µ。If B.dl=- ·21Tr 节ol
21Tr 

图 1-5

如果所选的闭合曲线内没有电流通过，如图 1-5 中的回路 PQRSP，可以证明沿此回路的磁场

环量等于零．事实上，沿此回路的积分可分四段计算．沿径向的 SP 和QR 段，由于 B 与 dl 方向

正交，因此这两段积分为零．设圆弧 PQ的半径为 r2 ，弧长为 l2 ，圆弧 RS 的半径为 rl ，弧长为 l”

这两段积分值为

µ。Iµ。I
一l2 --—l1 21T'r 2.,; 21T'r 1 

由于 l2/r2 =l1/r1 ，因此上式为零．由此，对闭合回路 PQRSP 的磁场环量为零，即

乎 B • di= 0 

总而言之，在安培环路定理(1. 2. 9) 式中，I 为通过闭合曲线 L 所围曲面的总电流，不通过

L 所围曲面的电流对环量没有贡献．因此，安培环路定理可以用来导出电流与其邻近磁场的关

系，和其他地方流过的电流无关．

对于连续电流分布J，在计算磁场沿回路 L 的环量时，只需考虑通过以 L 为边界的曲面 S

的电流，在 S 以外流过的电流没有贡献．因此，安培环路定理表为

伊· dl = µ.。LJ • dS (1. 2. 10) 

(1. 2. 9) 式或(1. 2. 10) 式是电流与磁场关系的积分形式．为了求得微分形式，我们把回路

L 不断缩小，使它围绕着一个面元 dS．这时(1. 2. 10) 式左边趋于VxB • dS ，右边趋于µ。J • dS. 

由 dS 的任意性得

VxB=µ,。J (1. 2. 11) 

上式是恒定磁场的一个基本微分方程．

4. 磁场的散度

为了确定磁场，除了给出旋度外，还需要给出它的散度．由电磁学的知识，我们知道由电流
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激发的磁感应线总是闭合曲线．因此，磁感应强度 B 是无源场．表示 B 无源性的积分形式是 B

对任何闭合曲面的总通量为零

£B • dS = 0 
s 

(1. 2. 12) 

微分形式是

V • B = 0 (1. 2. 13) 

B 的无源性也可以由毕奥－萨伐尔定律直接证明．这里我们把它作为磁场分布的一条基本规律引

人，在下一小节中再证明(1. 2. 11) 式和(1. 2. 13) 式可由毕奥－萨伐尔定律导出．

由电流所激发的磁场都是无源的．但是，自然界中是否存在与电荷相对应的磁荷作为磁场

的源呢？如果磁荷存在的话，和电荷作为电场的源一样，磁荷也作为磁场的源，这时一般来说

V•B IJ6 0．对于磁单极子（孤立的磁荷）存在的可能性有不少讨论，实验上也一直在找寻带有磁

荷的粒子．但是，到现在还没有任何关于磁单极子存在的确实证据．因此，在假定磁荷不存在的

前提下，我们可以把(1. 2. 13) 式作为磁场的一条基本规律．（1. 2. 11) 式和(1. 2. 13) 式是恒定

磁场的基本微分方程．

5. 磁场旋度和散度公式的证明

现在我们用毕奥－萨伐尔定律推导(1. 2. 11) 式和(1. 2. 13) 式．由(1. 2. 8a) 式，有

B ＝生I J (x'} xrdV＇＝－勹J(x') x V丿dV'
41rJv r3 -- • 41rlv 

注意算符V是对 x 的微分算符，与 x'无关，由附录(I. 20)式可得

V x [ J(x') 了］ ＝匠） x J(x')

因此

B ＝皂Vx fV罕dV'=V xA 

式中

A ＝生I J (x')dV' 
411'J v r 

由附录(I. 15) 式，得

V • B = V • (V x A) = 0 

(1. 2.13) 式得证，

再计算 B 的旋度．由(1. 2. 14) 式和附录(I. 25) 式，有

V xB = V x(V x A) =V(V. A) - V2A 

先计算V • A. 由（1. 2. 15) 式和附录(I. 19) 式，注意V不作用于J(x') 上，得

V • A ＝皂J, V • [ J (x')7 l dV'= 皂fVJ(x'). V;dV' 

(1. 2. 14) 

(1. 2. 15) 

(1. 2. 16) 
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由千 r= lx-x'I= ✓（尤千）i＋(y-y')i +(z-z')1 ，因而对 r 的函数而言，对 x 微分与对 x'微分仅

差一负号，因此上式可写为

用附录(I. 19) 式得

V·A ＝一生JJ(x'). V' 一dV'
41T V 

V•A ＝一生J.V'· [ J(x') 上 l dV' ＋生I 上 V'· J (x')dV' 
41T V r41T vr 

上式右边第一项可以化为面积分，由于积分区域 V包括所有电流在内，没有电流通过区域 V 的

界面 S，因而这面积分为零．在右边第二项中，由恒定电流的连续性有 V'· J (x')= O ，故这积分

亦等千零．因此有

V ·A= 0 

再计算 V2A. 由（1. 2. 15) 式，有

V2A ＝生fvJ(x') V心dV' ＝一生[J(x')V. :dV' 
41T V r41TV r 

(1. 2. 17) 

由直接计算，当 r~O 时 V. 丁＝ 0，因此上式的被积函数只可能在 x'=x 点处不为零，因而体积

分仅需对包围 x 点的小球积分．这时可取J(x')= J(x），抽出积分号外，而

Iv V • j-dV'= - fv V'· 7dV'=- £ 7 • dS' 

注意 r 是由源点 x'指向场点 x 的矢径，它和面元 dS'反向，因此上式为

-f, 7 • dS'= 中S 卢dS'= 杆ll = 4'11" 

因此得

V2A =- µ。J

把(I. 2. 17) 式和{1. 2.18) 式代入(1. 2. 16) 式得

(1. 2. 18) 

V X B =µ。I (1. 2. I I) 

由以上推导可见，磁场的微分方程(I. 2. 11) 式和(I. 2. 13) 式是毕奥－萨伐尔定律的推论．

毕奥－萨伐尔定律只在恒定电流情况下成立．实践证明， V·B=O 在一般变化磁场下也是成立

的，而 VxB=µ。J只在恒定情况下成立，在一般情况下需要推广．

例 1. 2 恒定电流 I 均匀分布千半径为 a 的无穷长直导线内，求空间各点的磁场强度，并

由此计算磁场的旋度．

解 在与导线垂直的平面上作一半径为 r 的圆，圆心在导线轴上．由对称性，在圆周各点

的磁感应强度有相同数值，并沿圆周环绕方向．当 r>a 时，通过圆内的总电流为 I，用安培环路

定理得

杠· di = 21rrB = µ0/ 
L 
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因而 B=/J,ol／勾r,在柱坐标系中写成矢量式为

µ。I
B = ;;;-:-:e... (r > a) 

21rr 令

式中 e• 为圆周环绕方向单位矢量．

若 r<a ，则通过圆内的总电流为

2 /,2 
1fr勺＝1tr 一一＝一I2 2 1ra a 

应用安培环路定理得

因而

2 

杠 ·di= 2 "1'1'rB ＝竺
L a 

µ。/r
B= —e,. (r < a) 

21ra2 令

用柱坐标的公式［附录(I. 36) 式］求 B 的旋度，当 r>a 时由(1. 2. 19) 式得

aB令 1 a 
V X B =-—er +——(rB令 )ez=O (r>a) 

azr ar 

当 r<a 时由(1. 2. 20) 式得

µ。I
VxB= —了e2 = µ,。J (r < a) 

1Ta 

(1. 2. 19) 

(1. 2. 20) 

(1. 2. 21) 

(1. 2.22) 

注意旋度概念的局域性，即某点邻域上的磁感应强度的旋度只和该点处的电流密度有关．

虽然对任何包围着导线的回路都有磁场环量，但是磁场的旋度只存在千有电流分布的导线内

部，而在周围空间中的磁场是无旋的．

§ 1.3 麦克斯韦方程组

以上两节由实验定律总结了恒定电磁场的基本规律．随着交变电流的研究和广泛应用，人

们对电磁场的认识有了一个飞跃．由实验发现不但电荷激发电场，电流激发磁场，而且变化着

的电场和磁场可以互相激发，电场和磁场成为统一的整体—一电磁场．

和恒定场相比，变化电磁场的新规律主要是：

(1) 变化磁场激发电场（法拉第电磁感应定律）；

, (2) 变化电场激发磁场（麦克斯韦位移电流假设）．

下面分别讨论这两个问题．

1.电磁感应定律

自从发现了电流的磁效应之后，人们跟着研究相反的效应，即磁场能否导致电流？开始人
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们企图探测处于恒定磁场中的固定线圈上的感应电流，这些尝试都失败了，最后于 1831 年法

拉第 (Faraday)发现当磁场发生变化时，附近闭合线圈中有电流

通过，并由此总结出电磁感应定律：闭合线圈中的感应电动势与

通过该线圈内部的磁通量变化率成正比，其方向关系在下面说

明．如图 1-6 所示，设 L 为闭合线圈， S 为 L 所围的一个曲面， dS

为 S 上的一个面元．按照惯例，我们规定 L 的围绕方向与 dS 的法

线方向成右手螺旋关系．由实验测定，当通过 S 的磁通量增加时，

在线圈 L 上的感应电动势g与我们规定的 L 围绕方向相反，因此

用负号表示．电磁感应定律表为

d 
贮－—LB. dS 

dtJs 

图 1-6

(1. 3. 1) 

线圈上的电荷是直接受到该处电场作用而运动的，线圈上有感应电流就表明空间中存在

着电场．因此，电磁感应现象的实质是变化磁场在其周围空间中激发了电场，这是电场和磁场

内部相互作用的一个方面．

感应电动势是电场强度沿闭合回路的线积分，因此电磁感应定律(1. 3. 1) 式可写为

伊· dl =－盖fSB. dS 

若回路 L 是空间中的一条固定回路，则上式为

杠· di= - f迎． dS
s at 

化为微分形式后得

aB V x E=_ _ 
at 

(1. 3. 2) 

(1. 3. 3) 

这是磁场对电场作用的基本规律．由(1. 3. 3) 式可见，感应电场是有旋场．因此在一般情况下，

表示静电场无旋性的(1. 1. 10) 式必须代以更普遍的(1. 3. 3.) 式．

2. 位移电流

上面我们研究了变化磁场激发电场问题，进一步我们要问，变化电场是否激发磁场？在回

答这个问题之前，我们先分析非恒定电流分布的特点．

在第二节中我们指出恒定电流是闭合的，故

V· J =O （恒定电流）

在交变情况下，电流分布由电荷守恒定律(1. 2. 5) 式制约，它一般不再是闭合的．例如带有电

容器的电路实质上是非闭合的回路．在电容器两板之间是绝缘介质，自由电子不能通过．电荷

运动到板上时，由千不能穿过介质，就在板上积聚起来．在交流电路中，电容器交替地充电和放

电，但在两板之间的介质内始终没有传导电流通过．所以，电流J在该处实际上是中断的．一般

来说，在非恒定情况下，由电荷守恒定律有
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V· J=-竺 "'0
0t 

现在我们考察电流激发磁场的规律(1. 2. 11) 式：

VxB=µ,。J

两边取散度，由于 V • VxB=O，因此上式只有当 V • J=O 时才可能成立．在恒定情况，电流J是闭

合的， V • J =O, (1. 2. 11) 式在理论上是没有矛盾的』但是，在非恒定情形下．一般有 V. J子 0 ，因

而(1. 2. 11) 式与电荷守恒定律发生矛盾．由于电荷守恒定律是精确的普遍规律，而(1. 2. 11) 

式仅是根据恒定情况下的实验定律导出的特殊规律，在两者发生矛盾的情形下，我们应该修改

(1. 2. 11) 式使它服从普遍的电荷守恒定律的要求．

把(1. 2. 11) 式推广的一个方案是假设存在一个称为位移电流的物理量JD ，它和电流J合

起来构成闭合的量，即满足

V.( J + J D)= 0 

并假设位移电流JD 与电流J一样产生磁效应，即把（1. 2. 11) 式修改为

VxB=µ。(J+ JD) 

此式两边的散度都等于零，因而理论上就不再有矛盾．

由条件(1. 3. 4) 式可导出JD 的可能表示式．由电荷守恒定律(1. 2. 5) 式

ap 
V. J +—= 0 

at 

电荷密度p与电场散度有关系式

两式合起来得

V • E =.f!_ 
8。

aE 
V•(J +B。百）＝ 0 

与(1. 3. 4) 式比较即得JD 的一个可能表示式：

aE 
J D = 8。 __ 

Ot 

(1. 3. 4) 

(I. 3. 5) 

(1. 3. 6) 

(1. 3. 7) 

(1. 3. 8) 

(l. 3. 9) 

从数学上来说，单由条件(1. 3. 4) 式是不能唯一确定JD 的．从物理上考虑，（l. 3. 9) 式是

满足条件(1. 3. 4) 式的最简单的物理量，而且既然变化磁场能激发电场，则变化电场激发磁场

也是比较合理的假设．由(1. 3. 9) 式，位移电流实质上是电场的变化率，它是麦克斯韦 (Max­

well) 首先引人的位移电流假设的正确性由以后关于电磁波的广泛实践所证明．

3. 麦克斯韦方程组

至此我们已经把电磁学中最基本的实验定律概括、总结和提高到一组在一般情况下互相

协调的方程组
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aB 
VxE=-~ 

祝

aE 
VxB=µ。J+µ。8。—

Ot 

V • E =f!_ 
8。

V • B = 0 

(1. 3. 10) 

这组方程称为麦克斯韦方程组，它反映一般情况下电荷电流激发电磁场以及电磁场内部运动

的规律在p和J为零的区域，电场和磁场通过本身的互相激发而运动传播．电磁场的相互激

发是它存在和运动的主要因素，而电荷和电流则以一定形式作用于电磁场．

麦克斯韦方程组最重要的特点是它揭示了电磁场的内部作用和运动．不仅电荷和电流可

以激发电磁场，而且变化的电场和磁场也可以互相激发．因此，只要某处发生电磁扰动，由于电

磁场互相激发，它就在空间中运动传播，形成电磁波．麦克斯韦首先从这个方程组在理论上预

言了电磁波的存在，并指出光波就是一种电磁波．以后的赫兹(Hertz) 实验和近代无线电的广

泛实践完全证实了麦克斯韦方程组的正确性．

麦克斯韦方程组不仅揭示了电磁场的运动规律，更揭示了电磁场可以独立于电荷之外而

存在，这样就加深了我们对电磁场物质性的认识．以后我们还将讨论电磁场的物质属性，逐步

丰富对电磁场物质性的认识．

4. 洛伦兹力公式

自然界的事物都是互相联系、互相制约的．电磁场与带电物质之间有密切的联系．麦克斯

韦方程组反映了电荷激发场以及场内部运动的情况，至千场反过来对电荷体系的作用，在库仑

定律和安培定律中已经在一定条件下反映出来：静止电荷Q受到静电场作用力 F= QE，恒定

电流元JdV受到磁场作用力 dF=JxBdV．若电荷为连续分布，其密度为p，则电荷系统单位体

积所受的力密度f为

f = pE + J X B (1. 3. 11) 

洛伦兹(Lorentz)把这个结果推广为普遍情况下场对电荷系统的作用力，因此上式称为洛伦兹

力密度公式．对于带电粒子系统来说，若粒子电荷为q，速度为 V，则J等于单位体积内qv 之

和把电磁作用力公式应用到一个粒子上，得到一个带电粒子受电磁场的作用力

F =qE + qv x B (1. 3.12) 

此公式称为洛伦兹力公式．洛伦兹假设这个公式适用于任意运动的带电粒子．近代物理学实践

证实了洛伦兹公式对任意运动的带电粒子都是适用的．现代带电粒子加速器、电子光学设备等

都是以麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式作为设计的理论基础．

总结了实验结果，又经过了实践检验的麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式，正确地反映了电

磁场的运动规律以及它和带电物质的相互作用规律，成为电动力学的理论基础．至于其他有关
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电磁现象的实验定律，如欧姆定律、介质的极化和磁化规律等，原则上都可以在此基础上结合

物质结构的模型用量子力学推导出来．例如欧姆定律就是导体内部自由电子受外电场作用力

和受晶格电场作用力而运动的结果，可以根据一定的导体微观结构模型推算出电导率．但是这

种推算在很大程度上依赖千人们对物质微观结构和动力学机制的认识，目前还不可能做到完

全精确．因此，在宏观电动力学中，除了基本的麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式外，还需要唯象

地补充一些关千介质电磁性质的实验定律．下一节将研究这些问题．

§ 1.4 介质的电磁性质

l．关于介质的概念

下面讨论介质存在时电磁场和介质内部的电荷电流相互作用问题．

介质由分子组成．分子内部有带正电的原子核和绕核运动的带负电的电子．从电磁学观点

看来，介质是一个带电粒子系统，其内部存在着不规则而又迅速变化的微观电磁场．在研究宏

观电磁现象时，我们所讨论的物理量是在一个包含大数目分子的物理小体积内的平均值，称为

宏观物理量．

由于分子是电中性的，而且在热平衡时各分子内部的粒子运动一般没有确定的关联，因

此，当没有外场时介质内部一般不出现宏观的电荷电流分布，其内部的宏观电磁场亦为零．有

外场时，介质中的带电粒子受场的作用，正负电荷发生相对位移，有极分子（原来正负电中心

不重合的分子）的取向以及分子电流的取向亦呈现一定的规则性，这就是介质的极化和磁化

现象．由于极化和磁化的原因，介质内部及表面上便出现宏观的电荷电流分布，我们把这些电

荷、电流分别称为束缚电荷和磁化电流．这些宏观电荷电流分布反过来又激发起附加的宏观电

磁场，叠加在原来外场上而得到介质内的总电磁场．介质内的宏观电磁现象就是这些电荷电流

分布和电磁场之间相互作用的结果．

2. 介质的极化

存在两类电介质．一类介质分子的正电中心和负电中心重合，没有电偶极矩．另一类介质

分子的正负电中心不重合，有分子电偶极矩，但是由于分子热运动的无规性，在物理小体积内

的平均电偶极矩为零，因而也没有宏观电偶极矩分布．在外场作用下，前一类分子的正负电中

心被拉开，后一类介质的分子电偶极矩平均有一定取向性，因此都出现宏观电偶极矩分布．宏

观电偶极矩分布用电极化强度矢量 P 描述，它等于物理小体积 AV 内的总电偶极矩与 AV

之比：

~P; 
P= 

AV 
(1. 4. 1 >. 
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式中p， 为第i个分子的电偶极矩，求和符号表示对 AV 内所有分子求和．

由于极化，分子正负电中心发生相对位移，因而物理小体积 AV 内可能出现净余的正电或

负电，即出现宏观的束缚电荷分布．我们现在首先要求出束缚电荷密度 PP 和电极化强度 P 之

间的关系

我们用一个简化模型来描述介质中的分子．设每个分子由相距为 l 的一对正负电荷土q构

成，分子电偶极矩为p=ql．图 1-7 所示为介质内某曲面 S 上的一个面元 dS．介质极化后，有一

些分子电偶极子跨过 dS．由图可见，当偶极子的负电荷处于体积 l • dS 内时，同一偶极子的正

电荷就穿出界面 dS．设单位体积分子数为 n ，则穿出 dS 的正电荷为

nql • dS = np • dS = P • dS 

对包围区域 V 的闭合界面 S 积分，则由 V 内通过界面 S 穿出去的正电荷为

{P · dS 

由于介质是电中性的，此量值也等于 V 内净余的负电荷．这种由于极化而出现的电荷分布称为

{ 1. 4. 2) 

束缚电荷．以 PP 表示束缚电荷密度，有

I,p dV =- £P. dS 

把右边的面积分化为体积分，可得上式的微分形式：

PP = - V • P • (1. 4. 3) 

非均匀介质极化后一般在整个介质内部都出现束缚电荷；在均匀介质内，束缚电荷只出现在

自由电荷附近以及介质界面处．现在我们说明两介质分界面上的面束缚电荷的概念．图 1-8 所示

为介质 1 和介质 2 分界面上的一个面元 dS．在分界面两侧取一定厚度的薄层，使分界面包含在薄

层内在薄层内出现的束缚电荷与 dS 之比称为分界面上的束缚电荷面密度．由(1. 4. 2) 式，通过

薄层右侧面进人介质 2 的正电荷为 P2 • dS，由介质 1 通过薄层左侧面进入薄层的正电荷为

P1 • dS．因此，薄层内出现的净电荷为－（P广P1) • dS．以吓表示束缚电荷面密度．有

U p dS = - (p z - p I) " dS 

r-------
/ -

,/_ 
/ 

/ 
/ 
仁－－－－－－
\ 
\ 
\ 

\ 

+ 

+ 

I 

,_ _ _ 
/ 

0 / 
/ 

o---5----

三L ___ \2-＼：三
图 1-7 图 1-8

由此，

U p : - en • (p 2 - p I) (1, 4. 4) 

en 为分界面上由介质 l 指向介质 2 的法向单位矢量．由以上推导可见，所谓束缚面电荷不是真
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正分布在一个几何面上的电荷＇，而是在一个含有相当多分子层的薄层内的效应．

介质内的电现象包括两个方面．一方面电场使介质极化而产生束缚电荷分布，另一方面这

些束缚电荷又反过来激发电场，两者是互相制约的．介质对宏观电场的作用就是通过束缚电荷

激发电场．因此，若在麦克斯韦方程组中电荷密度p包括自由电荷密度 Pr 和束缚电荷密度 PP

在内，则在介质内麦克斯韦方程组(1. 3. 10) 式仍然成立：

8。 V • E = Pc + pp (1. 4. 5) 

在实际问题中，自由电荷比较容易受实验条件的直接控制或观测，而束缚电荷则不然．因

此，在基本方程中消去 PP 比较方便．把(1. 4. 3) 式代人(1. 4. 5) 式得

V • (e。E + P) = Pr (1. 4. 6) 

引人电位移矢量 D，定义为

D =e。E+P (1. 4. 7) 

(1. 4. 6) 式便可写为

V • D = Pr (1. 4. 8) 

在此式中已消去了束缚电荷 ｀，但引进了一个辅助场量 D. 由（1. 4. 5) 式和（1. 4. 8) 式看出，E 的

源是总电荷分布，它是介质中的总宏观电场强度，是电场的基本物理量；而 D 并不代表介质中

的场强，它只是一个辅助物理量． ＇

由千在基本方程(1. 4. 8) 式中引入了辅助场量 D，我们必须给出 D 和 E 之间的实验关系

才能最后解出电场强度．实验指出，各种介质材料有不同的电磁性能，D 和 E 的关系也有多种
形式．对千一般各向同性线性介质，极化强度 P 和 E 之间有简单的线性关系：

P =Xee。E

凡称为介质的极化率．由 (1:4.7) 式得

D =eE 

e= 名B。 ,Br = 1 + Xe 

(1. 4. 9) 

(1. 4. 10) 

(1. 4. 11) 

c 称为介质的电容率，8r 为相对电容率．

3. 介质的磁化

介质分子内的电子运动构成微观分子电流，由于分子电流取向的无规性，没有外场时一般

不出现宏观电流分布．在外磁场作用下，分子电流出现有规则取向，形成宏观磁化电流密

度JM.

分子电流可以用磁偶极矩描述．若把分子电流看作载有电流i的小线圈，线圈面积矢量为

a，则与分子电流相应的磁矩可表示为

m = i a (1. 4. 12) 

介质磁化后，出现宏观磁偶极矩分布，用磁化强度 M 表示，它定义为物理小体积 AV 内的总磁

偶极矩与 AV 之比：

汇
M= 

AV 
(1. 4. 13) 
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现在我们求磁化电流密度人与磁化强度 M 的关系．如图 1-9 所示，设 S 为介质内部的一

个曲面，其边界线为 L．为了求出磁化电流密度，我们计算从 S 的背面流向前面的总磁化电流

/M．由图可见，若分子电流被边界线 L 链环着，此分子电流就对 /M 有贡献．在其他情形下，或者

分子电流根本不通过 S，或者从 S 背面流出后再从前面流进，所以对儿都没有贡献．因此，通过

S 的总磁化电流 IM 等千边界线 L 所链环着的分子数目乘上每个分子的电流i.

图 1 一 10 所示为边界线 L 上的一个线元 dl．设分子电流圈的面积为 a．由图可见，若分子中

心位于体积为 a· dl 的柱体内，则该分子电流就被 dl 所穿过．因此，若单位体积分子数为 n ，则

被边界线 L 链环着的分子电流数目为

£.na • dl 

L 

图 1-9 图 1-10

此数目乘以每个分子的电流i即得从 S 背面流向前面的总磁化电流：

儿＝fLnia • di =仕~nm • dl = £ M • di 

以儿表示磁化电流密度，有

伈 I dS = £M. dl 

把线积分变为 VxM 的面积分，由 S 的任意性可得微分形式：

J M = V x M (1. 4. 14) 

除了磁化电流之外，当电场变化时，介质的极化强度 P 发生变化，这种变化产生另一种电

流，称为极化电流．设 AV 内每个带电粒子的位矢为 x，，电荷为 e，，则

~ e,x i 

P= 
AV 

aP +也
-- = =JP at AV (1. 4. 15) 
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JP 称为极化电流密度．磁化电流儿和极化电流JP 之和是介质内的总诱导电流密度．

介质内的磁现象也包括两个方面，一方面电磁场作用于介质分子上产生磁化电流和极化

电流分布，另一方面这些电流又反过来激发磁场，两者也是互相制约的．介质对宏观磁场的作

用是通过诱导电流(JM+]p)激发磁场．因此，若在麦克斯韦方程组(1. 3. 10) 式中的J包括自由

电流密度Jf和介质内的诱导电流密度JM+Jp在内，那么麦克斯韦方程组在介质中仍然成立：

l aE -=-v X B = Jc + J M + Jp + B。­
µ。 at

(1. 4. 16) 

在实际问题中，自由电流分布Jr 可以直接受实验条件控制和测定，而儿和JP 则不然．因

此，在基本方程中消去人和JP 比较方便．把(1. 4. 14) 式和(1. 4. 15) 式代人(1. 4.16) 式，并利

用(1. 4. 7) 式得

引入磁场强度 H，定义为

则(1. 4. 17) 式写为

V X (t- Ml =J,十产

B 
H=--M 

µ。

aD 
V x H =Jf +­at 

(1. 4. 17) 

(1. 4. 18) 

(l. 4. 19) 

在此式中已消去了诱导电流儿和JP ，但引进了辅助场量 H. 由（1. 4. 16) 式和(1. 4. 19) 式看

出，B 描述所有电流分布激发的场，因此它代表介质内的总宏观磁场，是基本物理量，而 H 并

不代表介质内的场强，它仅是一个辅助物理量．为了解出磁场，还需要定出 H 和 B 的关系．实

验指出，对于各向同性非铁磁物质，磁化强度 M 和 H 之间有简单的线性关系：

M=XMH 

凡称为磁化率．把（1. 4. 20) 式代人(1. 4.18) 式得

B =µH 

µ =µr µO, µr = 1 + X M 

µ称为磁导率，化为相对磁导率．

(1. 4. 20) 

(l. 4. 21) 

(1. 4. 22) 

从物理本质上看，E 和 B 是场的基本物理量，而 D 和 H 是辅助物理量．历史上由于人们对

磁场曾有不正确的认识，把 H 称为磁场强度而和电场强度 E 对比．现在人们知道这种看法是

错误的，但由于历史原因，仍保留着 B 和 H 的原来名称．在实践上，物理量 H 有一定的重要

性，这是因为 H 与自由电流分布Jr 有关，而J［是直接受实验条件控制的．

4．介质中的麦克斯韦方程组

从现在起，我们略去p［和Jt的下角标f，除特殊说明外，以后公式中出现的p和J都代表

自由电荷和自由电流分布，介质中的麦克斯韦方程组为
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aB 
V x E=- -

at 

aD 
VxH= J+— at 

V • D =p 

V • B = 0 

(1. 4. 23) 

其中第二式和第三式已在上面讨论过．至于第一式和第四式，它们本来就是电磁场内部的规

律，两式中只出现总电场和总磁场，与电荷电流没有直接关系，因此在介质中仍然成立．

解实际问题时，除了这组基本方程外，还必须引人一些关于介质电磁性质的实验关系．上

面我们举出了这些关系中最简单的形式：

在导电物质中还有欧姆定律

D =sE 

B=µH 

(1. 4. 24) 

(1. 4. 25) 

J = u E (1. 4. 26) 

6 为电导率这些关系称为介质的电磁性质方程，它们反映各向同性线性介质的宏观电磁

性质

必须指出，（1. 4. 24) 式—(1. 4. 26) 式只适用于某些介质．实验指出存在许多不同类型的

介质例如许多晶体属千各向异性介质，在这些介质内某些方向容易极化，另一些方向较难极

化，使得 D 和 E 一般具有不同方向，它们的关系就不再是(1. 4. 24) 式，而是较复杂的张量式．

在这些介质中，D 和 E 的一般线性关系为

Dl = c11互＋ E12E2 + E13E3 

D2 = E21且＋ E22E2 + E23E3 

D J = E31E1 + 832队＋ E33E3

指标 l 、2 、3 代表元、y、z 分量．上式可简写为

3 

Di = L 8 ijE j i = 1'2'3 
j= l 

此情况下电容率不是一个标量 8，而是一个 2 阶张量 8旷

(1. 4. 27) 

(1. 4. 27a) 

在强场作用下许多介质呈现非线性现象，此情形下 D 不仅与 E 的一次式有关，而且与 E

的二次式、三次式等都有关系．在非线性介质中，D 和 E 的一般关系为

D, = 2 B iJE i +; 8IJKEj趴＋J~， 8uKIElEKE1 +…(1. 4. 28) 

除第一项外，其他各项都是非线性项．（1. 4. 28) 式在非线性光学中有重要的应用．

铁磁性物质的 B 和 H 的关系也是非线性的，而且是非单值的．一定的 H 所对应的 B 值依

赖于磁化过程．一般用磁化曲线和磁滞回线表示铁磁性物质的 B 与 H 的关系．

由以上的例子可以看出物质的电磁性质是多样的，这种多样性使得各种物质材料有多方

面的特殊应用．为了研究各种物质的电磁性质，必须从物质的微观结构着手．这超出了本课程
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的学习范围，本书不准备详细讨论这些问题．

§ 1. 5 电磁场边值关系

麦克斯韦方程组可以应用千任何连续介质内部．但是，在两介质分界面上，由千一般出现

面电荷电流分布，使物理量发生跃变，微分形式的麦克斯韦方程组不再适用．因此，在介质分界

面上，我们要用另一种形式描述界面两侧的场强以及界面上电荷电流的关系．

在电场作用下，介质界面上一般出现束缚面电荷和电流分布．这些电荷电流的存在又使得

界面两侧场量发生跃变．例如图 1-ll(a) 所示的介质与真空分界的情形，在外电场 E。作用下，

介质界面上产生束缚面电荷，这些束缚电荷本身激发的电场在介质内与 E。反向，在真空中与

E。同向束缚电荷激发的电场与外电场凡叠加后得到的总电场如图 1-ll(h)所示，由图看出

两边的电场且和 E2 在界面上发生跃变．边值关系就是描述两侧场量与界面上电荷电流的关

系．由千场量跃变的原因是面电荷电流激发附加的电磁场，而积分形式的麦克斯韦方程组可以

应用于任意不连续分布的电荷电流所激发的场，因此研究边值关系的基础是积分形式的麦克

斯韦方程组．下面我们分别求出场量的法向分量和切向分量的跃变．

芦严－－－
芦►

(a) 

图 1-11

L 法向分量的跃变 , 

麦克斯韦方程组(1. 4. 23) 式的积分形式为

伊· di=－盖f.B • dS 

(b) 

d 
钮， dl= I f +-ID. dS 

dtJs 

钞· dS = Q, 

杠· dS = 0 

(1. 5. l) 

式中 If为通过曲面 S 的总自由电流，Qf为闭合曲面内的总自由电荷．把这组方程应用到界面

上可以得到两侧场量的关系．

为了弄清楚边值关系的物理意义，我们先把总电场的麦克斯韦方程
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叶E • dS = Q, + Qp 
s 

(1. 5.2) 

应用到两介质边界上的一个扁平状柱体（图 1-12）．上式左边的面积分遍及柱体的上下底和侧

面，Q,和QP 分别为柱体内的总自由电荷和总束缚电荷，它们等 ten 

千相应的电荷面密度 6『和吓乘以底面积 AS．当柱体的厚度趋

于零时，对侧面的积分趋于零，对上下底积分得 (E2n -E,n) A.S. 

由(1. 5. 2) 式得

8。(E2n - EI J = U f十吓 (1. 5. 3) 

由(1. 4. 4) 式有

p2n - pin = -吓

两式相加，利用 Dln=C。E ln +Pi n,D2n = ~。E2n+P加，得

D 2n - D In = Ur (L 5. 5) 

/' 

l 

图 1 :-12 

由(1. 5. 3) 式—(1. 5.5) 式看出，极化矢量法向分量尺的跃变与束缚电荷面密度相关，队的

跃变与自由电荷面密度相关，队的跃变与总电荷面密度相关．

由上面的推导我们可以看清楚自由面电荷和束缚面电荷在边值关系中所起的作用．由于

在通常情形下只给出自由电荷，因此实际上主要应用到边值关系(1. .5.5) 式，即队的跃变式．
队的跃变式可以较简单地由麦克斯韦方程组的积分形式直接得出．把(1. 5. 1) 第三式直接用

到图 1-12 的扁平状区域上，由于侧面的积分趋千零，得

(D2n-Dln) AS =6f AS · 

由此立刻可得(1. 5. 5) 式．

对于磁场 B ，把（1. 5. 1) 第四式应用到边界上的扁平状区域上，重复以上推导可以得到

B2n = B i n (1. 5. 6) 

2. 切向分量的跃变

面电荷分布使界面两侧电场法向分量发生跃变．下面我们证明面电流分布使界面两侧磁

场切向分量发生跃变．为此先说明表面电流分布的概念．

我们知道，高频电流有所谓趋肤效应，即高频电流只分布在导体表面很薄的一层上．根据

所研究问题性质的不同，对这种电流分布可以有两种不同的描述方法．一种是

对它作比较细致的描述，即把它作为体电流分布J而研究它如何在薄层内变

化另一种描述是对它作整体的描述，即不讨论它如何在薄层内分布，而把薄

层看作几何面，把薄层内流过的体电流看作集中在几何面上的面电流．这两种

描述方法在不同情况下都会应用到

面电流分布的另一例子是磁性物质表面上的磁化电流．例如一根沿轴向

均匀磁化的铁棒，其内部分子磁矩都有一定取向．如图 1-13 所示，在铁棒内

部，分子电流互相抵消，但在靠近棒侧面上的分子电流则构成宏观的磁化电流
图 1-13



§ 1. 5 电磁场边值关系一 25

面分布

由这些例子可见，面电流实际上是在靠近表面的相当多分子层内的平均宏观效应．设想薄

层的厚度趋于零，则通过电流的横截面变为横截线．定义电流线密度＂，其大小等于垂直通过

单位横截线的电流．图 1-14 表示界面的一部分，其上有面电流，其线密度为 ",Al 为横截线．

垂直流过 Al 段的电流为

Ill= alll (1. 5. 7) 

由于存在面电流，在界面两侧的磁场强度发生跃变．如图 1-15 所示，在界面两旁取一狭

长形回路，回路的一长边在介质 1 中，另一长边在介质 2 中．长边 Ill 与面电流＂f正交．把麦克

斯韦方程组(1. 5. 1)第二式应用到狭长形回路上．取回路上、下边深入到足够多分子层内部，

使面电流完全通过回路内部．从宏观来说回路短边的长度仍可看作趋千零，因而有

钮• dl = (H 21 - H II) Ill 

en 

图 1-14

其中 e，表示沿 Al 方向的单位矢量．通过回路内的总自由电流为

I f = a f Al 

aD 
由于回路所围面积趋于零，而一－为有限量，因而at 

勹D • dS--.. 0 
dtJs 

把这些式子代入(1. 5. 1) 第二式中得

en 

图 1-15

H2t - H11 = ac (1. 5. 8) 

上式可以用矢量形式表示．设 Al 为界面上任一线元，en 为界面的法线方向单位矢量．流过

Ill 的自由电流为

Ir = en X Ill. Cle = Cle X en. Ill 

对狭长形回路用麦克斯韦方程组(1. 5. 1) 第二式得

钮• di = (H 2 - H l) • Ill = I, : er, X B n • Ill 

由于 Al 为界面上任一矢量，因此
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(H 2 - HI) II: a,)( t n 

式中／／表示投射到界面上的矢量．上式再用 en 矢乘，注意到 e"x(H2-H,) II =enx(H2-H，），而

且 en • err= 0 ，得

en X (H2 -H,)=a, (1. 5. 9) 

这就是磁场切向分量的边值关系．

同理，由(I. 5. I) 第一式可得电场切向分量的边值关系：

en X (E2 -E1)=0 (1. 5. 10) 

此式表示界面两侧 E 的切向分量连续．

以后在公式中出现的 6 和 a，除特别声明者外，都代表自由电荷面密度和自由电流线密

度，不再写出下角标f．总括我们得到的边值关系为

en X (E2 -E,)=O 

e"x(H2-H1)=a 

e" • (D2 - D,) = u 

en•(B2-B1)=0 

(l. 5. 11) 

en 是从介质 l 指向介质 2 的法向单位矢量．这组方程和麦克斯韦方程组(1. 5. 1) 式一一对应．

边值关系表示界面两侧的场与界面上电荷电流的制约关系，它们实质上是边界上的场方程．由

于实际问题往往含有几种介质以及导体在内，因此，边值关系的具体应用对于解决实际问题是

十分重要的．

例1. 3 无穷大平行板电容器内有两层介质（图 1-16），极板上电荷面密度为士6f，求电场

和束缚电荷分布．

解 由对称性可知电场沿垂直于平板的方向．把(1. 5. 11) 式应用于下板与介质 l 界面

上，因导体内场强为零，故得

Dl =6 f 勺r
c2 

同样，把(1. 5. 11) 式应用到上板与介质 2 界面上得
&1 

D2 = Ur 
切f

由这两式得
图 1-16

Uc - Uc 
E1 =.......:., E2 =.......:. 

&1 82 

束缚电荷分布于介质表面上．在两介质界面处，uc=O ，由（1. 5. 3) 式得

吓= e。(E2 －且） = （竺＿竺)u,
c2 81 

在介质 l 与下板分界处，由(1. 5. 3) 式得

叶＝－ u, 十 8。E, =- u,(I -勹
81 

在介质 2 与上板分界处
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咕＝ 6r -C。趴＝ 6『(I －笥

容易验证，6产叶＋叶＝ 0，介质整体是电中性的．

§ 1.6 电磁场的能置和能流

电磁场是一种物质，它具有内部运动．电磁场的运动和其他物质运动形式相比有它特殊的

一面，但同时也有普遍的一面，即电磁场运动和其他物质运动形式之间能够互相转化．这种普

遍性的反映是各种运动形式有共同的运动址度一能量．我们对一种新的运动形态的认识是

通过它和已知的运动形态的能量守恒定律来得到的．下面我们将通过电磁场和带电物体相互

作用过程中，电磁场的能量和带电物体运动的机械能相互转化来求出电磁场的能量表达式．

1.场和电荷系统的能量守恒定律的一般形式

下面我们先一般地考虑怎样描述场的运动能量问题．以天线辐射电磁波的过程为例，在这

个过程中，电磁能量随着电磁波的运动不断地从天线传向远方．在空间各点上，都可以接收到

电磁波的能量，但是同一接收器在不同点上的接收功率是不同的，它与离天线的距离有关，而

且也和方向有关．由此可见，能量是按一定方式分布于场内的，而且由于场在运动着，场能量不

是固定地分布于空间中，而是随着场的运动在空间中传播的．因此，我们需要引入两个物理量

来描述电磁场的能量：

(I) 场的能量密度切，它是场内单位体积的能量，是空间位置 x 和时间t的函数，切＝

切(x, t);

(2) 场的能流密度 S，它描述能量在场内的传播． S 的方向代表能量传输方向，它的数值等

千单位时间内流过单位横截面积的能量．

场和电荷相互作用时，能量就在场和电荷之间转移．例如在接收电磁波的过程中，电磁场

作用于接收天线的自由电荷上，引起天线上的电流，电磁波的一部分能量即转化为接收系统的

电磁能量．由此，场和电荷之间，场的一区域与另一区域之间，都可能发生能量转移．在转移过

程中总能量是守恒的． ．

考虑空间某区域 V，其界面为 S．设 V 内有电荷电流分布p和J．能量守恒定律要求单位时

间通过界面 S 流入 V 内的能量等于场对 V 内电荷做功的功率与 V 内电磁场能量增加率之和．

以／表示场对电荷作用力密度，v 表示电荷运动速度，则场对电荷系统所做的功率为

f f • odV 

V 内场的能量增加率为

d 
盂fvwdV

坛
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通过界面 S 流人 V 内的能量为

-fss. 如
为避免混淆，面元改写为 du，式中的负号是由千我们规定界面的法线向外所致．能量守恒定律

的积分形式是

d - fs S • du = fv! • vd V +瓦fvwdV (I. 6. I) 

相应的微分形式为

aw 
V·S+~=- f •v at 

(1. 6. 2) 

若 V包括整个空间，则通过无限远界面的能量应为零．这时(1. 6. 1)式左边的面积分为零，因而

d 
f.. l • vdV ＝一面J.. wd V (1. 6. 3) 

此式表示场对电荷所做的总功率等于场的总能量减小率，因此场和电荷的总能量守恒．

2．电磁场能量密度和能流密度表示式

下面我们根据场和电荷相互作用的规律——麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式来求出电磁

场的能量密度和能流密度的具体表示式．由洛伦兹力公式得

f · v = (p E + p v x B) • v = p v • E = J • E (1. 6. 4) 

把此式与(1. 6. 2) 式比较，为了求得 S 和 w，需要用麦克斯韦方程组把J ·E 全部用场量表出 .. 

由麦克斯韦方程组(1. 4. 23) 的第二式，即

aD 
J =VxH--=-

at 

得

J • E = E • (V x H) - E ·— 
aD 
a, 

用矢量分析公式［附录(I. 21) 式］及麦克斯韦方程组得

E. (V X H) =-VI (EX H) + H. (V XE) 

=- V • (E x H) - H •一
aB 
at 

代人(1. 6. 5) 式得

aD __ as 
J • E == - V • (E x H) - E •— -H ．一at at 

和(1. 6. 2) 式比较得到能流密度 S 和能扯密度变化率加／at的表示式

S==ExH 

iJw _ aD __ aB 
— =E•~+H· 一at at at 

(1. 6. 5) 

(l. 6. 6) 

(1. 6. 7) 

、
丿
、
丿

89 

. 

66 
.. 11 (( 
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能流密度 S 也称为坡印廷 (Poynting)矢量，是电磁波传播问题的一个重要物理量．

下面我们分两种情形讨论所得的结果．

(1) 真空中电荷分布情形．此情况下相互作用的物质是电磁场和自由电荷，能量在两者之

间转移在真空中：

因此，有

w 是真空中的电磁场能量密度．

H =—B, D = e。E
µ。

S = -E X B 
µ。

w= 钊 6。矿＋沪
(1. 6. 10) 

(2) 介质内的电磁能量和能流．介质（包括导电物质）内既有自由电荷也有束缚电荷．此情

况下相互作用的系统包括三个方面：电磁场、自由电荷和介质．场对自由电荷所做的功率密度为

J ·E，它或者变为电荷的动能，或者变为焦耳热．场对介质中束缚电荷所做的功转化为极化能和
磁化能而储存于介质中，也可能有一部分转化为分子热运动（介质损耗）．当外场变化时，极化能

和磁化能亦发生变化，如果不计及介质损耗，则这种变化是可逆的介质的极化和磁化状态由介

质电磁性质方程确定，一定的宏观电磁场对应于一定的介质极化和磁化状态，因此我们把极化能

和磁化能归入场能中一起考虑，成为介质中的总电磁能量．（1. 6. 8) 式和(1. 6. 9) 式中的 S 和 w

就是代表这种电磁能量的能流密度和能量密度．由(1. 6. 9) 式，介质中场能量的改变量为

8w = E • 6D + H • 8B 

在线性介质情形，D=eE,B=µH，上式可以积分得场能量密度表示式为

w= 一（E • D + H • B) 
2 

但必须注意此式仅适用于线性介质．在一般情况下，必须应用普遍的公式(1. 6.11).

3．电磁能量的传输

(1. 6. I I) 

(1. 6. 12) 

在电磁波情形中，能量在场中传播的实质，一般是容易理解的．但是在恒定电流或低频交

流电情况下，由于通常只需解电路方程，不必直接研究电磁场量，人们往往忽视能量在场中传

播的实质．事实上，在这种情形下，电磁能量也是在场中传输的，在电路中，物理系统的能量包

括导线内部电子运动的动能和导线周围空间中的电磁场能量．我们先看电子运动的动能．导线

内的电流密度为

1 = rev= nev 

式中 2号表示对单位体积内自由电子求和，n 为单位体积自由电子数， 6 为电子运动平均漂移

速度．一般金属导体内有 n~1023/cm3 ，对千 1 A/mm2 的电流密度来说，J= 106 A/m2 ，电子电荷

e~1. 6xl0-19 C ，把这些数值代入上式得万～6x10一 5 m/s. 由此可见，导体内自由电子的平均漂移
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速度是很小的，相应的动能也很小．而且，在恒定情况下，整个回路（包括负载电阻上），电流 I

都有相同的值，因此，电子运动的能量并不是供给负载上消耗的能量．在负载上以及在导线上

消耗的功率完全是在场中传输的．导线上的电流和周围空间或介质内的电磁场互相制约，使电

磁能量在导线附近的电磁场中沿一定方向传输．在传输过程中，一部分能量进人导线内部变为

焦耳热损耗；在负载电阻上，电磁能量从场中流人电阻内，供给负载所消耗的能量．在第三章我

们再详细讨论导体上的电流和导体周围电磁场的相互制约关系．下面举一例说明恒定情况下

的电磁能量传输问题．

例 1. 4 同轴传输线内导线半径为 a，外导线半径为 b，两导线间为均匀绝缘介质（图 1-17).

导线载有电流 I，两导线间的电压为 u.

(1) 忽略导线的电阻，计算介质中的能流密度 S 和传输功率；

(2) 计及内导线的有限电导率，计算通

过内导线表面进入导线内的能流，证明它

等于导线的损耗功率．

解 (1) 以距对称轴为 r 的半径作一

圆周 (a<r<b），应用安培环路定理，由对称

性得 21rrH令＝ I，因而

I 
凡＝—

21rr 

s 

. 
,, 

..s 

(a) (b) 

图 1-17

导线表面上一般带有电荷，设内导线单位长度的电荷（电荷线密度）为入，应用高斯定理，由对

称性可得 2丁rEr ＝入／B, 因而有

入
E,=-— 

2'1TBr 

能流密度为

从
S =Ex H = E,H令e, = -ez 

4 'ff' 8r 

式中q为沿导线轴向单位矢量．

两导线间的电压为

b,\ b 
U= f且dr ＝一ln一
“2'Tl'8 a 

因而

UI 1 
S = --e 

b r2 • 
21Tln-

a 

则 S 对两导线间圆环状截面积分得传输功率为

• Ul 1 
P = J: S • 2,rrdr = f"勹 7dr = Ul 

ln...:.... 
a 



Ul 即为通常在电路问题中的传输功率表示式，此功率是在场中传输的．

(2) 设内导线的电导率为 c，由欧姆(Ohm) 定律，在导线内部有

J I 
E= —=—e 

O' 1Ta· O' 

习题一 31

由千电场切向分量是连续的，因此在紧贴内导线表面的介质内，电场除有径向分量 E，外，还有

切向分量 E.:

E. I,•a=± 
r • a 1ra u 

因此，能流 S 除有沿 z 轴传输的分量 sz 外，还有沿径向进人导线内的分量－s,:

- S, = E,H中 1=` I2 
r=a 2矿a3u

流进长度为 Al 的导线内部的功率为

2 Al 
- s_.. 2 '1TaAl = I — =/2R 

2 
'1Ta o· 

式中 R 为该段导线的电阻，I2R 正是该段导线内的损耗功率．在有损耗的同轴线芯附近能流密

度如图 1-17(b) 所示．

[ — 习豚 ] 
1. 1 根据算符V的微分性与矢量性，推导下列公式；

V (A • B) = B x (V x A) + (B • V) A +, A x (V x B) + (A • V) B 

1 
A X (V X A) = ~ V A2_ 1(A • V)A 

2 

1. 2 设 u 是空间坐标元、y、z 的函数，证明：

df 
VI(u) = - V u 

du 

dA 
V ·A(u)=Vu• "7""" 

du 

dA 
VxA(u)=Vux — 

du 

I. 3 设 r= ✓"千） 2 ＋(y-y')互G一宁为源点 x'到场点 x 的距离， r 的方向规定为从源

点指向场点．

a a a 
(I)证明下列结果，并体会对源变数求微商伈＇＝e付歹+ e,-/;;”飞正｝与对场变数求微

商(V=e“ 立＋e-e，立）的关系：
加的扣
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r 
Vr=-V'r=..:.... 

r 

1 _. 1 r 
V~ =-V' —=- --
r. r r3 

。__ 
r-3r x v 

r r 
V· 丁 =-V'. 丁＝ 0 (r 7' 0) 

r r 

（最后一式在 r=O 点不成立，见第二章§ 5). 

(2) 求 V • r, V xr, (a • V) r, V (a • r), V • [ E。sin(k • r)] 及 Vx[E。sin(k • r)] ，其中 a 、

k 及 E。均为常矢量．

l.4 应用数学中的高斯定理证明：

J., d V V X / = £ dS XI 

应用斯托克斯(Stokes) 定理。证明

L dS X V "'= £ dl中
1. 5 已知一个电荷系统的电偶极矩定义为

p(t) = J f (x', t )x'dV' 
v 

利用电荷守恒定律V • J~=O 证明p的变化率为
at 

些＝［J(x', t) dV' 
dt v 

mxRm.R 
1. 6 若 m 是常矢量，证明除 R=O 点以外，矢量 A=-—－的旋度等于标量p=———的梯度R3 R3 

的负值，即

VxA=-V 'P 

其中 R 为坐标原点到场点的距离，方向由原点指向场点．

1. 7 有一内外半径分别为 r1 和 r2 的空心介质球，介质的电容率为 8．使介质内均匀带

(R :y1: 0) 

电，静止自由电荷密度为p，，求：

(1) 空间各点的电场，

(2) 极化体电荷和极化面电荷分布．

答案：

0 数学上，斯托克斯定理即用曲面积分来表示曲线积分 1

权 •dl= fsv)(I· dS 
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(r3 ; -,3 ;)p, r 
(r > r2) 

3s。 r3 

E = ~ (r3 一片）Pr r 
(r i < r < r2) 

3矿

。 (r <'1) 

p, = - (1 -7) Pr (r1 < r < r,) 

r! - r! I _ e。
吓＝飞－（ 1 －了）p1 (r=r,) 

吓＝ 0 (r = r1) 

1. 8 内外半径分别为 r) 和 r2 的无穷长中空导体圆柱，沿轴向流有恒定均匀自由电流J,.

导体的磁导率为µ．求磁感应强度和磁化电流．

答案：

µ。(r; -片）
2r2 

Ir x r • (r > r2) 

B= 伍（ r2 一片）

2r . 
2 Jf xr 

。

, (r1 < r < r2) 

« 

(r < r1) 

JM =(t- 1)1, (r1 < r < r,) 

aM =--(t :_ 1)空J, (r=r,) 

“M =0 (r = , r1) 

1. 9 证明均匀介质内部的极化电荷体密度pP 总是等于自由电荷体密度 Pr 的－（ l- ：）倍．

1. 10 证明两个闭合的恒定电流圈之间的相互作用力大小相等，方向相反（但两个电流

元之间的相互作用力一般并不服从牛顿第三定律）．

1, 11 平行板电容器内有两层介质，它们的厚度分别为 l, 和 l2 ，电容率为 81 和 s2 ，今在两

板接上电动势为g的电池，求；

(1) 电容器两板上的自由电荷面密度"'"

(2) 介质分界面上的自由电荷面密度 "'r

若介质是漏电的，电导率分别为0'1 和 62 ，当电流达到恒定时，上述两问题的结果如何？

答案：

乍

介质绝缘时，
g 

。『l = =-0a 
lI l2 
一＋一
s1 62 
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介质分界面上，

介质漏电时，

介质分界面上，

1. 12 证明：

Q n =0 

8162 g 
“'t = 

吓l1 +u1l2 

-e歹tg
Q n= 

u2l1+u1l2 

B2U1 -u2B1 
叩= g (of1+叭n ＋w13 =O) 

、 u2l1+u1l2

(1) 当两种绝缘介质的分界面上不带自由面电荷时，电场线的曲折满足

tan 02 e2 

=— 
tan 01 e1 

其中 81 和 c2 分别为两种介质的电容率， o1 和 02 分别为界面两侧电场线与法线的夹角．

(2) 当两种导电介质内流有恒定电流时，分界面上电场线的曲折满足

tan 02 u2 

= 
·'tan 01 u1 

其中 U1 和 62 分别为两种介质的电导率．

1. 13 试用边值关系证明：在绝缘介质与导体的分界面上，在静电情况下，导体外表面的

电场线总是垂直于导体表面；在恒定电流情况下，导体内表面电场线总是平行千导体表面．

1. 14 内外半径分别为 a 和 b 的无限长圆柱形电容器，单位长度电荷为入f，板间填充电导

率为 6 的非磁性物质． . 

(1) 证明在介质中任何一点传导电流与位移电流严格抵消，因此内部无磁场；

(2) 求入f随时间的衰减规律；

(3) 求与轴相距为 r 的地方的能量耗散功率密度；

(4) 求长度为 l 的一段介质总的能量耗散功率，并证明它等于这段的静电能减少率．

答案：
, -, 

(2) 入｛＝入 roe II 

气立）2
2 

lu入f b 
(4) 一ln-2 2,re... a 
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本章我们把电磁场的基本理论应用到最简单的情况：电荷静止，相应的电场不随时间变化

的情况．本章研究的主要问题是：在给定的自由电荷分布以及周围空间介质和导体分布的情况

下，怎样求解静电场．

静电场的标势是一个很重要的概念．静电问题通常都是通过标势来求解的．第一节我们引

入标势及其微分方程和边值关系，然后在以后几节中说明解静电场问题的几种方法一一分离

变量法、镜像法和格林函数法． 最后一节我们计算在局部范围内的电荷分布所激发的电场在远

处的展开式，从而引人电多极矩的概念．电多极矩在原子物理、原子核物理以及电磁辐射问题

中都有重要的应用．

§ 2.1 静电场的标势及其微分方程

1.静电场的标势

在静止情况下，电场与磁场无关，麦克斯韦方程组的电场部分为

V x E = 0 (2. 1. I) 

V • D = p (2. 1. 2) 

{ 2. 1. 1) 式表示静电场的无旋性，（ 2. 1. 2) 式表示自由电荷分布p是电位移矢量 D 的源．这两

个方程连同介质的电磁性质方程是解决静电问题的基础．

静电场的无旋性是它的一个重要特性，由于无旋性，我们可以引人一个标势来描述静电

场，和力学中用势函数描述保守力场的方法一样．无旋性的积分形式是电场沿任一闭合回路 L

的环量等于零：

杆· dl = 0 (2. 1. 3) 

设 c1 和 c2 为由九点到 P2 点的两条不同路径． Cl 与－C2 合成闭合回路，因此

f c. E • dl - JC~ E • dl = 0 
c1 
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即

fc,E • di= fc2E • di 

因此，电荷由凡点移至 P2 点时电场对它所做的功与路径无关，而只和两端点有关．把单位正

电荷由 P1 点移至 P2 点，电场 E 对它所做的功为

(E • di 

此功定义为九点和 P2 点的电势差．若电场对电荷做了正功，则电势中下降．由此，

正）－<p (P 1) = - J:~ E • dl (2. 1. 4) 

由此定义，只有两点的电势差才有物理意义，一点处电势的绝对数值是没有物理意义的．

相距为 dl 的两点的电势差为

如＝－ E • dl 

由于

如＝气凸＋气由＋气dz = V'P • dl 
如 ay - az 

因此，电场强度 E 等于电势，的负梯度： 、

E = - V q, (2. 1. 5) 

只有势的差值才有物理意义．但在实际计算中，为了方便，常常选取某个参考点，规定其上

的电势为零，这样整个空间的电势就单值地确定了．参考点的选择是任意的，在电荷分布于有

限区域的情况下，常常选无穷远点作为参考点．令叭 00)= 0 ，由（ 2. 1.4) 式得

叭 P) = J: E • dl (2. 1. 4a) 

(2. 1. 4) 式和 (2. 1. 5) 式是电场强度和电势相互关系的一般公式．由这些公式，当已知电

场强度时，可以求出电势；反过来，已知电势p时，通过求梯度就可以求得电场强度．

下面我们计算给定电荷分布所激发的电势．已知点电荷Q激发的电场强度为

Q E = l.. r 
411'8。 r3

其中 r 为源点到场点的距离．把此式沿径向由场点到无穷远点积分，把积分变数写为 r＇，由

(2. 1. 4a) 式得

• Q I I Q 
叭P) = I 一一dr'=~

r 41TB。产 41T8。 r
(2. 1. 6) 

由电场的叠加性，多个电荷激发的电势Q等于每个电荷激发的电势的代数和．设有一组

点电荷Qi，与场点 P 的距离为 rj，则这组点电荷激发的电势为

Q, 
<p (P)= L一

i 411'8。几

若电荷连续分布于有限区域 V，电荷密度为p，设 r 为由源点 x'到场点 x 的距离（参看
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图 1-1 ），则场点 x 处的电势为

p(x') dV' 
叭x) =I-— v 41T8。 r

(2. 1. 7) 

其中，已把无穷远处取为电势零点．由上式，假如空间中所有电荷分布都给定，电势，，因而电

场 E 就完全确定．但是实际情况往往不是所有电荷分布都能够预先给定的．例如，在某一给定

电荷附近放置一个导体，则导体表面上就会产生感应电荷分布，这个电荷分布正是要从电场与

电荷相互作用的规律求出来，而不是预先给定的．由于导体表面上的电荷分布是未知函数，因

而就不能应用 (2. 1. 7) 式来计算空间中的电势和电场．问题在于(2. 1. 7) 式只反映电荷激发电

场这一方面，而没有反映场对电荷作用的方面．在上述例子中，实际上包括了下面一些物理过

程：给定电荷激发了电场，电场作用到导体自由电子上，引起它们运动，使电荷在导体上重新分

布，最后在总电场（包括给定电荷和导体上感应电荷激发的电场）作用下达到平衡静止状态．

在这静止状态下，导体表面上的感应电荷有确定的分布密度，而空间中的电场也同时确定．由

此例子看出，电荷和电场是互相制约着的．一方面感应电荷的出现是由电场引起的，另一方面

电场又受到感应电荷的影响．我们要同时解出此问题中的电场和感应电荷密度，就必须再深人

一步，研究一个电荷对它邻近的电场是怎样作用的，一点处的电场和它邻近的电场又是怎样联
系的，即要找出电荷和电场相互作用规律的微分形式，而在导体表面或其他边界上场和电荷的

相互关系则由边值关系或边界条件反映出来．这种问题在数学上称为边值问题，即求微分方程

满足给定边界条件的解．下面我们来研究这类问题．

2. 静电势的微分方程和边值关系

在均匀各向同性线性介质中，D=eE，和（ 2. 1. 5) 式一起代人(2. 1. 2) 式得

v2 'P = -.f!_ (2. 1. 8) 
8 

p为自由电荷密度．上式是静电势满足的基本微分方程，称为泊松 (Poisson) 方程．给出边界条

件就可以确定电势 9 的解．

在两介质界面上，电势p必须满足边值关系．我们需要把

电场的边值关系

en X (E 2 - EI) = 0 (2. 1. 9) 

en. (D 2 - DI) = O' (2. I. IO) 

化为电势的边值关系，其中 e” 是由介质 1 指向介质 2 的法向

单位矢量．如图 2-1 所示，考虑介质 1 和介质 2 分界面两侧相

廖n

邻的两点凡和 P2. 由千电场强度有限，而 P1P2-+0 ，把电荷由 图 2-1

九移至 P2 所做的功亦趋于零，因此界面两侧的电势相等

(f) I ='P2 (2. 1. } l) 

即在界面上，电势p是连续的．电势连续条件 (2. 1. 11) 式可以代替电场边值关系 (2. 1. 9) 式．
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因为，设 Pr 和 P；为边界两侧相邻的另外两点，由电势连续条件有，｝＝吐，因而

p}-p l ＝吐－伤

设pl 和 P：相距 Al ，则cp:-cp l =-EI. !:a l ，同样，叶－'P2 = -E2. !:a l ，因此

EI, Al = E2. Al 

由千 Al 为界面上任一线元，上式表示界面两边电场的切向分量相等，与 (2. 1. 9) 式一致鲁

另一边值关系 (2. 1. 10) 式用电势表出为

讷'2 d(() l 
82 __ _81 —=- 6 an. an (2. 1. 12) 

a 
式中一是法线方向的偏导数，O'为界面上的自由电荷面密度．（ 2. 1. 11) 式和 (2. 1. 12) 式是在an 
界面上静电势所满足的边值关系．

. 以上给出边值关系的一般形式．在静电问题中，常常有一些导体存在，由于导体的特殊性

质，在导体表面上的边值关系有它的特点．导体内部有自由电子，在电场作用下这些电子就会

运动．因此，在静止情况下，导体内部电场必须为零，而且导体表面上的电场亦不能有切向分

量，否则电子将沿表面运动．导体内部没有电场的必要条件是导体内部不带净电荷，导体所带

电荷只能分布于表面．因此，导体的静电条件归结如下：

(I) 导体内部不带净电荷，电荷只能分布于导体表面；

(2) 导体内部电场为零；

(3) 导体表面上电场必沿法线方向，因此导体表面为等势面．整个导体的电势相等．

设导体表面所带自由电荷面密度为O'，设它外面的介质电容率为 c ，由（ 2. 1. 11) 式和

(2. 1. 12) 式和导体静电条件得导体表面的边界条件：

p ＝常量

ap 
e —=- o an 

(2. I. I la) 

(2. I. 12a) 

静电学的基本问题是求出在每个均匀区域内满足泊松方程，在所有分界面上满足边值关

系和在所研究的整个区域边界上满足边界条件的电势的解．在第二节中我们将证明，给定区域

V 内的自由电荷分布p，给定区域边界 S 上的电势'P I s 或作为区域边界的导体所带的总电荷，
即能唯一地确定电场，以后几节我们将具体讨论静电场边值间题的求解方法．

3. 静电场能量

由第一章 §6 可知，在线性介质中静电场的总能量为

1 
w =-I E. DdV, 

2 J. 
(2. 1. 13) 

在静电情形下， W 可以用电势和电荷分布表出．由 E=-Vcp和 V • D=p(p为自由电荷密度）得

E • D = - V 'P • D = - V • (cpD) +'P V • D 
i 

=- V • (q; D) + P 'P 
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因此

w =了IVP({)dV －了J., V • (cp D) d V 

式中右边第二项是散度的体积分，它可以化为面积分［见附录(I. 7) 式］

IV V. ('PD) d V = fs'PD. dS 

1 _ 1 
面积分遍及无穷远界面．由于({)~—,D~丁，而面积～户，所以面积分当 r--+oo 时趋于零，因此

1 
W =—Jp'PdV 

2 v 
(2. 1. 14) 

积分只需遍及电荷分布区域 V．此公式是通过自由电荷分布和电势表示出来的静电场总能量．

注意此公式只有作为静电场总能量才有意义，不应该把一p午看作能量密度，因为我们知道能
2 

量是分布于电场内，而不仅在电荷分布区域内．

(2. 1. 14) 式中的p是由电荷分布p激发的电势．若全空间充满均匀介质，电容率为 8，由

(2. 1. 7) 和 (2. 1. 14) 式可以得到电荷分布p所激发的电场总能量为

w ＝古fdvfdV'~ (2. I. 15) 

式中 r 为 x 与 x'点的距离．

我们可以应用 (2. 1. 13) 式—(2. 1. 15) 各式中任一公式来计算静电场总能量．在静电场中

之所以能够通过电荷分布来表示电场能量，是因为在这种情况下电场决定于电荷分布，在场内

没有独立的运动，因而场的能量就由电荷分布所决定．在非恒定情况下，电场和磁场互相激发，

其形式就是独立千电荷分布之外的电磁波运动，因而场的总能量不可能完全通过电荷或电流

分布表示出来．由第一章 §6 我们知道 (2. 1. 13) 式在普遍情况下仍然可以表示电场的能量，但

(2. 1. 14) 式和 (2. 1. 15) 式只在静电场情况下成立．

例 2.1 求均匀电场队的电势．

解 均匀电场中每一点强度队相同，其电场线为平行直线．选空间任一点为原点，并设该

点处的电势为'Po ，由（ 2. 1.4) 式求得任一点 P 处的电势

叭P) = rp。-J E。 .di= rp。- E。· Jpdl 

='P。 -E。 .X (2. 1. 16) 

x 为 P 点的位矢．注意均匀电场可以看作由无穷大平行板电容器产生，其电荷分布不在有限区

域内，因此不能选叭 00) = 0．若选p。 =0 ，则有

'P =- E。. x 

例 2.2 均匀带电的无限长直导线的电荷线密度为入，求电势．

解 如图 2-2 所示，设场点 P 到导线的垂直距离为 R，电荷元入中到P 点的距离为
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豆，由（2. I. 7) 式得

,p (P) = r 一
-.. 4吓。卢

dz 

z 

＝上In(z ＋矿丁） 1 :. 
41T6。

积分结果是无穷大．无穷大的出现和电荷不是有限区域内的分布

有关计算两点 P 和凡的电势差可以不出现无穷大．设 P。点与

导线的垂直距离为 R。，则 P 点和 P。点间的电势差为

叭P) -,p (P。） ＝比二：驾I:M

图 2-2

七三：驾· : l l ＋十盓骂）
入 R! 入 R

= ---ln—=-— In...:..::... 
41T8。 R2 21T8。 R。

若选凡点为参考点，规定<p(R。 )=0 ，则

入 R
<p (R) =-— ln— 

21T8。 R。

取 9 的负梯度得

(2. 1. 17) 

如入
趴＝－—＝ Efl.= Ez = 0 

aR 2'11'8。R'

用高斯定理也可以得出此结果．

例 2.3 求带电荷量为Q、半径为 a 的导体球的静电场总能量．

解 导体球的电荷分布于球面上，整个导体为等势体．用 (2. 1. 14) 式求总能量最为方便．

整个球体的电势为'P. =Q/4"J1'e。a，因此静电场总能量为

Q2 

w = -QP。=—-—'
2 8 "J1'C。 a

静电场总能量也可以由 (2. 1. 13) 式求出．因为球内电场为零，故只需对球外积分：

w =fl (4"J1':02r2)2r2dr叨＝盖［长
Q2 

=-
8 'ff8 。a

§ 2.2 唯一性定理

在上节中我们说明静电学的基本问题是求出在所有边界上满足边值关系或给定边界条件
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的泊松方程的解．本节我们把这些问题确切地表述出来，即需要给出哪一些条件，静电场的解

才能唯一地被确定．

静电场的唯一性定理对千解决实际问题有着重要的意义．因为它首先告诉我们，由哪些因

素可以完全确定静电场，这样在解决实际问题时就有所依据．其次，对千许多实际问题，往往需

要根据给定的条件作一定的分析，提出尝试解．如果所提出的尝试解满足唯一性定理所要求的

全部条件，它就是该问题的唯一正确的解．下面我们先提出并证明一般形式的唯一性定理，然

后再证明有导体存在时的唯一性定理．

1.静电问题的唯一性定理 、

下面我们研究可以均匀分区的区域 V，即 V 可以分为若干个均匀区域 Vi，每一均匀区域的

电容率为 Bi．设 V 内有给定的自由电荷分布p(x）．电势中在均匀区域 Vi内满足泊松方程：

V2cp =- plei (2. 2. 1) 

在两区域 vi和 U 的分界面上满足边值关系：

'Pi=伤

归i = c丿（句j + u 'J 

(2. 2. 2) 

气是由p(x) 确定的分界面上的自由电荷面密度．

泊松方程 (2. 2. 1) 式和边值关系 (2. 2. 2) 式是电势所必须满足的方程，它们属于电场的基

本规律．除此之外，要完全确定 V 内的电场，还必须给出 V 的边界 S 上的一些条件．下面提出的

唯一性定理具体指出所需给定的边界条件．

唯一性定理：设区域 V 内给定自由电荷分布p(x），在 V 的边界 S 上给定

(1) 电势'P Is 
或

(2) 电势的法线方向偏导数竺 Ian Is 

则 V 内的电场唯一地确定．也就是说，在 V 内存在唯一的解，它在每个均匀区域内满足泊松

方程 (2. 2. 1 ），在两个均匀区域分界面上满足边值关系，井在 V 的边界 S 上满足给定的 o 或

ap／加值．

证明 设有两组不同的解矿和p“满足唯一性定理的条件．令

'P =,p'-,p" 

则由V2,p'= -pl e,, V2,p"= -pl s, ，得

V2 ,p = 0 （每个均匀区域 Vi内）

在两均匀区域界面上有·

0; =钓

妞） I =性）』

(2. 2. 3) 

(2. 2. 4) 

(2. 2. 5) 
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在整个区域 V 的边界 S 上有

或

cp I s = cp 'I s 一砂'| !J =0 

纠＝迁 1 － ~l.=oan I s an I s an I s 

、
丿
）

ab 66 
.. 
22 .

. 

22 (( 

考虑第i个均匀区域 V1 的界面 Si上的积分

中q钗cp • dS 

由附录 (I. 7) 式，此积分可以变换为体积分

乎 Bj<pVcp. dS = fvj V. (B j<pVcp) dV 

= f c,(Vp )2dV + f尸吓dV

由 (2. 2. 4) 式，右边最后一项为零，因此

4 8,p Vp. dS = fV,8,(Vp )2dV 

对所有分区域 V` 求和得

2 炉;V 'I'· dS = + f.,s, (V 'I') 2 d V (2. 2. 7) 

在两均匀区域 V｀和 vj的界面上，由 (2. 2. 5) 式，p和 e V cp的法向分量相等，但 dSi=

-dS;．因此，在 (2. 2. 7) 式左边的和式中，内部分界面的积分互相抵消，因而只剩下整个 V 的边

界面 S 上的积分但在 S 上，由 (2. 2. 6) 式，或者'P ls=O ，或者竺| =0，两情形下面积分都等
iJn I s 

于零因此由 (2.2.7) 式有

互f／因） 2dV = 0 

由于被积函数 ei(Vcp )2~0 ，上式成立的条件是在 V 内各点处都有

V cp = 0 

即在 V 内

Q ＝常量

由 (2. 2. 3) 式，对和矿至多只能相差__个常量，但电势的附加常量对电场没有影响，这就证明

了唯一性定理

2. 有导体存在时的唯一性定理

当有导体存在时，由实践经验我们知道，为了确定电场，所需条件有两种类型：一类是给定

每个导体上的电势'Pi，另一类是给定每个导体上的总电荷Qi.

为简单起见，我们只讨论区域内含一种均匀介质的情形．如图 2-3 所示，设在某区域 V 内

有一些导体，我们把除去导体内部以后的区域称为 V＇，故而 V'的边界包括界面 S 以及每个导
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体的表面 Si．设 V＇内有给定电荷分布p ,S 上给定p ls 或竺 1 值．对上
an Is 

述第一种类型的问题，每个导体上的电势'Pi亦给定，即给出了 V'所有边

界上的p或竺值，故而由上一小节证明了的唯一性定理可知， V＇内的电
an 

场唯一地被确定．

对于第二种类型的问题，唯一性定理表述如下：

设区域 V 内有一些导体，给定导体之外的电荷分布p，给定各导体

上的总电荷Qj以及 V 的边界 S 上的p或竺值，则 V 内的电场唯一地确
an 

定．也就是说，存在唯一的解，它在导体以外满足泊松方程

V汤＝－f!_
8 

在第i个导体上满足总电荷条件

才竺dS =~ 
s. on e 

I 

和等势面条件

'P I Si ='Pi＝常量

以及在 V 的边界 S 上具有给定的 "'I s 或~I 值．an Is 

证明 设有两个解p'和矿满足上述条件，令

'P =对－矿

则p满足

V2 <p = O (V' 内）

才竺dS = 0 
S; on 

(() I s ＝常量. 

'P ls=O 或
a'P —|s = 0 an 

对区域 V'用公式

扣 V'P • dS = f v, V • ('P V'P) d V 

。I V'\S 

。2
图 2-3

(2. 2. 8) 

(2. 2. 9) 

(2. 2. 10) 

(2. 2. 11) 

(2. 2. 12) 

(2. 2. 13) 

= IV'(V 'P) 2 d V + IV' 'P V 2 <pd V (2. 2. 14) 

上式左边的面积分包括 V 的边界 S 以及每个导体的表面 Si上的积分．作为 V的边界， S，的法

a 
线指向导体内部．若我们用一表示导体表面的法向偏导数，由 (2. 2. 12) 式，在 S1 上的积分为

on 
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炉 Vtp • dS =-吱 *dS =O 

由 (2.2.13) 式，在 S 上的面积分亦为零．因而 (2. 2. 14) 式左边等于零．该式右边最后一项由

(2. 2. 11) 式得零，因此有

fv. (V <p) 2 d V = 0 
V' 

由此得

V<p = O 

即 9'和矿至多只能相差一个常量，因而电场唯一确定．

当导体外的电势确定后，由边值关系

-3|=6 an IS;. 

可知导体上的电荷面密度亦同时确定．

(2. 2. 15) 

由本定理的证明可以看出电场与电荷的相互制约关系．若空间内有一些导体，给定各导体

上的总电荷后，在空间中就激发了电场．同时导体上的电荷受到电场作用．在静止情况，导体上

的电荷分布使得导体表面为一个等势面．因此，由导体上的总电荷和导体面为等势面的条件，

同时确定空间中的电场以及导体上的电荷面密度．

例 2.4 如图 2-4 所示，两同心导体球壳之间充以两种介质，左

半部电容率为 &1 ，右半部电容率为幻．设内球壳带总电荷Q，外球壳

接地，求介质中电场和内球壳外表面上的电荷分布．

解 设两介质内的电势、电场强度和电位移矢量分别为cpl 、 El 、

DI 和p心丘、D2．由于左右两半是不同介质，因此电场一般不同于只

有一种均匀介质时的球对称解．在找尝试解时，我们先考虑两介质分

界面上的边值关系：

如果我们假设 E 仍保待球对称性，即

E21 : Ell 

D2n = D i n 

A 
El =~r (左半部）

r 

A. 
E2 =~r (右半部）

r 

图 2-4

(2. 2. 16) 

(2. 2. 17) 

(2.2.18) 

(A 为待定常量），则在分界面两侧电场与界面相切，并有相同数值，因而边值关系 (2. 2. 16) 得

到满足．而且由千 D2n =D i n= Q，故而 (2.2.17) 式亦被满足球对称的 E 在导体球面上处处与球

面垂直，因而保证导体球面为等势面．为了满足内导体总电荷等于Q的条件，我们计算内导体

球面上的积分：

钞· dS = f,今 e,E, • dS + f,令屯• dS = Q (2. 2. 19) 
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其中 S1 和 S2 分别为左右半球面．把 (2. 2. 18) 式代人得

21r(e1 + e2)A = Q 

解出

Q 
A= 

21r(e1 + 82) 

代人(2.2.18) 式得

El = 
Qr 

2,r (e 1 + e 2) r3 
（左半部）

Qr 
E2 = （右半部）

石（ &1 + &2)r 

此解满足唯一性定理的所有条件，因此是唯一正确的解．

(2. 2. 20) 

虽然 E 仍保持球对称性，但是 D 和导体面上的自由电荷面密度 6 不具有球对称性．设内

导体球半径为 a，则球面上的自由电荷面密度为

B1 Q 
6l= Dlr =c1且，＝ 2 ,（左半部）

21T亿＋ e2)a

E2 Q 
U2 = D2r = E2氐＝ 2 （右半部）

21r(e1 + e2)a 

注意导体两半球面上的自由电荷分布是不同的，但 E 却保持球对称性．请读者试解释这

一点．

§ 2.3 拉普拉斯方程分离变量法

以上两节给出静电问题的一般公式，并说明静电学的基本问题是求满足给定边界条件的

泊松方程的解．只有在界面形状是比较简单的几何曲面时，这类问题的解才能以解析形式给

出，而且视具体情况不同而有不同解法．本节和以下几节我们研究几种求解的解析方法．

在许多实际问题中，静电场是由带电导体决定的．例如电容器内部的电场是由作为电极的

两个导体板上所带电荷决定的；又如电子光学系统的静电透镜内部，电场是由分布于电极上的

自由电荷决定的．这些问题的特点是自由电荷只出现在一些导体的表面上，在空间中没有其他

自由电荷分布．因此，如果我们选择这些导体表面作为区域 V 的边界，则在 V 内部自由电荷密

度p=O，因而泊松方程化为比较简单的拉普拉斯(Laplace) 方程：

V2o = 0 (2.3. 1) 

产生此电场的电荷都分布千区域 V 的边界上，它们的作用通过边界条件反映出来．因此，这类

问题的解法是求拉普拉斯方程的满足边界条件的解．

(2. 3. 1) 式的通解可以用分离变量法求出．先根据界面形状选择适当的坐标系，然后在该 • 
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坐标系中用分离变擞法解拉普拉斯方程．最常用的坐标系有球坐标系和柱坐标系．这里我们写

出用球坐标系得出的通解形式（见附录 1l ）．球坐标用 (R,8 ，中）表示， R 为半径， 0 为极角，中为

方位角．拉普拉斯方程在球坐标中的通解为

b ,p (R,6 ，中）＝g（ anmR几十I?)贮（ cos (})cos m中＋

g (cnmR'1 十卢）贮(cos 6) si n m中 (2. 3. 2) 

式中 n 从 0 到无穷大求和， m 从 0 到 n 求和； anm 、 bnm 、 cnm 和 dnm 为任意常数，在具体问题中由

边界条件定出． P只 cos 8) 为连带勒让德(Legendre) 函数．若该问题中具有对称轴，取此轴为极

轴，则电势p不依赖于方位角中，此情形下通解为

q, = ~ (a.R” ＋卢）凡（ cos 0) (2. 3. 3) 

P n(COS 0) 为勒让德函数， a,. 和从是任意常数，由边界条件确定．

在每一个没有电荷分布的区域内冲满足拉普拉斯方程，其通解已由 (2. 3. 2) 式或 (2. 3. 3) 式

给出，剩下的问题就是由边界条件确定这些通解中所含的任意常数，得到满足边界条件的特

解．下面举一些具体例子说明确定特解的方法．

例 2.5 一个内径和外径分别为凡和凡的导体球壳，带电荷Q，同心地包围着一个半径

为凡的导体球（ R)＜凡）．使这个导体球接地，求空间各点的电势和这个导体球的感应电荷．

解 此问题有球对称性，电势p不依赖于角度 0 和中，因此可以只取 (2. 3. 3) 式的 n=O

项．设导体壳外和壳内的电势为

边界条件为：

(1) 因内导体球接地，故有

b 
'P 1 = a ~— (R > R3) 'R 

d 
伤＝ C +— (R2 > R > R1) 

R 

伤 1 正 R, ='P 1 I R-• = 0 

(2) 因整个导体球壳为等势体，故有

'P2 I RaR2 ='P l I RaR3 

(3) 球壳带总电荷Q，因而

才立2dO+f竺R'dn::.:9
R..R3 aR 正 R2 aR - s。

把 (2.3.4) 式代人这些边界条件中，得

a= 0, 
d 

C +- = 0 
Ri 

(2. 3. 4) 

(2. 3. 5) 

(2. 3. 6) 

(2. 3. 7) 
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~- b,_,_ Q 
c+-::-= — b - d =— 

R2 凡'411'C。

由此解出

d ＝义＿ b ＝卫－＋立
41TC。 '41T8。 411'8 。

Q1 
C =-

41TC。RI

其中

R;1 
Ql =- Q 

R;1 - R~一t + R;一 1

把这些值代入(2. 3. 4) 式中，得电势的解为

导体球上的感应电荷为

Q + Q1 

Pl= --- (R ＞凡）
4'1T8。R

01 I 1 1 伤＝己（飞－司 (R, >. R > R,) 

(2. 3. 8) 

(2. 3. 9) 

- C。L. ~R'dfl = Q, (2. 3. 10) 
R ：：斗 aR

例 2.6 电容率为 8 的介质球置于均匀外电场队中，求电势．

解 介质球在外电场中极化，在它表面上产生束缚电荷．这些束缚电荷激发的电场叠加在

原外电场队上，得总电场 E．束缚电荷分布和总电场 E 互相制约，边界条件正确地反映这种制

约关系

设球半径为 R。，球外为真空（图 2-5 ）．此问题具有轴对称

性，对称轴为通过球心沿外电场 E。方向的轴线，取此轴线为

极轴．

介质球的存在使空间分为两均匀区域一一球外区域和球

内区域两区域内部都没有自由电荷，因此电势 9 都满足拉普

拉斯方程以p)代表球外区域的电势，伤代表球内的电势．由 图 2-5

(2.3.3) 式，两区域的通解为

b 
Ip I ＝ ~(a,R” ＋产） P.(cos 8) 

伤＝i (c,R” ＋卢）p.(cos Ii) 

a＂、九、C籍和 d昂是待定常量．边界条件包括：

(1) 无穷远处，E-+队，由第一节例 1 得

'P 1--+-E。Reos fJ = - E。RP I (cos fJ) 

(2. 3. 11) 

• (2. 3. 12) 

(2. 3. 13) 



48 一第二章静电场

因而

a1 =- E。, a,,= 0 (n,'l) 

(2) R=O 处，伤应为有限值，因此

dn = 0 

(3) 在介质球面上(R=R。):

如 I 0伤
Cf) I ='P1, 8。 __ -= 8--

aR OR 

把(2.3.11) 式和 (2. 3. 12) 式代人得

-E。R。p I (COS /J) + ~会P/1 (cos /J) = ~ c.R咒（ cos /J) 

(n + l)b11 
-E丸(cos 0) - ~ ~P11{cos 8) 

。

=;: ~· nc11R江（ cos 8) 

比较 E 的系数得

bl 
-E。R。 +-=cIR。

R~ 

2b] 8 

-E。-—=—C1
R~ e。

由 (2. 3. 18) 式解出

e - e。

b1=~E。R~'
• e + 2e。

3e。
CI = -~E。

B + 2e。

比较 (2°. 3. 17) 式其他 P” 项的系数可解出
b,, = c,, = 0, n ~ 1 

所有常量巳经定出，因此本问题的解为

e-e。 E。R扣OS 8 
中I=- E。Reos 8 + 

e + 2e。 R2

3e。
伤=- E。Reos 8 

8 +28。

(2. 3. 14) 

(2. 3. 15) 

(2. 3. 16) 

(2. 3. 17) 

(2. 3. 18) 

(2. 3. 19) 

(2. 3. 20) 

(2. 3. 21) 

38。 3s。
现在讨论此解的物理意义．由 (2.3.21) 式，球内电场为一一－E。,因为——－总小于 L 所

社28。社2s。

以球内电场比原外电场队为弱，这是由于介质球极化后在右半球面上产生正束缚电荷，在左

半球面上产生负束缚电荷，故而在球内束缚电荷激发的场与原外场反向，使总电场减弱．在球

内总电场作用下，介质的极化强度为

s-s。

P =X.e。E=(s-s。 )E =3s。E。
s + 2s。

(2.3.22) 
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介质球的总电偶极矩为

41T e- 8。
p = ~R~P=—41T8。R~E。

3 8 +2C。
(2. 3. 23) 

(2.3.21) 式'P 1 中的第二项正是这个电偶极矩所产生的电势

I p •R e-e。 E。R~
=—C08 0 

41TC。 R3 e + 2e。 R2
(2. 3. 24) 

例 2.7 半径为凡的接地导体球置于均匀外电场队中，求电势和导体上的电荷面密度．

解 用导体表面边界条件(2. 1. 1 la) 式和 (2. 1. 12a) 式，照上例方法可解出导体球外电势为

E。R~
'P =- E。Reos 8 +—— cos 8 R2 

(2. 3. 25) 

导体面上自由电荷面密度为

aq, 
6 =- 8。-| = 38。E。 COS (J

aR I R=R。
(2.3.26) 

读者可自行推导并讨论所得结果．

静电学某些应用和以上两例有关．例如静电选矿就是利用非均匀电场对介质颗粒的吸引

力来分选矿粒的．在非均匀电场中，若在颗粒体积之内电场变化不大，则介质颗粒的偶极矩大

致上由 (2. 3. 23) 式表示，其中队为颗粒所在处的外电场．颗粒极化后受到非均匀电场的吸引

力，吸引力的大小依赖于 e，由此可以分选不同矿质的颗粒

例 2.8 导体尖劈带电势 V，分析它的尖角附近的电场．

解 用柱坐标系．取 z 轴沿尖边．设尖劈以外的空间，即电场存在的空间为 0~中~ 21r-a 

(a 为小角）．因 9 不依赖于 z，柱坐标下的拉普拉斯方程为

乌尸）心立＝ 0
T ar\ ar I Tl, a中

用分离变量法解此方程．设p的特解为'P = R(r）＠（中），则上式分解为两个方程：

d2R dR 
r -- + r-=.,,2R 

dr2 - dr 

d2@ 

d矿
一— +.,,2® = 0 

其中 v 为某些正实数或 0．把p的特解叠加得p的通解

'P = (A。+ B。 In r) (C。+ D。中） + 

泣）（A,,r，， +B厂） ( C,, cos "中＋ D，， s i n.,, 中）

各待定常量和 v 的可能值都由边界条件确定．

在尖劈中＝ 0 面上，尸＝ V，与 r 无关，由此

A。C。 =V, B。 =0

C,, =0(v 产 0)

(2. 3. 27) 

(2. 3. 28) 
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因 r-+O 时p有限，得

B。 =B., = 0 

在尖劈中＝ 21r-a 面上，有cp =V，与 r 无关，必须有

因此 v 的可能值为

考虑这些条件，p可以重写为

D。 =0

sin v(21r - a)= 0 

n 
v"=~ (n=l,2, …) 

a 
2 - --

'11' 

cp =V+ L 心”几sin 11“中
几

(2. 3. 29} 

(2. 3. 30) 

为了确定待定常量 An ，还必须用某一大曲面包围着电场存在的区域，并给定这曲面上的边界

条件．因此，本题所给的条件是不完全的，还不足以确定全空间的电场．但是，我们可以对尖角

附近的电场作出一定的分析：

在尖角附近，r-+0, (2. 3. 30) 式的求和式的主要贡献来自 r 最低幕次项，即 n=l 项．因此，

电场为

叮·p ~V + A1r-1sin v冲

如 PL一 1.
Er=- —~ -v1A1,-~ -sin v冲ar 

1 a'P .,,1 一 1
E中＝－了五～－ v心r cosv冲

尖劈两面上的自由电荷面密度为

c = 8。且＝『一0:凡
（中＝ O)

（中＝ 21r - a) 

(2. 3. 31) 

(2. 3. 32) 

叮一 1~ - 8。 v1 A 1 r 1 •. < 2. 3. 33) 

若 a 很小，有 v1~—，尖角附近的场强和电荷面密度都近似地正比于 r一了．由此可见，尖角附近
2 

可能存在很强的电场和电荷面密度．相应的三维针尖问题就是尖端放电现象．

§ 2.4 镜像法

上节研究了拉普拉斯方程的解法，它适用千所考虑的区域内没有自由电荷分布的情况、．若

求解电场的区域内有自由电荷，我们必须解泊松方程．一种重要的特殊情形是区域内只有一个

或几个点电荷，区域边界是导体或介质界面．现在介绍解这类问题的一种特殊方法．
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设点电荷Q附近有一导体，在点电荷的电场作用下，导体面上出现感应电荷．我们希望求

出导体外面空间中的电场，这电场包括点电荷Q所激发的电场和导体上感应电荷所激发的电

场．我们设想，导体面上的感应电荷对空间中电场的影响能否用导体内部某个或某几个假想电

荷来代替？注意我们在作这种代换时井没有改变空间中的电荷分布（在求解电场的区域，即

导体外部空间中仍然是只有一个点电荷Q），因而井不影响泊松方程，问题的关键在千能否满

足边界条件．如果用这些代换确实能够满足边界条件，则我们所设想的假想电荷就可以用来代

替导体面上的感应电荷分布，从而问题的解可以简单地表示出来．下面举一些例子说明此方法

的应用．

例 2.9 接地无限大平面导体板附近有一点电荷Q，求空间中的电场．

解 从物理上分析，在点电荷Q的电场作用下，导体板上出现感应电荷分布．若Q为正

的，则感应电荷为负的．空间中的电场是由给定的点电荷Q以及导体面上的感应电荷共同激

发的，而另一方面感应电荷分布又是在总电场作用下达到平衡的结果．平衡的条件就是导体的

静电条件，即导体表面为一等势面．所以此问题的边界条件是

o ＝常量 （导体面上）

或者说，电场线必须与导体平板垂直．

怎样才能满足这一边界条件呢？我们设想，感应电荷对空间电场的作用能否用一个假想

电荷来代替？如图 2-6 所示，设想在导体板下方与电荷Q对称的

位置上放一个假想电荷Q＇，然后把导体板抽去．若Q'=-Q．则假想

电荷Q'与给定电荷Q激发的总电场如图所示，由对称性容易看出，

在原导体板平面上，电场线处处与它正交，因而边界条件得到满

足．因此，导体板上的感应电荷确实可以用板下方一个假想电荷Q'

代替Q'称为Q的镜像电荷

导体板上部空间的电场可以看作原电荷Q与镜像电荷Q'=-Q

共同激发的电场．以 r 表示Q到场点 P 的距离， r，表示镜像电荷Q'

到 P 的距离，P 点的电势为

ip (P) ＝土（？舟

\ \'\'I I, I ` \ \'I I, 、、\ \'I I, 
、、\I I'一，..._、,... 

- - 
、:::;.... -...____-=--,,, II\、~----- ... 

--/7 ! \\、...---
图 2-6

(2. 4. la) 

选Q到导体板上的投影点 0 作为坐标原点，设Q到导体板的距离为 a ，有

Q 叭无，y ,z) ＝盂坛尹古丁－年古芦计 (2. 4. I b) 

例 2.10 真空中有一半径为凡的接地导体球，距球心为 a(a>R。)处有一点电荷Q，求空

间各点的电势（图 2-7).

解 假设可以用球内一个假想点电荷Q'来代替球面上感应电荷对空间电场的作用．由对

称性，Q＇应在 OQ连线上．关键是能否选择Q'的大小和位置使得球面上 ~=O 的条件得到满足？

考虑球面上任一点 P［图 2-7(a) ］．边界条件要求
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(a) (b) 

图 2-7

Q. Q' 
—+-=, = 0 
r r 

式中 r 为Q到 P 的距离， r＇为Q'到 P 的距离．因此对球面上任一点，应有

r' Q' 
一＝－—-＝常量
r Q 

由图 2-7(a) 看出，只要选Q'的位置使6.OQ'PC/) 6. OPQ，即

r'R。
—=—＝常量
r a 

b R。
设Q'距球心为 b，两三角形相似的条件为—=—，或

R。 a

由 (2.4.2) 式和 (2. 4. 3) 式求出

R~ 
b =— 

a . 

R。
Q'=-—Q 

a 

(2. 4. 4) 式和 (2. 4. 5) 式确定假想电荷Q'的位置和大小．

(2. 4. 2) 

(2. 4. 3) 

(2. 4. 4) 

(2. 4. 5) 

由Q和镜像电荷Q'激发的总电场能够满足在导体面上(() = 0 的边界条件，因此是空间中

电场的正确解答．球外任一点 P［图 2-7(b)] 的电势为

1 I Q凡Q

勹云U－习
勹°- R。Q/a伍。战心－ 2RCOO口。 ✓矿＋ b2 - 2Rbc…) (2.4.6) 

式中 r 为由Q点到 P 点的距离，r＇为由Q'点到 P 点的距离，R 为由球心 0 到 P 点的距离， 0 为

OP 与 OQ的夹角．

简单讨论一下所得结果．由高斯定理，收敛千球面上的电场强度通量为－Q'la0 ，因此，Q＇等于

球面上的总感应电荷，它是由千受电荷Q的电场吸引而从接地处传至导体球上的．由 (2. 4. 5) 

式， I Q'l<Q，由Q发出的电场线只有一部分收敛于球面上，剩下的部分伸展至无穷远．电场线
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如图 2-8 所示．

例 2.. 11 如上例，但导体球不接地而带电荷Q。，求球

外电势，并求电荷Q所受的力．

解 这里给出的条件是导体上的总电荷．此条件包括

(1) 球面为等势面（电势待定）；

(2) 从球面发出的总电场强度通量为Q。Is。..

由上例可知，若在球外有电荷Q而在球内放置假想电

荷Q＇，其位置和大小如前，则球面上电势为零．若在球心处

再放一个假想电荷Q。-Q＇，则导体球所带总电荷为Q。，同时

球面仍为等势面，其电势为(Q。-Q')/4'1T8 。R。．因此，条件

(l) 和 (2) 都被满足．在图 [2-7(b)] 中，球外任一点 P 的电势为

图 2-8

p ＝盂仵－竺十Q。 +RR。~) (2. 4. 7) 

因为空间中的电场相当于点电荷Q、镜像电荷Q'和球心处的电荷Q。-Q'所激发的电场，因

此电荷Q所受的力等于Q'和球心处的电荷Q。-Q'对它的作用力 F，即有

Q(Q。~ Q'). QQ'QQ。Q2R!(2a2 - R!) 
41re。F = + = - -

a2 i (a - b) 2 . a2 矿 (a2 - R扩．

式中第二项是吸引力，而且当 a----+R。时这项的数值大于第一项．由此可见，即使Q与Q。同号，

只要Q距球面足够近，它就可能受到导体球的吸引力．这是由于感应作用，虽然整个导体的总

电荷是正的，但在靠近Q的球面部分可能出现负电荷．

由上节和本节的例子看出边值关系和边界条件对于解电场问题的重要性．概括起来，大致

有以下几种类型的边界条件： I • 

(1) 两绝缘介质界面上，边值关系为

'P 1 ='P2 

如1 a伤
81 —=82 — an - an 

应用此条件可以把界面两边的电势衔接起来．

(2) 给出导体上的电势，导体面上的边界条件为

'P ='P。 （给定常量）

(3) 给出导体所带总电荷Q，在导体面上的边界条件为

p＝常量 （待定）

才忑dS = Q an 
应用上述边界条件可以唯一地解出静电场．用导体面上的另一边界条件

如
-e —= o曦an 

(2. 4. 8) 

(2.4.9) 

(2. 4. 10) 

(2. 4. 11) 

(2. 4. 12) 

(2. 4. 13) 
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可以得出导体面上的自由电荷面密度<T.

§ 2.5 格林函数

上节研究了一种特殊类型静电问题的解法．这类问题是：空间某区域 V 内有一个点电荷，

V 的边界上具有一定的边界条件（例如'P = 0），求出该点电荷激发的满足给定边界条件的电

场，即解一个点电荷的特殊边值问题．

求解一个点电荷的边值问题在静电学中是有重要意义的．因为这不仅意味着有关该点电

荷的特殊问题得到解决，而且还意味着有更广的一类边值间题可以借此而得到解决．

本节研究较普遍的边值问题：给定 V 内电荷分布p和 V 的边界 S 上各点的电势'Ps 或电场

法向分量习，求 V 内各点电势值．如果边界条件是给定 S 上的电势，这类边值问题称为第一
加 s

类边值问题；如果给定 S 上的竺 ，这类边值间题称为第二类边值问题．
加 s

本节研究这些边值问题是怎样借助于有关点电荷的较简单的边值问题而得到解决的．为

此，我们先说明点电荷密度的数学表示，然后利用格林公式把一般边值问题和有关点电荷的相

应问题联系起来．

1.点电荷密度的 8 函数表示

点电荷是电荷分布的极限情况，它可以看作一个体积很小而电荷密度很大的带电小球的

极限若电荷分布于小体积 AV 内，当体积 AV一0 时，体积内的电荷密度p-+OO ，而保持总电荷

不变，所谓点电荷就是这种电荷分布．处于原点上的单位点电荷的密度用函数 6(x) 表示． 8 函

数定义如下：

6(x) = 0，当 X c;' 0 

fv8(x)dV= 1, 若积分区域V包含 x=O 点

由此定义可见，在 x=O 点处 8(x) 必须为无穷大．因此， 8 （ x) 不是通常

意义上的函数，但是我们可以把它作为某些连续函数的极限来理解．

图 2-9 示意地表示 8 函数作为连续函数的极限．当宽度 2a-+0 ，而保持

曲线下的面积等于 1 时，此极限就可以看作 8 函数． 8 函数在近代物理

学中有着广泛的应用．数学上它是一种广义函数，可以用严格的数学

方法处理

处于 x'点上的单位点电荷的密度用函数 6(x-x') 表示：

(2. 5. 1) 

p 

x 

p(x) = 8(x - x') (2. 5. 2) 图 2-9
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此式当 m勺＇时其值为零，而对包括 x'点在内的区域积分值等千1.

8(x -x') = 0 ，当 X :;I: x' 

f v 8 (x - x') dx = 1 ，当 x ＇ EV

8 函数有如下重要性质：若f(x) 为在原点附近的连续函数， V 包括原点在内，有

t /(x).8 (x) d V = f (0) 

同样，若V 包括 x'点在内，而f(x) 在 x=x'点附近连续，有

f /(x) 8 (x ~ x') dx = f (x') (2. 5. 4) 

上式可以由 8 函数定义推出．由于 8(x-x') 仅在 x=x'点处不为零，所以上式左边的积分实际

上仅需对包围 x'点的任意小区域积分．在该处J(x) 的值为f釭＇），而 8 函数积分值为 1 ，因此积

分结果得出J(x').

2. 格林函数

一个处于 x'点上的单位点电荷所激发的电势 ~(x) 满足泊松方程：

1 
V汤(x)=-;- —8(x - x') 

8。

(2. 5. 3) 

(2. 5. 5) 

设有包含 x'点的某空间区域 V，在 V 的边界 S 上有边界条件

r/J Is = o < 2. s. 6) 

则 (2. 5. 5) 式的满足边界条件(2.5.6) 式的解称为泊松方程在区域 V 的第一类边值问题的格

林(Green) 函数．若在 S 上有另一边界条件：

呻 l
=- 

.an Is e。 S
(2. 5. 7) 

则 (2. 5. 5) 式的满足边界条件(2. 5. 7) 式的解称为泊松方程在区域 V 的第二类边值问题的格

林函数

格林函数一般用 G(x,x') 表示，其中 x'代表源点，即点电荷所在点，x 代表场点．在 (2. 5. 5) 

式中把叭x) 写为 G(x,x＇），得格林函数所满足的微分方程：

1 
沉(x,~')=- —8(x - x') 

8。
(2. 5. 8) 

此方程中的 v2 算符是对 x 点的微分算符．

上节中我们实际上已求出一些区域的格林函数．现列举几种区域的格林函数为例．

(1) 无界空间的格林函数．

在 x'点上一个单位点电荷在无界空间中激发的电势为

1 
cp (x)= —= 

41TB。 r 41TB。 ✓o- %')2 + (r - y')2 + (z - z')2 

l 

式中 r 为源点 x'到场点 x 的距离．因此，无界空间的格林函数为
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1 1 
G(x,x')= — 

41re0 J（兄一尤＇） 2 + (y- y ')2 +(z - z')2 
(2. 5. 9) 

现在我们证明此式满足格林函数方程 (2. 5. 8) 式．为计算方便，选电荷所在点 x'为坐标原点，

即 x'=O．在球坐标中， G(x,O)=---－，由直接计算得
411'C 。 r

V2 ] ＝炒［ r2 年（+)] = 0，若 r 'F 0 

在 r=O 点，一奇异，上式不成立．因此，v2 一是这样一个函数，它在 r 7': 0 处的值为零，只有在 r=O

点上可能不等千零为了进一步确定这一函数，我们采用极限方法：

1 1 
Iv v2 了dV=}吧f V2 (r2 + /)1/2 dV 

• - 3a千dr

＝归严fo (r2 + a2)5/2 

作积分变数变换 r=ap，可见上式的极限存在：

因此我们证明了

IV V2 ;dV =- 12'1TI。。(p2P:df)S/2 =-4了云严［
= - 4 '1T 

1 
v2 —=-4 '1T8(X) 

r 

一般情形下，若源点为 x' 、r 为 x'到 x 的距离，有

1 
v2 —=-41r8(x - x') 

r 

因此证明了 (2.5.9) 式为无界空间的格林函数．

(2) 上半空间的格林函数．

(2. 5. 10) 

当Q =l 时，由上节(2. 4. 1) 式可得上半空间第一类边值间题的格林函数．以导体平面上

任一点为坐标原点，设点电荷Q所在点的坐标为（ x',r',z' ），场点坐标为（ x, y ,z) ，则 (2. 4. l) 

式中的 r 为由 x'点到 x 点的距离， r＇为由镜像点 (x', y',-z') 到场点的距离．上半空间格林函

数为

1 
沪＇） ＝己［心－名＇）i＋(y- y ')2 +(篡勺y-

✓G - z')2 + (y- y')2 + (1 + i')il 
(3) 球外空间的格林函数．

(2. s. 11) 

当Q= I 时由 (2. 4. 6) 式可得球外空间的格林函数．如图 2-10 所示，以球心 0 为坐标原
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点设电荷所在点 P' 的坐标为（ z''r''z' ），场点 P 的坐标为

（父，y ,z). 令

R= ✓7+7+7, 

R'= ✓%'i+ y'i + z' i 

则上节例 2. 10 中 a 对应千 R', b 对应千 R!IR＇，镜像电荷所在

b. R~ 
点的坐标为一X'=--x'·

a R'2 

r = Ix - x'I=✓~ - 2RR'cos a 

r'= Ix －（卢） 2 X＇＝卢尸卫立RR'cos a 

X 

z 

格林函数一 57 

y 

III

J 
、、

图 2-10

式中 a 为 x 与 x'的夹角．若 P 点的球坐标为(R,8 ，中）， P＇点的球坐标为 (R',8＇，中＇），有 cos a= 

cos 8cos 8'+sin (Jsin (J 'cos（中呻＇）．把 (2. 4. 6)式作以上代换得球外空间格林函数为

沪＇）－~-
－
＇
．
一

" s 
。

c R R 2 _ 20 R + 

l 

(2. 5. 12) 

3. 格林公式和边值间题的解

现在阐明如何从格林函数获得一般边值问题的解．先考虑第一类边值问题．设 V 内有电荷

分布p，边界 S 上给定电势p lS ，求 V 内的电势叭x).

相应的格林函数问题是： V 内在 x'点上有一点电荷，边界 S 上给定电势等于 0 ，则 V 内电势

的解为叭x)= G(x,x'). 

用格林公式可以把这两个问题的解联系起来．设区域 V 内有两个函数叭x) 和叭x），有

格林公式

f},t, V21p - ip V汤） dV = f,（心－心） dS (2. 5. 13) 

格林公式证明如下：

由

V, (,,, V'P) =V ,,, .V'P +,t, V2 'P 

减去，，，和p互换位置的相应公式得

,,, v2 'P - "'v2,,,= V. (，，， V'P-'P V 心

因此(2. 5. 13) 式左边是一个散度的体积分，它可化为面积分

J （，，，吓－“扣dV=£( t/l V'P-,p V 心• dS 

格林公式得证．

格林公式对两任意函数，和 U 适用．现在我们取，满足泊松方程：
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1 
v2 'P = -..:._P 

8。
(2. 5. 14) 

取.,,为格林函数 G(x,x＇），它满足方程 (2.5.8），为方便起见，我们把格林公式中的积分变量 x

改为 x',G 中的 x 与 x'互换，得

f) G(x',x) V 为(x') -'P (x') V'2G(x',x) ]dV' 

飞［ G(x',x) 如'f,;:1- cp (x') f,G(x',x)] dS' 

由 (2. 5. 8) 式和（ 2.5.4) 式，上式左边第二项为

l l 
云f'P (x') 6 (x'- x) d V'= —叭x)

8。

(2.5.15) 式左边第一项用 (2.5.14) 式代人，即得

cp (x) = J, G(x',x)p(x') dV'+ e屯［ G(x',x) ~ -

卢）; G(x',x)] dS' 

在第一类边值问题中，格林函数满足边界条件

G(x',x) = 0，当 x' 在 S 上

由 (2. 5. 16) 式得第一类边值问题的解：

叭x) = fv G(x',x)p(x') dV'-

叶p(x') 乌G(x',x) dS' 
an 

(2. 5. 15) 

(2. 5. 16) 

(2. 5. 17) 

(2. 5. 18) 

由此公式，只要知道格林函数 G(x',x），在给定边界上的'P I s 值情形下就可算出区域内
的叭x），因而第一类边值问题完全解决．

对第二类边值问题，由于 G(x',x) 是 x 点处单位点电荷所产生的电势，其电场强度通量在

边界面 S 上应等于一，即
B。

-f.. ¥.dS'= 上
s an'8。

满足上式的最简单的边界条件是(2.5.7) 式，即

aG(x',x) I 1 

加'I怎＇． s =－忑
其中 S 是界面的总面积．由 (2.5.16) 式得第二类边值问题的解：

叭:r) = LG (X'' :r) p (:r I) d V'+ 

中(.r',.r)平dS'+ (,p入

(2. 5. 19) 

(2. 5. 20) 
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其中(p〉 S 是电势在界面 S 上的平均值．

由 (2.5.18) 式和 (2.5.20) 式可见，只要求出区域 V 内的格林函数，则一般边值问题就得

到解决．但是，求格林函数本身一般不是容易的，只有当区域具有简单几何形状时才能得出解

析的解．上节介绍的镜像法就是解格林函数的一种方法．

格林函数法也可以用来解拉普拉斯方程的边值问题．当p =O 时，（ 2.5.18) 式和 (2.5.20)

式就是拉普拉斯方程的相应边值问题的解．

例 2.12 在无穷大导体平面上有半径为 a 的圆，圆内和圆外用极狭窄的绝缘环绝缘．设

圆内电势为 V。，导体板其余部分电势为 0，求上半空间的电势．

解 以圆心为柱坐标系原点，z 轴与平板垂直，R 为空间点到 z 轴的距离． x 点的直角坐标为

(Reos 中， Rsin 中，z),x'点的直角坐标为(R'cos 中 ',R'sin 中＇， z'），上半空间格林函数(2. 5. 11)式用

柱坐标表出为

C(x,x') ＝盂［✓R2 + z2 + R'2 十 z'2 -2立'- 2RR'cos（中一令＇） - 

✓R2 +z2 +R'2+ z'2 +2五－ 2RR'cos（中一中') l (2. 5. 21) 

因为在上半空间p=O，因此这个问题是拉普拉斯方程第一类边值问题．由 (2. 5. 18) 式，上半空

间的电势为

a <p (X)=-e。杆(x')---,C(x',x)dS'
an 

积分面 S 是 z'=O 的无穷大平面．法线沿－z＇方向．先计算格林函数的法向导数：

立卫i=上
加＇ 扣＇置1= 。 21re。[ R2 + z2 + R'2 - 2RR'cos（中一中＇） ] 3/2 

由于 S 上只有圆内部分电势不为零，因此 (2. 5. 22) 式中的积分只需对 rE; a 积分．

OG 
- 8。I~(l) (X') dS' 

an' 

V。 2'II'

忒R'dR'f。奾'[R2 +z2 + R'2 一ziR'cos （中一中＇）］ 3／2
＝皂~I:R'dR'f。"的'(R2 +lz2)3/2[1+ R'2 一 2RRR2,0+08z} 中一中')l 妇

当 R2寸＞＞ a2 时，可以把被积函数展开，得

p (x ) ＝五（ R2V。十zz2)3/2 f。.R'dR'. I：雪的＇［ I-+ 矿－ 2RRR3'c+OSz} 中一心） + 

15 [R1 i - 2RR'oos（中一中＇） ] 2 飞~+···]

罕(R2 :,2)3/2[1 －扫式； + 8（艾”;3)2 + ···] 

(2. 5. 22) 

(2. 5. 23) 
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§ 2.6 电多极矩

1.电势的多极展开

在§ 1 中我们导出了真空中给定电荷密度p(x') 激发的电势

叭x) =f p(x')dV' 
V 4邧。r

式中体积分遍及电荷分布区域，r 为场点 x 与源点 x'的距离．

在许多物理问题中，电荷只分布于一个小区域内，而需要求电场强度的地点 x 又距离电荷

分布区域比较远，即在(2. 6. 1) 式中， r 远大于区域 V 的线度 l．在这种情况下，可以把{ 2. 6. 1) 

式表为 llr 的展开式，由此得出电势 9 的各级近似值．例如原子核的电荷分布于～ 10一 13 cm 线

度的范围内，而原子内电子到原子核的距离～ 10-8 cm，因此原子核作用到电子上的电场可以用

本节方法求得各级近似值．

(2. 6. 1) 

在区域 V 内取一点 0 作为坐标原点，以 R 表示由原点到场点 P 的距离，有

R= ✓尤2 + y2 + z2 

r = Ix - x'I= ✓（允一％＇） 2 +(y- y ')2 +(z- z')2 

X'点在区域 V 内变动．由千区域线度远小千 R，可以把 x'各分量看作小参量，把 x-x'的函数对

X'展开设J(x-x') 为 X-x'的任一函数，在 x'=O 点附近J(x-x') 的展开式为

3 a 1 a2 

J (x - x') = /(x) -吝'i~f(x) ＋汀沪＇女芷X) +... 

1 
= f (X) - XI. V /(X) +—(x'· V)牙(x) +... 

2! 

1 1 
取f(x-x')=＝一，有

I x-x'I - r 

l l l l 矿 l
一＝—－ x'. V- +—-2气牙—- +.氮． ( 2.6.2} 
r R R 2! iJ a气 a尤j R 

把展开式(2. 6. 2) 代入 (2. 6. 1) 式中得

,p (x）＝盂fvp (x')1点－JC'.叶＋迂心已十·..] d V'(2. 6. 3) 

令

Q = fvp(x') dV' 
V 

p = f11p(x')x'dV' 
v 

乳＝ f 3屯'p(x')dV'
V 

、
丿
、
｀
，
、
，
＇

456 

. 

666 
... 
222 ((( 
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(2. 6. 3) 式可写为

rp (x）＝盂停－p ·V点＋主;气,j点点＋…）
上式是电荷体系激发的势在远处的多极展开式．p称为体系的电偶极矩，张量§JiJ称为体系的

电四极矩．电四极矩也可以用并矢形式［附录(I. 6) 式］写为

(2. 6. 7) 

金＝ f扛＇x'p (x') d V' 
V 

而展开式 (2. 6. 7) 的第三项用并矢形式写为

(2) l l 一 1p =—-·!W:VV一
4'1T C 。 6 R 

2. 电多极矩

现在我们讨论展开式 (2. 6. 7) 各项的物理意义．展开式的第一项

(O) - Q p = 
4,re。R

(2. 6. 6a) 

(2. 6. 8) 

是在原点的点电荷Q激发的电势．因此作为第一级近似，可以把电荷体系看作集中于原点处，

它激发的电势就是(2.6.8) 式．

展开式的第二项

"'(I)= - ~p. V-;;- = 
1,.....1 p •R 

41TC。 R 41re。R3
(2. 6. 9) 

是电偶极矩p产生的电势．电荷分布的电偶极矩p由 (2. 6. 5) 式定义．

如果一个体系的电荷分布对原点对称，它的电偶极矩为零．因为由 (2. 6. 5) 式，若 x'点和

-x'点有相同的电荷密度，则积分值为零．因此，只有对原点不对称的电荷分布才有电偶极矩．

总电荷为零而电偶极矩不为零的最简单的电荷体系是一对正负点电荷．设 x'点上有一点电

荷＋Q ,-x'点上有一点电荷－Q，由 (2. 6. 5) 式，这体系的电偶极矩为

p = 2Qx'= QI 

l 为由负电荷到正电荷的矢径．

图 2-11 所示为具有偶极矩 P. = Ql 的电偶极子，它产生的

电势为

勹生（古卢）
由图可知，若 l<<R ，有

l l 
r+ ~R -— cos fJ, r _~R + 7cos fJ 

2 2 

(2. 6, 10) 

屯
T

伈
上
t

l l l.. l: _ a I l 
了－ 7 ~页/cos (J=*'=- l 忒讨 (2. 6. 11) 图 2-11
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因此此电偶极子产生的电势是

Ql a t 1 _ a 1 
p ~-—-- =- ----p. - -

41T8。 oz R 4 'n'e。 az R 

与 (2. 6. 9) 式相符

展开式 (2. 6. 7) 的第三项

(2. 6. 12) 

'P (2)= 土上2纨上－上 (2. 6. 13) 
411"8 。 6 i,j a“ i a“l R 

是电四极矩龛，产生的电势电荷体系的电四极矩乳由 (2.6.6) 式定义．根据此式，电四极矩

张量或，是对称张量，它有 6 个分量 !@;1 丘妇，凯3 丘估＝卑1 鱼伍＝缆2 ，乡31= 纱13（下面将看出实

际上只有 5 个独立分量）．现在我们来讨论这些分量的物理意义．

图 2-12 示出 z 轴上一对正电荷和一对负电荷组成的体系．这体系可以看作由一对电偶极

子＋p和－p组成．设正电荷位于 z＝劲，负电荷位于 z＝土a．这体系的总电荷为零，总电偶极矩为

零，它的电四极矩由 (2.6.6) 式算出：

卑·= 6Q (b2 - a2) 

= 6Q (b - a) (b + a) 

= 6pl 

其中p=Q(b-a) 是其中一对电荷的电偶极矩，l=b+a 是两个电偶极子中心的距离．这电荷体系

产生的电势是一对反向电偶极子所产生的电势．由图 2-12 和 一夕P

(2. 6. 12) 式得

1 a 1 1 a 1 
中＝－—p-- +—p--

41TC。 az r + 41re。加 r-

1 a, 1 l\ 1 扩 1
＝－二勺仁－了）＝石；pl正飞

1 1 a2 1 
=—-劲33 一－—
41TC。 6 矿 R

+ 

与 (2. 6. 13) 式相符． 图 2-12

同理，具有乡11 分量的最简单的电荷体系由 x 轴上两对正负电荷组成，具有乡22 分量的体

系由？轴上两对正负电荷组成．具有纱12 分量的电荷体系由“y平面上两对正负电荷组成，余
类推这些电荷体系如图 2-13 所示．

下面我们证明电四极矩只有 5 个独立分量．当 R 7': 0 时有

。= 
l_R 

2 v 
(2. 6. 14) 

引入符号 8i.,，定义为

、
｀
丿

\,j j __ 
t 

ii (( 10 
．
（
、__ 

“IJ 
8 

(2. 6. 15) 

则 (2. 6. 14) 式可写为



展开式(2.6.3) 的第三项可以写为

一十

图 2-13

扩 l2 8ij———= 0 
i,j a尤i a无i R 

立点[fV(3中；－ r气）p(x') dV'] °a尤｀
我们重新定义电四极矩张量

乳＝ f（ 3允：叶一心）p(x') dV' 
V 

则其展开式的第三项仍可写为

a 1 
__2乳一—-
4'11'B。 6 i,j a气°“j R 

(2.6. 18) 式定义的电四极矩张量满足关系

§2.6 电多极矩一 63

(2. 6. 16) 

(2. 6. 17) 

(2. 6. 18) 

或1+~2 +孰3 = 0 (2. 6. 19) 

因而只有 5 个独立分量．以后我们将沿用定义 (2. 6. 18) 式，此式用并矢形式写为

至＝fv (3x'x'- r'2 环（x') d V'(2. 6. 20) 

其中，为单位张量．

若电荷分布有球对称性，则

f占(x') d V'= !.,心（ x')dV'= f/'2p(x')dV' 

=—f心(x') dV' 
3 v 

因而乳＝勿22 ＝孰3=0，而且显然有劣12 ＝卑3=纱31=0，因此球对称电荷分布没有电四极矩．事

实上这结果是更普遍的．球对称电荷分布的电场也是球对称的，由高斯定理可知，球外电场和
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集中千球心处的点电荷电场一致，因此球对称电荷分布没有各级电多极矩．反之，若电荷分布

偏离球对称性，一般就会出现电四极矩．例如沿 z 轴方向拉长了的旋转椭球体，若其内电荷分

布均匀，则

fv 3z'2p(x') d V'> fvr'2p(x') d V' 

因而出现电四极矩

或3 >0，乡ll ＝卑2 =-—§'33 < 0 
2 

电四极矩的出现标志着电荷分布对球对称的偏离，因此我们测量远场的四极势项，就可以对电

荷分布形状作出一定的推论．在原子核物理中，电四极矩是重要的物理量，它反映着原子核形

变的大小．

电八极矩和更高级的电多极矩实际上较少用到，这里不详细讨论．

例 2.13 均匀带电的长形旋转椭球体半长轴为 a ，半短轴为 b，带总电荷Q，求它的电四极

矩和远处的电势．

解取 z 轴为旋转轴，椭球方程为
2. 2 2 
允＋ 1-. z 

+ - < 1 
b2 a2 

椭球所带电荷密度为

3Q 
p。= 2 

41rab 

由 (2.6. 18) 式，电四极矩为

乳＝ Pof(3元，气一九） dV

由对称性

I允ydV = f yzdV = JzxdV = 0 

因此

或2 ＝卑3 ＝孰1=0

令尤2+y2=s2 ，由对称性

f:/dV = f :r1dV = T卜2dV

＝主J必-• dz J:(,－匀十ds • 2"IT'S3 

4 'ffab4 

15 

fz2dV ＝竺
15 
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因此

电四极矩产生的势为

或3 = p。f(3i - r2) d V = p。f (2z2 - 2父2) dV 

2 
=—(a2 -b2) Q 

5 

乳＝耸＝－扫叶(a2 -b2) Q 

1, _ a2 _ a2 _ a2 \ 1 

己；（气了气？十气扣

＝立叶十（去向＋fl 责
I' 

1 3 a2 1 Q 3z2 - R2 
= －—-岛——=—(a2 - b勹
241re。 2 矿 R 40咋。 R5

1 
在上面的计算中，我们用了关系式 v2 —=0.

'. R , 

椭球的电偶极矩为零，总电荷为Q．在远处的势准确至四级项为

9 ＝点（点＋忒 10b23cos2R?-1)

3． ． 电荷体系在外电场中的能量 ·

设外电场电势为'Pe ，具有电荷分布p(x) 的体系在外电场中的能量为

w = f归edV

设电荷分布于小区域内，取区域内适当点为坐标原点，把中e(x) 对原点展开：

ip,(x) = ip,(O) + t气¾ip,(O) + 

1 3 a2 
—2 气”j——'PII(0)+ …
2 ! i,J ·1 扛祝

代人(2.6.21) 式中得

W = fp (x) [ ip,(O) + +尤，今,(0) + 

1 a2 
汀；呫~ip,(O) +…l dV 

= Qip,(O) +为今II(0) +;;乡“今,(0) +… 
1 --= Q<pe(O) + p • V中。（ O) +—鱼VV<p.,(O) + ••• 
6 

(2. 6. 21) 

(2. 6. 22) 

(2. 6. 23) 
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式中Q、p和乡的定义如前面(2. 6. 4) 式、（ 2.6.5) 式和 (2.6.20) 式．上式是小区域内电荷体系
在外电场中的能量展开式．

展开式的第一项

w(0> = Q<pc, (o) (2. 6. 24) 

是设想体系的电荷集中千原点上时在外场中的能量．展开式的第二项

w(I) =p .Vpe(0) = - p .Ee(0) (2. 6.25) 

是体系的电偶极矩在外电场中的能量．由此式可求出电偶极子在外电场中所受的力 F 和力

矩 L:

F = - V w< I) = V (p. E J = p. V Ee 

［见附录(I. 23) 式］．设p与 E 的夹角为 0，则力矩为

aw(I) a 

L。＝－一—- ＝一(pEecos 8) = - pEesin (} 
a() 8() 

计及力矩的方向，得

.L = p X Ee 

展开式 (2. 6. 23) 的第三项是电四极子在外电场中的能量

1 ~ 
w(2) =- －鱼V Ee 

6 

(2. 6. 26) 

(2. 6. 27) 

(2. 6. 28) 

由此式可见，只有在非均匀场中电四极子的能量才不为零．例如在分子或晶格中的原子核，它

处于周围电子所产生的非均匀电场中，因而有不为零的电四极矩能量．在不同旋转状态下原子

核的电四极矩不同，能量亦不同．用微波技术可以测量出这种能量差别，由此得出原子核的电

四极矩．

[ 习颖 一：
r 

2. 1 一个半径为 R 的电介质球，极化强度为 P=K~，电容率为 3

(1) 计算束缚电荷的体密度和面密度；

(2) 计算自由电荷体密度；

(3) 计算球外和球内的电势；

(4) 求该带电介质球产生的静电场总能量．

答案：

(1) pp = - Kl r2, u P = Kl R 

(2) Pr ＝心（吓） r2

sKR K I. R e 
(3)” ｀飞。归＇ ，内＝二石(ln 了才

r 
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(4) W = 2,r.irR(I ＋立） （勹
6。 s-s。

2.2 在均匀外电场中置入半径为 R。的导体球，试用分离变量法求下列两种情况的电势：

(1) 导体球上接有电池，使球与地保持电势差中。；

(2) 导体球上带总电荷Q.

答案：

（中。-'Po)R。 E。R!
(I) q, =-E。Reos 8+<p0 ++--COi 8 (R>R。)R. R2 

Q E。R;
(2) <p =-E。Reos 8+q,0+-—+—COB 8 (R>R。)

41T8。R R2 

其中 o。为未置入导体球前坐标原点的电势．

2.3 均匀介质球的中心置一点电荷Qr，球的电容率为 e，球外为真空，试用分高变量法求

空间电势，把结果与使用高斯定理所得结果比较．

提示：空间各点的电势是点电荷Qe 的电势Q/41TsR 与球面上的极化电荷所产生的电势

的叠加，后者满足拉普拉斯方程．

2.4 均匀介质球（电容率为 81) 的中心置一自由电偶极子 Pr，球外充满了另一种介质（电

容率为 e2 ），求空间各点的电势和极化电荷分布．

Pr·R 
提示：同上题，<p= —切＇，而 9'满足拉普拉斯方程．

41TCIR3 

答案：

"'= I 

3(Pr • R) 

411'亿＋ 2e2)R3

Pr·R 2(e1-s2) 
- +(pr. R) 
4'IT'e1R3 4'IT'趴亿＋ 2s2)R!

球心有极化电偶极子p ＝忔－ 1) Pr 

(R > R。)

(R < R。)

3(111 - B2)BoPr 
球面(R =R。)有极化面电荷 up =-cos (J

P 2,r81(s，十 2s3)R!

2.5 空心导体球壳的内外半径为 R1 和 R2 ，球中心置一偶极子p，球壳上带电Q、求空间

各点电势和电荷分布．

答案：

Q - (R > R2) 
4下8。R

<p= 
1 rP • R. Q p • R 
立了飞一寸 (R < R1) 
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Q 
4霄R; 

(R = R2) 

(T = { 
3p 

4 R 3 C08 (J (R = R,) 
丁 l

2.6 在均匀外电场 E。中置入一均匀自由电荷密度为 Pr 的绝缘介质球（电容率 e），求空

间各点的电势．

2. 7 在一很大的电解槽中充满电导率为0'2 的液体，使其中流着均匀的电流J匐．今在液

体中置入一个电导率为 61 的小球，求恒定时电流分布和面电荷分布，讨论 C,»” 及0'2 >>u, 

两种情况的电流分布的特点．

答案：

3u1 

U1 + 2u2 
J ro (R < R。)

J= 
(O' I - O'2) R~ r 3 (J ro. R) R J幻

J ro + O' 1 + 2O'2 ［一－讨 (R > R。)

球面 (R=R。)有电荷面密度

3( 0'1 - 0'2)&。
o f= J“cos O 

(O' I + 20'2) O'2 

2.8 半径为 R。的导体球外充满均匀绝缘介质 c，导体球接地，离球心为 a 处 (a>凡）置一

点电荷Qf，试用分离变量法求空间各点电势，证明所得结果与镜像法结果相同．

提示：

上＝ 1 丘（勹•P. (cos 9) (R < a) 
r ✓R2 +ai -2Raco”} a …。 a

2.9 接地的空心导体球的内外半径为 Rl 和 R2 ，在球内寓球心为 a(a＜凡）处置一点电荷

Q．用镜像法求电势．导体球上的感应电荷有多少？分布在内表面还是外表面？

答案：

9 ＝气五一一矿＋｀E.:]
感应电荷分布于内表面，总电荷量为－Q（注意镜像电荷井不等千感应电荷）．

2. 10 上题的导体球壳不接地，而是带总电荷Q。，或使其有确定电势中o ，试求这两种情况

的电势．叉问'Po 与Q。是何种关系时，两情况的解是相等的？

答案：

(1)(()= 

Q+Q。

4'ff 8 。R

1 I Q 

气~2Rac11a fJ

(R > R1) 

QR1la 
．一，一

可氏R
R2 +下 __COI O 

(I O 气 (R <凡）



Q+Q。
(2) <p。＝－－－－时，两情况的解相等．

4吓。R2

2. 11 在接地的导体平面上有一半径为 a 的半球凸部（如习

题 2-11 图所示），半球的球心在导体平面上，点电荷Q位于系统的

对称轴上，井与平面相距为 b(b>a），试用电像法求空间电势．

2. 12 有一点电荷Q位于两个互相垂直的接地导体平面所围成

的直角空间内，它到两个平面的距离为 a 和 b ，求空间电势．

习题一 69

b] _ 
习题 2-11 图

2. 13 设有两平面围成的直角形无穷容器，其内充满电导率为 6 的液体．取该两平面为

立面和yz 面，在（尤o,r。 ,z。)和（尤0, y。 ,-Z。)两点分别置正负电极并通以电流 I，求导电液体中的

电势．

2. 14 
d8(x) 

画出函数 的图，说明p=-(p • V)8(x) 是一个位于原点的电偶极子的电荷
d兀

密度．

2. 15 证明：

1 
(1) 8(ax)=-8 （ x) ·,a>O. （若 a<O ，结果如何？）

a 

(2) 戎（兀）＝ 0.

2. 16 一块极化介质的极化强度为 P(x＇），根据电偶极子静电势的公式，极化介质所产生

的静电势为

p = f P(x'). rdV' 
v 41f'C。 r3

另外，根据极化电荷公式 PP= -V'. p (x') 及 Up =en•P，极化介质所产生的电势又可表为

V'. P(x') P(x'). dS' 
p =- Jv4咋。r dV'+ 4s4咋。r

试证明以上两表达式是等同的．

2. 17 证明下述结果，并熟悉面电荷和面偶极层两侧电势和电场的变化．

(1) 在面电荷两侧，电势法向微商有跃变，而电势是连续的．

(2) 在面偶极层两侧，电势有跃变

1 
伤－。l =一In • p 

8。

而电势的法向微商是连续的．（各带等量正负电荷面密度土c 而靠得很近的两个面，形成面偶

极层．面电偶极矩密度 P= lim ul.) 
(T一心

l.....o 

2. 18 一半径为 R。的球面，在球坐标 0<8＜千的半球面上电势为'Po ，在f＜0＜下的半球面

上电势为－，O ，求空间各点电势．
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提示：

答案：

f；庄） d％ = p“心）几－+ 1 几一心） [ 
P,.(1)=1 

P.(O)={; 一 1) f l.: : `·尸．； 1) : : : : :)) 

啊 R \,. 
妇习肛c08 (J)(R < R。)

'P = ~ 
;:, 1R。 “+1
&o a忭）肛cos (J)(R > R。)

a. = {:- I) 于；．．：．．：．勹~(2n + 1)~0 :: : ::: 

2.19 上题能用格林函数方法求解吗？结果如何？



静磁场

本章我们讨论恒定电流分布所激发的静磁场，在恒定电流问题中，电场往往也是同时存在

的因为要维持导体中的电流，在导体内部就要有一定的电场，而且在产生电流的电源以及在

导线表面上，都带有一定的净电荷，因而导线周围空间中也是存在着电场的．但是由麦克斯韦

方程组可见，在恒定情况下，电场和磁场不发生直接联系，因而有可能把磁场和电场分离开来

求解．

和静电场的标势相对应，静磁场的矢势是一个重要的概念．第一节我们引人磁场的矢势并

说明解磁场边值间题的方法．虽然用矢势来描述磁场是普遍的，但是在求解某些实际问题时往

往比较复杂．在第二节中我们说明在一定条件下，静磁场问题也可以用标势方法来求解．第三

节计算局部范围内的电流分布所激发的磁场在远处的展开式，引人磁多极矩的概念．

在经典物理中，电场强度 E 和磁感应强度 B 可以完全描述电磁场．但是，在量子物理中，

实验指出，E 和 B 不能完全地描述电磁场的所有物理效应．第四节我们讨论这一重要问题，说

明势具有可观测的物理效应．

在近代物理学中，超导现象在物理理论发展和科学技术应用等方面都日益显示其重要性．

本章最后一节介绍超导体的电磁性质．

§ 3.1 矢势及其微分方程

我们考察恒定电流分布所激发的静磁场．在给定的传导电流附近可能存在一些磁性物质，

在电流的磁场作用下，物质磁化而出现磁化电流，它反过来又激发附加的磁场．磁化电流和磁

场是互相制约的．因此解决这类问题的方法也像解静电学问题一样，即求微分方程边值问题的

解下面我们先引人磁场的矢势，然后导出矢势所满足的微分方程．

1.矢势

恒定电流磁场的基本方程是
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V x H = J (3,. 1. I) 

V • B = 0 (3. 1. 2) 

式中J是自由电流密度．（ 3. 1. 1) 式和 (3. 1. 2) 式结合物质的电磁性质方程是解磁场问题的基础．

磁场的特点和电场不同．静电场是有源无旋场，电场线从正电荷出发而止于负电荷，静电

场线永不闭合．静磁场则是有旋无源场，磁感应线总是闭合曲线．由于特性上的显著差异，描述

磁场和电场的方法就有所不同．静电场由于其无旋性，可以引人标势来描述．磁场由于其有旋

性，一般不能引入一个标势来描述整个空间的磁场，但是由于磁场的无源性，我们可以引人另

一个矢量来描述它．根据矢量分析的定理［附录(I. 17) 式］，若

V·B=O 

则 B 可表为另一矢量的旋度：

B = V x A (3. 1. 3) 

A 称为磁场的矢势．为了看出矢势 A 的意义，我们考察 (3. 1. 3) 式的积分形式．把 B 对任一个

以回路 L 为边界的曲面 S 积分，得

f 5 B • dS = t V x A • dS = f A • dl (3. 1. 4) 

式中左边是通过曲面 S 的磁通量．由上式，通过一个曲面的磁通量只和此曲面的边界 L 有关，

而和曲面的具体形状无关．如图 3-1 所示，设 S1 和 S2 是两个有共同边界 L 的曲面，则

L_ B. dS = L_ B. dS 

这正是 B 的无源性的表示．因为 B 是无源的，在 SI 和 S2 所包围的区域内没有磁感应线发出，

也没有磁感应线终止，B 线连续地通过该区域，因而通过曲面 S1 的磁通量必然等千通过曲面

鸟的磁通量．此磁通量由矢势 A 对 s1 或鸟的边界 L 的环量表示．

因此，矢势 A 的物理意义是它沿任一闭合回路的环量代表

通过以该回路为界的任一曲面的磁通量．只有 A 的环量才有物

理意义，而每点上的 A(x) 值没有直接的物理意义．

由矢势 A 可以确定磁场 B，但是由磁场 B 并不能唯一地确

定矢势 A．举一个简单例子可以说明这点．设有沿 z 轴方向的均

匀磁场

B怎＝ B., = 0, B:r = B。

其中 B。为常量．由 (3. 1. 3) 式，有

aA, aAJI 

—-— =B。,
加切

aA, aA1 aA" aA, 
-- - -- = -- - --· =0 
ay az 0z a% 

不难看出有解

Aa =A, =O, As =-B。y

还可以看出有另一解

A11 = A.c = 0, A, = B。尤

图 3-1
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除了这两解外，还存在其他解．事实上，因为任意函数 U 的梯度的旋度恒为零，故有

V X {A + V t/1) = V X A 

即 A+V 心与 A 对应千同一个磁场 B.A 的这种任意性是由于只有 A 的环量才有物理意义，而

每点上的 A 本身没有直接的物理意义．

因 A 的这种任意性，我们还可以对它加上一定的限制条件．由下面的推导可知，对 A 加上

辅助条件

V·A=O {3. 1. 5) 

是特别方便的．我们先说明对 A 加上条件 {3. 1. 5) 式总是可以的，也就是说总可以找到一个

A ，满足 {3. 1. 5) 式设有某一解 A 不满足 {3. 1. 5) 式：

V·A=u~O 

我们另取一解

A_'= A+ V 心 (3. 1. 6) 

A'的散度为

V·A'=V·A+V2出＝ u+V汤

取，，，为泊松方程

V汤＝－ u 

的一个解，代人(3. 1. 6) 式，所得的 A'就满足V ·A'= 0．对 A 所加的辅助条件称为规范条件．

下面我们所取的 A 都满足规范条件V • A =O. 

2. 矢势微分方程

在线性均匀介质内有 B=µH．把此关系和 B=VXA 代人 (3. 1. 1) 式，得矢势 A 的微分

方程：

Vx(VxA)=µ J 

由矢量分析公式［附录(I. 25) 式］，有

V x (V xA)'=V(V ·A) -V2A 

若取A 满足规范条件V·A=O，得矢势 A 的微分方程：

V2A =-µJ 

(V • A = 0) 

A 的每个直角分量 Ai满足泊松方程：

V 2 A, = - µ, J, (i = 1, 2, 3) 

这些方程和静电势 9 的方程

V2'P =- pie 

有相同形式．对比静电势方程的解(2. 1. 7) 式，可得矢势方程(3. 1. 8) 式的特解：

A(x) =J!:...I J (x')dV' 
4,rJ v r 

(3. 1. 7) 

(3. 1. 8) 

(3. 1. 9) 
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式中 x'是源点，x 为场点， r 为由 x'到 x 的距离．（ 3. 1. 9) 式也就是我们在第一章中由毕奥－萨

伐尔定律导出的公式[ (1. 2. 15) 式，该处讨论真空情形，故µ=µ。］．在第一章中我们已证明

(3. 1. 9) 式满足条件 V·A=O，因此 (3. 1. 9) 式确实是矢势微分方程的解．

在第一章中，我们从毕奥－萨伐尔定律出发，导出磁场的微分方程．本节我们把磁场的散

度和旋度作为基本规律，从微分方程出发，引人矢势 A ，由 A 的方程获得特解（ 3 ｀ l.9) 式．求出

A 以后，取旋度即可求出 B.

B=VxA ＝七Vx fV J (x')dV 

点伲） X J(.r') dV' 

＝气红dV'
4'1T V r 

过渡到线电流情形，设 I 为导线上电流的大小，作代换JdV'-+ldl 得

B =.!!:_f /dl 3 x r 
4'1T L r 

(3. 1. 10) 

(3. 1. 11) 

这就是毕奥－萨伐尔定律．

当全空间中电流分布J给定时，由 (3. 1. 9) 式或 (3. 1. 10)式可以计算磁场．对于电流和磁

场互相制约的问题，则必须解矢势微分方程的边值问题．

3. 矢势边值关系

由(1. 5. 11) 式，在两介质分界面上磁场的边值关系为

e"•(B2-B1)=0 (3. 1. 12) 

e"x(H2-H1)=a • (3. 1. 13) 

磁场边值关系可以化为矢势 A 的边值关系．对于非铁磁性均匀介质，矢势的边值关系为

e" • (V x A2 - V x A1) = 0 

en x （上 V xA2 -¾V xA,) =a 

、
,
'
)

45 11 .. ll .. 
33 (( 

边值关系 (3. 1. 14)式也可以用较简单的形式代替．在分界面两侧取一狭长回路（见图 1-15),

计算 A 对此狭长回路的积分．当回路短边长度趋于零时，有

£ A • di = (A2, - A 1t) /J.l 

另一方面，由于回路面积趋于零，有

£ A. dl = L B. dS __.,。

因此，

A21 ;: A11 (3. 1. 16) 
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若取V•A=O 规范，仿照§1. 5 关千法向分量边值关系的推导，可得

A 2n = A In (V • A = 0) 

(3. 1. 16) 式和 (3. 1. 17) 式合起来得

(3. 1. 17) 

A2=A1 (3. 1. 18) 

即在两介质分界面上，矢势 A 是连续的．边值关系 (3. 1. 18) 式可以用来代替（3参1. 14) 式．

4. 静磁场的能量

由第一章§ 1. 6 ，磁场的总能量为

1 
W= 了JB • HdV (3. 1. 19) 

积分遍及磁场分布区域．在静磁场中，可以用矢势和电流表示总能量．由B=VxA,VxH=J(J 

为传导电流密度）及附录(I. 21) 式，有

B • H = (V x A) • H = V • (A x H) + A • (V x H) 

= V • (A x H) + A • J 

将此式代人(3. I. 19) 式中，第一项可化为无穷远界面上的积分而趋于零，因此

W = T fvA • J dV 2 v 
(3. 1. 20) 

积分仅需遍及电流分布区域 V．和静电情形一样，此式仅对总能量有意义，不能把一A· J看作
2 

能量密度，因为我们知道能量分布千磁场内，而不仅仅存在于电流分布区域内．

在 (3. 1. 20) 式中，矢势 A 是电流分布J本身激发的．如果我们要计算某电流分布J在给

定外磁场中的相互作用能昼，以 Ae 表示外磁场的矢势，Je 表示产生该外磁场的电流分布，则

总电流分布为J+Je ，总磁场矢势为 A+Ae ，磁场总能量为

W =了](J +JJ. (A +All)dV 

此式减去J和Je 分别单独存在时的能量之后，得电流J在外场中的相互作用能

忆＝了J(J •AII +Ill ·A)dV 

因为

A ＝七J罕严， Ae ＝七fJII(x;)dV'

(3. 1. 21) 式中两项相等，因此电流J在外场 Ae 中的相互作用能量为

Wi = fvl • A,dV 

例 3.1 无穷长直导线载电流 I，求磁场的矢势和磁感应强度．

{3. 1. 21) 

(3. 1. 22) 

解 如图 3-2 所示，取导线沿 z 轴，设 P 点到导线的垂直距离为 R，电流元 I山到 P 点的距
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离为JF石了，由 (3. 1. 9) 式得

µ。I 崎 dz
A,= —f 

4'11') --卢

积分是发散的．计算两点的矢势差值可以免除发散若取 R。点的矢势值为零，按照§ 2. 1 例 2.2

同样的计算可得

A=- （皂叶） e, 
(3. 1. 23) 

取 A 的旋度得磁感应强度

B=VxA=-Vx（皂In妇

=-V（皂Inf.) x e, 

µ。I µ。I
=-—eR X ez =—e 2'11' R.., R...., z 2'11'R 中

例 3.2 半径为 a 的导线圆环载电流 I，求矢势和磁感应强度．

解线圈电流产生的矢势为

(3. 1. 24) 

µ。 ldl
A(x) =-4 -

4'ff' L r 

用球坐标(R,0 ，中），如图 3-3 所示．由对称性可知 A 只有中分量，A中只依赖千 R 、 0，而与

中无关．因此我们可以选定在 xz 面上的一点 P 来计算 A令，在该点处 A令＝Ay．取（ 3. 1_. 25) 式的y

分量，由于

(3. 1. 25) 

dl1 = acos 中 'd中＇

r = Ix - x'I 

= ff+;2 - 2x • x' 

= ✓~- 2Rasin 8cos 中＇
z 

矗 I 

dz 
p 

y 

图 3-2 图 3一 3



得

叫a2霄 cos 中 'd中＇
A+(R,8)= —f 

411'J 0 ✓R2 +a2 -2Rasin 6cos 中＇

上式的积分可用椭圆积分表出．当
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(3. 1. 26) 

2Rasin(}<<R'+ a'(3. 1. 27) 

时，可以较简单地算出近似结果．把根式对 2Rasin 8cos 中 '/(R2+a2) 展开．在 (3. 1. 26) 式中，展
开式的偶次项对心积分为零，因此只需保留奇次项｀若我们要计算 B(R,8) 到二级近似，则 A令

需要算到三级项：

µ。la r,. I. I r Ra sin (Jcos 中＇儿(R, IJ) =~f的'cos 中＇［ R2 + a2 + 

5 R3 a3 sin3 (Jcos3 中＇

了 (R2 心） 3 ， l
=-[ R,asii () . 15R3a3sin3 (J 

4 (R2 + a2) 3/2; +了 (R2 +a2)7/42l (3. 1. 28) 

此式的适用范围是 2Ra sin (J << R2 Ta？，包括远场 (R>>a) 和近轴场 (Rsin 8<< a）．为确定起见，

我们计算近轴场．此情况下用柱坐标（p，小，z）较为方便．展开式 (3.- 1. 28) 实际上是对p2l(l+a勹

的展开式．取至p3 项，有 · `l' 

A中（p,z)=~[l -~+¥~] 
取 A 的旋度，得

Bp ＝一产＝~[1+0(6)]
1 a 

B. ＝一一(p儿）
P ap 

=2(z2µ:Jaa22)3/2{1 ＋点［4（ z:5:2a勹－ 3] + 0[（心） 2] } 

(3. 1. 29) 

(3. 1. 30a) 

(3. 1. 30h) 

上式对任意 z 处的近轴场成立．若求近原点处的场(z,p << a），可把上式再对zla 展开，得

3µ。lpz
B = 

P 4a3 

B, ＝兄［ 1 －卢(2z2 -p2)l 

§ 3.2 磁标势

(3. I. 3 I) 

上节我们阐明在一般情况下磁场不能用标势描述，而需要用矢势描述．矢势描述虽然是普
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遍的，但是由于 A 是一矢量，解 A 的边值问题一般是比较复杂的．因此我们考虑在某些条件下

是否仍然存在着引人标势的可能性．

由安培环路定理得

f L H. dl = L J. dS 

其中 L 为 S 的边界．如果回路 L 链环着电流，即有电流穿过 L 所围曲面 S，则

钮· dl. :;Ji。

在这种情形下 H 和力学中的非保守力场相似，因而不能引人标势．但是在很多实际问题中，我

们不必求出整个空间中的磁场，而只需求出某个局部区域的磁场．在此局部区域内，如果所有

回路 L 都没有链环着电流，则

钮· di= 0 

因而在这个区域内可以引入标势．举几个例子说明这点．例如一个线圈，如果我们挖去线圈所

围着的一个壳形区域 S，则在剩下的空间 V 中任一闭合回路都不链环着电流，如图 3-4 所示．

因此，在除去这个壳形区域之后，在空间中就可以引入磁标势来描述磁场．又例如电磁铁，我们

想求出两磁极间隙处的磁场，在此区域内也可以引入磁标势且至于永磁体，它的磁场都是由分

子电流激发的，没有任何自由电流，因此永磁体的磁场甚至在全空间（包括磁铁内部）都可以

用标势描述

总结起来，在某区域内能够引入磁标势的条件是该

区域内的任何回路都不被自由电流所链环？就是说该区

域是没有自由电流分布的单连通区域．要注意的是仅仅

没有自由电流分布是不够的，例如在图 3-4 的情形中，

我们不仅要除去有电流通过的线圈，而且要把线圈所围

着的一个壳层 S 一起除去．

在J=O 的区域内，磁场满足方程

勹

图 3-4

V x H = 0 (3. 2. 1) 

V • B = 0 (3. 2. 2) 

B=µ。(H + M) = /(H) (3. 2. 3) 

在 (3.2.3) 式中，我们不写 B=µH，而写为较一般的函数关系，这是因为磁标势法的一个重要

应用是求磁铁的磁场，而在铁磁性物质中，线性关系 B ;::µH 不成立，应由实验测定的磁化曲线

和磁滞回线来确定 B 和 H 的函数关系．函数/(H) 不是单值的，它依赖千磁化过程．

把 (3. 2. 3) 式代人(3. 2. 2) 式得

V • H =- V • M (3. 2. 4) 

如果我们把分子电流看作由一对假想磁荷组成的磁偶极子，则物质磁化后就出现假想磁荷分

布和电场中V • P=-pp对应［见(1. 4. 3) 式］，假想磁荷密度为
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Pm=-µ。 V • M (3. 2. 5) 

由 (3. 2. 1) 式、 (3.2.4) 式和 (3.2.5) 式，在J=O 区域内，H 所满足的微分方程可写为

V. H = Pm作。

V x H = 0 

这组方程和静电场微分方程

V • E = (p『+pp )le。

(3. 2. 6) 

(3. 2. 7) 

(3. 2. 8) 

V x E = 0 (3. 2. 9) 

对比，差别仅在千没有自由磁荷，这是由于磁荷都是由分子电流的磁偶极矩假想而来的，到目

前为止实验还没有发现以磁单极子形式存在的自由磁荷．

由 (3.2.7) 式，可以引人磁标势'Pm ，使

H =-V 贮 (3. 2. 10) 

用磁标势法时，H 和电场中的 E 相对应．这种对应只是形式上的，在第一章中我们已经说明，

从物理本质上看，B 表示总宏观磁场，和电场中 E 的地位相当．

以及

可得

把磁标势法中有关磁场的公式和静电场公式对比，总结如下：

静电场 静磁场

V x E = 0 V xH = 0 

V • E = (p『+pp )le 。 V • H =p rnlµ 。

Pp =- V. p Pm=-µ。 V • M 

D =e。E+P B =µ。H+µ。M

E =- V q, H=-V cp m 

V2 'P =-(pr+ pp )le 。 V2'P m =- Pm作。

有了这些对比，就可以把静电问题求解方法应用到磁场问题中去．

例 3.3 证明µ,-+ 00 的磁性物质表面为等磁势面．

解 以角标 l 代表磁性物质，2 代表真空，由磁场边值关系

e"•(B2-B1)=0, enx(H2-H1)=0 

B2 =µ0H2, B i =µHi 

µ。H2n =µ,Hi n, H2, = H11 

式中下角标 n 和t分别表示法向和切向分量．两式相除得

H21µ。 Hit
—=—----+ 0 
H2n µ, H in 

因此，在该磁性物质外表面，H2 与表面垂直，因而表面为等磁势面．

(3. 2. 11) 

(3. 2. 12) 

(3.2.13) 

(3. 2. 14) 

(3. 2. 15) 

(3. 2. 16) 

(3. 2. 17) 

(3.2.18) 

本例的结果对千磁极设计是很重要的．一般软铁磁材料的µ值都很大，因而用这些材料制

成的磁极，当用电流磁化时，其表面近似为等磁势面．由磁极表面贮＝常量的边界条件可以解
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出磁极之间的磁场．适当选择磁极表面的形状可以获得具有不同形式的磁场．

例 3.4 求磁化矢量为 M。的均匀磁化铁球产生的磁场．

解 铁球内和铁球外为两均匀区域．在铁球外没有磁荷．在铁球内由于均匀磁化，M=M0,

故有

Pm=-µ。 V • M。 =0

因此磁荷只分布在铁球表面上．球外磁势p1 和球内磁势伤都满足拉普拉斯方程：

v2 'P 1 = o, v2 'P2 = o 

球外磁势必随距离增大而减小，因此它的展开式只含 R 的负幕次项：

b 
中I=~ 芦Pn(COS(}) 

球内磁势当 R=O 时有限，故只含 R 的正幕次项：

伤＝ 2吐“P n(COS 8) 

铁球表面边值关系为当 R=R。(R。为铁球半径）时

BIR = B2R 

凡＝肛（或'P1 ='P2) 

设球外为真空，有

切， l
BIR = µ,。HIR =- µ,。—

aR 

(n + I)b九
节o 2 Rn+2 凡（ cos 8) 

B双吵o肛＋µ。止＝飞o : +µ。M。COS (J

=-µ。 ~na11R具一 1 贮(cos (J) +µ。M。COS (J 

由 (3.2.22) 式和 (3.2.23) 式，有

(n + l)b 
~ ~P,.(cos (J) =-i na"R九（ cos (J) + M尤(cos (J)

。 II

b 
¥芦肛cos 6) = 4,心P晁(cos 8) 

0 n 

比较 E 的系数，得

l l 
a1 = -;-M。, bl = -M。R!

3 3 

a九＝丸＝ 0, n,'l 

代入(3.2.20) 式和 (3.2.21) 式得

M。R! cos() R~ M。. R 
'Pi = -—=—－－一＿

3 旷 3 R3 

(3. 2. 19) 

(3.2.20) 

(3. 2. 21) 

{ 3. 2. 22) 

(3. 2. 23) 

(3. 2. 24) 

(3. 2. 25) 
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l l 
伤= -M。Reos (J =—机． R

3 3 

由 (3.2.25) 式可见，铁球外的磁场是磁偶极子产生的场，磁矩为

4 'JTR 
m =—M。 =M。 V

3 

V 为铁球的体积这是我们预期的结果．由 (3.2.26) 式，球内磁场是

1 
H =- V <p2 =-—M。

3 

B =µ,。(H +M。） ＝旮。M。

(3.2.26) 

(3.2.27) 

铁球内、外的 B 和 H 如图 3-5 所示． B 线总是闭合的，而 H 线则不然． H 线从右半球面的

正磁荷发出，止于左半球面的负磁荷．在铁球内部，B 和 H 反向，说明磁铁内部的 B 和 H 是有

很大差异的． B 代表磁铁内的总宏观磁场，即在物理小体积内对微观磁场的平均值，而 H 仅为

一辅助场量．

B H 

图 3一5

例 3.S 求电流线圈产生的磁标势．

解 设电流线圈载有电流 I，它可以看作线圈所围的一个曲面上许多载电流 I 的小线圈组

合而成．设位于 x'点上的小线圈的面元为 dS＇，它的磁矩为

dm = ldS' 

小线圈所产生的磁场的磁标势是一个磁偶极子的磁标势（见下节）：

dm • r I r • dS'I 
d'Pm ＝一一一＝一一一一＝一切

411'户 4'11' r3 41r 

其中心为面元 dS'对场点 x 所张开的立体角，因此，整个电流线圈产

生的磁标势为

I 
贮＝一。

411' 

0 为线圈对场点 x 所张开的立体角．

如图 3-6 所示，若 x 点在线圈所围曲面的上方时，则 n>O；若 x 图 3-6

(3.2.28) 
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点在曲面下方，则 n<O．当 x 点跨过曲面时，0 有不连续值J.\n= 41r．因此，用磁标势法描述电流

的磁场时，必须除去线圈所围的一个曲面．

§ 3.3 磁多极矩

本节我们研究空间局部范围内的电流分布所激发的磁场在远处的展开式．与电多极矩对

应，引人磁多极矩概念，并讨论这种电流分布在外磁场中的能量问题．

1.矢势的多极展开

给定电流分布在空间中激发的磁场矢势为

A(.r)=竺f扣')dV'
41rJv T 

(3. 3. 1) 

其中，已选择无穷远处为矢势零点．如果电流分布于小区域 V 内，而场点 x 又距离该区域比较

远，我们可以把 A(x)作多极展开．取区域内某点 0 为坐标原点，把 1/r 的展开式[ (2. 6. 2) 式］

代人(3. 3. 1) 式得

展开式的第一项为

A(x)=EIVJ(x') 片－ x'· V古＋
1 -.. a2 1 
汀笘％＇｀允萱卢-+…l d.V' 

A (O) (X) ＝生fvJ(x') dV' 
41TRJv 

由恒定电流的连续性，可以把电流分为许多闭合的流管．对一个流管来说，

fvJ (x')dV'= fi ldl = I{dl = 0 

式中 I 为在该流管内流过的电流．因此有

A(0) =0 

此式表示和电场情形不同，磁场展开式不含磁单极项，即不含与点电荷对应的项．

展开式(3.3.2) 的第二项为

A(l ) ＝一生{ J (x')x'· V一dV`
41T V R 

(3. 3. 2) 

(3. 3. 3) 

(3. 3. 4) 

由于恒定电流可以分成许多闭合流管，我们先就一个闭合线圈情形计算上式．若线圈电流为

I，有

A(I）＝一古"'. V上di'=巴f X'· 竺di'
41T L R4丁 L R3 

(3.3.5) 
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在被积式中，RIR3 为固定矢量，与积分变量无关．由于 x'为线圈上各点的坐标，因此 dx'=dl'.

利用全微分绕闭合回路的线积分等于零．得

O= 寸 d[ (x'• R)x'] ＝炉'.R) di'+ f 1, (di'· R) x' 

因此，

f. (x'· R) di'= ½f. [ (x'· R) di'- (di'• R)x'] 

1 
= f t,_(x'x di') x R 

2 L 

A(" 的表示式(3.3.5) 可以写为

式中

A(1)= 凸f炉＇ X di') X R ＝臼气竺

I 
m =—扣'X di' 

2 L 

称为电流线圈的磁矩．对体电流分布，把 Idl'换为JdV＇，得磁矩

1 
m= —fvx'x J (x')dV' 

2 v 

对于一个小线圈，设它所围的面元为 AS，有

因此

1 
AS =—杆'X dl' 

2 L 

m = 1/l.S 

. 2. 磁偶极矩的场和磁标势

由 (3.3.6) 式可算出磁偶极矩的磁场：

由千当 R 7': 0 时有 • 

因此，

B(1) =V x A(“ 飞V x (m x 自

＝告［（v• f,)m-(m•V) f,]

R 1 
V· —=-v2 —=0 (R :;1: 0) R3. R 

µ。 R
Be l)=-—(m • V).;. 

41T R3 

(3. 3. 6) 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

(3.3.9} 

(3.3.10) 

在电流分布以外的空间中，磁场应该可以用标势描述，因此我们再把上式化为磁标势的梯度形
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式由于 m 为常矢量，由附录(I. 23) 式有

中• f,) = m x (V x f.) + (m • V) f, = (m • V) f, 
式中利用了 RIR3 的无旋性．最后我们得

B(I) =-µ。 V吐＂

(t )_m•R cp~-· = 
41rR3 

(3. 3. 11) 

(3. 3. 12) 

与电偶极势(2. 6. 9) 式相比，可见磁偶极势形式上和电偶极势相似．一个小电流线圈可以看作

由一对正负磁荷组成的磁偶极子，其磁偶极矩 m 由 (3.3.9) 式确定．在电流分布区域以外的空

间中可以用磁标势贮来描述磁场，这一点是和上节所讨论的一般理论相符的．

一个任意电流线圈可以看作由它所围的一个曲面 S 上的许多小电流线圈组合而成，因此
它的总磁偶极矩为

式中 S 是线圈所围的某一个曲面，此曲面不是唯一确定的．为使上式有意义，m 应不依赖于曲

面的选取事实上，设 SI 和 S2 为两个以该线圈为边界的曲面，则 SI 和节2（负号表示取法线方

向相反）合起来成为闭合曲面，因而有

JSldS - f斗dS= fdS = 0 

, m =IIsdS (3. 3. 13) 

即 , i l . " 
I • 

f,,ds = f., dS 

因此，这两曲面给出相同的 m 值．

更高级的磁多极矩实际上较少用到，这里不再详细讨论．

` ｀ 、． ｀

3．小区域内电流分布在外磁场中的能量

设外磁场凡的矢势为 Ae ，由（ 3. 1. 22) 式，电流分布J(x) 在外磁场中的相互作用能量为

W= fvJ ·AadV (3.3.14) 

载电流 I 的线圈在外磁场中的能量为

W =I杻• di = / f SB O'dS = /少 (3.3.15) 

其中少为外磁场对线圈 L 的磁通量．取坐标系原点在线圈所在区域内适当点处．若区域线度

远小于磁场发生显著变化的线度，则可以把 Be（兀）在原点邻域上展开：

B。(x) = B。 (O) + x • V B.(O) + ••• 

代入(3. 3. 15) 式得

W ~IB, (0) • fs dS = m • B。 (0) . (3. 3. 16) 
I 
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其中 m 是电流线圈的磁偶极矩．和电偶极子在外电场中的能量－p．且对比[ (2. 6. 25) 式］，相

差一个负号．这是否意味着磁偶极子受外磁场作用时将会倾向于与外磁场反向呢？事实不是

这样．因为 (3. 3. 16) 式是在假设线圈上的电流 I 以及产生外磁场的电流都不变的条件下导出

的．为了详细地分析这一问题，我们设外场由另一带有电流 L 的线圈 Le 产生．把相互作用能写

为形式［见 (3. 1. 21) 式］

W=钟杻· dl + Ie中A • dl) 
Le 

1 
=—{/4> e + /心）

2 
(3. 3. 17) 

其中中为线圈 L 上的电流产生的磁场对线圈 Le 的通量．当线圈运动时，若保持电流 I 和 /e 不

变，则磁能的改变为

1 
8W =—(/8少＋ /e8 </J)

2 
(3. 3. 18) 

但是，由于磁通量改变，在线圈上产生感应电动势，它对电流做功，就会改变 I 和 L 的值．为了

保持 I 和 Ie 不变，必须由电源提供能量，以抵抗感应电动势所做的功．在线圈 L 和 Le 上的感应

电动势分别为

d仇 d<JJ
.f%=-~;·氛＝－ - 

'dt, " dt 

在时间沁内感应电动势所做的功为

叨8t＋氛le8t =- I积f) e -/e8 </J 

电源为抵抗此感应电动势必须提供能量

8叨＝ /8 </J e + /e8 </J = 28W (3. 3. 19) 

才能保持 I 和 /e 不变．在此条件下， I 和 /e 分别单独存在时的磁能不变，因此总磁场能量的改

变等于相互作用磁能的改变 8W(3. 3. 18) 式．

现在体系包括有相互作用的三个方面：外电源、电磁场以及两个线圈上的电流．必须把这

三个方面包括在内，才能应用能量守恒定律．设线圈移动时场对它做功 8A．能量守恒要求：电

源提供的能量 8叨应等于总磁能的改变 8W 加上对线圈所做的功 8A:

8W. = 8W + 8A (3. 3. 20) 

因此，由 (3.3.19) 式，有

8A = 8 W. - 8 W = 8 W (3. 3. 21) 

即对线圈所做的功等于磁能的增量而不是其减小量．如果定义力学中的势函数 U 使场做的功

等于势函数的减小，应有

U=-W=- fJ •A0dV (3.3.22) 

磁偶极子在外场凡中的势函数为

U = - m • Be (3.3.23) 
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此式子和电偶极子在外电场中的能量－p •E。完全对应．

磁偶极子在外磁场中所受的力是

F=-VU=V(m •B0)=m x (V ><B11) +m •VB., 

=m ·VB。 (3. 3. 24) 

这里我们用了vx凡＝ 0，这是由于产生外场的电流一般都不出现在磁矩 m 所在的区域内．

磁偶极子所受的力矩为

a a 
L =- -U = -mB。 cos (J = - mB11sin (J 

a(J ao 

计及力矩的方向，得

L = m x Be (3. 3. 25) 

(3.3.24) 式和 (3.3.25) 式与电偶极子在外电场中的相应公式[ (2. 6. 26) 式和 (2. 6. 27) 式］完

全对应．

§ 3.4 阿哈罗诺夫－玻姆效应

在经典电动力学中，场的基本物理量是电场强度 E 和磁感应强度 B．势 A 和p是为了数

学上的方便而引人的辅助量． A 和中不是唯一确定的，它们不是有直接观测意义的物理量．但

是，在量子力学中，势 A 和p具有可观测的物理效应． 1959 年，阿哈罗诺夫 (Aharonov) 和玻姆

(Bohm) 提出这一新效应O（以下简称 A-B 效应）．此效应随后在实验上被证实O

图 3-7 示电子双缝衍射实验装置．从电子枪

发射出的电子经双缝分为两束，到达屏幕处产生

干涉图样．此干涉现象是由两束电子的相位差引

起的．若在双缝后面放置一个细长螺线管，当螺

线管通以电流从而在管内产生磁场时，发现干涉

条纹移动实验小心地排除了螺线管外部的磁

场，使电子通过的空间都有B=O，磁通仅集中于

螺线管内部．这意味着，电子干涉条纹的移动不

y 

图 3-7

是由于电子所经过的空间内的 B 所引起的．我们可能会认为，管内的 B 直接作用到管外的电

子上，从而引起千涉条纹移动．但是这种想法是和局域相互作用的原理相违背的．电磁相互作

用的一个基本原理是局域相互作用，即某点处的电荷电流仅受到该点邻域上的场的作用．螺线

管内的场 B 不可能直接作用到管外的电子上． A-B 效应的存在说明磁场的物理效应不能完全

(l) AH ARONOV Y, BOHM D. Phys. Rev., 1959, 115 :485. 

(2) CHAMBERS H G. Phys. Rev. Lett., 1960, 5: 3. 
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用 B 描述

当螺线管内有磁通中时，电子经过的外部空间 B=O ，但 A :1': 0，因为对包围螺线管的任一

闭合路径积分有

户· di＝中
C 

(3. 4. 1) 

矢势 A 可以对电子发生相互作用．因此， AB 效应表明 A 具有可观测的物理效应，它可以影响

电子波束的相位，从而使干涉条纹发生移动．

AB 效应是量子力学现象．在量子力学中，自由运动的电子态由平面波函数描述，略去归一

化因子，此波函数是

u。 (X) = e ip •xlll (3. 4. 2) 

其中p =mv 是电子的动量，Ii= h/2,r, h 为普朗克常量．当螺线管不通电时，两束电子到达屏幕

上距中心为y的点上时，有相位差

岭。＝“（fc2P2.dl- f P1. dl) = fpAl 

l l 
=—pdsin (J~—pdy/L 

h h 
(3. 4. 3) 

式中 d 为双缝的距离当螺线管通电时，管外 A#O，电子波函数应该用正则动量 P 描述，

. ,,, (x) = e 
寸•di

其中正则动量 P 为（见§ 6. 7 节，注意电子电荷为－e)

两束电子的相位差变为

P = p - eA = mV - eA 

岭＝机I9凡. di - le, p l. di) 

= A中。＋刓I.,,A. di - I/. di) 

＝岭。＋工fr.A • di = fl小。十气liJ c -,u Ii 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3. 4. 6) 

(3. 4. 7) 

式中 C 是由 C2 和－c1 组成的闭合回路，中是通过此回路内的磁通量，也是螺线管内的磁通量．

相位差的改变 A中－A仇导致干涉条纹的移动．实验观察到的结果验证了上式．

在量子物理中，矢势 A 所处的地位比在经典电动力学中重要得多． AB 效应表明，仅用 B

来描述磁场是不够的．但是，由于规范变换所引起的 A 的任意性，用 A 来描述磁场显然又是过

多的．对实验的分析表明，能够完全恰当地描述磁场的物理量是相因子(l)

exp(if伊· di) (3.4.8) 

(D WU TT,YANG C N.Phys.Rev.,1975,D12:3845. 
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式中 C 为任一闭合路径若 C 为可以缩小到一点的无穷小路径，则f A • di = B • AS，因此相因子描

述等价于局域场 B(x) 的描述．若 C 为不能收缩到一点的路径，例如在 AB 效应中的闭合路径，

则此相因子所包含的物理信息就不能用局域场B(x) 描述．

§ 3.5 超导体的电磁性质

1.概述

1911 年以来，陆续发现某些元素、合金、化合物或其他材料，当温度下降至某临界温度 Tc

以下时，电阻小至微不足道，这种现象称为超导电性．具有超导电性的材料称为超导体． 1933

年发现超导体具有抗磁性，此现象称为迈斯纳 (Meissner) 效应．超导电性和抗磁性是超导体最

重要的两个宏观性质．

20 世纪 70 年代以前发现的超导体主要是元素超导体（包括金属和半导体）和合金超导

体，临界温度一般为几开，最高不超过 30 K，这些称为常规超导体． 20 世纪 80 年代以来陆续发

现某些铜氧化物超导体，临界温度可达数十开甚至超过 100 K，这些称为高温超导体．由于高

温超导体具有奇特性质和广阔应用前景，因此，对高温超导现象的理论与实验研究有着重大意

义，是当今凝聚态物理一个重要的前沿课题．如何进一步提高临界温度，是其中的关键问题．

超导体是量子多体系统，超导电性和迈斯纳效应是宏观量子效应．因此超导理论必须是建

立在量子力学基础上的微观理论． 1957 年，巴丁(J. Bardeen汃库珀 (L. N. Cooper) 和施里弗

(J. R. Schrieffer) 用电子－声子机制建立的 BCS 理论认为，当材料处于超导态时，费米面附近动

量和自旋大小相等、方向相反的自由电子，通过交换虚声子产生的吸引力形成库珀对，库珀对

不受晶格散射，是一种无电阻的超流电子．这一理论成功地解释了常规超导体的超导电性成因

及其一系列性质，但是，高温超导现象的微观理论至今仍未完善．

在 BCS 理论出现之前，以经典电动力学为基础的伦敦（ London) 唯象理论 (1935 年）和金

兹堡－朗道 (Ginzhurg-Landau) 唯象理论(1950 年），在一定程度上可以解释超导体的宏观电磁

性质．本节主要介绍伦敦唯象理论，其基本思想是以麦克斯韦方程为基础，建立超导电流与电

磁场的局域关系，即伦敦方程．由于没有涉及微观机制，伦敦理论与实验结果有明显偏差． 1953

年，皮帕德 (Pippard) 引人相干长度概念，提出非局域修正．

2. 超导体的基本现象

超导体的基本现象主要包括：

(1) 超导电性 图 3-8 表示 Hg样品的电阻随温度变化的关系．当温度下降到 4. 2 K 以下

时，电阻消失，样品处于超导态，温度在 4.2 K 以上时则处于正常态． 4. 2 K 就是 Hg的临界温

度 Tc．不同材料有不同的临界温度．
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(2) 临界磁场 若将处千超导态的材料置千外磁场中，当外磁场强度增大到某一临界值

凡时，超导电性将受到破坏，材料由超导态转变为正常态．临界磁场凡与温度 T 有关， HC(T)

的经验公式为

T\ 2 

凡（ T) ＝凡（ 0) [ I -（习 l (T,;;, T,) (3. 5. I) 

如图 3-9 所示，该曲线将 T－凡平面（实际上只是第一象限）分为两个区域，在曲线下面材料处

于超导态，在曲线上面则为正常态．该曲线亦称为相变曲线．

R/Q 

0.15 

/ HC 

0.10 

0.05 

。
4.00 4.10 4.20 4.30 4.40 TIK 

图 3-8

H。

。

T 
TC 

』 图 3-9

(3) 迈斯纳效应 实验发现，当材料处于超导态时，随着进入超导体内部深度的增加磁场

迅速衰减，磁场主要存在千超导体表面一定厚度的薄层内．对宏观超导体，若把这个厚度看成

趋千 0，则可近似认为超导体内部磁感应强度 B=0，超导体有完全抗磁性，我们称之为理想迈

斯纳态，不能理想化的状态称为一般迈斯纳态．实验发现超导体的抗磁性与其所经历的过程无

关若将样品的温度降低使之转变为超导态，当加上外磁场时，只要磁场强度不超过临界磁场，

则 B 不能透入超导体内部；若把正常态的样品置于小于临界磁场的外磁场中，当温度下降使

样品转变为超导态时，B 被排出超导体外．

(4) 临界电流 当超导体内的电流达到某个临界值I0 时，超导体将从超导态转变为正常

态．可以这样理解：当超导电流习C 时，它产生的磁场 H>Hc ，材料便转变为正常态．

(5) 第一类和第二类超导体 实验发现有两类超导体，单一元素超导体多数属于第一类

超导体，合金和化合物超导体多数属于第二类超导体．第一类超导体存在一个临界磁场 H。．第

二类超导体存在两个临界磁场，即下临界磁场 Hol 和上临界磁场 Ho2, Hol <Hc2 ，当外磁场 H<Hol

时，磁场被排出体外，样品完全处千超导态．当外磁场满足 Hcl <H<Ho2 时，磁场以量子化磁通线

的形式进入样品内，使之处于正常态和超导态并存的混合态，磁通线穿透的各细长区域处于正

常态，其余区域处于超导态．每一条磁通线的磁通量为一个磁通量子，因此磁通线只能整条产

生和消失．随着外磁场增大，穿过样品内部的磁通线逐渐增多，正常区域逐渐扩大．当外磁场

H>Hc2 时，无表面超导相的样品整个转变为正常态．由于第二类超导体有较高的临界温度和临

界磁场，可以通过较大的超导电流，故有较高的应用价值．
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(6) 磁通量子化 实验发现，第一类复连通超导体（如超导环和空心超导圆柱体），以及

单连通或复连通的第二类超导体，磁通量只能是基本值中。＝h/2e = 2. 07 X 1 o-lS Wb 的整数倍，

中。称为磁通昼子．其中 h 为普朗克常量，e 为电子电荷的值．此外，超导体存在能隙，常规超导

体还有同位素效应，这些现象只有通过量子理论才能解释清楚．

3. 伦敦唯象理论与皮帕德修正

麦克斯韦方程组是电磁现象的普遍规律，超导电性和迈斯纳效应是特殊的电磁现象．经典

电磁理论用宏观唯象的本构关系描写物质的电磁性质，例如，电介质的本构关系是 E 与 D 的

关系，磁介质是 B 与 H 的关系，普通导体是传导电流与 E 的关系．如果能够找出超导电流与 E

和 B 的关系，应当可以对超导电性和迈斯纳效应给出一定程度的唯象描写，这就是伦敦唯象

理论的基本思路．

(1) 伦敦第一方程 当材料处于超导态时，一部分传导电子凝聚于量子态中并作完全有

序运动，不受晶格散射因而没有电阻效应，其余传导电子仍属正常电子．即超导体内存在两种

载流电子一正常传导电子和超导电子，它们分别形成正常传导电流Jn 和超导电流J．，若

µ=µo,e=eo ，则磁化电流与极化电流可以忽略，总电流密度为J=Jn+J..这就是“二流体模

型“正常传导电流遵从欧姆定律

J n = uE (3.5.2) 

6 是材料的电导率．因为超导电子运动速度远小千光速 c，故可略去磁场作用只考虑电场作用

力，假定超导电子的运动不受阻力，并遵从经典力学方程

AV 
m —=-eE 
祝

(3.5.3) 

其中 v=v(x,t)是t时刻 x 处超导电子的平均速度，E=E(x,t)是该处的平均电场强度．设超导

电子密度为 n｀，则超导电流密度为J9 = -n9eV ，于是由 (3.5.3) 式，得

玑 n1e2
-- =aE , 其中 a= —— at m 

(3. 5. 4) 

这便是伦敦第一方程．应当指出，这个方程只是依据经典理论给出的一个假设，它不仅将超导

电子看成经典粒子，而且也没有解释为什么超导电子的运动不受阻力．但由它可以解释恒定情

形下的零电阻效应．在恒定情形，Ja 与时间无关，故aJ.lat= o ，由（ 3.5.4) 式可知此时超导体内

E=O ，再由 (3.5.2) 式有Jn =0，即恒定情形下，超导体内的电流全部来自超导电子，没有电阻

效应．

aJ邕
但在交变情形，—－:;J: 0 ，因而 E :;J: 0, J＂:;I: 0 ，因此交变情形下超导体会有电阻损耗．我们可at 

以估算交流损耗的大小．设电流的角频率为 o，正常传导电流密度Jn =uE，超导电流密度J. = 

aE Jn 6o m6 
—，因此一＝—＝—了矶～ 10一 12w. s. 可见对一般的低频交流电，损耗很小．w ·.- • - - J. a n.e 
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(2) 伦敦第二方程 读者巳经看到，零电阻状态下超导体内部 E=O．若仅由麦克斯韦方

oB 
程 VxE=-—－，只能给出 B 是一个与时间无关的函数或常量，还不能得出 B 随着进人超导体内at 

深度的增加而衰减的结论．可见迈斯纳效应与超导电性是两个独立的效应．

一般迈斯纳态下的超导体，磁场和超导电流主要存在于其表面一定厚度的薄层中，超导电

流不能看成理想的面电流．当超导体外部存在磁场时，超导体表面两侧的磁场应当满足边值

关系：

H21 = Hit, B2n = B In (3. 5. 5) 

电流与磁场是相互制约的．为了找出超导体内超导电流J，与 B 的相互制约关系，取伦敦第一

方程(3.5.4) 式的旋度，并由场方程V~E=-aBlat，得

—(V X /9 + aB) = 0 
、 iJt

可见矢量 VxJ.+aB 与时间无关，但可以有某种空间分布，它取决于超导体的初始态．伦敦理论

假设这个量为零．于是得到

V x J S ,. =-aB (3.5.6) 

这就是伦敦第二方程．读者看到，两个伦敦方程都是基于假设而得到的．它们与麦克斯韦方程

组一起，构成超导电动力学的基础．

下面我们仅考虑恒定情形．此时Jn =O,J=Js(x），超导体内的磁场和超导电流所满足的麦

克斯韦－伦敦方程组为

V·B=O, VxB=µ,。J. . (3. 5. 7) 

V • J. = 0, V x J s = - aB (3. 5. 8) 

为了解释迈斯纳效应，取(3.5.7) 式的第二式的旋度，并由第一式及 (3.5.8) 式的第二式，得

1 
V2B =-:-iB 

入 L
(3.5.9) 

其中参数

气言氐 (3. 5. 10) 

有长度的量纲．由 (3.5.9) 式可以推断，入 L 是超导体内 B 发生显著变化的线度 ． 一般超导体入L

的数量级为 10一'm．我们考虑一个简单情形．设 z>O 的半空间为超导体，z<O 的半空间存在均匀

磁场 B1 =B。e置．由对称性，超导体内的磁场也只能沿尤方向，而且只是 z 的函数，即 B2 =B2(z)e怎．

由 (3.5.9) 式有

d2B2 1 
－丁＝-:iB2
dz,\L 

(3. 5. 11) 

此方程有两个线性独立解 C1e-"丸和 C2e+,／人 I. ，后者随着透人深度的增加而指数增长，与迈斯纳

效应相违背．再由边值关系 (3.5.5) 第一式，可得 C1=B。，即超导体内磁感应强度为
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B2 = B。 e 勺／ALe_.. (3. 5. }2) 

其中 B。是超导体表面即 z=O 处磁感应强度的数值．可见超导体内凡随着透入深度按指数规

律衰减，在 z 达到若干个入 L 处， B2 显著地趋于零．入，，标志着磁场透入超导体内的线度，称为伦

敦穿透深度．

再考虑超导电流分布．取 (3. 5. 8) 式的第二式的旋度，并由第一式及 (3.5.7) 式的第二

式，得

V讥＝-:iJ, (3. 5. 13) 
入 L

此方程与 (3.5.9) 式有完全相同的形式，可知超导电流也主要存在千超导体表面厚度～入L 的

薄层内．超导体之所以显示抗磁性，是由于超导电流在其内部产生与外场逆向的磁场．对于大

尺度超导体，若看成入L--+0 ，则可认为磁场完全被排出体外，这就是理想迈斯纳态，此时其内部

B(x) = 0, J .(x) = 0 

超导电流可视为分布千超导体表面．

(3.5.14) 

例 3.6 求理想迈斯纳态下，超导体表面电流密度＂．与界面磁感应强度 B 的关系．

解 由 (3. 1. 12) 式和 (3. 1. 13) 式描写的边值关系 enx(H广且）＝ a11,B20 =B i n ，其中 en 为

超导体表面外法向单位矢量，H2 =B2/µ,。为界面外侧真空中的磁场强度，HI 表示超导体表面

超导电流流过区域以内的磁场强度，因 B1=µ,。H1=0，于是得

en X B = µ。”g ,Bn =0 

这里 B 表示超导体表面外侧的磁感应强度．可见无论超导体外部的磁场如

何分布，其表面的 B 线总与界面相切，B 不能透入超导体内部．这是因为表面

超导电流 a．对外部磁场有屏蔽效应．

图 3-10 示出理想迈斯纳态下的无穷长超导体柱置千均匀外磁场中的情

形，超导电流 as 在其内部产生的磁场与外磁场等值反向，因而把外场屏蔽，

使超导体内部 B=O.

(3) 超导电流与矢势的局域关系 § 3. 1 已指出，由于 V • B=O，可以引

(3.5.15) 

B 

入矢势 A ，使 B=VxA ，但 A 不是唯一的，必须选择一定的规范对其加以限 图 3-10

制 (3. 1. 5) 式令 V • A=O，这称为库仑规范．但即使选择这一规范，A 还不是唯一的，只要函

数 U 满足方程 V初＝ O,A'=A+V r/J同样满足库仑规范．为使 A 唯一地确定，除令 V • A=O ，还

限定超导体表面 S 上 A 的法向分量为零，即

V • A = 0, e O • A I s = 0 (3. 5. 16) 

此称为伦敦规范．这两个条件使得在 A'=A+V r/J中，产生规范变换的函数山在超导体的内部

和外部，都满足方程V汤＝ 0，而且在界面上其法向导数些 Is= 0．参照§ 2. 2 唯一性定理的证
an I s 

明，可知在超导体的内部和外部，u 只能是常量 C．亦即在伦敦规范下，A'=A ，矢势可以唯一地

确定．
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既然 A 可以唯一地确定，我们就应当提出一个问题一一按经典电动力学的局域作用理论，

超导体内每一点上的超导电流J．与 A 的关系，是否也可以确定？由伦敦第二方程即 (3.5.6) 式

和 B=V戏，有 Vx( J.+aA) = o，我们引人标量函数X，使

J, + aA =VX (3.5.17) 

显然，若X 为常量，上式便可确定J息与 A 的局域关系．若X 为多值函数，则J．与 A 的关系无法

确定．

对于单连通超导体，我们总可以在其内部取任一闭合曲线 c,c 围成的曲面 S 完全处在超

导体内部，将(3.5.17) 式沿 C 积分，并由斯托克斯定理，有

fc dX = L V X (J, +叫）． dS = L (V x J. + aB) • dS (3. 5. 18) 

由伦敦第二方程，上式右边为零，故x 必为单值函数，在恒定情形下 V. J ,=O,en. J. I s=O ，以
及伦敦规范(3.5.16) 式，（ 3.5. 17) 式给出

V沈＝ 0, 竺 1 =0 
i)n I s 

(3.5.19) 

可知X 只能是常量．千是得到

Js.(x）＝－叫（x) (3.5.20) 

这就是恒定情形下，单连通超导体内超导电流与矢势的局域关系．

如果超导体是复连通的（例如超导环），或者是正常态和超导态并存的混合态，则总有某

些闭合曲线 C 不能在超导态区域内连续收缩为一点，即 C 围成的曲面 S 会有不为零的磁通量

通过，于是不能保证（ 3.5. 18) 式右边总是为零， X 可能为多值函数．因而无法得到JS 与 A 的局

域关系 (3.5.20)式

(4) 皮帕德非局域修正 伦敦理论是局域理论．即一点处的超导电流只与该点邻域的电

磁场直接发生作用，（ 3.5. 10) 式描写的伦敦穿透深度入L 与电子的自由程无关．但对合金超导

体的实验发现，实际穿透深度比入 L 大好几倍，并随电子平均自由程减小而增大．实际上，由千

超导电子以库珀对为单元凝聚成量子态，不同点处超导电子的运动互相关联，导致超导电流与

电磁场的有效相互作用不是局域的．一点上的J.(x) 不仅与该点的 A(x) 有关，还会受到附近

的场的影响． 1953 年，皮帕德引人相干长度概念．提出非局域方程：

扣） ＝一气 r[r. A(?') ] e 一~dV'
4叶。 V r 

(3. 5. 21) 

其中 r=x-x'为 x'点到 x 点的矢径， r 是这两点之间的距离．§。为大块纯金属超导体的相干长

度，称为皮帕德相千长度［稍后的 BCS 理论给出fO = ltvrl 'ITd (0), Ii= h/271", Vr 为费米速度，

a(O) 为 T=O K 时的能隙］．tp称为有效相于长度，与材料有关：

1 1 1 
—= - +— (3.5.22) 
tp t。 dl

其中 l 是正常态下纯金属的电子平均自由程，d 是与材料有关的系数，一般地d<l．相应地存在

有效穿透深度入p．若 dl<< t。，则tp<＜入p，此时在tp范围内 A(x') 变化较平缓，（ 3.5.21) 式中
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A(x') 可用 A(x) 代替并移出积分号外，J．的分量近似为

J.(x) ＝一点趴心告＇／'•dV'

= - t$ A)(x ) 8 lJf。. e_,1,pdr 

a =-—6PA i (x) 
& 

即当 §P<<,\ p，才有

" J ,(x) = - -§PA(x)(3. 5.23) 
§。

这是皮帕德方程 (3. 5. 21) 式的局域近似．对上式求旋度，并利用恒定磁场方程 (3.5.7) 式，可

得到形如 (3.5.9) 式的方程．由此得到局域近似下皮帕德有效穿透深度为

入p ＝入呤） 1/2 =入 L(色） 1/2 (3. 5. 24) 

因 dl<< f。，故入 P ～入 L( g。/dl) 112 ，这与实验结果有较好符合．若不考虑电子自由程的影响，即假

定gp=f。，便回到伦敦局域理论的结果，即（ 3.5. 23) 式变为 (3.5.20) 式，（ 3. 5. 24) 式变为

入p ＝入 L·

满足条件 dl << f o, f p＜＜入 P 的超导体属千第二类超导体，用局域近似理论计算此类超导体

的磁场和超导电流分布，才较为接近实际情况．满足条件 dl >> fo, fp>>入 P 的超导体属于第一

类超导体，应当用皮帕德非局域理论处理相应问题．

4. 有第二类超导体存在时磁场分布的求解

下面讨论恒定情形下，有第二类超导体存在时磁场和超导电流分布的求解问题．

(1) 一般迈斯纳态下场分布的求解 在恒定情形，对处于一般迈斯纳态、并满足局域近似

条件{p＜＜入 P 的第二类超导体，应当在麦克斯韦－伦敦方程组 (3. 5. 7) 式和 (3.5.8) 式，以及由

此得到的 (3.5.9) 式和 (3.5.13) 式中，作出修正：

”--+a'= a f P/fo' 入 L --+入p (3. 5. 25) 

超导体外部的磁场则遵从一般的静磁场方程．利用这些方程并结合一定的边界条件，原则上可

以求解磁场和超导电流分布．但由于这些方程都是矢量函数的偏微分方程，故一般情况下求解

相当困难，难度取决于超导体边界面的形状，也与产生外磁场的源有关．只有超导体表面的形

状有某种对称性，且产生外场的源很有规则，才有可能得到问题的解析解．若边界面和场源较

为复杂，只能通过数值计算求出近似解．

例 3.7 处于一般迈斯纳态、半径为 a 的无穷长超导圆柱体，放人均匀磁场 B=B。e．中，柱

轴与磁场方向平行．求磁场分布和超导电流密度．

解 采用柱坐标（p，中，z) ，并以柱轴为 z 轴．由于超导圆柱体为无穷长，柱外真空中的磁感应
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强度最多只是p的函数，即 B1 =B1(p )e, ，它满足方程 V • B1 =O. 因外部J=O，故方程VxB,=O ，由

此有aB,(p)lap =O，可知 B1(p)只能是常量．在p --+oo 处，原外场应当基本上不受影响，千是有

B1 = B。e, (3. 5. 26) 

在柱体内，将矢量方程 (3.5.9) 式中的入 L 换为入p．由对称性，柱体内的磁感应强度也只能是p

的函数，即 B2 =B/p)气，它也满足 V • B2 = 0．现在，（ 3.5.9) 式简化为标量方程：

d 2 B 2 (p) 1 dB 2 (p) 
+—-— -K2B2(p) = 0. (3. 5. 27) 

dp 2 . p dp 

这是零阶虚宗量贝塞尔方程，其中 K=l／入p.在p =O 即柱轴上 B2 应当有限，故此方程的解应为

B2=CI。（叩） e. ＇，其中 C 为常数， I。为零阶虚宗量贝塞尔函数．在p=a 即柱体表面，由边值关系

(3.5.5)式的第一式，可定出常数 C=B。/I。(Ka）．千是得到

I。 (Kp)
B2 = B。生

I。(Ka)

再由 (3.5.7) 式的第二式，得柱体内超导电流密度为

. KB。 11 (Kp) 
·J. =-— e令

µ。 I。 (Ka)

(3. 5. 28) 

(3. 5. 29) 

讨论 0 当圆柱半径 a>>有效穿透深度入p，即 Ka =a／入＞＞ 1，可在柱面附近将虚宗量贝

塞尔函数作渐近展开，得 I。(KfJ) /I。(Ka)~e飞(a-p）．可见凡和J,,都是随着透人深度增加即p的

减小而指数衰减＠超导电流J1 在柱体内产生的磁场沿._el 方向，部分地抵消了进人柱体内
的外磁场，导致总磁感应强度凡随着透入深度增加而衰减．＠将JS 积分，可得单位长度超导

电流为－（ B。作。）［ 1-1。-1 (Ka) ] e矿＠当血 --+00, I。一 1 伈a)--+0，超导电流理想化为面电流，密度

为 ”.=-(B。作。） e中，它在柱内产生的磁场为互＝－B。q，因此完全抵消了进人柱内的原外场，使

B2=0，这是理想迈斯纳态．

如果超导体的边界为球面，也可以提出一系列问题，比如磁铁或电流环与超导球同时存在

时，求解磁场分布以及它们之间的相互作用力．解决这些问题，需要求解球坐标中的矢量亥姆

霍兹方程(3. 5. 9) 式．对此，人们已经建立了系统的方法Q

(2) 理想迈斯纳态下场分布的求解 此时超导体内部 B=O,J, =O．超导电流视为面电流．

只需求解外部的磁场，它必须满足静磁场的基本方程和边值关系 (3.·5.15) 式．根据已知的场

源，可以选择磁标势法、镜像法或其他方法求解．

例 3.8 半径为 a、处于理想迈斯纳态的超导球置于均匀磁场 B。中．求外部真空中的磁场

分布，以及球面的超导电流密度．

解 此问题类似于在均匀电场中放人导体球（见§ 2. 3 例 2. 7 ）．球外 B=µ0H，磁场方程为

VxH=O, V, B=µ。V • H=O，可引人磁标势Q，使 H=-V 'P，且p满足方程 V2'P =O. 以球心为坐

标原点，令 B。 =B。e,. 由轴对称性，且 R...oo 处，cp-.-H。Reos ()，方程 v2'P = o 的解应有形式

(l) 例如，JACKSON J D. Cluaioal Electrodynamic■• 3rd ed. New York: Wiley, 1998. 
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,p =-H。Reos (J + i卢肛COB (J)
在球面 R=a 处，由边值关系 (3. 5. 15) 式的第二式，有如laR=O，由此可确定系数 bl =-H。a3 /2, 

从＝ 0 ，当 n 卢 l ．千是得

H。a3
'P =- H。Reos (J -— cos (J 

2R2 

可见球外磁场 B=µ从－V'P)是原外场 B。与磁偶极场叠加的结果，B 线分

布如图 3-11 所示．将上式第二项与 (3. 3. 12) 式比较．可知磁偶极矩为

m=-21rH。心，，它是球面的超导电流形成的，由边值关系 (3. 5. 15) 式的

第一式，可求出球面电流密度为

3 
as = eR X H =-—H。 sin (Je令

2 
(3.5.30) 

将它代人 m=—杆'xa,dS 并对球面积分，的确可以得出上述 m 值
2 Js 

图 3-11

读者已经知道，静电场中的导体内部电场 E=O，导体表面电场的切向分量 E1=0，用镜像

法可以求出一些较简单问题的解．而理想迈斯纳态下超导体内部 B=O，表面磁感应强度的法

向分量 B回＝ 0．因此．对于边界面和场源较为简单的问题，若能猜测出已知场源或电流的假想镜

像，以代替超导体中真实的超导电流对磁场的贡献，依据叠加原理和边界条件，就有可能求出超

导体外部的磁场分布

例 3.9 有一小磁铁（或小电流圈）位于大块超导体平坦的表面附近的真空中，其磁矩 m

的方向与超导体表面垂直．试估算超导体外部的磁场分布，以及此磁矩受到的作用力．

解 作为近似，设 z<O 下半空间为处千理想迈斯纳态的超导体，z>O 上半空间为真空．令

磁矩m=mez 位于 z=a 处．由对称性，m 的镜像 m'只能位于超导体内部 z 轴上，令其位置为 z=

-a．由叠加原理，上半空间任一点的磁感应强度为

B = Bm + B'= E[3(mr5. r)r - 7l + E[3(m'r'.5r')r＇－饲

其中 r 是 m 到场点的矢径，r＇是 m'到场点的矢径， r 和 r'分别是 m 和 m'到场点的距离．由边值

关系 (3.5.15) 式的第二式，在界面 z=O 处 B 的法向分量 B复＝ 0 ，得m'= -me,. m'在 m 所在处产

生的磁感应强度为

µ。 3(m'• r')r'm'1 µ0m 
B'= 石[ r'5 一 ~I=- 芦•.

现在 r'=2a ，于是超导体对磁矩 m 的作用能和作用力分别为
2 

µ。m
叨＝－ m • B'= —— 21rr'3 

aw j 3µ.。 m2
F =- V Wi =- e 一－ =+ --7.I 

'ar'321ra 
(3.5.31) 
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正号表明 m 受到排斥力．若小磁铁或小电流圈受到的排斥力与地球对它的吸引力达到平衡，

便可实现磁悬浮．需要指出的是，小磁铁或小电流圈的尺寸必须足够小，使其占据的区域内 B'

大致均匀，上述计算才是可靠的．

如图 3-12 所示．在理想迈斯纳态下半径为 a 的超导

球附近，距球心为 d(d>a) 处有一磁偶极子 m =me, 的问

题，同样可以用镜像法求解．由轴对称性，以及在球面即

R=a 处 BR= 0 的条件，可求出 m 的镜像为 m'= - (al 

d)3m ，位置为 z= a2ld．许多简单问题都可以用镜像法求

解，有兴趣的读者可参阅有关文献0

6. 磁介质观点

在恒定情形下，一般超导体内的电流包括超导电流

J，和分子磁化电流JM．对于µ=µ。的超导体，磁化电流可
4 

以忽略．因此，按照我们前面的观点，迈斯纳效应不是来 / 
自超导体作为特殊磁介质的性质，而是来自超导电流的

磁屏蔽效应．我们注意到，磁场的基本物理量 B 是与总电

z 

、\ \ \ 

图 3-12

流密度J互相制约的，至于总电流如何划分为自由电流与磁化电流，以及相应地 B 如何分解

为磁场强度 H 和磁化强度 M，则是带有一定任意性的．按照前面的观点，我们把超导电流看作

自由电流并与 H 相联系，而把分子磁化电流与 M 相联系．

其实，也可以用磁介质观点来描述超导体．按照这种观点，当超导体置千外磁场中时，它受

到“磁化”诱导出超导电流，使超导体带有宏观磁矩．为简单起见，我们仍略去超导体的分子磁

化电流，因此有

V X M = J S (3.5.32) 

还需要对 M 的散度加以限制．我们令

V • M = 0 

在恒定情形下，由磁场方程VxB=µ。J,,V • B=O ，以及

B=µ。(H + M) 

超导体内部磁场强度 H 满足的方程为

V x H = 0, V • H = 0 (3. 5. 35) 

现在，超导体内 H 不再与超导电流J．直接相联系．下面，我们分别讨论理想迈斯纳态和一般迈

(3.5.33) 

(3.5.34) 

斯纳态．

(1) 理想迈斯纳态 此时超导体内 B=O ，由（ 3 . 5.34) 式得

H=-M (3.5.36) 

0 例如，QIONG CL. Phy1. Rev.,2006,B 741024510. 
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即理想迈斯纳态的超导体内部 M 与 H 处处等值反向，其磁化率和磁导率分别为

XM=-1, µ叮o(1 ＋凡） = 0 (3. 5. 37) 

这是对超导体为完全抗磁体的另一种表述．由于内部J. =O ，故VxM=O，超导电流视为面电流

＂｀．将 (3.5.32) 式的积分形式应用于超导体表面，得

en X M =- a, (3.5.38) 

en 为超导体表面外法向单位矢量．按磁介质观点，表面超导电流q在超导体内形成的磁矩和

逆向磁场，完全抵消了外磁场，从而把 B 排出体外．

由千超导体内 H 满足方程组 (3.5.35 ），故可引人磁标势p，使 H=-V cp，且，满足方程

V2 <p = O．在超导体表面，H 的边值关系为
H 21 = H l t, HI n = 0 (3.5.39) 

例 3.10 用磁介质观点求解例 3. 8. 

解 理想迈斯纳态下超导球内 B2=0,J.=O，本来并不需要求解．但现在我们把 B2 划分为

H2 和 M，这才产生了此区域也需求解的问题．超导球内、外两区域均无自由电流，均可引人磁

标势，使 H2 = -V cp2,H1 = -V 中 I, 'P 2 和中 1 均满足方程v2妒＝ 0．由轴对称性，而且 R=O 处'P2 应当

有限，R~oo 处'P 1 --+--H。Reos ()，故球内、外两区域的解应有如下形式： . 

伤＝ a1 Reos () (R < a) 

bl 
'P1 =- H。Reos fJ +— ~os 0 (R > a) R2) 

在球面即 R=a 处，边值关系 (3.5.39)式现在用标势表示为 (()2 ='Pi, o(()1laR = 0. 由此可定出系

数 a1 =-311,。/2,b1 = -H。矿／2．于是得

3H。
伤＝－—Reos 8 

2 

H。a3
'P1 =-H。Reos 8 -—cos (J 2R2 

球外的解 P] 与例 3. 8 的结果一致．球内磁场强度为 H2 = -V <p2 = 3H。/2 ，磁化强度为 M=

-H2=-3H。/2．由（ 3.5.38) 式，得球面超导电流密度为

3 
a. = - e R x M = e R x H 2 = -—H。sin (J e• 

2 

这与例 3.8 的结果也是一致的．

(2) 一般迈斯纳态 此时超导体内 B :;J: 0, J． #-0,VxM=J．．超导电流不能看成面电流．虽

然超导体内部 H 仍然满足方程组 (3.5.35 ），因而可引人磁标势p，使 H= -V 'P，而且v2 'P = o. 
但由于我们预先还不知道超导体内部 H 与 M 的关系，即使可以通过标势法解出 H，由 B=

µ。(H+M) 可知，只要基本场量 B 未解出，磁化强度 M 就不能确定；或者，只要 M 未解出，B 亦

不能确定．

例 3.11 用磁介质观点考虑例 3.7 的置于均匀磁场中的无穷长超导体圆柱．
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解 由千圆柱外部的均匀磁场完全不受影响，而任何与均匀磁场 B=B。q正交的平面都

是等磁势面，故外部磁标势可取为'P 1 = -H。z. 圆柱内仍可使H2 = -V 'P 2 ，由对称性令'P2 = 

书。z+'Po．在圆柱表面，由边值关系pl= cp 2 ，得'P2 = -H。z．于是圆柱内部 H2=-V cp2=H。，仍为均

匀场但还不能确定 M 和 B2. 只有如例 3.7 那样也解出 B2 ［见（ 3.5.28) 式］，才能给出磁化

强度

M= 生 -H2 =-H。 11-1。伈~] (3.5.40) 
µo - V L I。伈a)

这表明，一般迈斯纳态的超导圆柱体内部 M 与 H2 不是简单的线性关系．在柱面即p =a 处

M=O，随着p减小 M 的绝对值非线性地增大，直到p =O 处才有M=-H2 ，使该处 B2=µ。 (H户

M)= 0．可以预期，一般迈斯纳态下其他形状的超导体内部，M 与 H 也不会有简单的线性

关系

6. 磁通量子化

磁通量子化现象很早就被实验证实O．下面，我们用量子概念解释此现象．

设当 T>Tc 时，把一个处于正常态的超导环置于外磁场中，降低温度使T<Tc ，该环转变为

超导态，然后撤去外磁场．结果是通过环孔的磁通量仍然保持着，这是 B 

因为超导环表面薄层内诱导出超导电流，它维持着通过环孔的磁通量．

如图 3-13 所示，若无其他扰动，超导电流与通过环孔的磁通量将长期

存在

首先，我们证明通过环孔的磁通量保持不变．在环体内部沿着环一

周，取一个足够深的闭合回路 C，使 C 上的超导电流J, =O．由伦敦第一

方程 (3.5.4) 式， C 上也有 E=O．把电磁感应定律应用到 C 上，有

d中
—＝－中 E • dl = 0 dt le 

(3.5.41) 

/I\ 
图 3-13

中为通过 C 所围面积的磁通量，也就是通过环孔的磁通量（严格地说，应包括通过超导环表面

薄层内的那部分磁通量）．上式表明中是一个与时间无关的守恒量．

其次，我们指出此磁通量中是量子化的，它等于磁通量子中。的整数倍．此现象是由超导

态的量子力学本质引起的，这是由于超导电子以库珀对为单元凝聚成量子态．一个库珀对的质

量为 2m ，电荷为－2e ，正则动量为 P= 2mv-2eA. 由波函数的单值性，绕闭合曲线一周后，其相

位变化只能是 21r 的整数倍．由 (3.4.4) 式，绕 C 一周后相位变化为

岭＝了杠· dl =ifc (2mv - 2eA) • dl 

＝计（艺J, - 2eA) • di =一扣· di (3.5.42) 

其中已考虑到在 C 上J. =O．上式右方对 A 的闭合路径积分，正是通过 C 所围面积的磁通量

Q) DEAVER B S,FAIRBANK WM.Phys.Rev.Leu.,1961(7):43一心；DOLL R,N入BAUER M. Phya. Rev. Leu., 1961 (7) :51一立
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中．千是由条件

2e 
ll</, = -—<I> = 2几11' (n=O, 土 1' 土 2,..,)

h 

其中Ii= h/2,r，得

h 
中＝ n —= n中。

2e 

由普朗克常量 h 和元电荷 e

h = 6. 626 070 15 X 10-34 J. s 

e = 1. 602 176 634 X 10-19 C 

(3. s. 43) 

(3. 5. 44) 

(3.S.45) 

(3. 5. 46) 

得

h 
中。＝ -= 2. 067 833 848 6 X 10-15 Wb 

2e 
(3.5.47) 

中。称为磁通量子．（ 3.5.44) 式表明，穿过环孔的磁通量中是量子化的．由千在超导体内部足

够深的回路 C 上，B=O ，但 A:#:-0 ，矢势 A 影响着超导电子波函数的相位，从而导致磁通量子化

现象．此现象同样存在于其他复连通的超导体（例如空心超导圆柱体），以及处千混合态的第

二类超导体．后者是容易理解的，因为正常区内有磁通线穿过，这就相当于超导体有些部分被

挖去而成为复连通区域．磁通量子化在超导物理中有着重要意义，此现象再次证实了微观世界

中矢势 A 的物理实在性，它比 B 有着更基本的地位．

3. I 试用 A 表示一个沿 z 方向的均匀恒定磁场 B。，写出 A 的两种不同表示式，证明二者

之差是无旋场．

3.2 均匀无穷长直圆柱形螺线管，每单位长度线圈匝数为 n，电流为 I，试用唯一性定理

求管内外磁感应强度 B.

3.3 设有无穷长的线电流 I 沿 z 轴流动，在 z<O 空间充满磁导率为µ的均匀介质，z>O 区

域为真空，试用唯一性定理求磁感应强度 B，然后求出磁化电流分布．

中
心

ee 
Irr 

J
L
o
－
石
叫
百

(z>O) 

答案： B= 

(%<0) 

a. 女(:-l) e, (z = O} 

1. =巳－ 1) I (i < O,r=O) 
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r 为柱坐标径向距离．

3.4 设 x<O 半空间充满磁导率为µ的均匀介质，心0 空间为真空，今有线电流／沿 z 轴流

动，求磁感应强度和磁化电流分布，

答案：
µ。µ I 

B=--“ 
µ+µ。丁r

µ-µ。
儿＝一I

µ+µ。
（沿 z 轴）

1 
3.5 某空间区域内有轴对称磁场．在柱坐标原点附近已知 B尸＝ B。－ C仁－了．p2），其中 B。

为常量．试求该处的 BP.

提示：用 V • B=O，并验证所得结果满足VxH=O.

答案：凡＝ Czp.

3.6 两个半径为 a 的同轴线圆形线圈，位于 z＝让面上．每个线圈上载有同方向的电流 I.

(1) 求轴线上的磁感应强度．

(2) 求在中心区域产生最接近于均匀的磁场时的 L 和 a 的关系．

a2 

提示：用条件一；且＝ 0.
az 

答案：

l l 1 
(1) B勹µ。/a2{[(L-z) 它］ 3/ 2 + [ (L+z)心］ 3／2}

1 
(2) L＝一a

2 

3.7 半径为 a 的无限长圆柱导体上有恒定电流J均匀分布于截面上，试解矢势 A 的微分

方程，设导体的磁导率为/J,o ，导体外的磁导率为µ,.

答案：
1 

A内＝一心(a2一ra)
4 

2 
µa.. a 

A外＝－一J ln-
2 r 

3.8 假设存在磁单极子，其磁荷为Qm ，它的磁场强度为

QIII r 
H =—--

4叩£0 r3 

给出它的矢势的一个可能的表示式，并讨论它的奇异性．

答案：
Qm I-cos 6 

A令＝－ - 

4,r rsin () 

3.9 将一磁导率为µ，半径为 R。的球体，放入均匀磁场 H。内，求总磁感应强度 B 和诱导

磁矩 m.
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答案：

3µµ。
H。

µ + 2µ。
(R < R。)

B= 

µ。H。十声严［3 （H。R• .,R)R －罚 (R > R。)

球体的诱导磁矩
µ-µ。

m=4"11'—R扭。
µ+2µ。

3. 10 有一个内外半径为凡和 R2 的空心球，位于均匀外磁场 H。内，球的磁导率为µ，求

空腔内的场 B ，讨论µ>>µ。时的磁屏蔽作用．

叶克） 3
B = I l-~ lµ,0H。

(µ,+2µ,。)(2µ,+µ,。 )R1

2(µ飞） 2 扛）
答案：

3. 11 设理想铁磁体的磁化规律为 B=µ,H+µ,。M。 ,M。是恒定的与 H 无关的量．今将一个

理想铁磁体做成的均匀磁化球(M。为常量）浸入磁导率为µ'的无限介质中，求磁感应强度和

磁化电流分布．

答案： B=. 

2µ'µ。M。

2µ'+µ 

心。R;[3(M。 .R)R生
2µ'冲 R5 R3] 

3心。
“M =—M。sin f)e令 (R=R。)

2µ'+µ 

(R<R。)

(R>R。)

3. 12 将上题的永磁球置入均匀外磁场 H。中，结果如何？

答案：

3吵 2沁
-—H。+—M。

B=~ 
µ＋孕。 µ,+2µ,。

(R<R。)

中。十土沪气］ (R>R。)

其中 m＝生竺王心上兰匀式H。
µ,+2µ,。 µ,+2µ,。

3. 13 有一个均匀带电的薄导体壳，其半径为 R。，总电荷为Q，今使球壳绕自身某一直径

以角速度 o 转动，求球内外的磁场 B.

提示：本题通过解 A 或队1 的方程都可以解决，也可以比较本题与例 3.8 和例 3. 10 的电流

分布得到结果．

答案： B= 

Qµ。

" 6 11'R。

µ。 3(m • R)R m 

习矿－讨

(R<R。)

(R>R。)
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QR~ 
其中 m=--` 

3 

3. 14 电荷桉体均匀分布的刚性小球，其总电荷为Q，半径为 R。，它以角速度 o 绕自身某

一直径转动，求：

(1) 它的磁矩；

(2) 它的磁矩与自转动量矩之比（设质量 m。是均匀分布的）．

QR~ _,. L...,, 2m。R; o 
答案：磁矩 m=--0，动量矩 L=-o，比值为一一．

5 5 2m。

3.15 有一块磁矩为 m 的小永磁体，位于一块磁导率非常大的实物的平坦界面附近的真

空中，求作用在小永磁体上的力 F.

3m2µ,。
答案： F＝-———(l+cos2a),a 为 m 与界面法线夹角．

64,ra4 

3.16 从皮帕德方程在局域近似下得到的 (3.5.23) 式出发，证明相应的皮帕德有效穿透

深度为

入p ＝入 L(色尸） l / 2 

其中入L 为伦敦穿透深度．

提示：利用恒定磁场方程求证．

3. 17 半径为 a、处于理想迈斯纳态的超导球附近，距球心为 d(d>a) 处有一沿球径方向

的磁偶极子 m．证明：m 的镜像为 m'= -(ai d) 3m ，位置在球内 z=a2Id 处．

提示：利用边界条件 R=a 处趴＝ 0.

3. 18 基于磁介质观点，用热力学解释超导体临界磁场的存在．

提示：考虑例 3. 11 处于均匀外磁场中的无穷长超导体圆柱，对于单位体积，利用热力学第

一定律 dE = dQ+µ,0HdM 和第二定律 TdS~aQ.



第四章 电磁波的传播

在迅变情况下，电磁场以波动形式存在．变化眷的电场和磁场互相激发，形成在空间中传

播的电磁波．由于在广播通信、光学和其他科学技术中的广泛应用，电磁波的传播、辐射和激发

问题已发展为独立的学科，具有十分丰富的内容．本章只介绍关于电磁波传播的最基本的理

论，下一章再讨论辐射和激发问题．

平面电磁波是交变电磁场存在的一种最基本的形式．本章先研究无界空间中平面电磁波

传播的主要特性，然后用电磁场边值关系研究电磁波在介质界面上的反射和折射问题，从经典

电磁理论出发导出光学中的反射和折射定律．第三节研究有导体存在时的电磁波传播问题，说

明电磁波在导体内有一定的穿透深度，在良导体内只有很小部分电磁能量透人，因而良导体成

为电磁波存在的边界．第四节和第五节研究有界空间的电磁波．微波技术中常用的谐振腔，传

输线和波导都属千有界空间中的电磁波问题．在这两节中我们以谐振腔和波导为例说明电磁

波边值问题的解法．第六节简单介绍一维光子晶体．第七节研究在激光技术中有重要应用的电

磁波狭窄波束的传播．第八节介绍光学空间孤子．最后一节讨论等离子体的基本电磁现象．

§ 4.1 平面电磁波

1.电磁场波动方程

一般情况下，电磁场的基本方程是麦克斯韦方程组：

aB 
V XE=--=-at 

aD 
VxH==-+ J a, 

V • D =p 

V•B=O 

(4. 1. l) 

现在我们研究在没有电荷电流分布的自由空间或均匀的绝缘介质中的电磁场运动形式．在
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自由空间中，电场和磁场互相激发，电磁场的运动规律是齐次的麦克斯韦方程组(p =O, J =O

情形）：

VxE=-=­
aB 

讥

VxH=-— aD 

at 

V·D=O 

V·B=O 

先讨论真空情形．在真空中，D=e。E,B=µ。H．取（ 4. 1. 2) 式的第一式的旋度并利用第二

式得

(4. 1. 2) 

a _ _ a2E 
V X (V XE)=- —V X B =- µ。8。—at at2 

根据矢量分析公式及V • E=O 得

V x (V x E) = V(V • E) - V2E =.- V2E 

代人(4. 1. 3) 式得电场 E 的偏微分方程：

扩E
V2E -µ。C。— =0at2 

同样，在 (4. 1. 2) 式中消去电场，可得磁场 B 的偏微分方程：

iJ2B 
V2B -µ。C。— =0

iJt2 

(4. 1. 3) 

(4. 1. 4a) 

(4. 1. 4b) 

令
\ 、

1 
c= 
花石

(4. 1. 5) 

则 E 和 B 的方程可以写为

1 a2E 
V2E -——= 0 

C2 dt2 

1 a2B 
V2B - --=0 

C2 at2 
(4. 1. 6) 

形如 (4. 1. 6) 式的方程称为波动方程，其解包括各种形式的电磁波， c 是电磁波在真空中的传

播速度．在真空中，一切电磁波（包括各种频率范围的电磁波，如无线电波、光波、X 射线和丫射

线等）都以速度 c 传播， c 是最基本的物理常量之一．

现在讨论介质情形．研究介质中的电磁波传播问题时，必须给出 D 和 E 的关系以及 B 和

H 的关系当以一定角频率 o 作正弦振荡的电磁波入射于介质内时，介质内的束缚电荷受电

场作用，亦以相同频率作正弦振动．在此频率下介质的电极化率XII(o) 为极化强度 P 与 8。E 之

比，由此可得到此频率下的电容率从o）．在线性介质中有关系

D(w) = e(w)E（心 (4. 1. 7) 
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同样，有

B(w) =µ(w)H( (J))(4. 1. 8) 

由介质的微观结构可以推论，对不同频率的电磁波，即使是同一种介质，它的电容率和磁导率

也是不同的，即 c 和µ是 o 的函数（见§ 7. 6) 

c = 8（叫，µ = µ(w) (4. 1. 9) 

e 和µ随频率而变的现象称为介质的色散．由于色散，对一般非正弦变化的电场 E( t），关系式

D( t )=eE( t)不成立．因此在介质内，不能够推出 E 和 B 的一般波动方程［即（ 4. 1. 4) 式中把

µ。e。--+归的方程］．下面我们只讨论一定频率的电磁波在介质中的传播．

2. 时谐电磁波

在很多实际情况下，电磁波的激发源往往以大致确定的频率作正弦振荡，因而辐射出的电

磁波也以相同频率作正弦振荡．例如无线电广播或通信的载波，激光器辐射出的光束等，都接

近千正弦波．这种以一定频率作正弦振荡的波称为时谐电磁波（单色波）．在一般情况下，即使

电磁波不是单色波，它也可以用傅里叶 (Fourier) 分析（频谱分析）方法分解为不同频率的正弦

波的叠加．因此，下面我们只讨论一定频率的电磁波．设角频率为 o，电磁场对时间的依赖关系

是 cos (J)t，或用复数形式表为

E(x, t) = E(x) e如

B(x, t) =B(x)e 一iw& (4. 1. 10) 

在上式中，我们用同一个符号 E 表示抽出时间因子 e一i“以后的电场强度，一般不致发生混淆．

下面我们研究时谐情形下的麦克斯韦方程组．在一定频率下，对线性均匀介质有 D=sE,

B=µH，把（ 4. 1. 10) 式代人(4. 1. 2) 式，消去共同因子 e一1“ 后得

V XE= i叫µH

V x H =- iweE 

V·E=O (4. 1. 11) 

V • H = 0 

先注意一点，在 o 于 0 的时谐电磁波情形下这组方程不是独立的．取第一式的散度，由于

V • (VxE)= 0 ，因而 V • H=O，即得第四式．同样，由第二式可导出第三式．因此，在一定频率

下，只有第一、第二式是独立的，其他两式可由以上两式导出．

取第一式旋度并用第二式得

V x (V x E) = w2µ,eE (4. 1. 12) 

由Vx(VxE)= V (V • E)-V2E=-V2E，上式变为

V2E + k2E = 0 (4. 1. 13) 

k =。石 (4. 1. 14) 

注意 (4. 1. 13) 式只有在加上条件 VI E=O 以后才相当千 (4. 1. 12) 式，（ 4. 1. 13) 式本身的解

并不保证满足 V • E=O．因此，对(1. 13) 式的解必须加上条件 V • E=O 才代表电磁波的解．
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解出 E 后，磁场 B 可由 (4. 1. 11) 第一式求出

i - - i 
B =-— V XE=- －石VxEw. - k (4. 1. 15) 

(4. 1. 13) 式称为亥姆霍兹(Helmholtz) 方程，是一定频率下电磁波的基本方程，其解 E(x)

代表电磁波场强在空间中的分布情况，每一种可能的形式称为一种波模．概括起来，在一定频

率下，麦克斯韦方程组化为以下方程：

V2E + /c2E = 0 

V·E=O 

1 
B=-~VxE 

”>

亥姆霍兹方程(4. 1. 13) 的每一个满足 V • E=O 的解都代表一种可能存在的波模．

类似地，也可以把麦克斯韦方程组在一定频率下化为

3. 平面电磁波

V2B+k2B=O 

V • B =O 
.. 
l _ l 

E =-— VxB=____..:._VxB 
呼C K石

(4. 1. 16) 

按照激发和传播条件的不同，电磁波的场强 E(x) 可以有各种不同形式．例如从广播天线

发射出的球面波，沿传输线或波导定向传播的波，由激光器激发的狭窄光束等，其场强都是亥

姆霍兹方程(4. 1. 13) 的解．现在我们讨论一种最基本的解，它是平面波．设电磁波沿 x 轴方向

传播，其场强在与％轴正交的平面上各点具有相同的值，即 E 和 B 仅与％、t有关，而与y、z 无

关这种电磁波称为平面电磁波，其波阵面（等相位点组成的面）为与兄轴正交的平面．在此情

形下亥姆霍兹方程化为一维的常微分方程

它的一个解是

d2 —E(x) + k2E(x) = 0 
d允2

E(x) = E。e归

由 (4. 1. 10) 式，时谐平面波场强的全表示式为

(4. 1. 17) 

(4. l. 18) 

E(x, t) =E。 el(k兀心） (4. l. 19) 

由条件 V. E=O 得ike霉． E=O，即要求且＝ o. 因此，只要 E。与尤轴垂直，（ 4. 1. 19) 式就代表

一种可能的模式．式中 E。是电场的振幅， el(b-“” 代表波动的相位因子．

以上为了运算方便采用了复数形式，对于实际存在的场强应理解为只取上式的实数部

分，即

E(x, t) = E。cos(k尤－ o t) (4. 1. 20) 
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现在我们看相位因子 cos （缸－wt)的意义．在时刻t= 0，相位因子是 cos k元，元＝ 0 的平面处于波

峰在另一时刻t，相因子变为 cos(k兄诏），波峰移至 k尤－wt =O 处，即移至无＝于t的平面上．因

此，（ 4. 1. 19) 式表示一个沿兄轴方向传播的单色平面波，在线性均匀的绝缘介质内其相速

度为

(IJ 1 
V =—= 

k 石

真空中电磁波的传播速度为

1 
C = 
，石

因此，线性均匀绝缘介质中单色波的相速度为

(4. 1. 21) 

(4. I. 22) 

V =--=== = _::_ (4. 1. 23) 
歹 n

式中 cr 和 µr 分别代表介质的相对电容率和相对磁导率，n=/#石已勺介质的折射率．由于它们

是频率 o 的函数，因此在介质中不同频率的电磁波有不同的相速度和折射率，这就是介质的

色散现象．

在 (4. 1. 19) 式中，我们选择了一个特殊坐标系，它的 x 轴沿电磁波传播方向．在一般坐标

系下平面电磁波的表示式是

E(x, t)"=E。 e i (l•z-111c) • (4. 1. 24) 

式中 k ．是沿电磁波传播方向的一个矢量，其量值为 lkl =w ✓,.云．当 k 的方向取为兀轴时，有

k • x=k元，因而 (4. 1. 24) 式变为 (4. 1. 19) 式．由图 4-1 可以看出 (4. 1. 24) 式表示沿 k 方向传

播的平面电磁波．取垂直于矢量 k 的任一平面 S ，设 P 为此平面

上的任一点，位矢为 x ，则 k • x=kx',%'为 x 在矢量 k 上的投影，

在平面 S 上任意点的位矢在 K 上的投影都等于矿，因而整个平

面 S 是等相面．因此，（ 4. 1. 24) 式表示沿矢量 K 方向传播的平面

波． K 称为波矢量，其量值 k 称为波数，沿电磁波传播方向相距为

缸＝ 21rlk 的两点有相位差 21r ，因此 2'11'/k 是电磁波的波长入，即

加
一
入

ll 
k 

y 

(4. 1. 25) 
图 4....l

对 (4. l. 24) 式必须加上条件 V • E=O 才能得到电磁波解．取 (4. 1. 24) 式的散度

V·E=E。 .V ei<••x-触“=ik • E。ei(i •z-.,`) =ik • E 

因此

k • E = 0 (4. 1. 26) 

上式表示电场波动是横波，E 可在垂直于 K 的任意方向上振荡． E 的取向称为电磁波的偏振方

向．可以选与 K 垂直的任意两个互相正交的方向作为 E 的两个独立偏振方向．因此，对每一波
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矢量 k，存在两个独立的偏振波．

平面电磁波的磁场可由 (4. 1. 15) 式求出．取 (4. 1. 24) 式的旋度得

代人(4. 1. 15) 式得

V x E = [V ei(l·~-°''>] x E。=ik XE 

k 
B=石－ xE ＝石e1r x E 

k 
(4. 1. 27) 

ek 为传播方向的单位矢量．由上式得 k•B=O，因此磁场波动也是横波． E 、B 和 K 是三个互相

正交的矢量． E 和 B 同相，振幅比为

If＝上叮
B 石．

在真空中，平面电磁波的电场与磁场比值为

EI 1 
一＝ = c 
B 立

（用高斯单位制时，此比值为 1 ，即电场与磁场量值相等．）

概括平面电磁波的特性如下：

(1) 电磁波为横波，E 和 B 都与传播方向垂直；

(2) E 和 B 互相垂直，ExB 沿波矢 k 方向；

(3) E 和 B 同相，振幅比为 v.

(4. 1. 28) 

(4. 1. 29) 

平面电磁波沿传播方向上各点的电场和磁场瞬时值如图 4-2 所示．随着时间的推移，整

个波形沿传播方向（例如无轴方向）以速度 v=cln 移动．

X 

图 4-2

4. 电磁波的能量和能流

由(1. 6. 12) 式，线性均匀介质中电磁场的能量密度为

w=¾(E·D+H·B)= 主（ 8矿＋气
1 

在平面电磁波情形，由 (4. 1. 28) 式有泣2=-B2 ，因此平面电磁波中电场能量和磁场能量相
µ 

等，有

w = eE2 =...:..B2 (4. I. 30) 
µ 

把(4. 1. 27) 式代人(1. 6. 8) 式，并注意到 (4. I. 26) 式，得平而电磁波的能流密度为
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S =EX H = jf Ex (e, x E) = ~红
由 (4. 1. 30) 式得

1 
S=—we, = vwe, 
石

(4. 1. 31) 

v 为电磁波在介质中的相速．

由于能量密度和能流密度是场强的二次式，不能把场强的复数表示直接代人．计算 w 和 S

的瞬时值时，应把实数表示代入，得

W = B卧cos'{k • JC - w t)＝主忒［ 1 + cos 2 (k • x - w t) ] 

w 和 S 都是随时间迅速脉动的量，实际上我们只需用到它们的时间平均值．为了以后应用，这

里给出二次式求平均值的一般公式．设f(t)和g(t)有复数表示：

f(t) ＝儿e寸“,g(t) = g。 e 如i+i令

中是f(t)和g(t)的相位差．fg对一周期的平均值为

五＝沁tf。cos(w t)g。 cos(w t－中）
1 1 

＝—儿g。COS 中＝—Re(/• g) 
2 2 

(4. 1. 32) 

式中I．表示I的复共辄，Re 表示实数部分．

由此，能量密度和能流密度的平均值为

l 1 
面＝—B卧＝一B;

2 2µ 
(4. 1. 33) 

曰－Re(E'x H）＝纣户比 (4. 1. 34) 

§ 4.2 电磁波在介质界面上的反射和折射

电磁波人射于介质界面时，发生反射和折射现象．关于反射和折射的规律包括两个方面：

(1) 人射角、反射角和折射角的关系；（ 2) 人射波、反射波和折射波的振幅比和相对相位．

任何波动在两种不同介质的界面上的反射和折射现象属千边值问题，它是由波动的

基本物理量在边界上的行为确定的，对电磁波来说，是由 E 和 B 的边值关系确定的．因

此，研究电磁波反射折射问题的基础是电磁场在两种不同介质界面上的边值关系．下面

我们应用电磁场边值关系来分析反射和折射的规律．
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1.反射和折射定律

(1. 5. 11) 式给出一般情况下电磁场的边值关系：

e"x(E2-E,)=O 

en X (H2 -H,) =a 

en • (D2....D,) = <1 

en· (B2 -B,)=O 

式中 6 和 a 是自由面电荷和电流的密度．这组边值关系是麦克斯韦方程组的积分形式应用到

(4. 2. 1) 

边界上的推论．在绝缘介质界面上，u=O,a=O．上节我们证明了在一定频率情形下，麦克斯韦
方程组(4. 1. 2) 不是完全独立的，由第一、第二式可导出其他两式．与此相应，边值关系 (4. 2. 1) 

式也不是完全独立的，由第一、第二式可以导出其他两式．因此，在讨论时谐电磁波时，介质界面

上的边值关系只需考虑以下两式：

en X (E2 -E,) =O 

en x(H2 -Hl)'=a 
(4. 2. 2) 

虽然介质中 B 是基本物理量，但由于 H 直接和自由电流相关，而且边界条件也由 H 表出，所

以在研究电磁波传播问题时，往往用 H 表示磁场较为方便．

设介质 1 和介质 2 的分界面为无穷大平面，且平面电磁波从介质 l 入射于界面上，在该处

产生反射波和折射波．设反射波和折射波也是平面波（由下面所得结果可知此假定是正确

的）．设人射波、反射波和折射波的频率相同，电场强度分别为 E 、E'和 E”，波矢量分别为 K 、 k'

和 K”．它们的平面波表示式分别为

E=E。e i(l•,c一”t)

E'= 趴e i (l'•,c-鹹t)

E" = E~ei(l”飞t)

(4. 2. 3) 

现在先求波矢量方向之间的关系．应用边界条件(4.2.2) 式时，注意介质 1 中的总场强为人射

波与反射波场强的叠加，而介质 2 中只有折射波，因此有边界条件

en X (E + EI) = en. X E" 

把(4. 2. 3) 式代人得

en X (E。 e ik•z + E'oe出•z) = en X E~e ik"•z 

此式必须对整个界面成立．选界面为平面 z=O，则上式应对 z=O

和任意％、y成立．因此三个指数因子必须在此平面上完全相等，

故有

k • x = k'· x = k" • x (z = 0) 

由千允和y是任意的，它们的系数应各自相等，有

k. = k~ = k':, k1 = k~ =从（4.2.4)

如图 4-3 所示，取人射波矢在兀z 平面上，有 k, = O，由上式 K'y和l

z 

图 4-3
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从＇亦为零因此，反射波矢和折射波矢都在同一平面上．

以 0、矿和 6”分别代表人射角、反射角和折射角，有

丸＝ ksin (},从＝ k' 8in 0' 

k'; = k"sin (J', 

设 “1 和 “2 为电磁波在两介质中的相速，由 (4. 1. 21) 式有

{J) -.. {J) 
k = k'= -=-, k"= — 

“I O2 

把(4. 2. 5) 式和 (4.2.6) 式代入(4. 2. 4) 式得

() = ()', 
. 

si n 8 V i - = 
s i n (J',“2 

这就是我们熟知的反射和折射定律．对电磁波来说，v= 11./i云，因此

sin 8 /µ;&; 
—=— =n21 

sin 8" Jµ石

(4. 2. S) 

(4. 2. 6) 

(4. 2. 7) 

(4. 2. 8) 

几21 为介质 2 相对千介质 l 的折射率．由于除铁磁质外，一般介质都有µ勺Lo ，因此通常可以认

为i歹石就是两介质的相对折射率．频率不同时，折射率亦不同，这是色散现象在折射问题中

的表现

2. 振幅关系 菲涅耳公式

现在应用边值关系 (4. 2. 2) 式，求人射波、反射波和折射波的振幅关系．由于对每一波矢 k

有两个独立的偏振波，所以需要分别讨论 E 垂直于入射面和 E 平行千人射面两种情形．

(1) E 上人射面［图 4-4(a) J.当界面上自由电流密度 a= ·O ，边值关系 (4.2.2) 式为

E + E'= E" 

Hcos 8 - H'cos 8'= H"cos 8" 

k' ` 
(a) (b) 

图 4-4

由 (4. I. 28) 式，H＝沪E，对于非铁磁性的一般介质，取µ节0'(4. 2. 10) 式可写为
µ, 

石(E-E')cos (J＝石E"cos 6" 

由 (4.2.9) 式和 (4. 2. 11) 式，并利用折射定律 (4. 2. 8) 式得

(4.2.9) 

(4.2. 10) 

(4. 2. 11) 
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~, _ F,cos 8 －石cos 8''- sin (fJ - 8") 
一＝ =- 
E 石cos 8 ＋石cos 9" sin (8 + 8") 

E“2石cos 8 _ 2cos 9sin 8" —= = 
E 石cos (J＋石cos 8" sin ((J + 8") 

(2) E//人射面［图 4-4(b）］．边值关系 (4.2.2) 式为

(4、 2..14) 式可用电场表示为

Ecos 8 - E'cos fJ = E"cos f)" 

H + H'= H" 

石(E + E') =:石E"

上式与 (4. 2. 13) 式联立，并利用折射定律(4.2.8) 式得

E' tan( (J - 8") 
= 

E tan(0 + 8") 

E" 2cos Osin O" 
= 

E sin(8 + 811) cos( fJ - O") 

(4. 2. 12) 

(4. 2. 13) 

(4. 2. 14) 

(4. 2. 15) 

(4. 2. 12) 式和 (4.2. 15) 式称为菲涅耳 (Fresnel) 公式，表示反射波、折射波与人射波场强

的比值由这些公式可以看出，垂直于人射面偏振的波与平行于入射面偏振的波的反射和折射
行为不同．如果人射波为自然光（即两种偏振光的等量混合），经过反射或折射后，由于两个偏

振分量的反射波和折射波强度不同，因而反射波和折射波都变为部分偏振光．在 8+8"= 90° 的

特殊情形下，由 (4.2. 15) 式，E 平行于入射面的分量没有反射波，因而反射光变为垂直千人射

面偏振的完全偏振光．这是光学中的布儒斯特 (Brewster) 定律，此情形下的人射角为布儒

斯特角．

菲涅耳公式同时也给出了人射波、反射波和折射波的相位关系．在 E 垂直入射面情形中，

由 (4.2.12) 式，因为当 B2>e] 时(J>(J”，因此 E'IE 为负数，即反射波电场与入射波电场反相，此

现象称为反射过程中的半波损失．

上面的推导结果与光学实验事实完全符合，进一步验证了光的电磁理论的正确性．

3. 全反射

若 81>82 ，则 n2J < 1.当电磁波从介质 1 人射时，折射角 0”大于人射角 o．当 sin (} = n21 = 

乒时，扩变为 900 ，此时折射波沿界面掠过．若人射角再增大，使 sin 8>n21 ，这时不能定义实数

的折射角，因而将出现不同千一般反射折射的物理现象．现在我们研究此情况下的电磁波解．

假设在 sin 8>n“ 情形下两介质中的电场形式上仍然用 (4. 2. 3) 式表示，边值关系 (4. 2. 4) 

式形式上仍然成立，即仍有

坟＝ k" = ks in() 

VI 
k" = k —=kn21 

“2 

(4. 2. 16) 
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在 sin 9>n21 情形下有 K','>k” ，因而

肘＝及气＝ik✓sini o-4

变为虚数．令

k~ = iK'K = k✓sin2 6 - n;1 (4. 2. 17) 

则折射波电场表示式变为

E" = E'~e- ,c11eic1i:;s-"'•> (4. 2. 18) 

(4.2.18)式仍然是亥姆霍兹方程的解，因此代表在介质 2 中传播的一种可能波模．在上一节

中我们不考虑这种波，是因为当 Z ----..- 00 时 E"----..oo ，因而 (4.2. 18) 式所表示的波不能在全空间

中存在但是这里所研究的折射波只存在于 z>O 的半空间中，因此 (4. 2. 18) 式是一种可能

的解

(4. 2. 18) 式是沿 x 轴方向传播的电磁波，它的场强沿 z 轴方向指数衰减．因此，这种电磁

波是存在于界面附近一薄层内的表面波，该层厚度～ K-1 ．由（ 4. 2. 17) 式有

K 一1==

k✓~ . 2吓✓sin2 0 - n;1 

l 
入 1

• (4. 2. 19) 

入 1 为介质 l 中的波长．一般来说，透人第二介质中的薄层厚度与波长同数量级．

折射波磁场强度由 (4. 1. 27) 式求出考虑 E“垂直人射面情况(E"=E;) ，有

H'z＇＝启心芒
H'工＇＝－启E; =- i嘉

印与 E“同相，但 H勹与 E”有 90°相位差．

折射波平均能流密度由 (4. 1. 34) 式算出

岛 ＝上Re(E;“H'` ＇） ＝上， IE'扩e一心
2 2 µ2 n21 

(4.2.20) 

(4. 2. 21) 

句＝－—Re(E;• H'算＇） = 0 
2 

由此，折射波平均能流密度只有无分量，沿 z 轴方向透人第二介质的平均能流密度为零．

本节推出的有关反射和折射的公式在 sin 8>n21 情形下形式上仍然成立．只要作对应

k: sin 8 
sin 8”一—=—

k＇，几21

k'; 
cos 8” 一一＝ i k', 

(4. 2. 22) 

则由 (4.2. 12) 和 (4. 2. J 5) 式可以求出反射波和折射波的振幅和相位．例如在 E 垂直人射面情

形，由 (4.2. 12) 式得
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E'cos 8 - i✓矿6.: n; —= = e 一 21令

E cos 8 + i扣占－ 4
(4.2.23) 

扣勺－已
tan 中＝ - - 

cos (J 

此式表示反射波与人射波具有相同振幅，但有一定的相位差．反射波平均能流密度数值上和人

射波平均能流密度相等，因此电磁能量被全部反射出去．此现象称为全反射．光波在光纤中的

传播，就利用了全反射现象．

由 (4.2.23) 式， E'和 E 振幅相等，但相位不同，因此反射波与人射波的瞬时能流值是不同

的 (4.2.21) 式所表示的也只是双的平均值为零，其瞬时值不为零由此可见，在全反射过程

中第二介质是起作用的．在半周内，电磁能量透人第二介质，在界面附近薄层内储存起来，在另

一半周内，该能量释放出来变为反射波能量．

§ 4.3 有导体存在时电磁波的传播

第一节讨论了真空和绝缘介质中电磁波的传播问题．在真空和理想绝缘介质内部，没有能

量损耗，电磁波可以无衰减地传播．

现在我们研究导体中的电磁波．导体内有自由电子，在电磁波电场作用下，自由电子运动

形成传导电流，由电流产生的焦耳热使电磁波能量不断损耗．因此，在导体内部的电磁波是一

种衰减波．在传播过程中，电磁能量转化为热量．

导体内电磁波的传播过程是交变电磁场与自由电子运动互相制约的过程，这种相互作用
决定导体内电磁波的存在形式．因此下面我们先研究导体内自由电荷分布的特点，然后在有传
导电流分布的情形下解麦克斯韦方程组，分析导体内的电磁波以及在导体表面上电磁波的反

射和折射问题

1.导体内的自由电荷分布

在静电情形，我们知道导体内部不带电，自由电荷只能分布千导体表面上．在迅变场中是

否仍然保持此特性呢？

设导体内部某区域内有自由电荷分布，其密度为p．此电荷分布激发电场 E，微分方程为

eV·E= p 

在电场 E 作用下，导体内引起传导电流J．由欧姆定律可知

J =uE 

式中 c 为电导率．代人 (4. 3. 1) 式得

。
V· J=~p 

8 

(4. 3. 1) 

(4. 3. 2) 

(4. 3. 3) 

奄 ` 
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上式表示当导体内某处有电荷密度p出现时，就有电流从该处向外流出．从物理上看这是很明

显的因为假如某区域内有净电荷积聚的话，电荷之间相互排斥，必然引起向外发散的电流．由

千电荷外流，每一体元内的电荷密度减小．p的变化率由电荷守恒定律确定

0p c 
— =-V· J=-—p at - s 

(4.3.4) 

解此方程得

p(t) = p。e 詹

式中p。为t=O 时的电荷密度．由上式，电荷密度随时间指数衰减，衰减的特征时间'T(p值减小

到p。/e 的时间）为

e 
1'=— 

o· 

因此，只要电磁波的频率满足 W << T一 1 =ule ，或

。严

—>> l 
80. 

(4. 3. 5) 

(4. 3. 6) 

就可以认为p (t) = 0. (4. 3. 6) 式可以看作良导体条件．对于一般金属导体， T 的数量级为

10一 17 s．只要电磁波频率不太高，一般金属导体都可以看作良导体．良导体内部没有净的自由电

荷积聚，电荷只能分布于导体表面上．

2. 导体内的电磁波

导体内部p=O,J=uE，麦克斯韦方程组为

• aB 
V XE=- — 

社

• OD 
VxH==-+ J 

0t 

V • D = 0 

V • B = 0 

对具有一定频率 o 的电磁波，可令 D=eE,B=µH，则有

V x E == iwµH 

V x H =- iweE + uE 

V • E = 0 

V • H = 0 

(4. 3. 7) 

(4. 3. 8) 

把这组方程和绝缘介质的方程组 (4. 1. 11) 式比较，差别仅在千第二式右边多了一项 uE，此项

是由传导电流引起的．如果形式上引人导体的“复电容率”:

I - • • U 
8 = 8 + l- (4. 3. 9) 

" 
则 (4.3.8) 式的第二式可写为
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V x H = - io, s'E (4. 3. 10) 

与绝缘介质中的相应方程形式上完全一致．因此只要把绝缘介质中电磁波解所含的 8 换作

s＇，即得导体内的电磁波解．

我们先讨论复电容率的物理意义．在 (4.3.8) 式的第二式中，右边两项分别代表位移电流

和传导电流传导电流与电场同相，它的耗散功率密度为—Re( J• • E) = ~O'戊．位移电流与
2 2 

电场有 90°相位差，它不消耗功率．相应地，在 (4. 3. 9) 式所定义的复电容率中，实数部分 c 代

表位移电流的贡献，它不引起电磁波功率的耗散，而虚数部分是传导电流的贡献，它引起能量

耗散0

在一定频率下，对应千绝缘介质内的亥姆霍兹方程 (4. 1. 13) 式，在导体内部有方程
V2E + k2E = 0 (4. 3. 11) 

k=w石（4. 3. 12) 

(4.3.11)式的解只有满足条件V • E=O 时，才代表导体中可能存在的电磁波．解出 E 后，磁场

H 可由 (4. 3. 8) 式的第一式求出．

方程(4.3.11) 形式上也有平面波解：

E(x) = E。ei尸七

但由 (4. 3. 12) 式， k 为复数，因此 k 是一个复矢量，即它的分量一般为复数．设

k= fJ+ia 

导体中电磁波的表示式为

(4. 3. 13) 

(4. 3. 14) 

E(x, t) = E。 e-t1l七 e i (P心心） (4.3. 15) 

由此式可见，波矢量 k 的实部p描述波的传播的相位关系，虚部 a 描述波幅的衰减． B 称为相

位常量，a 称为衰减常量

由 (4.3.12) 式，矢量 a 和 P 应满足一定关系．把 (4. 3. 14) 式和 (~.3.9) 式代人（ 4.3.12)
式得

比较式中的实部和虚部得

k2 ＝矿－ a1 + 2ia • fJ =心（e + i臼 (4.3.16) 

矿－ a2 =矿µ8

(4.3.17) 
". P= -(A)µO' 

2 

矢量＂和 P 的方向不常一致．由边值关系和（ 4.3. 17) 式可以解出矢量＂和p．例如当电

磁波从空间入射到导体表面时，以 k(O) 表示空间中的波矢，k 表示导体内的波矢．设人射面为 xz

面，z 轴为指向导体内部的法线．由边值关系 (4.2.4) 式有

0 在实际绝缘介质中，由于存在介质损耗，所以介质的电容率 e 也常是一个复数，8 的虚数部分和介质损耗有关［参看

(7.6.29) 式］．
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k!O) = kil = /3霄＋也 (4. 3. 18) 

空间中波矢 k(“ 为实数，因此由上式得 a箕＝ 0 ，凡＝ k尤，即矢量 a 垂直于金属表面，但矢量 P 有兀

分量．由上式及 (4 . 3. 17) 式就可以解出 a, 和 B. ，因而确定矢量＂和p.

3. 趋肤效应和穿透深度

由于存在衰减因子，电磁波只能透人导体表面薄层内．因此，有导体存在时的电磁波传播

问题一般是作为边值问题考虑的．电磁波主要是在导体以外的空间或介质中传播，在导体表面

上，电磁波与导体中的自由电荷相互作用，引起导体表层上出现电流．此电流的存在使电磁波

向空间反射，一部分电磁能量透入导体内，形成导体表面薄层内的电磁波，最后通过传导电流

把这部分能量耗散为焦耳热．

为简单起见，我们只考虑垂直入射情形．设导体表面为兀y平面，z 轴指向导体内部．在此情

形下由 (4.3.18) 式， a义＝队＝ O,a 和p都沿 z 轴方向，（ 4.3. 15) 式变为

E=E。e- 111t ei（扣丑） (4. 3. 19) 

由 (3. 17) 式可解出 a 和p，结果是

I 

fJ =。石仕（R, +1)] 了

a ="'石杜（：－ 1)r (4.3.20) 

对于良导体情形，这些公式还可以简化；由 (4. 3. 16) 式，炉的虚部与实部之比为幻'SO ，在

良导体情形此值＞＞ l ，因而炉的实部可以忽略

k2 ~i~四

k = jfiiiw = {3 + ia 

由此得

a 吓气亏 (4. 3. 21) 

波幅降至导体表面原值 1/e 的传播距离称为穿透深度 8．由上式及 (4. 3. 19) 式，有

气＝旦 (4. 3. 22) 

穿透深度与电导率及频率的平方根成反比．例如对于铜来说，c ～ 5X107S. m一 l ，当频率为 50 Hz 

时，8~0. 9 cm ；当频率为 100 MHz 时， 6~0. 7X10一3 cm. 由此可见，对于高频电磁波，电磁场以及

和它相互作用的高频电流仅集中于表面很薄一层内，这种现象称为趋肤效应．

由 (4.3.8) 式的第一式可求出磁场与电场的关系：

l l 
H= — kxE= —(/3 + ia) en X E (4. 3. 23) 

”µ oµ 
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式中 en 为指向导体内部的法线．在良导体情形下，由 (4.3.21) 式有

H "'尸e扛 XEoµ 
(4.3.24) 

由上式，磁场相位比电场相位滞后 45° ，而且

~If＝嘉＞＞ l (4. 3. 25) 

而在真空或绝缘介质情形下，此比值为 1 ［见（ 4. 1. 28) 式］．因此，在金属导体中，相对于真空或

绝缘介质来说，磁场远比电场重要，金属内电磁波的能量主要是磁场能量．

4. 导体表面上的反射

和绝缘介质情形一样，应用边值关系可以分析导体表面上电磁波的反射和折射问题．在一

般人射角下，由千导体内电磁波的特点使计算比较复杂．垂直人射情形计算较为简单，而且已

经可以显示出导体反射的特点．因此这里只讨论垂直人射情形．

设电磁波由真空人射于导体表面，在界面上产生反射波和透入导体内的折射波．如图 4-4(a)

所示，应用到垂直人射情形，电磁场边值关系为

E + E'= E" ;· H - H'= H" (4. 3. 26) 

其中 E、E'和 E”分别代表入射波、．反射波和折射波的场强．在良导体情形，由 (4. 3. 23) 式和

(4. 1. 27) 式，可以把 (4.3.26) 式中第二式用电场表出（设µ勺心：

E - E'= ~五(1 + i) E" 

此式与(4.3.26) 式的第一式联立解出

竺＝－ 1 ＋i－尸，
E 1 + i＋了尸

(4. 3. 27) 

反射系数 R 定义为反射能流与人射能流之比．由上式得

R = If I' 』1 :22 十勹 = l 一言 (4. 3. 28) 

由上式可见，电导率愈高，则反射系数愈接近于 1．测量结果证实了上式的正确性．例如对千波

长为1. 2x10 一'm 的红外线，测得铜在垂直人射时的反射系数为 R=l-0.016 ，与（ 4.3.28) 式相

符．对于波长较长的微波或无线电波，反射系数更接近千 l ，只有很小部分电磁能量透人导体

内部而被吸收，绝大部分能量被反射出去．因此，在微波或无线电波情形下，往往可以把金属近

似地看作理想导体，其反射系数接近于1.
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例 4.1 证明在良导体内，非垂直入射情形有

a,~B. ～启，p兄＜＜/3.
解 设空间中人射波矢为 k(O），由边值关系 (4.3. 18) 式得

a允＝ 0, /3" = k!0) 

由 (4.3.16) 式，良导体内波数平方为

k2~ i(J)四．＝矿－ a2 + 2ia • /J 

因而

矿－ a2~0

l l 2 6 1 
a. P= "1 =-{J)四．＝ －w2µ,。8。— >>-k(0)2

2 2 08。 2

(µ勺儿o,e 与 8。同级）．由（ 4.3.29) 式和上式得

心3z>>戌

略去优，解（4.3.30) 式和 (4.3.31) 式得

a, "'住．～启＇凡＜＜住

(4. 3. 29) 

(4. 3. 30) 

(4. 3. 31) 

(4.3.32) 

因此，在任意入射角情形下，a 垂直于表面，p亦接近法线方向．穿透深度 8 仍由（ 4.3.22) 式

给出． \ 

例 4.2 计算高频下良导体的表面电阻．

解 由于趋肤效应，高频下仅在导体表面薄层内有电流通过．取 z 轴沿指向导体内部的法

线方向导体内电流体密度为

J(x, t)=战（ x, t)=u队（ x, y)e 一”＋祁z一iml { 4. 3. 33) 

此电流分布于表面附近厚度～Q!-l 的薄层内．我们可以把此薄层内的电流看作面电流分布．面

电流的线密度 “r 定义为通过单位横截线的电流，即等于在薄层内把J对 z 积分．由千深人到

导体内部(z>>8) 时，J的数值巳很小，所以也可以把此积分写为由 z=O 到 z= 00 积分
eo 

“r = f Jdz 
。

(4. 3. 34) 

把(4.3.33) 式代人得
. 

"f =硉。f e-“心'dz
。

吐。战。 B
＝二＝卢e1中(tan 中＝11-)

其中队为表面上的电场值．

导体内平均损耗功率密度为

(4. 3. 35) 

l l 
-Re(J·. E) = -O'笃e 一 2a,
2 2 

恤



导体表面单位面积平均损耗功率为

PL ＝沪f。.e 一2“dz=:
由 (4. 3. 35) 式和 (4.3.36) 式得

a2 + P2 2 
PL = aro 

4a6 

1 
式中 a" 为电流面密度的峰值．把 a勺3～一代人得

8 

1 2 

PL= —“” 268 
(4. 3. 37) 

由此式可见，导体在高频下的电阻相当于厚度为 8 的薄层的直流

电阻，见图 4-5.

§ 4.4 谐振腔

1．有界空间中的电磁波
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(4. 3. 36) 

图 4-5

第一节我们研究了无界空间中的电磁波．在无界空间中，电磁波最基本的存在形式为平面

电磁波，此种波的电场和磁场都作横向振荡．这种类型的波称为横电磁(TEM) 波．

上节中我们讨论了电磁波与导体的相互作用．由上节结果可知，电磁波主要是在导体以外

的空间或绝缘介质内传播的，只有很小部分电磁能量透人导体表层内．在理想导体（电导率

6--+oo) 极限情形下，电磁波全部被导体反射，进入导体的穿透深度趋千零．因此，导体表面自

然构成电磁波存在的边界．此种有界空间中传播的电磁波有本身的特点，而且广泛应用在许多

无线电技术的实际问题中．例如在微波技术中，常用波导来传输电磁能量．波导是中空的金属

管，电磁波在波导管内空间中传播，而金属管壁作为电磁场存在的边界制约着管内电磁波的存

在形式．又如在高频技术中常用谐振腔来产生一定频率的电磁振荡．谐振腔是中空的金属腔，

电磁波在腔内以某些特定频率振荡．此类有界空间中的电磁波传播问题属千边值问题，在这类

问题中导体表面边界条件起着重要作用．因此下面先对导体界面边界条件作一般讨论．

2. 理想导体边界条件

实际导体虽然不是理想导体，但是像银或铜等金属导体，对无线电波来说，透人其内而损

耗的电磁能量一般很小，接近于理想导体．因此，分析实际问题时，在第一级近似下，可以先把

金属看作理想导体，把问题解出来，然后在第二级近似下，再考虑有限电导率引起的损耗．

在第二节中我们阐明在一定频率的电磁波情形下，两不同介质（包括导体）界面上的边值

关系可以归结为
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enx(E2-E1)=0 (4. 4. 1) 

en X (H 2 - HI) = a (4. 4. 2) 

式中 en 为由介质 1 指向介质 2 的法向单位矢僵．此两个关系满足后，另外两个关于法向分量

的关系

e"•(D2-D1)=u 

e" • (B2 -B1)=0 

(4. 4. 3) 

(4. 4. 4) 

自然能够满足．

下面讨论导体表面边界条件．取下角标 1 代表理想导体，下角标 2 代表真空或绝缘介质．

取法线由导体指向介质中．在理想导体情况下，导体内部没有电磁场（对实际导体来说，应为

导体内部足够深处，例如离表面几个穿透深度处，该处实际上已没有电磁场），因此，E1 =H1 = 

0．略去下角标 2 ，以 E 和 H 表示介质一侧处的场强，有边界条件

en x E = 0 

en X H = a 

(4.4.5) 

(4.4.6) 

此两条件满足后，另两条件

en.D = 6 (4. 4. 7) 

en • B = 0 (4. 4. 8) 

自然满足．因此，解导体边值问题时，只需加上条件(4.4.5) 式和 (4.4.6) 式．条件(4.4.6) 式反

映介质中电磁波的磁场强度与导体表面上高频电流的相互关系．解出介质中电磁波后，由此式

可得导体表面电流分布形式．因此，真正制约着电磁波存在形式的是 (4.4.5) 式．亥姆霍兹方

程的解加上条件 V • E=O，再加上边界条件 (4.4. 5)式和 (4. 4. 6) 式后，就得到该边值问题的

解，即该问题中可能存在的电磁波模．

理想导体界面边界条件可以形象地表述为，在导体表面上，电场线与界面正交，磁感应线

与界面相切．我们可以应用这个规律来分析边值问题中的电磁波图像．

实际求解时，先看方程 V • E=O 对边界电场的限制往往是方便的．在边界面上，若取 x、y轴

aE怎
在切面上，z 轴沿法线方向，由于该处 E允＝ E1=0，因此方程 V • E=O 在靠近边界上为一一＝0，即az 

aE n —=0 an 
(4.4.9) //1y 

', 
/ 

例 4.3 证明两平行无穷大导体平面之间可以传播一种偏振的

TEM 电磁波

解 如图 4-6 所示，设两导体板与y轴垂直．边界条件为在两

导体平面上，

E巧＝ E,=O, H1=0 

若沿 z 轴传播的平面电磁波的电场沿y轴方向偏振，则此平面波满

少

夕夕
夕

,/ 夕

/. 
/ / 

// 
// 

// 
/ 

----x 
►E 

----H 

图 4-6

足导体板上的边界条件，因此可以在导体板之间传播．另一种偏振的平面电磁波(E 与导体面
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相切）不满足边界条件，因而不能在导体面间存在．所以在两导体板之间只能传播一种偏振的

TEM 平面波

3. 谐摄腔

实践中电磁波是用具有特定谐振频率的电路或元件激发的．低频无线电波采用 LC 回路

产生振荡．在 LC 回路中，集中分布于电容内部的电场和集中分布于电感线圈内部的磁场交替

激发，以一定频率 振荡．如果要提高谐振频率，必须减小 L 或 C 的值．频率提高到一定
2m庖

限度后，具有很小的 C 和 L 值的电容和电感不能再使电场和磁场集中分布于它们内部，此时

向外辐射的损耗随频率提高而增大；另一方面由于趋肤效应，焦耳损耗亦增大．因此，LC 回路

不能有效地产生高频振荡．在微波范围，通常采用具有金属壁面的谐振腔来产生高频振荡．在

光学中，也采用由反射镜组成的光学谐振腔来产生近单色的激光束．

下面我们分析矩形谐振腔内的电磁振荡．如图 4-7 所示，取金属壁的内表面分别为父＝ 0

和 L1,y= 0 和 L2,z= 0 和 L3 面．腔内电磁波的电场和磁场任一直角分量都满足亥姆霍兹方程．

设 u（元，y ,z) 为 E 或 H 的任一直角分量，有

V切于 K切＝ 0 (4. 4. 10) 

用分离变量法，令

u( 元,y ,z) = X（兀） Y（y)Z(z)

(4.4.10)式分解为三个常微分方程

d2X 

山；2
-- ＋片X=O

d2Y —+k~Y = 0 
dy2 y 

d2Z.. . 
~ + k!Z = 01' 
dz2 

片＋片＋片＝矿µ8

(4. 4. 11) 

(4. 4. 12) 

I 
l 
I 
I 

0}-----..--
I 

I 
I 

I 
L 

x 

(4. 4. 13) 
图 4-7

由 (4. 4, 12) 式的解得 u(x, y ,z) 的驻波解

u（尤，y ,z) = (C1cos 肛＋ D1ein 肛） ( C2C08 k1r + D2sin k,r) • 

(C3cos k,z + D3sin k,z) (4. 4. 14) 

式中 C, 、D，为任意常量．把 u （尤，y ,z) 具体化为 E 的各分量时，考虑边界条件 (4.4.5) 式和

(4.4.9)式可得对这些常量的一些限制，

例如考虑 E葛．它对 %=0 壁面来说是法向分量，由 (4.4.9) 式，当 "=0 时aE怎／ox=O，因此在

(4. 4. 14) 式中不取～ sink产项．且对y=O 和 z=O 面来说是切向分量，由 (4.4.5) 式，当y=O 和

z=O 时， E.=O ，因此在 (4.4. 14) 式中不取－ C08 kyy和～ cos k,z 项．对互和 E, 亦可作类似考虑．

由此可得
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E箕＝ A1 cos k产sin k1ysin k,z 

:: = = A3smln ::“二8:y；二：I，zzl (4. 4. 15) 

再考虑 x=L1, y =L2,z=L3 面上的边界条件，得 ksLI 、 k1L2 和肛5 必须为1T'的整数倍，即

丸＝竺 k ＝竺 k ＝巴
L1, y L2, 2 L3 (4.4. 16) 

m, n,p = 0, 1, 2, • • • 

m 、n、p分别代表沿矩形三边所含的半波数目．

(4.4. 15) 式含三个任意常量 Al 、A2 和 A3. 由方程 V • E=O，它们之间应满足关系

k名Al + k'IA2 + k~A3 = 0 (4. 4. 17) 

因此 AI 、A2 和 A3 中只有两个是独立的．

当满足关系 (4. 4. 16) 式和 (4. 4. 17) 式时，（ 4. 4. 15) 式代表腔内的一种谐振波模，或称为腔内

电磁场的一种本征振荡，对千每一组 (m,n,p)值，有两个独立偏振波模．谐振频率由 (4.4. 13) 式

和 (4. 4. 16) 式给出：

Qmnp嘉雇） 2 +忙）. +忙） (4. 4. 18) 

叱吵称为谐振腔的本征频率．由 (4. 4. 15) 式和（ 4. 4. 17) 式，若 m 、 n、p中有两个为零，则场强

E=O若 L1 斗斗，则最低频率的谐振波模为(1, i ,o），其谐振频率为

1 
f 110 = -

2石

相应的电磁波波长为

2 
入 110 :』

1 1 
—+— L2 L2 

此波长与谐振腔的线度同一数量级．在微波技术中通常用谐振腔的最低波模来产生特定频率

的电磁振荡．在更高频率情况下也用到谐振腔的一些较高波模．

由于腔壁损耗以及需要维持一定的输出功率，必须从外界供给能量来维持腔内的电磁振

荡一般是用腔内电子束与电磁场相互作用把直流电源的能量转变为腔内高频电磁振荡的能

量这个问题已超出本课程的范围，此处不予详细讨论．

§ 4.5 波导

1.高频电磁能量的传输

近代无线电技术如雷达、电视和定向通信等都广泛地利用到高频电磁波，因此，需要研究
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高频电磁能量的传输问题．高频电磁能量的传输与低频相比有显著不同的特点．由§ 1. 6 的讨

论我们知道，在所有情况下，包括恒定电流情况下，能量都是在场中传播的．但是在低频情况

下，由千场与电路中电荷和电流的关系比较简单，因而场在电路中的作用往往可以通过电路的

一些参量（电压、电流、电阻、电容和电感等）表示出来．在这种情况下，我们可以用电路方程解

决实际问题，而不必直接研究场的分布．在高频情况下，场的波动性显著，集中的电容、电感等

概念已不能适用，而且整个电路上的电流不再是一个与位置 x 无关的量，而是和电磁场相应地

具有波动性质，此外，电压的概念亦失去确切的意义．因此，在高频情况下，电路方程逐渐失效，

我们必须直接研究场和电路上的电荷电流的相互作用，解出电磁场，然后才能解决电磁能量传

输问题

低频电力系统常用双线传输．频率变高时，为了避免电磁波向外辐射的损耗和周围环境的

干扰，可以改用同轴传输线．同轴传输线由空心导体管及芯线组成，电磁波在两导体之间的介

质中传播．当频率更高时，内导线的焦耳损耗以及介质中的热损耗变得严重，这时需用波导代

替同轴传输线．波导是一根空心金属管，截面通常为矩形或圆形．波导传输适用于微波范围．

2. 矩形波导中的电磁波

现在我们求矩形波导内的电磁波解．选直角坐标系，如图 4-8 所示，取波导内壁面为兀＝ 0

和 a,y =O 和 b;z 轴沿传播方向．在一定频率下，管内电磁波是亥

姆霍兹方程

V2E + k2E = 0 

k =。石（4. 5. 1) 

满足条件V • E=O 的解．此解在管壁上还需满足边界条件(4.4.5)

式，即电场在管壁上的切向分量为零．

由于电磁波沿 z 轴方向传播，它应有传播因子 eik篡置一i”．因此，

我们把电场 E 取为

E(x,y ,z) =E(x,y)e 
il: ,11 

代入(4.5.1) 式得

y 

a--寸

图 4-8

(4.5.2) 

(f. +向 E（尤，y） + (K2 一片） E(x, y) = 0 

用直角坐标分离变量，设 u（无，y）为电磁场的任一直角分量，它满足方程（4.5.3) ．设

u （尤，y) = X（允） Y( y)

(4. 5. 3) 式可分解为两个方程：

d2X 

d尤2
－－＋片X=O

d2Y 
—i+片Y=O
dy 

(4. 5. 3) 

(4.5.4) 

(4.5.5) 
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片＋片＋片＝ k2 (4.5.6) 

解（ 4.5.5) 式，得 u（尤，y）的特解

u（父，y) = (C1cos k.尤 +D1sin 肛） ( C2COS k,r + D2ein k,r) (4. 5. 7) 

C, 、 D, 、 C2 和 D2 是任意常数．当 u（兄，y）具体表示 E 的某特定分量时，考虑边界条件(4. 4. 5) 式

和 (4.4.9) 式还可以得到对这些常数的一些限制条件．

边界条件是

E1 = E皇＝ 0,

E其＝ E;r = 0, 

祁，
-:-=, = 0 (x = O,a) 

6% 

aE —~=O (y =O,b) 
句

由无＝ 0 和y=O 面上的边界条件可得

E" = A1cos k元兀 sin k1ye 
ii., 

E, = A2sin k"无cos k1ye 
也Z

Er = A3s in k"xsin k1ye 
ik•z 

再考虑兀＝ a 和y=b 面上的边界条件，得 k"a 和 K了b 必须为'IT的整数倍，即

m,r _ n,r 
K =—,k, =— (m,n=0,1,2, …) 

a b 

m 和 n 分别代表沿矩形两边的半波数目．

对解(4. 5. 9) 式还必须加上条件 V • E=O．由此条件得

(4. 5. 8) 

(4. 5. 9) 

(4. 5. 10) 

k,,.A, + k1A2 - ik.rA3 = 0 (4. 5. 11) 

因此，在 Al 、A2 和 A3 中只有两个是独立的．对于每一组(m,n) 值，有两种独立波模．

E 解出后，磁场 H 由 (4. 1. 15) 式给出

H =-— V x E (4. 5. 12) 
oµ, 

由 (4.5.11) 式，对一定的 (m,n），如果选一种波模具有 E,=O，则该波模的 A1/A2 = -k1//c义就完全

确定，因而另一种波模必须有 E，"'F 0. 由 (4.5.12) 式可以看出，对 E,=O 的波模，H篡7'a 0. 因此，在

波导内传播的波有如下特点：电场 E 和磁场 H 不能同时为横波．通常选一种波模为 Ez = 0 的

波，称为横电波 (TE），另一种波模为 H,=O 的波，称为横磁波 (TM). TE 波和 TM 波又按 (m, n) 

值的不同而分为 TEm" 和 TMmn 波．一般情形下，在波导中可以存在这些波的叠加．

3. 截止频率

在 (4.5.6) 式中， k 为介质内的波数，它由激发频率 o 确定；丸和 K，由（ 4. 5. 10) 式确定，它

们决定于管截面的儿何尺寸以及波模的 (m,n) 数，若激发频率降低到 k<jk:五了，则 KII 变为虚

数，此时传播因子 e1，人变为衰减因子．在此情形下，电磁场不再是沿波导传播的波，而是沿 z 轴
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方向振幅不断衰减的电磁振荡；能够在波导内传播的波的最低频率矶称为该波模的截止频

率由 (4. 5. 6) 式和 (4.5.10) 式，（ m,n) 型的截止角频率为

OC,Illn ＝忘后可 (4. 5. 13) 

若 a>b ，则 TE10 波有最低截止频率

1 1 —o = 2,r 、~,10 2a石
(4. s. 14) 

若管内为真空，此最低截止频率为一，相应的截止波长为
2a 

入 c,10 = 2a (4. 5. 15) 

因此，在波导内能够通过的最大波长为 2a．由千波导的几何尺寸不能做得过大，用波导来传输

波长较长的无线电波是不实际的．在厘米波段，波导的应用最广．

实际应用中，最常用的波模是 TE;0 波，它具有最低的截止频率，而其他高次波模的截止频

率都比较高．因此，在某一频率范围，我们总可以选择适当尺寸的波导使其中只通过吓玉波．

4. TE10 波的电磁场和管壁电流 心｀· ` ．．｀· ，气 ＼ I .

当 m=l,n=O 时， k怎＝ 1rla,k7=0 ．界 对 TE 波有 E:r =O ，因而 A3=0．由（ 4.5. 11) 式得 Al =O．把

常量 A2 写为
. 
1wµa 

A2=~H。1T , 

由 (4.5.9) 式和(4.5. 12) 式得 TEIO 波的电磁场：

'1T尤

H:i =H。 cos—
a . 

. 
1wµa '1T尤

E = -—H。 sin一y 
'1T a 
, .. 
ik,a __ _'1TX 

H. =-—H。 s i n.—
'1T a 

E" = E, = H1 = 0 

式中只有一个待定常数 H。，它是波导内 TE10 波的 H，振幅，其值由激发功率确定．

TE10 波的电磁场如图 4-9 所示．求出磁场后，由边界条件

(4. 5. 16) 

e" x H = a (4. 5. 17) 

可得出管壁上电流分布．由上式，管壁上电流和边界上的磁感线正交． TE10 波的管壁电流分布

如图 4-10 所示．由图看出，在 TE10 波情形，波导窄边上没有纵向电流，电流是横过窄边的．因

此在波导窄边上任何纵向裂缝都对 TE10 波的传播有较大的扰动，并导致由裂缝向外辐射电磁

波，但横向裂缝却不会影响电磁波在管内的传播．由图还可看出，在波导宽边中线上，横向电流
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为零因此，开在波导宽边中部的纵向裂缝不会影响 TE10 波的传播，这种裂缝广泛地应用于用

探针测量波导内物理量的技术中．

..H 
一一鲁

X • }E 

图 4-9 图 4-10

* § 4.6 光子晶体

1987 年，Yablonovitch 和John 提出了光子晶体概念，指出具有空间周期结构的电介质，与

半导体周期结构导致电子能隙类似，会禁止某些频率的电磁波在其中传播，即形成光子带隙

(photonic band gap）．决定光子带隙的空间结构特征长度与光波长相近，在儿百纳米到微米的

数量级．由千这种人工光学材料具有特殊的光学性质，可能在新型光学器件中得到应用，从而

引起人们的极大兴趣．

光子晶体是一个宏观光学系统，可以由麦克斯韦电磁理论描写．晶体由电容率不同的电介

质构成，因此电容率是空间坐标的函数，即 e(x) = e。Sr(x),8r(x) 为相对电容率．一般电介质

µ~µO ，因此有

B =µ0H, D = e。er(x)E (4. 6. 1) 

n(x) =严（4. 6. 2) 

折射率 n(x) 是空间坐标的函数．在电介质内pr=0,Jr=0．在晶体的每一种均匀电介质中，角频

率为 o 的时谐波满足亥姆霍兹方程 (4. 1. 13) 式，其解可以写成平面波的叠加．一种求解方法

是先求各均匀电介质区域的通解，然后利用电磁场边值关系和边界条件求出有关性质．下面，

我们用转移矩阵法计算一维光子晶体的光子带隙．

1.一维光子晶体的转移矩阵

如图 4-11 所示，考虑两种层状电介质沿 z 方向周期地交替排列，它们的厚度分别为 hl 和

朽，相对于真空的折射率分别为 n1 和 n2 ，电介质沿＂和y方向均匀，折射率是 z 的函数

n( .r) =『: : 
n2, 

ma < z < ma+ h1 

ma+ 九＜ z < (m + l)a 
(4. 6. 3) 
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其中 m=0,1,2, ．．．，电介质沿 z 方向的周期为 a =h, +h2. 

在某一层电介质中，电场满足亥姆霍兹方程
y 

(4. 1. 13) 式，有平面波解．设角频率为 o 的电磁波

在尸平面传播，即波矢 k 只有丸分量和 K怎分量，电

场 E 垂直干yz 平面且与父无关，它沿y方向是平面
波，沿 z 方向则由一个向前入射波和一个往后反射

波构成．第 a(a=l,2) 种电介质层中的电场可写成

Ea( y ,z, t) = (A:e i1c:; + B: e 一ill:i )e i (II尸｀）

厂
『

。 z 

(4. 6. 4) 
图 4-11

其中，0~ z ~a,z= z +ma，凡和眨分别为第 m 个周期 a 电介质层中的人射波复振幅和反射

波复振幅．波矢的 K7 分量是常量， kl.分量则与电介质有关．当 0~ z ＜九时 kz =k~ ，当 h1 ~ z <a 

时，kl.＝片．由 (4. 1. 14) 式和 (4.2.8) 式，有
. ` .. 

化） 2+ （片） 2 =（了） 2 

kz气百－（女）2

(4. 6. 5) 

(4.6.6) 

在两种电介质的界面上，由电磁场边值关系(4. 2. 2) 式的第一式，在界面上电场的切向分量

连续：

矿 (r,hl +̀ ma; t) = E飞， h1 + ma, t) 

故有

A~e i'~"1 + 1B1e 一 1小1 =A2 e,K:h1 + B2 e一心
m- -m- --m- -m (4. 6. 7) 

又由边值关系 (4.2.2) 式的第二式，在界面上磁场的切向分量也连续（界面无电流）：

H心， h1 + ma, t) = H沁， h, + ma, t) 

千是由 (4. 1. 11) 式，得

a -1 J. . ~ a 
;.E1( y ,h1 + ma, t) =—矿(y, h1 + ma, t) 
祝 az

即

片（从e"~"1 - B扫一1K: ＇｀ 1) ＝片(A! e 11i!1a 1 - B扣叫hl) (4. 6. 8) 

现在，我们把(4.6.7) 式和 (4.6.8) 式写成矩阵形式：

(K:::;1 _ ek:::-hllk;hl) (AB:) = (k;::;l1 _ ek;:尸II1fh1) (AB:) (4 6.9) 

类似地，从第 m 周期的第 2 种电介质与第 m+l 周期的第 1 种电介质的边界条件，可以得到



130 一第四章 电磁波的传播

·̀_.j + 

+ 

从
~
队
~

!\ `1u--Ir 

I· k 

l 

_ 

l

矿
，

,_--+l̀  

__ 
\-I

i 

从
~
眨

J
-1\ 

`1_1·Ll' 

• 21 u 

II-
2·· 

儿

e

一

2
·

ek 

_ 霾

21 

2,.lA "~e 
e2

g 
k 

, 
.. 

\ 

引人矩阵

lb 一ik,

M(k,z) = (kee:'-:~ 一...)

咒＝臣）
则 (4.6.9) 式和 (4.6.10) 式可分别写成

，M也，h1)W~ = M（片，九） w:

M（片， a) W!, = M(k!,0) w~+l 

从中消去矩阵 W! ，得

W七＝ TW:

其中，我们定义了 2x2 转移矩阵：

T=M飞，O)M（片， a)M一 l (k江）M（片，九）

计算上式右边的矩阵乘积，得到矩阵元

T11 = e "!•, [ cos k沁＋计~+卤 sink:h2l

T12=e＿，小·[-+呤－卧 sink扭2]
--

2 
h 2z k n .l s 

`1.1.

i 

2z-; kk 
_ 

kl
g-kl2 

,-.1_` i
_2 

__ 

. 
I 

&” I
g 让e = I 2 

T 

T22=e 丑：h1 [ cosk沁－计t十卧 sin k!h,] 

(4. 6. 10) 

(4. 6. 11) 

(4. 6. 12) 

(4. 6. 13) 

(4. 6. 14) 

(4. 6. 15) 

通过转移矩阵和 (4. 6. 13) 式，可以方便地计算光在任意多层一维光子晶体中的反射和透

射由于在上述讨论中，没有考虑传播过程中光的吸收与产生，可以验证，转移矩阵的行列式等

于 1 ，即

det (T) = 1 (4.6. 16) 

2. 光子带隙

下面考虑无穷大的一维光子晶体，两种电介质沿整条 z 轴交替排列形成周期为 a 的结构．

我们把电场写成

E( y,z, t) = u(z)几） ei(t,1心）

其中， u(z)= u(z+ma) 为周期函数，另一函数f(z) 待定．

(4. 6. 17) 
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由千不考虑光的吸收和产生，而且 z 可至无穷大，在这样的周期性结构中，稳定的能量密度

和能流密度分布应当呈周期性．千是根据(4. 1. 33) 式， I E (r'z+ma' t) I = I E (r'z' t) I ，因此有

lf (z + ma) I= lf (z) I 

上式对任意 m 成立的解是

f (z) = e1K, (4. 6. 18) 

因此，电场对 z 的依赖关系可以写成一个周期函数和平面波的乘积：

E( y ,z, t) = u(z)e iKze i (h，广.,_,) (4. 6. 19) 

此式称为布洛赫（ Bloch) 定理（严格的证明可以参考固体物理教科书）．与 (4.6. 19) 式等价的

表达式是

E [ r, z + (m + 1) a' t] = e iKm E (r'z + ma' t) 

把(4.6.4) 式代人(4.6.20) 式，得＇

A:+1 e iA::z + B七 e 一iA::z = e iK"(A:e iA::z + B:e -ii:'i) 

上式对任意 z(O~z~a)成立的条件是

A七＝ eiK飞， B七＝ eiKaB: 

将(4.6.21) 式代人(4. 6. 13) 式，得

凡 A:
iKa e 巨）＝ T扂）

此方程有非零解的充分必要条件是系数行列式等于零：

Tu - e iKa T12 

T21 T22 - e iKa 

由此解出

=0 

1 
e iKa =—[ Tu + T22 斗(T~ - 4(det T)] 

2 

利用(4.6.15) 式和 (4.6.16) 式并经过运算得

K = -;;-arccos [了(TII + T,,) l 

(4.6.20) 

(4. 6. 21) 

(4.6.22) 

l k i k2 
＝了arccos [ cos( I,九） cos(k沁）一击；十飞） sin（肛） sin(k沁）］ ( 4.6.23} 

显然，当 I Tu +T22112 :Ei 1 时， K 为实数，因此波在光子晶体中可以传播．若 1 兀＋T22 j /2> 1, 

K 有不为零的虚部，波在光子晶体中指数衰减．用 (4.6.6) 式代替 (4.6.23) 式中的纠和片，可

给出频率 o、波矢 k，和参量 K 三者的一个关系式，它隐含着色散关系 w =w(k1,K）．需要注意

的是，只要 k 是实数，即使片或片是虚数，光波也可以在光子晶体中传播．

图 4-12 给出 E .L人射面的波在 k,-w 平面的色散关系．参量选择： n1 = 4. 6, n2 = 1. 6, 

h2/h1 = 1. 6/0. 8．能够在光子晶体中传播的波限制在阴影区域 (IT,1+T22|/2<l) 内．白色区域
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(I Tu +T22 l/2> I) 对应的波模不能在晶体中传播，

即光子禁带．从图中看到，任意频率都有相应的波

矢使波模落在阴影区域，因此一维光子晶体的光

子带隙不是完全带隙．已经知道，在二维和三维光

子晶体中可以存在完全带隙．类似地，可以得到电

场 E 平行千yz 平面情形的色散关系(l).

3. 一维光子晶体的全反射

考虑 TE 光波从真空投射到一维光子晶体以 z

轴为法线的表面上．设第一层电介质的折射率为

32 00 
(
qP
片

Z
)
-
a

0.5 

lcy/(2兀／a）

图 4-12

1.0 

nl ，记入射角为 6。，光线在第一层和第二层的折射角分别为 81 和 82．因为各层电介质互相平

行，所以队也是第二层的人射角．据(4.2.8) 式，有

sin 0。 =n1 si n 01 = n2sin 02 (4. 6. 24) 

真空中 k ＝(l)/C ，则人射波矢的分量为

kv = ks in ()。 ,k11 = kcos ()。 (4. 6. 25) 

所以，对所有角度的人射光， lk, I ~k．图 4-12 的虚线给出 k, =k=wlc．因此，对于 E.l人射面情

形的光波，只有当 (Ky ,o) 落在纵轴和虚线所夹的三角形区域内时，光线才能进人光子晶体．选

择适当晶体的折射率和结构，可以使某些频率的光无论其入射角如何都不能进人晶体，即发生

全反射现象．对 El/人射面的情形也可以作类似分析

* § 4. 7 高斯光束

第一节所讨论的平面电磁波是具有确定传播方向但却广延于全空间中的波动．实际上应

用的定向电磁波除了要求它具有大致确定的传播方向外，一般还要求它在空间中形成比较狭
窄的射束，即场强在空间中的分布具有有限的宽度．特别是在近年发展的激光技术中，从激光

器发射出来的光束一般是很狭窄的光束．研究这种有限宽度的波束在自由空间中传播的特点，

对于激光技术和定向电磁波传播问题都具有重要意义．本节我们从电磁场基本方程人手研究

波束传播的特性．

1.亥姆霍兹方程的波束解

波束场强在横截面上的分布形式是由具体激发条件确定的．现在我们研究一种比较简单

和常见的形式．这种波束能量分布具有轴对称性，在中部场强最大，靠近边缘处强度迅速减弱．

(I) YOEL F,et al.Science,1998,282:1679. 



• §4. 7 高斯光束一 133

设波束对称轴为 z 轴，在横截面上具有这种分布性质的最简单的函数是高斯函数：

号？

式中4五了是到波束中心轴 (z 轴）的距离，当J江亏f'>w 时，高斯函数的值迅速下降．因此，参

量 w 表示波束的宽度．

由千波动的特点，波束在传播过程中一般不能保持截面不变，因而波束宽度一般是 z 的函

数．当波束变宽时，场强也相应减弱，因此波幅也一般为 z 的函数以 u（尤， r,z) 代表电磁场的任

一直角分量，考虑到上述这些特点，我们设 u 具有如下形式：

u( 父,y ,z) = g (z)e 如）（么丸，2> e i/cz (4. 7. 1) 

上式各因子的意义如下： e山代表沿 z 方向的传播因子．如果．电磁波具有确定的沿 z 轴方向的波

矢量 k，此因子就是唯一的依赖千 z 的因子．但是我们知道具有确定波矢量的电磁波是广延于

全空间的平面波，因此任何有限宽度的射束都不能具有确定的波矢量．因此，射束只能有大致

确定的传播方向，而因子 eih 表示依赖于 z 的主要因子．剩下的因子中，还含有对 z 缓变的函数

g(z）和f(z) ．因子 e-/(z)(s2寸）是限制波束的空间宽度的因子，由于射束不能有完全确定的波矢

量，因此波束的宽度应为 z 的缓变函数．因子g(z) 主要表示波的振幅，同时也含有传播因子中

与纯平面波因子 ew 偏离的部分．令

叭x, y ,z) = g(z)e如）（心） ( 4. 7.2) 

叭元，y,z) 是 z 的缓变函数．所谓缓变是相对于 ei"~而言的．因子 ew 当 z:5入时已有显著变化，
我们假设叭元，y,z) 当 z～入时变化很小，因此在它对 z 的展开式中可以忽略高次项．

电磁场的任一直角分量 u（元，y ,z) 满足亥姆霍兹方程

V切＋ k伍＝ 0 (4. 7.3) 

把

u(x, y ,z) = If,(元,y ,z)e ilc, (4. 7.4) 

代入，忽略0场／矿项，得

a汤 a汤呻
—+— +2ik 一＝ 0
加2 ar2. --·· az 

(4. 7. 5) 

(4.7.2) 式是我们假设的尝试解．如果此尝试解满足 (4.7.5) 式，它就是一种可能的波束

形式把(4.7.2) 式代入(4. 7. 5) 式得

（尤2 + 12) [ 2g广－ikg/']一[ 2/g - ikg'] = 0. 

式中撇号表示对 z 的一阶导数．上式应对任意％、y成立，因此两方括号内的量应等于零．由此

得f(z) 和g(z) 满足的方程：

2/2 = ikf' (4. 7.6) 

2/g = ikg'(4. 7. 7) 

若这两个方程有解，就表示我们所设的尝试解 (4.7.2) 式是一个正确的解．此解与横截面坐标

尤、y有关的部分完全含千高斯函数中，其他因子仅为 z 的函数．
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(4.7.6) 式的解为

1 f (z) = 
2i 

A +-z 
k 

A 为积分常量．

比较（ 4.7.6) 式和 (4. 7.7) 式，可见g＝常数．／是(4.7.7) 式的解．因此

(4.7.8) 

U。
g(z) = 

2i 
1 +－一Z

kA 

(4.7.9) 

U。为另一积分常数．

2i A 一般是复数．但由 (4.7.8) 式可见，A 的虚数部分可以用一项－一z。抵消，即我们总可以
k 

选 z 轴的原点，使 A 为实数．取 A 为实数，可以把f(z) 写为

如）＝ A（ 1 1 ) (1 －击） (4. 7. 10) 

令

A= w~ 

心） ,= A(1 ＋点）＝ w~[ 1+ （嘉） 2] 
则f(z) 可写为

l 2iz 
知）＝盂（ 1 －习

因而(4. 7. 2) 式中的高斯函数为

e如）（尤礼，2 ） = exp[ - 气（ 1 - 芦） ] 
函数g(z) 的表示式(4.7.9) 可写为

(4. 7. 11) 

(4. 7. 12) 

(4. 7. 13) 

g(z) = . u。

`1--·

J 

书
生
出

e 
i2,

f\ n 

`b|_la 

20

t c r = 

庐
9
a

+ 

中

l 

. w。-i令
=u。一e

w 
(4.7. 14) 

(4. 7. 15) 

把 (4. 7. 13) 式和 (4. 7. 14) 式代人(4.7.2) 式和 (4. 7. 4) 式得光束场强函数

W。专: i0 u （尤， r,z) = u。—e e . 
w 

k(x2 + y2) 
中＝ kz + 一中

叶 l！ 十俘） 2] 

、
丿
、
｀
／

67 ll .. 
77 .. 

44 (( 
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2. 高斯光束的传播特性

现在讨论解 (4. 7.16) 式的意义．式中因子 e1° 是相因子，其余的因子表示各点处的波幅．

因子

e 
号：

是限制波束宽度的、波束宽度由函数 w(z) 代表．由 (4.7. 12) 式，在 z=O 点波束具有最小宽度，

该处称为光束腰部．离腰部愈远处波束的宽度愈大．

W。
因子 u。—是在 z 轴上波的振幅． u。是波束腰部的振幅．因子 w。/w 表示当波束变宽后振幅

切

相应减弱．

波的相位为中，波阵面是等相位的曲面，由方程中＝常数确定．由 (4.7. 17) 式和（ 4.7. 15) 

式看出，当 z=O 时rp = 0 ，因此 z=O 平面是一个波阵面．即在光束腰部处，波阵面是与 z 轴垂直

的平面

距腰部远处，当

• z >? kw~ '.,. (4. 7. 18) 

时，由 (4.7.15) 式，中 -.1r/2，因此在讨论远处等相面时可略去中项．由 (4. 7. 17) 式，远处等相

面方程为
2. 2 
无十y

z + ＝常量
2z 

由于当 z2>> 元2+y2 时，有

I 

(1 ＋气午～ 1 ＋气；
等相面方程可写为

z(I ＋气）＼～常量
或

r = (x2 + y2 + z2)了～常量 (4.7.19) 

因此，在远处波阵面变为以腰部中点为球心的球面．波阵面从腰部的平面逐渐过渡到远处的球

面形状．

由 (4.7.12) 式，在远处 (z>> k呤）

2z 
w(z) 11111::1— 

加。
(4.7. 20) 

波束的发散角由tan (J =w/z 确定，如图 4-13 所示．由上式得

- - 

.... .... 
_,', 

6---­_._. ., 

- 

＿．一·

2 
O。

() ~— kw。
(4. 7. 21) 图 4-13
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注意当 w。越小时，发散角越大．因此如果要求有良好的聚焦 (w。小），则发散角必须足够大；如

10一3
果要求有良好的定向 (0 小），则宽度 w。不能太小．例如当w。 =1 00似时，发散角 6=—一rad．偏

1T 

离轴向的波矢横向分量为 AK .l ~k(J ,(4.7.21)式也可以写为

AK .l. W。 =O(1)

此式表示波的空间分布宽度与波矢横向宽度之间的关系，是波动现象的一个普遍关系．只有无

限宽度的平面波才具有完全确定的波矢，任何有限宽度的射束都没有完全确定的波矢．

以上我们分析了一种最简单的波模．射束还可以有其他波模O．有些波模的径向分布不是

简单高斯函数，另一些波模不具有轴对称性．这些波模的特点都是在横截面上含有一些波节

（场强为零的点），因而在横截面上光强显示出明暗相间的图样．正如在波导中的一般波动是

各种波模的叠加一样，一般射束也可以分解为各种波模的叠加．具体情况下产生的射束的形状

由激发条件决定．

* § 4.8 光学空间孤子

1.孤子和光学空间孤子

非线性介质中的色散现象有可能被非线性效应抵消，形成没有色散、形状固定的孤波，因

为它有类似粒子的性质，被称为孤子．由于非线性方程通常有无穷多守恒量，孤子散射前后形

状不变，表现出异乎寻常的稳定性．在微扰下，即使在有少许能量耗散，或运动方程有少许改变

的情况下，孤子解仍能基本保待稳定．孤子解在非线性波动间题中的地位，类似于平面波解在

线性问题中的地位

1964 年， Chiao 等指出，在一些非线性介质中，光强空间分布满足的方程和孤子满足的非

线性动力学方程形式上相同，因此有所谓光学空间孤子解．与时间孤子在演化中没有色散对应

相同，光学空间孤子的光斑沿某一空间路径（相当于时间）不发生变形． 1992 年， Segev 等发现

光折变晶体中存在光学空间孤子，此后有很多相关的理论和实验研究．

2. 非线性波动方程．

非线性晶体的折射率明显依赖于电场

n'2 = n2 - n4r33凡 (4. 8. 1) 

其中 n 是没有电场时材料的本征折射率，参量 r33 描写材料的电折变， E.。是空间电场强度，由

介质中的电荷和电场共同产生．电场满足介质中的亥姆霍兹方程(4. 1. 13):

V2E + (n'叫c)2E=O (4. 8. 2) 

O 参考：朱如曾．激光物理．封开印，编译．北京：国防工业出版杜， 1974 ：第七章．
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图 4-14 给出介质的一个切面，在尤方向加有偏压 V，信号激光（灰色区域）沿 z 方向传播．

此外，介质中还加有一个较强的背景光．信号激光和背景光的功率（能流密度的大小）分别记

为 I 和 I小

设信号激光的电场沿尤方向，可以写成 z 

E = e,.,, （父， z)e;", (4. 8. 3) t 
其中令（ x,z）是 z 的缓变函数．代人(4. 8. 2) 式并略去也项

（中的下标表示偏导数，如也＝扎初矿，下同）得

1 k 
i屯＋云心－了(n2r33凡）中＝ 0 (4. 8. 4) 

式中 k=nc.,/c. 图 4-14

v 
-- ', 

-- --
_ 

-- 

下面求 E,c．据欧姆定律，无方向的电流密度为

J = eµ,凡凡 ( 4. 8. 5) 

其中 ne 是载流子浓度，µ为迁移率，与材料性质和温度等有关．记远离信号中心区的电场和载

流子浓度分别为队和 neo．对稳定系统，J是常量，故

九eEsc = neoE。 (4. 8. 6) 

在信号光斑的展宽远小于偏压电极距离 W 的情形下，E。可以近似为

V 
E。=-w 

由于载流子主要由光激发，因此载流子浓度正比于光功率：

ne = y (I +儿）

代人(4.8.6) 式，应用 (4. 8. 7) 式并考虑到 Id >>I，得

Id IV 
E~=~E。 ~(1-[) 而

激光功率 I= I s1. 由（ 4. 1. 34) 式，给出

I（气息中 12
结合(4. 8. 9) 式和 (4.8. 10) 式，（ 4.8.4) 式成为

i小，＋忐扎一字（ 1 －龋~ I,i, I') 中＝ 0

(4. 8. 7) 

(4. 8. 8) 

(4. 8. 9) 

(4. 8. 10) 

(4. 8. 1 I) 

3. 孤子解

令＄＝缸，6＝比，以及

U ＝位县）一1/2中 (4. 8. 12a) 



138 一第四章 电磁波的传播

心3=4 V 
p ＝－一

2W 
(4.8. 12b) 

(4.8.11) 式便可写成著名的非线性薛定谔方程：

心＝ （－昂＋ B －趴 Ul2) u (4. 8. 13) 

它形式上和量子力学的薛定谔方程一样，其中§相当于量子力学中的时间参量．此方程有孤子解：

U(s, f) = r112sech ［（扣） 1/2S] elfJ[ (r/2) 一 I Jt - (4. 8. 14) 

其中 r=/(0)//d,/(O) 为信号中心处的激光功率．孤子沿 z( f)传播的路径保待兀（＄）方向的形

状不变，如图 4-14 中的灰色区域．在线性介质中，非孤子光束在传播过程中将逐渐散开，其边

缘将如图 4-14 中的虚线所示．

"'§ 4,. 9 等离子体

当物质温度升高或受到电离时，电子和正离子分离，形成由电子和正离子组成的物质状

态这种电离物质在宏观上保持电中性，称为等离子体．等离子体物理在天体物理、受控核聚变

等领域内有着重要应用．本节讨论等离子体的一些主要电磁性质．

麦克斯韦方程组是在电磁现象中普遍成立的方程．不同物质状态所表现出的不同特性是

由该物质的特殊电磁性质方程引起的．在通常介质中，电子是束缚在原子内的，在电场和磁场

作用下，产生比较简单的极化和磁化现象．等离子体和通常介质不同，它的电子和离子不是束
缚着的，在电磁场作用下，它们会发生流体运动．等离子体的热运动、流体力学运动和电磁场耦

合在一起，因而一般情形下的等离子体电磁性质方程是比较复杂的，等离子体内的电磁现象也

表现出很丰富的物理内容，如磁流，体力学、等离子体振荡等．我们对等离子体的电磁性质方程

不作一般的讨论．在某些条件下，可能只有一些因素起主导作用，因而可作简化的处理．下面我

们就几种特殊条件来考察等离子体的电磁性质．

1.等离子体的准电中性和屏蔽库仑场

先考察在热平衡条件下在等离子体内放置一个静止点电荷的情况．设外电荷位置为 x=
0，电荷密度为p(x) = q6(x）．在此点电荷的电场作用下，电子被吸引靠近原点而正离子被排斥

离开原点．在热平衡时等离子体内有一定的正离子密度分布 ni (x) 和负离子（电子）密度分布

几e(x）．设正离子带电荷 Ze．总电场强度 E 是所有电荷（包括外电荷和等离子体内的电荷分布

Zn1e 和－ nee) 所产生的场．因此，电势p满足泊松方程：

8。 V2<p =- Zn i e + n0e - q8(x) (4. 9.1) 

通常可以忽略正离子的运动，只考虑电子的运动．在电势p的作用下，达到热平衡时的电子分

布是玻耳兹曼分布，即
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eo(z)/h,T 
n.(x) = neOe (4.9.2) 

式中 ne0 是在电势<p =O 时的电子密度， T 为电子气体的温度，kn 为玻耳兹曼常量．若朽T>> e<p，有

n. ~ ne0(1 ＋讨 (4. 9. 2a) 

因此

2 
e 'P 

S。 V2 <p =- (Zn1 一九110) e + n110 —-q8(x) 
kDT 

(4.9.3) 

由于等离子体在整体上是电中性的，有 Zn1 =n,0 ，因此

(V2 －讨 ~(x) =-t8(x) (4.9.4) 

入 2 =也 (4.9.5) 
ne0e 

(4.9.2)式和 (4.9.3) 式反映了电场和等离子体的相互制约．由 (4.9.2) 式，电场改变了热

平衡下的电子密度分布；由 (4. 9. 3) 式，电子密度的变化又反过来激发电场．

等离子体内的泊松方程(4. 9. 4)式与真空中的方程比较多了一项－o／入 2. (4.9.4)式的解是

q. -r/A 
(f) (X) =——e 

4'IT8。 r

此式的证明和真空中 v2 算子格林函数的证明相似（见§ 2. 5). 

(4. 9. 6) 

当 r＜＜入时，中与库仑势相同．但当 r>> 入时，p很快趋于零（4.9.6) 式称为屏蔽库仑势，

它表示短程相互作用，作用力程 r～入入称为屏蔽长度．外电荷在 r～入的范围内被吸引来的电

子所屏蔽．

等离子体内任意外电荷分布 Pe(x) 产生的电势为

Pe(x') 
叭x)= J~e心－z'I IA d V' 

4'ff8。 |x - x'I 
(4.9.7) 

上式也适用于等离子体内由千密度涨落而引起的净电荷分布p．由于屏蔽效应，这种局域性净

电荷的影响也在屏蔽长度入之外被消除．因此，在线度 l>> 入范围内，可以把等离子体看作电

中性的．这种性质称为准电中性．

2. 等离子体援荡

等离子体在热平衡时是准电中性的．若等离子体内部受到某种扰动而使其中一些区域内

净电荷密度不为零，就会产生强的静电恢复力，使等离子体内的电荷分布发生振荡．这种振荡

主要是由电场和等离子体的流体运动相互制约所形成的．

下面我们忽略正离子的运动，只考虑电子流体的运动．设电子密度为 n，平均速度为 v．电

子流体运动满足下面两个方程：

an 
~ + V • (nv) = 0 
iJt 

(4. 9. 8) 
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dv 的
m 面＝ m（百十 v • V v) =- eE (4. 9. 9) 

其中第一式是电子流体运动的连续性方程，第二式是电子流体在电场作用下运动的方程，d/dt

是运流导数．在 (4. 9. 9) 式中，我们忽略了电子流体的黏滞性和由热运动引起的热压强作用．

设平衡时电子密度为 n。．在平衡态中电子的电荷密度被离子的电荷密度完全抵消．因此

产生电场的电荷密度是偏离平衡的值－（ n-n。 )e ，因此

V·E=-(n-n。 )els。 • (4.9.10) 

(4.9.8)式—(4.9.10) 式是等离子体的流体运动和电场相互制约的方程．

我们只考虑在平衡态附近的微小振荡．设 n'= n-n。及 v 为一级小量，把 (4. 9. 8) 式—

(4. 9. 10) 式线性化后得

on' 
—-+n。 V•v=Oat 

av e —=--E ` at m 

e 
V • E =-—n' 

8。

、
丿
、
＇
，
、
丿

123 111 . 999 
... 
444 ((( 

取 (4. 9. 12) 式的散度得

a - e —-V•v=- —V·E at m 

两边分别用 (4. 9. 11) 式和 (4. 9. 13) 式代入得

(4. 9. 13a) 

2, 2 a n e n。
—+ -n'= 0 

2 at· ms。
(4. 9. 14) 

解得
沁｀n'( t) = n'(0) e ·-, 

(J)p=g 

(4.9.15) 

(4. 9. 16) 

op称为等离子体的振荡频率，

大气中的电离层是稀薄的等离子体， n。为 10'0 -1012 m一3 ，它的等离子体频率/p = (dp/2,r = 

1 ~10 MHz. 

以上结果是在忽略热压强作用的近似下导出的．如果考虑热压强的作用，电子等离子体振

荡可以在空间中传播，形成等离子体波，

3. 电磁波在等离子体中的传播

上面分析了等离子体受到自身密度涨落产生电场作用而振荡的规律．现在我们研究电磁

波在等离子体内的传播．在这种情形下，等离子体除了受到自身产生的电场 E1 的作用之外，还

受到电磁波的外电场且的作用．当电子速度小时，电磁波磁场对等离子体的作用可以忽略．
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在导出 (4.9.11)式—(4.9. 13) 式的同样近似之下，等离子体的运动方程为

an' 
—+ n。 V•v=Oat 

av e 
一-=-一(E1 + Ee) at m 

e 
V • E 1 = - -=-n' 

8。

(4.9.17) 

(4. 9. 18) 

(4. 9. 19) 

首先我们说明内电场 B 的作用和外电场互的作用可以分离．由于电磁波的电场有 V.

Ee=O，取（ 4.9. 18) 式的散度得

a - e 
-V. v=- -V. E i 
at m 

(4.9.18a) 

用(4.9.17) 式和 (4. 9. 19) 式代人，所得 n'的方程与等离子体振荡的方程（4.9. 14) 一致．把等

离子体振荡部分分离出来之后，电子受电磁波电场作用的运动方程为
av e 
—=- -Ee at m 

(4.9.20) 

对电流密度J=-n。ev ，有

2 、

aJ九。e
—=—E 
iJt m e (4.9.21) 

这就是在电磁波作用下，稀薄等离子体的电磁性质方程．此方程形式上和超导体的伦敦第一方

程(3.5.4) 式一样．这是由于我们忽略了在等离子体中由于电子碰撞所产生的阻尼，电子受到

电场作用而加速

对频率为 o 的电磁波，令

代入(4.9.21)式得

E。 (x, t )=E。 (x)e如

aJ 
—=-iwJ at 

n。e
2 

J = i—E e m(J) 

如果形式上把(4.9.24) 式写为欧姆定律的形式：

则电导率叭o) 为一纯虚数：

J位）＝ u(w)互(w)

2 
n。 e

u(w)= i一
m” 

纯虚数的电导率表示电流与电场有 90°相位差，因而没有欧姆能量损耗．

(4.9.22) 

(4. 9. 23) 

(4. 9. 24) 

(4. 9. 25) 

(4.9.26) 

现在我们可以形式上应用导体内电磁波传播的公式．把 (4.3.9) 式复电容率 s'=s+ iulw

中的 6 用纯虚数(4. 9. 26) 式代人，得有效电容率为
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n。e
2 

8'= 8 -— 2 
(4. 9. 27) 

mo 

等离子体内电磁波的波数为

k=w歹＝。气l －美）勹气弓 (4.9.28) 

式中取 s~8。,QP 为等离子体频率(4. 9. 16) 式．等离子体的折射率为

n＝三 (4. 9. 29) 

当心WP ，在等离子体内， n<l ，电磁波的相速大千真空中的光速 c．当电磁波从空气人射到电离

层上时，折射角大于入射角．当人射角 0>仇时 (sin Be= n），出现全反射现象，电磁波从电离层

反射回地球表面．地球上的短波通讯就是通过电离层的反射来实现的．

若Q<0p，则 k 为纯虚数，电磁波不能在等离子体内传播．因此，等离子体频率{,JP 也就是电

磁波在等离子体内传播的截止频率．

4.1 考虑两列振幅相同、偏扳方向相同、频率分别为 w+dw 和 o-do 的线偏振平面波，它

们都沿 z 轴方向传播．

(1) 求合成波，证明波的振幅不是常量，而是一个波；

(2) 求合成波的相位传播速度和振幅传播速度．

答案：

(1) A =A。· 2cos(dk • z-dw • t) ei（红飞t).

(2) 相速 vP=w儿，群速 v8 =dwldk. 

4.2 一平面电磁波以 0=45°从真空入射到 Br= 2 的介质，电场强度垂直于入射面．求反

射系数和折射系数，

2-J)'" 2$ 
答案： R = , T = . 

2+ ./3· 2 ＋及

4.3 有一可见平面光波由水入射到空气，入射角为 60°．证明这时将会发生全反射，井求

折射波沿表面传播的相速度和透入空气的深度．设该波在空气中的波长为入。＝ 6. 28x 10-~ cm, 

水的折射率为 n= I. 33. 

§ 
答案：vP=~c, 穿透深度 k一 1 = 1. 7x 10-5 cm. 

2 

4.4 频率为＂的电磁波在各向异性介质中传播时，若 E 、D 、B 、H 仍桉 ei(k ．曷一蛔“变化，但 D

不再与 E 平行（即 D=sE 不成立）．



(1) 证明 k • B=k • D=B • D=B • E=O，但一般 k•E产 O;

1 
(2) 证明 D=7[k2E-(k • E)k]; 

忒µ

(3) 证明能流 S 与波矢 K 一般不．在同一方向上．
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4.5 有两个频率和振幅都相等的单色平面波沿 z 轴传播，一个波沿无方向偏振，另一个

沿y方向偏振，但相位比前者超前竺．，求合成波的偏振．
2 

反之，一个圆偏振可以分解为怎样的两个线偏振？

4.6 平面电磁波垂直入射到金属表面上，试证明透入金属内部的电磁波能量全部变为

焦耳热．

4.7 巳知海水的 µr = 1, u = l S • m一 1 ，试计算频率 v 为 50 Hz 、 106 Hz 和 109 Hz 的三种电

磁波在海水中的透入深度．

答案：72 m,0. 5 m, 16 mm. 

4.8 平面电磁波由真空倾斜入射到导电介质表面上，入射角为 6I ．求导电介质中电磁波

的相速度和衰减长度．若导电介质为金属，结果如何？

提示：导电介质中的波矢量 k=/J＋归，＂只有 z 分量．（为什么？）

答案：设入射面为无z 平面．

Q 
Bz =—sin 仇，凡＝ 0

C 

优＝沪矿－ ~sin2 81) 十计（卢－ ~sin~ 81) 2 + (µ心） 2 ］ + 

“2 = az2 ＝－主（µ心－;sin2 01) 十主［（µ心－ ~sin2 81) 2 + (µ,心） 2l
相速户如＇p， 衰减长度＝ 1/a

+ 

4.9 无限长的矩形波导管，在 z=O 处被一块垂直插入的理想导体平板完全封闭，求在

z=-oo 到 z=O 这段管内可能存在的波模．

答案：
m11'允 n11'y

E" = A1COS —sin — si n k,z 
a b 

m11'冗 n11'y

E,, = A2s in —cos — sin k,z 
y a b 

m11'“n11'y 
E :r = A3sin—sin一— C08 k,z 

a b 

kg=；－（于）－（于）
m7r. n7r 

A1 —+A2 —- +k,A3 = 0 a b 

4. 10 电磁波 E(x,y ,z, t)= E(x, y) e i <1r，心）在波导管中沿 z 方向传播，试使用 VxE= iwµ。H



, 
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及 VxH=-i四8。E 证明电磁场所有分量都可用 E,（尤，y）及 H.(%,y)这两个分量表示．

答案： E飞言（－呼o ：一心）

E,=~:) （呼o : -K鲁勹

H戈＝ i(; 1 -K22) (- K，巴十{J) B。自

Hr = i(; 1 -Kz2) (- Kz : - 08。勹
4. 11 写出矩形波导管内磁场 H 满足的方程及边界条件．

4. 12 论证矩形波导管内不存在 TMmo 或 TM。几波．

4. 13 频率为 30xl09 Hz 的微波，在 0. 7 cmxO. 4 cm 的矩形波导管中能以什么波模传播？

在 0. 7 cmXO. 6 cm 的矩形波导管中能以什么波模传播？

答案：（ 1) TE 10 ; (2) TE 10 及 TE。r

4. 14 一对无限大的平行理想导体板，相距为 b ，电磁波沿平行于板面的 z 方向传播，设波

在无方向是均匀的，求可能传播的波模和每种波模的截止频率．

答案： ｀互＝·A1sin（于） ei (.Kzz－叩）

E, = A2cos序） eH•r•''.

E, = A,sin（干） ei (K暑,-..)

K:r2 弓－（于） 2 

于A2 ;; ik篡A3, A1 独立

截止频率 0。=-­
几1l'C

b 

4. 15 证明整个谐振腔内的电场能量和磁场能量对时间的平均值总相等．

4.16 考虑§ 4. 6 的一维光子晶体．对于 E 平行入射面情形，仿照 (4.6.23) 式，证明：

K = ~ arccos{ cos (k九） cos(k沁） －十［（飞） 2 [十

（飞） 2 f] sin(k丸） sin( A:沁）} 



第五章 电磁波的辅射

上一章研究了电磁波在空间中的传播规律．在实践中，电磁波常常是由运动电荷辐射出来

的，例如无线电波是由发射天线的高频交变电流辐射出来的．本章研究高频交变电流辐射电磁
波的规律

严格说来，天线上的电流和它激发的电磁场是相互作用的已天线电流激发电磁场，而电磁

场又反过来作用到天线电流上，影响着天线电流的分布．所以辐射问题本质上也是一个边值问

题天线电流和空间电磁场是相互作用的两方面，需要应用天线表面上的边界条件，同时确定

空间中的电磁波形式和天线上的电流分布．｀这种问题的求解一般是比较复杂的，对此我们不准

备作深人探讨，而仅局限于讨论由天线上给定电流分布如何计算辐射电磁波的问题．

和恒定场情形一样，当考虑由电荷电流分布激发电磁场的问题时，引入势的概念来描述电磁
场比较方便本章首先把势的概念推广到一般变化电磁场的情况，然后通过势来解辐射问题．

第一节讨论一般情况下标势和矢势概念，着重说明势的非唯一性，势的规范变换和物理量

的规范不变性等问题．第二节研究标势和矢势的解－~推迟势，引出相互作用有限传播速度这

一重要物理概念．在以下三节中用推迟势公式计算各种类型电荷电流分布的辐射电磁场．第三

节和第四节研究小区域（线度＜＜波长）内电荷电流分布的辐射问题，其中电偶极辐射是最基本

的一种辐射，它在宏观无线电辐射和微观带电粒子辐射中都占有重要地位．第五节计算无线电

常用的半波天线辐射．第六节我们用电磁理论推导光学的惠更斯~ Huygens) 原理，建立把波面

上各点看作次级光源的物理基础，惠更斯原理在光学衍射现象和微波辐射问题上都有重要的

应用．最后一节研究电磁场的动量和辐射压力问题

在微观领域，电磁辐射也是很重要的问题．例如原子内部电子跃迁运动产生电磁辐射，构

成原子发射光谱．关于微观辐射问题将在第七章中再系统讨论．

§ 5.1 电磁场的矢势和标势

1.用势描述电磁场

为简单起见，我们只讨论真空中的电磁场．麦克斯韦方程组为
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aB 
V XE=- -at 

aD 
VxH=:::_+ J 

at 

V • D =p 

V • B = 0 

(D = B。E, B =µ。H)

在恒定场中，由 B 的无源性引入矢势 A ，使

(5. 1. 1) 

B = V x A (5. 1. 2) 

在一般情况下，B 仍然保持无源性，所以 B 与矢势 A 的关系 (5. 1. 2) 式是普遍成立的．矢势 A

的物理意义是：在任一时刻，A 沿任一闭合回路的线积分等于该时刻通过回路内的磁通量．

在一般的变化情况中，电场 E 的特性与静电场不同．电场 E 一方面受到电荷的激发，另一

方面也受到变化磁场的激发，后者所激发的电场是有旋的．因此，在一般情况，电场是有源和有

旋的场，它不可能单独用一个标势来描述．在变化情况下电场与磁场发生直接联系，因而电场

的表示式必然包含矢势 A 在内．把（ 5. 1. 2) 式代入(5. 1. 1) 式的第一式得

V x (E + ¥i) = 0 

aA 
该式表示矢量 E＋一是无旋场，因此它可以用标势p的负梯度描述：at 

aA 
E+ —=-V 'P at 

因此，一般情况下电场的表示式为

E=-V<p-— 
aA 

at 
(5. 1. 3) 

(5. 1. 2) 式和 (5. 1. 3) 式把电磁场用矢势和标势表示出来．注意现在电场 E 不再是保守力

场，一般不存在势能的概念，标势p失去作为电场中势能的意义．因此，在高频系统中，电压的

概念也失去确切的意义．在变化场中，磁场和电场是相互作用着的整体，必须把矢势和标势作

为一个整体来描述电磁场．

2. 规范变换和规范不变性

用矢势 A 和标势p描述电磁场不是唯一的，即给定的 E 和 B 并不对应于唯一的 A 和'P·

这是因为对矢势 A 可以加上一个任意函数的梯度，结果不影响 B，而这加在 A 上的梯度部分

在 (5. 1. 3) 式中又可以从 V,p中除去，结果亦不影响 E．设山为任意时空函数，作变换

A--.A'=A+ V f/1 

, a山
p--+p = p--

Ot 

{5. 1. 4) 

』
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有

VxA'=VxA=B 

aA'_ aA 
-V'f)'- =-:-:- =-V 'f) -— =E 
讥讯

即(A,,q,')与 (A,'I')描述同一电磁场．变换 (5. 1. 4) 式称为势的规范变换．每种限制丿的任意

性的条件称为一种规范．在经典电动力学中，由千表示电磁场客观属性的可测量的物理量为 E

和 B，而不同规范又对应着同一的 E 和 B，因此，如果用势来描述电磁场，客观规律应该和势的

特殊的规范选择无关．当势作规范变换时，所有物理量和物理规律都应该保持不变，这种不变

性称为规范不变性．

在量子力学中，E 和 B 不能完全描述电磁场的所有物理效应．例如在 AB 效应中，在非单

连通区域内绕闭合路径一周的电子波函数相位差，就由回路积分

Tr. A. dl 

描述，它不能用 B 的局域作用来描述．但是，此回路积分仍然是规范不变的．因为对 A 作规范

变换(5. 1. 4) 后，得

忤'.dl = f<A + V 心）． dl ＝伈· di＋伈

＝伈· di 

因此，即使在董子力学中，所有可浏量的物理量仍然保持规范不变性．

在经典电动力学中，势 A 和p的引人是作为描述电磁场的一种方法，规范不变性是对这

种描述方法所加的要求．在近代物理中，规范变换是由量子力学的基本原理引入的，规范不变

性是一条重要的物理原理．在量子力学中 A 和，的地位也比在经典电动力学中重要得多．因

此我们要熟悉用势描述电磁场的方法．

现在已经清楚，不仅在电磁相互作用中，而且在其他基本相互作用，包括弱相互作用和强

相互作用中，规范不变性是决定相互作用形式的一条基本原理．传递这些相互作用的场称为规

范场．电磁场是人们最熟知的一种规范场．

从数学上来说，规范变换自由度的存在是由于在势的定义式 (5. I. 2) 和式 (5. I. 3) 中，只

给出了 A 的旋度，而没有给出 A 的散度．我们知道仅由矢量场的旋度是不足以确定这个矢址

场的．为了确定 A，还必须给定它的散度，电磁场 E 和 B 本身对 A 的散度没有任何限制．因此，

作为确定势的辅助条件，我们可以取 V·A 为任意的值．每一种选择就对应一种规范．采用适

当的辅助条件可以使基本方程和计算简化，而且物理意义也较明显．从计算方便考虑，在不同

问题中可以采用不同的辅助条件．应用最广的是以下两种规范条件：

(1) 库仑规范 辅助条件为

V •A= 0 (5. 1. 5) 

在此规范中 A 为无源场，因而电场表示式
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aA 
E=-Vcp-7. at 

aA · 
中第二项—一是无源场（横场），而第一项－V'P为无旋场（纵场）．此规范的特点是 E 的纵场部at 

aA. _ ~ _... ·- •--.. _ _.... _ ~ _ ·- aA 
分完全由 o 描述，而横场部分由 A 描述，－一－项不含纵场部分．－Vrp项对应千库仑场，－一－项对ae -· · · · · · -· · · · · -· -- · · - - · -· a, 

应于感应电场．这种划分对于讨论某些问题是方便的．

(2) 洛伦兹 (Lorenz) 规范 辅助条件为

1 o(f) 
V. A+ -- = 0 

c2 ot 
(5. 1. 6) 

由下面的推导结果看出，采用这种规范时，势的基本方程化为特别简单的对称形式，其物理意

义也特别明显．因此，这种规范在基本理论研究以及解决实际辐射问题中是特别方便的．

3. 达朗贝尔方程

现在由麦克斯韦方程组推导势 A 和中所满足的基本方程．把（ 5. 1. 2) 式和 (5. 1. 3)式代人

(5. 1. 1) 式的第二式和第三式得

a_ a£A 
Vx(VxA)=µ。J-µ。8。 -V<P-µ。8。——-

Ot . . at2 

• V2 <P - ;--v · A =.E_ 
at ' e 。

应用µ。e。 =l/c2 并将两式加以整理后，得

V2A 一心－ v(v • A ＋汽）＝－µ。J

V2p +立 V ·A=- .f!_ 
ot E。

这是适用千一般规范的方程组．若采用库仑规范，由 (5. 1. 5) 式得

1 82 A 1 o 
V2.A- ——- - --V <p:;:-µ。J

c2 矿 c2 ot 

v2 'P =-1!_ 
8。

(V •A =O) 

(5. 1, 7) 

(s. 1. 8) 

这种规范的特点是标势所满足的方程与静电场情形相同，其解是库仑势．解出 o 后代人第一

式可解出 A ，因而可以确定辐射电磁场．

若采用洛伦兹规范，由 (5. 1. 6) 式和 (5. 1. 7) 式得

1 82A 
V2A -——=-µ。J

C2 8t2 
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沁－上立＝－且
c2 8t2 8。

(5. 1. 9) 

(v • A+ f,¥, = o) 
用这种规范时，A 和 o 的方程具有相同形式，其意义也特别明显．方程 (5. 1. 9) 称为达朗贝尔

(d'Alembert)方程，它是非齐次的波动方程，其自由项为电流密度和电荷密度．由 (5. 1. 9) 式，

在形式上，电荷产生标势波动，电流产生矢势波动．离开电荷电流分布区域后，矢势和标势都以

波动形式在空间中传播，由它们导出的电磁场 E 和 B 也以波动形式在空间中传播心与然 E 和

B 的波动性质是和规范无关的．

在洛伦兹规范下，（ 5 ． l..9) 式连同辅助条件［洛伦兹条件(5. 1. 6) 式］是用势表述的电动力

学基本方程组．求得势的解后，电磁场 E 和 B 由 (5. 1. 2) 式和 (5. 1. 3) 式给出．

例 5.1 求平面电磁波的势．

解 平面电磁波在没有电荷电流分布的空间中传播，因而势的方程 (5. 1. 9) 变为波动方

程，其平面波解为

A=A。 e i(k•1t飞），·.•'P =''P。e i (l· i -01&) 

对A 和p加上洛伦兹条件(5. 1. 6) 式得
2 

C 
妇＝—k ··A 。

”) 

因此，只要给定矢量 A。，就可以确定平面电磁波．场强 B 和 E 为

- B=VxA= ikxA 

aA 
E =-V cp-—=-ik cp + iwA at 

• 2 • 2 
lC lC 

＝－一[k(k • A) - k2A] =-·—k X (k X A) 
(J) (J). 

2 
C 

=-—k x B =- eek x B 
. (J) 

(5. 1. 10) 

(5. 1. 11) 

(5. 1. 12) 

(5. 1. 13) 

和§ 4.. 1 结果一致．注意由 (5. 1. 12) 式和 (5. 1. 13) 式，平面波电磁场只依赖千矢势 A 的横向

分量，对 A。加上任意纵向部分 ak（同时对p。加上 aw,a 为任意常数）都不影响电磁场值．这

说明在平面波情形，即使加上洛伦兹条件后，A 和p仍然不是唯一确定的，还剩下一些规范变

换自由度最简单的选择是取 A 只有横向部分，即 k • A =O ，因而由 (5. 1. 11) 式'P =O．用此规

范时有

B = ik x A, E = iwA (k • A = 0) (5. 1. 14) 

如果我们采用库仑规范，势的方程(s. 1. 8) 式在自由空间中变为

1 a2 A 1 a 
V2A －了页一了石吓＝ 0

V2 <p = O 
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(V • A = O) 

当全空间没有电荷分布时，库仑场的标势<P = 0．把妒＝ 0 代人第一方程得 A 的波动方程，其平

面波解为

A =A。 el( lt•1t一心

库仑条件 V·A=O 保证 A 只有横向分量．由 (5. 1. 2) 式和 (5. 1. 3) 式得

B = ik x A, E = iwA, (k • A = 0) 

与 (5. 1. 14) 式一致

由这个例子看出库仑规范的优点．它的标势Q描述库仑作用，可直接由电荷分布p求出．

它的矢势只有横向分量，刚好足够描述辐射电磁波的两种独立偏振．而在采用洛伦兹规范时，

A 的纵向部分和标势p的选择还可以有任意性，即存在多余的自由度．虽然这样，洛伦兹规范

的最大优点是它使矢势和标势的方程具有对称性，在相对论中显示出协变性，因而对千理论探

讨和实际计算都提供了很大的方便．所以本书以后都采用洛伦兹规范．

§ 5.2 推迟势

现在我们求达朗贝尔方程的解．标势p的达朗贝尔方程为

. v2中一旦左=-.f!_
｀．．可 c2 Ot2 8。

(5. 2. 1) 

式中p=p(x,t)是空间中的电荷密度．（ 5.2. 1) 式是线性方程，反映电磁场的叠加性．由于场的

叠加性，可以先考虑某一体元内的变化电荷所激发的势，然后对电荷分布区域积分，即得总的

标势

设原点处有一假想变化电荷Q(t），其电荷密度为p(x, t)= Q(t )8(x）．此电荷辐射的势的

达朗贝尔方程为

l a291 ` 
v2 'P -—一＝－一Q(t.) 8(x) 

c2 at2 8。

由球对称性，p只依赖于 r、t，而不依赖于角变量．（ 5~2.2) 式用球坐标表示为

湟气）－淳叶Q(t)l>(x)
除原点之外，“满足齐次波动方程

｝轩句－~~=O (r 9' 0) 

(5. 2. 4) 式的解是球面波．考虑到当 r 增大时势减弱，所以作如下代换：

u(r, t) 
叭 r,t)=—

把(5.2.5) 式代人(5.2.4) 式，得 u 的方程

(5.2.2) 

·(5,2.3) 

(5. 2. 4) 

(5. 2. 5) 
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扩u 1 扩u—- --=0 072 C2 ot2 
(5. 2. 6) 

此方程形式上是一维空间的波动方程，其通解为

如）＝小－计＋ g(t+计 (5. 2. 7) 

式中J和g是两个任意函数．由 (5.2.5) 式可得除原点以外p的解为

` 

沪）＝／骂＋竺 (5. 2. 8) 

此解的第一项代表向外发射的球面波，第二项代表向内收敛的球面波．函数f和g的具体形式

应由物理条件定出．当我们研究辐射问题时，电磁场是由原点处的电荷发出的，它必然是向外

发射的波．因此在辐射问题中应取g=O，而函数f的形式应由原点处的电荷变化形式决定．在

静电情形，我们知道电荷Q激发的电势为

尸卫—（静电场）
411'C。 r

推广到变化场情形，由 (5.2.8) 式的形式可以推想 (5.2.2) 式的解为

Q(t一门
叭 r, t) = 

41T8。 r
(5. 2. 9) 

下面我们证明 (5.2.9) 式是 (5.2.2) 式的解．当 r:#:0 时，（ 5.2.9) 式满足波动方程(5. 2. 4). 

r=O 点是(5.2.9) 式的奇点，因此

(.v' 一迁）飞勹 (5.2.10) 

只可能在 r=O 点上不等于零，在该点上 (5. 2. 10) 式可能有 8 函数形式的奇异性．为了研究在

r=O 点上(5. 2. 10) 式的奇异性质，我们作一半径为刀的小球包围原点，把 (5.2.10) 式在小球

内积分，

J：仕r2dr(V2 ＿丿f)飞8:)
当'1/-+0 时，积分的第二项～矿趋千零，而在第一项中，只有对分母因子求二阶导数时才得到

不为零的积分，因此可令Q(t-了)--+Q(t），此项变为

鲍f.dVV心＝血（－仕）＝－~)
411'8。 v r 41T8 。 8。

［见 (2.5.10) 式上面的积分公式．］因此，由 8 函数的定义得
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(v' 一岭）飞产＝－tQ(l)ll(x)
因此(5.2.9) 式为方程 (5.2.2) 的解．

如果电荷不在原点上，而是在 x'点上，令 r 为 x'点到场点 x 的距离，有

Q(x',I -计
叭X, t) = 

41re。r

由场的叠加性，对千一般变化电荷分布p(x',t），它所激发的标势为

p(.r',t -计
叭x, t) = f dV' 

v 4'1T8 。 r

(5.2. 11) 

(5.2.12) 

由千矢势 A 所满足的方程形式上与标势的达朗贝尔方程一致，所以一般变化电流分布

J(x',t)所激发的矢势为

小＇；t－计
A(x, t) = ~fv ~V' 

'1T V `' r 

可以验证 A 和中满足洛伦兹条件．证明如下：

r 
设t'=t-—．对 r 的函数而言，有 V=-V ＇，因此

C 

(5. 2. 13) 

· µo 、J(x', t')
V • A(x, t) =—f v.. —-dV' 

4 '1T r 

＝生I[ -V'. J (x', t') + V'· J(xr', t'),'不变 l dV' 
4'1T 、 r

µ。 1=—J -;-v'• J(x', t'),'不变 dV'
4'1T r 

千:It't）＝盂f；卢p(1t',t')dV'
1 r 1 a 

= - I －一p (x', t') d V' 
4'1T8 。 r 分t'

因而

1 o 
V·A(x, t) +j石叭X, t)

＝皂f卅'.J(x',I'),'不查＋卢p(x',1')] dV' 

由电荷守恒定律可知

a 
V'· J(x', t')｀，不查＋一p(x', t') = 0 at' 

` 
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即得 A 和 o 满足洛伦兹条件(5. 1. 6) 式．

(5.2. 12) 式和 (5. 2. 13) 式给出了空间 x 点在时刻t的势，此势是由电荷电流分布激发的．

对势叭X,t)有贡献的不是同一时刻t的电荷密度值，而是在

r 
较早时刻t-—的电荷密度值．如图 5-1 所示，设 M 距场点

C 

rl 

为 r1 ，则在 Ml 点上的电荷在时刻t-—的值对<p(X, t)有贡
C 

献，而在 M2 点上的电荷则在另一时刻t-2对<p (x, t)有贡 图 5-1
C 

献．因此我们在 x 点t时刻测量到的电磁场是由电荷电流分布在不同时刻激发的．

(5.2.12) 式和 (5.2. 13) 式的重要意义在于它反映了电磁作用具有一定的传播速度．空间

某点 x 在某时刻t的场值不是依赖于同一时刻的电荷电流分布，而是决定于较早时刻t-—的

电荷电流分布也就是说，电荷产生的物理作用不能够立刻传至场点，而是在较晚的时刻才传

到场点，所推迟的时间—正是电磁作用从源点 x'传至场点 x 所需的时间，c 是电磁作用的传播

速度因此，（5； 2. l2) 式和 (~.2. 13) 式称为推迟势

除了电磁作用之外，其他一切作用都通过物质以有限速度传播．事物总是通过物质自身的

运动发展而互相联系着，不存在瞬时的超距作用．在下一章中我们将看到这点正是相对论时空

观的基础

－ 由 (5.2.12) 式和 (5.2.13) 式，当p和J给定后，就可以算出势，再由
. B = v \ x A 

aA 
E =- V cp-— 

iJt 

即可求得空间任意点的电磁场强度．当然，电磁场本身反过来亦对电荷电流发生一定的反作

用，从而激发区内的电荷电流分布，使其不能任意规定．以后我们研究天线辐射问题时再具体

讨论这一点．

§ 5.3 电偶极辐射

电磁波是从交变运动的电荷系统辐射出来的．在宏观情形下；电磁波由载有交变电流的天

线辐射出来；在微观情形，变速运动的带电粒子导致电磁波的辐射．本节先研究宏观电荷系统

在其线度远小于波长情形下的辐射问题．

1.计算辐射场的一般公式

当交变电流分布给定时，计算辐射场的基础是推迟势公式
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A(x, t) =皂fV 小＇，tr一：ldV'
若电流J是一定频率的交变电流，有

J (x', t) =J(x')e如

代人 (5. 3. 1) 式中得

µ。J(x') e i(kr-OJ,) 
A(x,t)=石fv~dV'

式中 k=rulc 为波数．令

A (x, t) = A (x) e -iai, 

有

A(x) ＝竺I J (x')e'krdV' 
41rJv T 

(5. 3. I) 

(5. 3. 2) 

(5. 3. 3) 

(5.3.4) 

在(5.3.3)式和(5.3.4)式中，因子 eikr 是推迟作用因子，它表示电磁波传至场点时有相位滞后 kr.

电荷密度p与电流密度J由电荷守恒定律相联系，在一定频率的交变电流情形中有

i叫p = y · J . (5. 3. 5) 

由此，只要电流密度J给定，则电荷密度p也自然确定．由（ 5.2. 12) 式，标势p也跟着确定．因

此，在此情形下，由矢势 A 的公式(5.3.4) 就可以完全确定电磁场．磁场 B 可直接由 A 求出：
B = V x A - (5. 3. 6) 

算出 B 后，电场 E 可由麦克斯韦方程求出．在电荷分布区外面，J=O，由真空中的麦克斯韦方程

得

2. 矢势的展开式

. aE icu 
V xB =µ。C。—=- -E at 

ic 
E=~VxB 

k 
(5.3.7) 

在矢势公式(5.3.4) 中，我们注意到存在三个线度：电荷分布区域的线度 l，它决定积分区

2 '1T 
域内 Ix'I 的大小；波长入＝—－以及电荷到场点的距离 r．在本节中我们研究分布千一个小区域

k 

内的电流所产生的辐射．所谓小区域是指它的线度 l 远小于波长入以及观察距离 r，即

至于 r 和入的关系，可以区别三种情况

(1) 近区

(2) 感应区

(3) 远区（辐射区）

l<<,\,l<< r 

r<< 入

r ～入

r>> 入

(5. 3. 8) 
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三个区域内场的特点是不同的．在近区内，kr<< 1 ，推迟因子 e ikr~1 ，因而场保持恒定场的主要

特点，即电场具有静电场的纵向形式，磁场也和恒定场相似．在远区内，电磁场变为横向的辐射

场感应区是一个过渡区域实际上，通常是在离发射系统较远处接收电磁波的，对这类问题需

要计算远场，由远场可定出辐射功率和角分布（方向性）．但是，如果要研究场对电荷系统的反

作用（辐射阻抗）以及几个靠近的发射系统之间的相互影响，则必须计算近场和感应场．我们

在这里主要讨论远区的场．

选坐标原点在电荷分布区域内，则 Ix'I 的数量级为 l. 以 R 表示由原点到场点 x 的距离

(R = Ix I),r 为由源点 x'到场点 x 的距离，有

r ~R-eR•x'(5.3.9) 

eR 为沿 R 方向的单位矢量．由条件(5.3.8) 式，可以把 A 对小参数 x'IR 和 x'八展开．在计算

远场时，只保留 1/R 的最低次项，而对 x'I入的展开则保留各级项．

把 (5. 3. 9) 式代人(5~ 3. 4) 式得
1, _ iii(R-• R•x') 

A(x）＝生I J(x)e.dV' 
' 4丁 v R..:..eR • x' 

(5. 3. 10) 

由于我们只保留 1/R 的最低次项，所以在分母中可略去－eR • X'项．但是相因子中的－eR • X'不

应略去这是因为此项贡献一个相因子
一ik．具士' -i2'II'•1• 1t'I入

e = e 

所以这里涉及的是小参数 x'八而不是 x'l,R．相位差 21reR • X＇／入一般是不能忽略的，因此在

相因子展开式中我们保留 x＇／入的各级项，

把 (5. 3. 10) 式中的相因子对 keR • x'展开得

ikR 
µ。e

A(x) =—-fvJ (x') (1 - ike; • x'+ … )dV' 
41rR Jv 

下面我们会看到，展开式中各项对应于各级电磁多极辐射． ．

3．电偶极辐射

现在我们研究展开式的第一项

(5.3.11) 

ikR 
µ。 e

A(x)= —fvJ(x')dV'(5. 3. 12) 
41TR J v 

先看电流密度体积分的意义．电流是由运动带电粒子组成的．设单位体积内有 ni个带电荷量

为qi，速度为 vi的粒子，则它们各自对电流密度的贡献为 njqj v; ，因此

J = L ni钮
其中求和号表示对各类带电粒子求和．上式也等于对单位体积内所有带电粒子的qv 求和．因此

fv J (x') dV'= L 吵

式中求和号表示对区域内所有带电粒子求和．但
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2 qu ＝沁；qx ＝ti =P 

式中p是电荷系统的电偶极矩．因此

fJ(x')dV'=P 
v 

(5.3. 13) 

图 5-2 表示一个简单的电偶极子系统，它由两个相距为 Al 的导体球组成，两导体之间由

细导线相连．当导线上有交变电流 I 时，两导体上的电荷土0 就交替地变化，形成一

个振荡电偶极子．此系统的电偶极矩为 . 

p = Q4l 

当导线上有电流 I 时，Q的变化率为

dQ 
—= I 
dt 

因而体系的电偶极矩变化率为

j,=翌＝心QAl= IAl =jVJ (x')dV' 

与一般公式(5. 3. 1~) 相符．

由此可见，（ 5.3. 12) 式代表振荡电偶极矩产生的辐射

ikR 
µ。e.

A(x)=-—p 
41rR 

图 5-2

(S. 3. 14) 

(5.3.15) 

在计算电磁场时，需要对 A 作用算符V．由于我们只保留了 1/R ' 的最低次项，因而算符V

不需作用到分母的 R 上，而仅需作用到相因子 eikR 上，作用效果相当千代换

由此得辐射场

V一i,keR

a 
___►- iw 
• at · 

扣。k ikR.. • 1 B=VXA= —ei"ReR x j, = ~ei"R jj x eR 
4 '1TR 4'1T8 。c3R

ic. e ikR 

E = 7 V x B = cB x e R = ~ (jj x e R) x e R 
k. - "'41re。c2R

(5. 3. 16) 

(5. 3. 17) 

若取球坐标原点在电荷分布区内，并以p方向为极轴，则由上式，B 沿纬线振荡，E 沿经线

振荡（图 5-3 ），有

B= —p ei"Rsin 8 e 
4'IT8。c3R 令

(5. 3. 18) 

E = --- P.e ikk8in 6 e 。
41T6。c2R

磁感线是围绕极轴的圆周，B 总是横向的．电场线是经面上的闭合曲线，如图 5-4 所示．由千
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在空间中 V • E=O,E 线必须闭合，但 E 不可能完全横向．只有在略去 l/R 高次项后，E 才近似

为横向，即电偶极辐射场才是空间中的 TEM 波．
z 

图 5-3 图 5-4

在辐射区电磁场～ 1/R ，能流～ l/R2 ，对球面积分后总功率与球半径无关，这就保证电磁能

量可以传播到任意远处。

4. 辐射能流角分布辐射功率 ` 

在辐射问题的实际应用中，最主要的问题是计算辐射功率和辐射的方向性．这些都可以由平

均能流密度 5 求出．电偶极辐射的平均能流密度由 (5.3. 17) 式，（ 5.3. 18) 式和 (4. 1. 34)式得

S= —Re(E• x H)=~Re[ (B• x eR) x B J 
2 2µ。

C 1... 12 l i l2 
＝— |Bl 飞＝ sin2 8 eR 
如 32'1T飞c3R2----. 

因子 sin2 8 表示电偶极辐射的角分布，即辐射的方向

性．在(J=90° 的平面上辐射最强，而沿电偶极矩轴线

方向((J=oo和 180°) 没有辐射．电偶极辐射角分布如

图 5-5 所示

把 5 对球面积分即得总辐射功率 P. 由（ 5.3.19)

式，有

(5. 3. 19) 

z 

90• 

P = f Isl R2dn 

＝马乌f sin2 Bdl.l 
32 '1T 8 。 C

l I jj I 2 

411' 8 。 3c3

由此看出，若保持电偶极矩振幅不变，则辐射功率正比于频率 o 的 4 次方．频率变高时，辐射

功率迅速增大．

(5.3.20) 图 5-5
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5. 短天线的辅射辐射电阻

当直线天线的长度 l 远小千波长时，它的辐射就是电偶极辐射．图 5-6 表示中心馈电的长

度为 l 的天线．在天线两半段上，电流方向相同．馈电点处电流有 尸

最大值 1。，在天线两端电流为零．若天线长度 l ＜＜入，则沿天线上

的电流分布近似为线性形式

2 
I(z) = /。 (1- 了 |z I), I z I E; l/2 (5. 3. 21) 

由 (5.3.13) 式，电偶极矩变化率为

P = fV2 I(z) dz ＝扣
-112 

(5.3.22) 

由 (5.3.20) 式得短天线的辐射功率
图 5-6

. P= f!:.。4l; (I)'1T:l2 ＝龋忑砃） 2 (5. 3. 23) 

上式适用千 l ＜＜入情形．由此式看出，若保持天线电流 I。不变，则短天线的辐射功率正比于

(l/入） 2.

由千电磁能量不断向外辐射，电源需要供给一定的功率来维持辐射．由 (5.3.23) 式，辐射

功率正比于 I；，因此辐射功率相当于一个等效电阻上的损耗功率． 这个等效电阻称为辐射电阻

Rr. 令

P=+凡I; (5.3.24) 

由 (5.3.23) 式有

凡＝话赞）． '(l<＜入） (5. 3. 25) 

由于，已石＝ 376. 7 0 ，因而

. R, = 197仕） 2 0 (5. 3. 26) 

天线的辐射电阻越大，表示在一定输人电流下，辐射功率越大．因此，辐射电阻通常是用来表征

天线辐射能力的一个量．由于短天线的辐射电阻正比千（ l／入） 2 ，因此，短天线的辐射能力是不

强的．要提高辐射能力，必须使天线长度增大到最小与波长同级．此情况下天线的辐射已不能

用电偶极辐射来表示，以后我们将要进一步讨论常用的半波天线的辐射．

§ 5.4 磁偶极辐射和电四极辐射

1.高频电流分布的磁偶极矩和电四极矩

现在我们计算辐射场矢势 A 展开式(5.3.11) 的第二项
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- i如。 eliR
A(x) =了可－fv J (x') (e R • x') d V' (5. 4. 1) 

当电流分布的电偶极项 (5.3.13) 式为零时，此项变为主要项．以下我们看出，（ 5. 4. 1) 式代表

磁偶极矩和电四极矩产生的辐射．

在恒定情况中，我们知道小区域内的电荷分布激发电多极场，电流分布激发磁多极场．在

交变情形中，由于电流一般不闭合，电流分布往往与电荷分布相联系，由电荷守恒定律有

加fJ = V. J (5.4.2) 

因此，一般来说(5. 4. 1) 式包括电荷分布的贡献和磁矩分布的

贡献，我们需要把两者分离开来．

图 5-7 表示两种不同的电流分布．在图 (a) 所示的线圈

中，当各点上的电流以相同振幅和相同相位振荡时，每一时刻

都有V • J=O，此类电流分布是闭合的，线圈上不带净电荷p,

因此线圈上的振荡电流所产生的辐射是纯磁多极辐射．

O J :o~ 
(a) (b) 

图 5-7 • 

图 5-7(b) 表示四个导体球的体系，它们用细导线相连．当导线上有如图所示的振荡电流

时，在四个导体上交替出现正负电荷，因而此体系有振荡电四极矩，它产生电四极辐射．在一般

情形下，给定电流分布可以同时有电多极辐射和磁多极辐射．

现在我们把(5.4. 1) 式中的积分分离为磁矩的贡献和电四极矩的贡献．把被积函数写为

J '(eR ·x')=en ·x'J' 

x'J'是一个张量，我们把它分解为对称部分和反对称部分：

x'J'=—-(x'J'+ J 'x') +一（ x'J'-J'x')
2 2 

因而(5. 4. 1) 式中的积分可以写为

寸[ (e. • x')J'+ (e. • J ')x']dV' +½f [ (e. • x')J'- (e. • J ')x']dV'(5. 4. 3) 

先看第二项，由于

因而(5.4.3) 式第二项为

(eR • x')J'- (en• J ')x'=- en x (x'x J'} 

1 
- eR X f—x'x J 'd V'= - e R x m 

2 

m 是体系的磁矩［见(3.3.8) 式］．因此此项导致的辐射是磁偶极辐射．

再看(5.4.3) 式第一项，把它写为对所有带电粒子求和，得

—J[(eR • x')J'+ (eR • J ')x']dV' 
2 

＝拉;q[ (e8 • x')v'+ (e, • v')x'] 

式中 V'为带电粒子的速度．因为 v'= dx'ldt，因而上式可写为

(5.4.4) 
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式中

归2, q(e. • x')x'= e• ·点（主2 吓'x')
1 d ~ 

＝一eR ·—勿6 -" dt 

1 ~ 
= －仓. !w 

6 

妄＝ 2 平＇x'

是体系的电四极矩［见 (2.6.6a) 式］．

把 (5.4.4) 式和 (5.4.5) 式代入(5. 4. 1) 式得

ikµ,。 e ikRI 1 ~ 
A(x) =-仕R （- eR x m ＋产纠

(5.4.5) 

(5. 4. 6) 

(5.4.7) 

第一项是磁偶极辐射势，第二项是电四极辐射势．由此可见，磁偶极辐射和电四极辐射是在 A

的展开式同一级项中出现的．

在图 5-7(b) 所示的体系中，若导体所在平面为兀y面，则此体系的电四极矩

有乡＂分量．图 5-8 表示一直线上的振荡电四极子．．设上下两导体用细导线与中

间一个导体相连，当两导线上有反向交变电流时，上下导体出现同号电荷Q，中

间导体出现电荷－2Q．这体系具有电四极矩分量
乳＝ 6Ql2

2. 磁偶极辐射

先计算(5.4.7) 式中的磁偶极辐射项：

辐射区的电磁场为

ikµ,。 e ilcR
A (x) = ~R x m 

仕R R 

B = V x A = ike R x A 
` ikR 
µ。 e

= k2 —(eR xm) xeR 
41rR 

i4R 
µ尸．．

= -—(,ii X eR) X eR 
41rc2 R 

ikR 
µ。e

E = cB x ex=- ——(,ii X eR) 
41rcR 

把 (5.4.9) 式和电偶极辐射场(5.3.17) 式比较，可见由电偶极辐射场作以下代换：

m p －少一
C 

E-► cB 

图 5-8

(5.4.8) 

(5.4.9) 

(5.4.10) 
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cB 一－ E 
即得磁偶极辐射场．此代换反映麦克斯韦方程组的电磁对称性．在自由空间中，麦氏方程组对

变换 E--+cB,cB--+-E 是对称的．若电磁场 E(x, t)、B(x,t)是麦克斯韦方程组的解，则代换后

的电磁场也是麦克斯韦方程组的解．

磁偶极辐射的平均能流密度为

- µ。矿 1ml
S =~sin2 () eR 

32矿c3R2 

式中 1ml 为磁矩的振幅， 0 为极角（以 m 方向为极轴）．总辐射功率为

µ。矿 Im I 2 

P= 
12,rc3 

例 S.2 一电流线圈半径为 a，激发电流振幅为 lo ，角频率为 o ，求辐射功率．

解 电流线圈的磁矩振幅为

(5. 4. 11) 

(5.4.12) 

(̀  \ 
2 m = 10_'J1"a 

I 

代人(5.4. 12) 式得辐射功率

P=~)人＝门和） 4I; (5. 4. 13) 

4 

当电流 I。不变时，辐射功率～仕）．因此磁偶极辐射比电偶极辐射小（ a／入） 2 数量级．小线圈

的辐射能力比短天线更低．

3．电四极辐射

现在计算(5.4.7) 式中的电四极辐射项：
ikR 

ikµ,。 e"m ~ 
A(x) =- ~R • !W 

241rR 
(5.4. 14) 

...... 
定义矢量穸(eR): • 

勿．（ eR) = eR. ~ (5.4. 15) 

则矢势表示式为

A(x)=--正 eIKR 歹
241TR 241TC。c3R

辐射区电磁场为
lkR "' e ~ 

B = iken x A =§Jx eR 
24'1TC 。c"R

ikR... e .... 
E = cB x eR =(§JxeH) xeR 

24'1T8。c3R

(5.4. 16) 

(5. 4. 17) 

由上式，对全加上 e几方向的项并不影响辐射区电磁场，因此和恒定场情况一样，我们可以采

用电四极矩的新定义：
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正 L q(3x'x'- r'2 "1) 

乳＝ 2 q (3叶叶－ r飞）

如此定义的电四极矩只有 5 个独立分量．

辐射平均能流密度为

1 
S=~Re(E• XH)=~ I BI 2eR 

2 2µ。

l 1 • ..:... 
= －—(穸X eR)飞
41T8。 2881rc5R2 

(5. 4. 18) 

(5.4. 19) 

l 4 

设电荷分布区域线度为 l ，则劣IJ ~O( l').由（ 5. 4. 19) 式，辐射功率～（计，可见电四极辐射与

磁偶极辐射同级，比电偶极辐射小（ l／入） 2 数量级．

辐射角分布由因子（ @xeR)2 确定．一般情形角分布较为复杂，这里不作详细计算．

多极辐射在原子核物理中有重要意义．由辐射概率（正比千经典辐射功率）和角分布可以

推知辐射的电磁多极性质，由此提供关千原子核内部运动的一些知识．

例 5.3 求图 5-8 的电四极子以频率 o 振荡时的辐射功率和角分布．

解 该体系的电四极矩张量为

@= 6Ql2生生

勿= eR • !¥f= 6Ql飞． e11e11 = 6Ql2cos (J ell 

~ x eR = 6Ql2cos 0 ez x eR = 6Ql2cos 0sin 0 e心

I ~ x e R I 2 = 36Q勺飞cos2 (Jsin2 (J 

辐射角分布由因子 cos2 (}sin 2 (J确定，方向如图 5-9 所示．

辐射功率为

P = fsR2dn, 

Q勺飞
=, 
60,rs。 c5

告息沪

z 

(5.4.20) 图 5-9

其中 I。=(JJQ．与（ 5. 4. 13) 式比较，可见电四极辐射和磁偶极辐射是同数量级的．

§ 5.5 天线辐射

以上两节研究了小区域内高频电流所产生的辐射，结果表明，当区域线度 l ＜＜入时辐射
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功率为（i／入） 2 数量级或更小．因此，要得到较大的辐射功率，必须使天线长度至少达到与波

长同数量级．最常用的天线是半波天线，这种天线的长度约为半波长．本节计算半波天线的

辐射．

1.天线上的电流分布

当天线长度与波长入同级时，不能用展开式(5.3.11 ），而必须直接用公式 (5. 3. 4) 计算．

用此式进行计算时，首先要知道天线上的电流密度J(x')·. 由千天线上的电流是受到场作用

的，因此这个问题的彻底解决要求把天线外面的场和天线上的电流作为相互作用的两个方面，

用天线表面上的边值关系联系起来，作为边值问题来求解．近年来所用的许多特殊形状的天线

都需要这样来求解，这类问题的理论分析往往是比较复杂的．但是，某些形状的天线可以用较

简单的方法导出近似电流分布．下面我们分析细长直线天线上电流分布的形式．

取天线沿 z 轴，天线表面上的电流J沿 z 轴方向，因而 A 只有 z 分量．由洛伦兹条件

和

得

1 ap 
V ·A+ ——= 0 

c2 at 

如 aAZ
Ell=- —-— 

az at 

卫巨－上立产）...:.丿巴
c2 dt c2. iJz\ iJt} c2 dt2 

扩AZ 1 扩AZ
=--2 2 2 
azc8t 

(5. 5. 1) 

(5.5.2) 

设天线为理想导体，在天线表面上，电场切向分量 E11=0 ，因而在天线表面上 AZ 满足一维波动

方程

釭I 1 扩AZ:—- -— =0 矿 c2 iJt2 

因此，沿天线表面，Az(z) 是一种波动形式．

矢势 A 与天线电流的关系是推迟势公式(5.3.4):

µ。J(x') e ikr 

A(x)= —f——dV' 4'11' vr 
(5. 5. 4) 

在此式中，当 x 点在天线表面上时，我们已知 A(x) 是一维波动方程的解．因此，我

们把(5.5.4) 式应用到 x 点在天线表面上的情况．如图 5-10 所示，x 点是天线表

面一点心点是表面上另一点，两点距离为 r．函数 A(z) 的形式已知，而J(z') 是未

知函数．因此，（ 5.5.4) 式可以看作未知函数J(z') 的积分方程，我们要求该积分

(5. 5. 3) 

方程满足端点条件J =O 的解．这样，关千天线的边值问题就化为解积分方程 图 5-10
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(5.5.4) 的问题由此方程原则上可以解出J(x') <D．我们对这个问题不作一般讨论，而仅说明

当天线截面很小时电流分布的近似形式．如图 5-10 所示，若天线截面很小，则当 x 点的 z 坐标

与 x'点的 z'坐标靠近时， r 值就很小，因而对(5.5.4) 式的积分贡献较大．在此情形下，A(z) 主

要与 z'~z 的电流J(z') 有关，因而J(z') 的形式应该近似千 A(z) 的形式，即也是波动形式．由

千在天线端点处J(z') 应等千零，因此电流沿天线的分布应该近似为驻波形式，天线两端是电

流驻波的波节．由以上的分析可见，此近似只有当天线截面很小时成立，天线愈粗，驻波电流形

式就愈不准确．

2. 半波天线

设有中心馈电的直线状天线（见图 5-6）．天线上的电流近似为驻波形式，两端为波节．设

天线总长度为 l，电流分布为

. 
', 

`1l)̀

j 

zz -+ 
l_2l_2 J.--\f

,-L 

kk nn .l

i 

ss /o

J
o 

r_,

J

4 

= 、
｀
丿

.z 
( I 

l 
0 ~ z ~-

2 

- l -— ~z~O 2 

若 l＝入／2，上式化为

入
I(z) = I。 cos kz ·, I z I ~ ~ 

4 

在矢势公式 (5.5.4) 中，把J(x') dV'改为 Idl，并把 (5'', 5. 5) 式代入，得
｀ 入
µ。丁 eikr

A心）＝石l A —I。 cos kzdz 
－丁 r

计算远场时，令

I r 三 R '.:..zcos 8 

i lcR A 
µ。儿e 丁

心）＝石飞－J:4cos kze 一ik,001 o dz 
－丁

先计算积分

·
\ 

其中 R 为由原点到场点的距离，取 1/R 最低次项时，分母中的 r 可代为 R,(5.5.6)式变为

令十J:4 cos kze一i比co•9dz = J:4 cos kz[cos(kzcos 8) - i sin(kzcos 8) ]dz 
－丁－丁

此式虚数部分为 z 的奇函数，积分后得零．因此上式变为

广人 cos kzcos(kzcos 8)dz = ~ 
勹． K8in6.

(5. 5. 5) 

(5. 5. 6) 

(5. 5. 7) 

(5. 5. 8) 

O 参考： HALL2N E G. El酌tromitgnetic Theory, London : Chapman and Hall 1 19621 Jones D S. The Th如y of Electromagnet­

ism. Oxford: Pergamon Pre88, 1964. 

IL 
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代入(5.5.7) 式得

A(x) =立C08(fcos Ol, 

2社R sin2 fJ -% 

由此算出辐射区的电磁场

'1T 

: /J,。儿 eIKR C08(了C08 (J)
B(x) =- i-—- e 

2'1TR sin (J令

E (x) = cB x e • = - i言C08(]ncoos O) e (J 

辐射能流密度为

- 1 
S =-:-:-Re(E• 

、 2
R e 

,̀ 
。s 00 c2 卫

2
.
l
n

s 

, 2 s 
。
c 

2 

f
oR 

吁
芦

__ ) H x 

(5.5.9) 

(5. 5. 10) 

(5. 5. 11) 

辐射角分布由因子

cos2(f cos 11) 

• 2 
si n (J 

确定．它与偶极辐射角分布相似，但较集中于 0=90°平面上．

总辐射功率

2 / 71' 

p = f I s I R2 d!l＝节°s (s:2C0(Js (J)叩

气 cos2(fcos (J) d (J 

4'1T o sin (J 

令 u=cos (J，积分化为

µ。c/;l ll 
芦I一 I (1 + COS 叩）（言十二）如

第二括号内两项贡献相等（作代换匹~一u 即可看出），上式变为

µ。cl~ r1 l + cos 邧
--f—一一du8'1T -1 1 + u 

再令 11=1r(1 +u），上式变为

µ。cl~ r2" 1 - cos v —I -扣811'J O V 

2 
µ。c/。

=——[ ln(2叮）－ Ci (21r) ] 
81r 
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式中 In 产＝ 0.577…为欧拉(Euler) 常数(l) ,Ci（兀）为积分余弦函数，定义为

Ci (x) 的值可查表求出，结果得

辐射电阻为

• COS V 

C i（兀） =- I - dv 
星 V

2 
µ。cI。

P = 2. 44 — 
8 '1T 

µ。C
Rr = -~ x 2. 44 = 73. 2 !1 

4 'TI' 

由此可见半波天线的辐射能力是相当强的．

• 3．天线阵

(5. .5.12) 

(5. 5. 13) 

半波天线对极角 0 有一定的方向性，对方位角没有方向性．要得到高度定向的辐射，可以

用一系列天线排成天线阵，利用各条天线辐射的于涉效应来获得较强的方向性．

例 5.4 N 条相同天线沿极轴等距排列，相邻天线的距离为 l，同相激发，求辐射角分布．

解 设最上端天线的辐射电场为 E。 (R,8，中），第二条天线的辐射与前者有相位差 klcos 9, 

余类推因此总辐射电场为
N-l,. iNklcoa B 

E = i Eoe imklcoa B = E。 1 、-e
~ - u - - u l -. e iklcos 6 

因而角分布为每条天线的角分布乘以因子

此式当

| 1- eINKlco. 62= sm2(:klcos O) 

1 - elklcoa 9 1sin2(;klcos O) 

Nklcos 0 = 2m,r, m =土 1' 土 2'...

(5. 5. 14) 

时有零点，沿这些方向的辐射为零．（ 5. 5. 14) 式的角分布如图 5-11 所示．由图可见角分布分

'TT 
为若干瓣，辐射能量主要集中于主瓣内．令 U=— -6，主瓣的张角 U 由下式确定：

2 

Nklsin ,p = 21r 

图 5-11

即

0 可参考：数学手册．罗零，石睁蝶，译．北京：高等教育出版杜．
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入
sin ,,,=- 

Nl 
(5. 5. 15) 

因此只有当 Nl>> 入时，才可以获得高度定向的辐射．此结论和高斯光束的关系式 [(4.7.21)

式］相同

§ 5.6 电磁波的衍射

1.衍射问题

当电磁波在传播过程中遇到障碍物或者透过屏幕上的小孔时，会导致偏离原来人射方向

出射电磁波，这种现象称为衍射．衍射现象的研究对于光学和无线电波的传播都是很重要的．

衍射理论的一般问题就是要计算通过障碍物或小孔后的电磁波角分布，即求出衍射图样．

在光学中衍射理论的基础是惠更斯原理．此原理假设光波面上每一点可以看作次级光源，

它们发射出子波，这些子波叠加后得到向前传播的光波．现在我们从电动力学基本原理出发导

出惠更斯原理．

图 5-12 表示典型的衍射问题．设屏幕上有一小孔，电磁波从左边入射，我们要计算通过

小孔后在屏幕右边空间各点上的电磁波场强．此问题严格

来说应该作为边值问题求解．入射波到达屏幕时，在幕上和

小孔边缘处被反射和散射，在幕左边的电磁场包括入射波
和反射回来的波，在幕右边是透过小孔后的电磁波．在小孔

处两边电磁场值应该相等，在屏幕两侧电磁场应该满足物

体表面上的边界条件．由这些条件原则上可以解出全空间

中的电磁场．但一般来说这种普遍解法是很复杂的，实际所

用的衍射理论都是一些近似解法．近似的主要点在于假设

、
、

、

、

\ 
\ 

I \ 1 } 

S1 」/✓/
', 

S2,"' ,, _ 
--------
图 5-12

小孔上和屏幕右侧的场强为已知，由此求出右半空间各点上的场强．这种求解方法实质上是把

一个区域内的电磁场用其边界上的值表示出来．以下我们将推导这种关系．

电磁场由两个互相耦合的矢量场 E 和 B 构成．用严格的矢量场理论来讨论衍射问题较为

复杂．一般在光学中常常忽略场的矢量性质，而把电磁场的每一直角分量看作标量场，用标量

场的衍射理论来求解．当衍射角不大时这种方法是较好的近似．下面我们只推导标量衍射公

式，而不去讨论较严格的矢量场衍射公式．

2. 基尔霍夫公式

电磁场的任一直角分量，，，满足亥姆霍兹方程：

v2，，，十 k2，，，＝。包6. 1) 

如果我们忽略电磁场其他分量的影响，而孤立地把，，，看作一个标量场，用边界上的山和一值
呻

an 
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表示出区域内的山，这种理论就是标量衍射理论．

和静电情形一样，用格林公式和格林函数方法可以把，，，0）与边界上的值联系起来．设

G(x,x') 是亥姆霍兹方程的格林函数

(V2 + k2) G(x,x') = - 41r8(x - x') 

在 (5.2.11) 式中令Q(t)=41re。 e 一1“ ，可以看出具有出射波形式的格林函数为
ikr e 

G(x,x') =— 
r 

把 G 和 U 代人格林公式[ (2. 5. 13) 式］，并以撇号表示积分变量，得

fv[ «f, (x') V'2G(x',x) - G(x',x) V 切(x')] dV' 

(5.6.2) 

(5.6.3) 

= f,) «f, (x') V'G (x', x) - G (x', x) V'«f, (x') ] • dS'(5. 6. 4) 

式中 S 是区域 V 的边界，dS'是从区域 V 内指向外部的面元．为方便起见，我们设 e" 是指向区

域 V 内的法线方向单位矢量，即 dS'= -en~S~. 由（ 5. 6., 1) 式—(5.6.4) 式得

叭x) ＝一己[ if, (x') V' 勹－勹V'if, (x')] • dS' 

= －认今·'· [ V'也+. (ik·- 计分］ dS' (5. 6. 5) 

此公式称为基尔霍夫(Kirchhoff)公式．此公式把区域 V 内任一点 x 处的场心(x) 用 V边界面 S

呻
上的 U 和—表示出来．基尔霍夫公式是惠更斯原理的数学表示．在 (5.6.5) 式的被积式中，因on 

子—表示由曲面 S 上的点 x' 向 V 内 x 点传播的波，波源的强度由 x'点上的心和坐值确定．因
8n 

此，曲面上每一点可以看作次级光源，区域 V 内的光波可以看作由曲面所有点上的次级光源发

射的子波的叠加．

必须指出，（ 5.6.5) 式不是边值问题的解，它仅是把出用边界值表出的积分表示式，而当

问题完全解出之前，边界上的 U 和竺值是不知道的，而且也是不能任意规定的．所以，只有在an 

某些特殊情况下，当我们可以合理地估计在边界 S 上的 U 和些值时，才能应用 (5.6.5) 式求区
iJn 

域 V 内的场强．衍射问题通常属于这种情况．

3. 小孔衍射

现在我们以小孔衍射为例说明基尔霍夫公式的应用．

设无穷大平面屏幕中部有一小孔． V 为屏幕右边空间，其界面 S 包括三个部分：小孔表面

S。，屏幕右侧 S1 和无穷大半球面 S2 ，如图 5-12 所示．为了应用基尔霍夫公式，必须对界面上的
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呻
心和—值作合理的假定．我们假设：an 

(1) 在孔面 S。上，U 和翌等千原来人射波的值，即和没有屏幕存在时的值相同；
加

(2) 屏幕右侧 SI 上，妒卫立。．
on 

这两个假设都是近似的．因为由上面的讨论，当有屏幕存在时，必然对原来人射波产生扰

动，特别是在孔边缘附近，人射波受到的扰动是比较大的，因此在孔面上心和壁值不可能与原
on 

人射波的相应值完全相同但是当孔半径远大千波长时，孔面大部分面积的场所受的扰动不

大，因而假设(I) 不会导致很大的误差．在屏幕右侧 SI 上，实际上只有在小孔边缘附近处 U 和

竺才可能显著地不为零，因此假设(2) 也可以近似地成立．an 
为了由 (5.6.5) 式计算1/J(X) ，还必须知道无穷远半球面鸟上的山值．如图 5-13 所示，取

坐标原点在小孔中心处，以 x'表示鸟上一点，x 为区域内距离小孔有限远处

任一点．令 R= Ix I,R'= Ix'I,r= I x-x'1- 由于在右半空间的波是由小孔

区出射的波，因此在无穷远处应有形式 ' . ` 

i/cR' e 
,p (x') = /((J'，中')— (5. 6. 6) • R' 

f(6＇，中＇）代表与方向有关的某一函数在鸟上，向内法线方向单位矢量为

e雷＝－eR＇，因而

a 1 
en. V'U ＝一而,t,(x') =- (ii,－司山 (5.6.7) 图 5-13

在 (5.6.5) 式中，r 为由 x'到 x 的矢径，当 r--+00 时， r/r～气，而且有 1/r~1/R＇，因此在 S2 上到

0（产）有

e, • [ V',t, + (ik -计分］ ~ 0 

因而(5.6.S) 式在无穷大半球面鸟上的积分趋于零．因此，在 (5. 6. 5) 式中只剩下对孔面 S。的

积分：

叭x) =一上fS。今. I V I.,, + (ik －十） 7,t,] dS' (5. 6. 8) 

由假设（ l) ，在孔面上，场强可取为人射波场强．设人射波仇是平面波，其波矢量为 k,'

lk1l=k, 即

仇（ x') ＝山。e
IA: 1••' (5. 6. 9) 

其中小。为原点处的 u 值．在 (5.6.8) 式右边被积函数中的心可用叱代人，并有

V'"'(X I) = ik心elk1• 1t' (5. 6. 10) 
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设我们在屏幕右边远处观察由 k2 方向传播的衍射波［实际观察时可用透镜把衍射波聚

焦，称为夫琅禾费 (Fraunhofer) 衍射］．如图 5-14 所示，x＇为小孔面

k2.. r 
上一点，x 为空间远处一点，k2 沿 R 方向，r=R- -f • x',k — =k2．在k, r 

(5.6.8)式中略去 1/r 高次项，得

叭x) = --:Iei(K心 ·•·(k, + k,) • e.dS' 
4,rR s。

ikif,。 e ikR=-——f e i(K心•Jl'(cos 81 + cos 82) dS' 
4,rR s。

x' 

氐4
4、
}
、
恣
冷

(5. 6. 11) 
图 S-14

式中()]为人射波矢 K 与法线方向 en 的夹角， 82 为衍射波矢 k2 与 en 的夹角． cos()1+cos (J2 称

为倾斜因子．

以 1 心尸代表衍射光波的强度，由 (5. 6. 11) 式可算出衍射光强与 ()2 的关系，由此可得衍

射图样． 在小孔衍射情况下，实验测得的衍射图样与计算结果相符，说明我们所作的假设(1)

和 (2) 是近似正确的．在通过裂缝的微波辐射问题中，由于涉及较大的波长和较大的衍射角，

标量理论不是很好的近似．在此情形下我们必须从电磁场矢量方程出发，导出矢量场的衍射公

式．关千这个问题在此不作详细讨论．

例 5.5 波长为入的平面电磁波垂直射人屏的长方形小孔，设小孔边长为 2a 和 2b(a,b >> 

入），求夫琅禾费衍射图样．

解 取小孔中心为原点，z 轴与孔面垂直．人射波沿 z 轴方向，有 cos()l=1．孔面上 z'= 0, 

因而 k1 • x'=O．在（ 5 ． 6..ll) 式中由于队和(J2 与积分变数无关，可以抽出移至积分号外，因此
. 

ik,f,。 e i/cR 古•,c'
伈）＝－（ 1 + cos 心］ edS'

4TR ' s。
(5.6.12) 

上式的积分为
. 

f勹心＇扣'Ib-be 一 1如'dy'

4 
=— sin k2,,asin k21b 

k让K切
(5. 6. 13) 

11'L__.. •-•... ~ -· 11' 
设 k2 平轴的夹角为了飞，与y轴的夹角为了书，a 和p即为衍射波偏离yz 面和 xz 面的角．

因 a 和p为小角，有

杠＝ ksin a~ka, k21 = ksin /3~ kP 

代人(5.6. 13) 式得

4 sin kaa sin kb~ 
--盲-

k2 a ~ 

I "'尸为光强 I，以儿表示沿 z 轴的光强 (92 =O,a=/3 =0 情形），则衍射光强为

(S. 6. 14) 



§5. 7 电磁场的动量一 171

l=l。（兰） 2(节） 2（节） 2

｀节） 2（节） 2 (5. 6. 15) 

光强 I 与 a 的关系如图 5-15 所示．第一条暗纹出现在

kaa=1r 处，即 a ＝入／2a．波长越短时，衍射条纹越密．（ 5. 6. 15) 

式已相当好地为光学实验所证实．

I 

a 

图 5-15

§ 5. 7 电磁场的动量

在第一章中已讨论了电磁场的能量问题，现在我们来研究电磁场的动量．

物质都在运动着，而又通过相互作用，使得运动形式发生转化．关千物质运动形式的转化，

有两条基本的守恒定律一一能量守恒定律和动量守恒定律．

电磁场和带电物质之间有相互作用．场对带电粒子施以作用力，粒子受力后，它的动量发

生变化，同时电磁场本身的状态亦发生相应的改变．事实上，当电磁波人射于物体上时，物体内

的带电粒子受到电磁场的作用，使整个物体受到一定的总力．物体受力后，它的动量会发生变

化，同时电磁波也被反射或吸收而改变了它的空间运动状态．在此相互作用过程中，人射电磁

场的动量转移到物体上，同时电磁场的动量亦发生相应的改变．因此，电磁场也和其他物体一

样具有动量．辐射压力是电磁场带有动量的实验证据．下面我们从电磁场与带电物质的相互作

用规律导出电磁场动量密度表示式．

1.电磁场的动量密度和动量流密度

考虑空间某一区域，其内有一定电荷分布．区域内的场和电荷之间由于相互作用而发生动

量转移另一方面，区域内的场和区域外的场也通过界面发生动量转移由于动量守恒，单位时

间从区域外通过界面 S 传人区域 V 内的动量应等千 V 内电荷的动量变化率加上 V 内电磁场的

动量变化率．由于麦克斯韦方程组是电磁场的基本动力学方程，由麦克斯韦方程组和洛伦兹力

公式应该可以导出电磁场和电荷体系的动量守恒定律．

电荷受电磁场的作用力由洛伦兹力公式表示．以／表示作用力密度，由(l. 3.11) 式：

f = pE + J x B (5. 7. 1) 

电荷系统受到力的作用后，它的动量发生变化．由动量守恒定律，电磁场的动量也应该相应地

改变 (5.7.1) 式左边等千电荷系统的动量密度变化率，因而右边应该可以化为含有电磁场动

量密度变化率和表示场内动量转移的一些量．为此，我们用麦克斯韦方程组把 (5. 7. l) 式右边

完全用场量表出．由真空中的方程

p =s。 V·E
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可以把(5.7.1) 式化为

1 _ _ oE 
J =~VxB-s。—

µ。 at

1. ~. _ aE 
/=s。(V • E)E +—(V X B) X B - 8。— xB

µ。 at

利用另外两个麦克斯韦方程

aB 
V·B=O, VxE=-~ at 

可以把(5.7.2) 式写成对 E 和 B 对称的形式：

l l 
/= [ e。(V • E)E + = (V • B)B +—(VxB) xB+ 

µ。µ。

8。(V XE) XE] - 8。卢(Ex B) 

(5.7.2) 

(5.7.3) 

由千／等千电荷系统的动量密度改变率，因此，若把 (5. 7. 3) 式解释为动量守恒定律，则右边最

后一项撤去负号后应该代表电磁场的动量密度改变率．因此电磁场的动量密度为

g = 8。ExB. (5.7.4) 

(5.7.3) 式方括号部分应该表示电磁场内部的动董转移．为证明这点，我们先把方括号部分变

为一个张量的散度．为此，由矢量公式

得

.. 

(V XE) XE= (E. V)E -— V E2 
2 

(V. E)E + (V XE) XE 

1 
·= (V • E)E + (E • V)E -— V E2 

2 

1 =V· (EE) -~v-( 了矿）
2 

=V • (EE -+JE•) 
式中.J是单位张量，对任一矢量 v 都有

．、、，

V• .J=.J .v=v 

同理

(V • B)B + (V x B) x B = V • (BB - +叩
、·

因此，（ 5. 7. 3) 式方括号部分可以化为一个 2 阶张量－夕的散度．令

王－ 8。EE -±BB+ 主J (&。矿＋妇） {5.7.5) 
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由 (5.7.3) 式一(5.7.5) 式得

og ....... 
/+~=-V· 夕

Ot 
(5.7.6) 

把此式对区域 V 积分得

ffdV ＋心JvgdV =- JV V. 子dV

= - £ dS •子
s 

(5.7.7) 

右边是对区域边界的面积分．（ 5.7.7) 式左边是 V 内电荷系统和电磁场的总动量变化率，因此
.... 

右边表示由 V外通过界面 S 流进 V 内的动量流．张量夕称为电磁场的动量流密度张量，或称

为电磁场应力张量．

若区域 V 为全空间，则面积分趋于零，因此

d 
ffdV +盂fgdV = 0 

此式表示电磁场和电荷的总动量变化率等千零，这就是动量守恒定律．（5.7.6) 式是动量守恒

定律的微分形式．

电磁场的动量密度g和能流密度 S 之间紧密相关：

1 
g = 8。E xB =µ。8。ExH ＝ ~s

C 

(5. 7. 8) 

对于平面电磁波，有

1 
B= —e" x E c , 

式中 ek 为传播方向单位矢量，代人（ 5.7.4) 式得一定频率的电磁波的平均动量密度为

C。 e。
g =~Re(E* xB)=~IE。 12e1r

2 2c 

由于对电磁波有 S=cwe1r,w 为能量密度，因此

w 
g=一ek

C 

此关系在量子化后的电磁场也是成立的．量子化后的电磁场由

光子组成，每个光子的能量为加，其中Ii= h/21r, h 为普朗克常

{J) 

量，o 为角频率．由 (5.7.10) 式，每个光子带有动量 h-ek=hk.
C 

..... 

下面我们说明动量流密度张盘了的意义。如图 5-16 所

示，设 ABC 为一面元 AS，此面元的三个分量分别等于三角形

OBC 、 OCA 和 OAB 的面积． OABC 是一个体积元 AV. 通过界面

OBC 单位面积流人体内的动址的三个分量写为

z 

(5.7.9) 

(5. 7. IO) 

c 

图 5-16
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T11,T12,T13 

通过界面 OCA 单位面积流入体内的动量的三个分量写为

T21, r22, T23 

通过界面 OAB 单位面积流人体内的动量的三个分量写为

T31, T31, T33 

当体积 AV一0 时，通过这三个面流入体内的动量等千从面元 ABC 流出的动量．因此，通过 ABC

面流出的动量各分量为

或写为矢量式

llp l = llS1 TII + llS2T21 + llS3 T31 

/lp2 = /lS1 T12 + /lS2T22 + /lS3T32 

llp3 = llS1 Tn + llS2 T23 + llS3 T33 

ap =as. 夕

这就是通过面元 AS 流出的动量．因此，通过闭合曲面流出的总动量为

中dS ·子

张量了的分量 T，，的意义是通过垂直于i轴的单位面积流过的动量j分量．

例 5.6 求平面电磁波的动量流密度张量．

(5.7.11) 

(5.7. 12) 

解 平面电磁波 E 、B 、K 是三个互相正交的矢量，我们就用这三个方向来分解了的各分

量．由 (5.7.5) 式和 E • B=O ，得

E • Y°=- s扩E+ 扛（ e。矿＋上叫
1 

平面电磁波有 e。矿＝—B2 ，因而
µ。

E· 夕＝ 0 

同样可证

B· 夕＝ 0, 夕·. E =夕·. B = 0 

因而夕只有 ekek 的分量．由于 e, • E=e" • B=O，可求得

ek ．歹＝子． ek ＝扣（8。矿＋扫）＝ wek 

因而

(5. 7. 13) 

夕＝ we,e1 = cge,气 (5. 7. 14) 

式中 ek 为波矢 k 方向的单位矢量，g为动量密度［见(5.7.10) 式］．若选 k 方向为 z 轴，则夕只

有几分量， T33 = cg. 

了表示式(5. 7. 14) 中的第二个 e/r表示电磁波动量沿波矢方向，第一个 e尸表示只有对垂
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直于波矢的面才有动量通过，在侧面上是没有动量转移的．电磁波带动量密度g，传播速度 c,

因此每秒垂直流过单位截面的动量为 cg.

2. 辐射压力

由于电磁波具有动量，它入射千物体上时会对物体施加一定的压力，这种压力称为辐射压

力．由电磁波动量密度 (5.7.10) 式和动量守恒定律可以算出辐射压强．

例 5.7 平面电磁波人射千理想导体表面上而被全部反射，设人射角为(),求导体表面所

受的辐射压强．

解 把人射波动量分解为垂直于表面的分量和与表面相切的分量．电磁波被反射后，动量

的切向分量不变，而法向分量变号．由于电磁波速度为 c ，由（ 5.7. 10) 式，每秒通过单位横截面

的平面波的动量为

gc= 矶

其中石；为人射波平均能量密度．上式的法向分量为顽cos (J．由于这部分动量实际上人射于导

体表面 I/cos 8 的面积上，因此，每秒人射千导体表面单位面积的动量法向分量为
一 2w-i cos~ 0 

在反射过程中，电磁波动量变化率为上式的二倍，即 2wi cos2 0．由动量守恒定律，导体面所受的

辐射压强为

P=2石;cos2()

在导体外部，总电场为入射波电场 Ei加上反射波电场 Er.

E = .E i + Er 

矿＝矿＋贮＋ 2Re(Et · Er) 

(5. 7. 15) 

上式最后一项是干涉项，它表现为导体表面外强弱相间的能量分布．对空间各点平均后此项贡

献为零因此在导体表面附近总平均能量密度石等千入射波能量密度顽加上反射波能量密度

已在全部反射情形中即等于入射能量密度的二倍．因此由 (5.7. 15) 式

p = wcos2 (J (5. 7. 16) 

若电磁波从各方向入射，对 0 平均后得
W_3 

__ p 
(5. 7. 17) 

不难看出，在表面完全吸收电磁波的情况，上式仍然是成立的．（ 5.7. 17) 式是黑体辐射对界面

所施压强的公式．

由动量流密度张量子可以较简单地得出以上结果．设 Ej垂直人射面，在完全反射情形中
有 E,=-E，，因而界面上总电场强度 E=O，总磁场为 B = 2B i cos 8,B 与界面相切．设 en 为指向导

体内的法向单位矢量，有 e" • E=e,. • B=O，因而

2 e,1 ．夕＝了en(—B2) = -B}C082 (}en = 2斻 C082 0e,I 
µ。µ。
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因而导体面受到压强

p = 2w1 C082 8 

与 (5.7.15) 式相符

在一般光波和无线电波情形中，辐射压强是不大的．例如太阳辐射在地球表面上的能流密

度为l. 35 x 103 W • m 一 2 ，算出辐射压强仅为～ 10-6 Pa．但是近年制成的激光器能产生聚集的强

光，可以在小面积上产生巨大的辐射压力．在天文领域，光压起着重要作用．光压在星体内部可

以和万有引力相抗衡，从而对星体构造和发展起着重要作用．在微观领域，电磁场的动量也表

现得很明显．带有动量 hk 的光子与电子碰撞时服从能量和动量守恒定律，正如其他粒子相互

碰撞情形一样．

习 骰

5. 1 若把麦克斯韦方程组的所有矢量都分解为无旋的（纵场）和无散的（横场）两部分，

写出 E 和 B 的这两部分在真空中所满足的方程式，并证明电场的无旋部分对应于库仑场．

答案：以角标 L 和 T 分别代表纵场和横场部分．电场分解为 E=EL+ET,v. ET=O,VxEL =O. 

磁场和电流密度亦可作类似的分解．真空中的方程为
I 

aBT 
,v、 X E·T =-,—­at 

V. EL 节／8。
I 

1 8ET 
V X BT=µ。JT +-— 

c21 at ' 

I' 

` 1 OEL 
BL = 0, µ。JL +-— =0 

c2 ot 

5.2 证明在线性各向同性均匀非导电介质中，若p =O,J =O ，则 E 和 B 可完全由矢势 A

决定．若取cp =O ，这时 A 满足哪两个方程？

5.3 证明沿 z 轴方向传播的平面电磁波可用矢势 A(“r) 表示，其中 T = t -zlc,A 垂直于 z

轴方向．

5.4 设真空中矢势 A (x,t)可用复数傅里叶展开为

A (x, t) = i [ a" (t) e iA: ·" + a; (t) e 一ik·x ] 

其中 a; 是 at的复共辄．

d丸(t)
(1) 证明“满足谐振子方程———-+k2c2a"( t )=O.

dt2 

(2) 当选取规范 V·A=O, cp =O 时，证明 k • a"= 0. 
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(3) 把 E 和 B 用 a. 和 a; 表示出来．

5.5 设 A 和 o 是满足洛伦兹规范的矢势和标势．

1 az 
(1) 引入一矢量函数 Z(x,t）（赫兹矢量），若令q; =-V I z ，证明 A=---.

c2 at 

1 矿Z(2) 若令p=-V. P ，证明 Z 满足方程v2z－一一－＝一心。P，写出在真空中的推迟解．
C2 at2 

(3) 证明 E 和 B 可通过 Z 用下列公式表出：

1 a 
E = V X (V X z) 一心。P, B =--V x z 

c2 Ot 

5.6 两个质量、电荷都相同的粒子相向而行发生瑾撞，证明电偶极辐射和磁偶极辐射都

不会发生．

5. 7 设有一球对称的电荷分布，以频率Q沿径向作简谐振动，求辐射场，并对结果给以
物理解释． . . 

答案：辐射场为 0.

5.8 一飞轮半径为 R，并有电荷均匀分布在其边缘上，总电荷量为Q．设此飞轮以恒定角

速度(J)旋转'~~福射场·

答案：辐射场为 0.

5.9 利用电荷守恒定律，验证 A 和p的推迟势满足洛伦兹条件．

5_·10 半径为 R。的均匀永磁体小球，磁化强度为 M。，球以恒定角速度(J)绕通过球心而垂

直于 M。的轴旋转，设 R。(J) <<c，求辐射场和能流．

提示：M。以角速度 o 转动，可分解为相位差为,r/2 的互相垂直的线振动（参阅习题 4. 5); 

直角坐标基矢与球坐标基矢变换关系为

!̀ e
R
e
o
e
令

,! ,!-IIII--

j' 

中

中
.sInoso 

c 

_ 

, 

中
中

。

OSn BC

Bsi

.sm 

eoseos-中
小
OSn0 oc

osi

eos 

.sln.sIn 
'!--1-1l̀  

__ 

!̀-I---I e
雾

e
,
e
g

I,_\ 

µ。矿R扭。
B=~(e()cos 8+ ie中） el( /cR－伽t＋中）

3c2R 

µ。Cu2对M。
E='~( ie。 -e今 C080) e1(KR-”“中）

3cR 

µ。"飞M~
s : •~ (1 + COS 2 8) e R 

18c3 R2 

5.11 带电粒子 e 作半径为 a 的非相对论性圆周运动，回旋频率为 w. 求远处的辐射电磁

场和辐射能流．

答案：

答案：

2 
µ。o ea 

B =-—一(e41cos 8- ie 。 )e1(,H-t11心）
41rcR 令
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µ。w ea 
E=—(e。cos 8+ ie中） el( /,R-”“今）

4'ITR 
4 2 2 

µ。<JJ e a 
S='~{ l+cos2 8)eR 

32矿cR2

5. 12 设有一电矩振幅为 Po ，频率为 o 的电偶极子，距离理想导体平面为 a/2,p。平行于

导体平面．设 a ＜＜入，求在 R>> 入处的电磁场及辐射能流．

答案：

3 
µ。w p。a1(,R-“')E = ~(- cos2 (}cos cJ,e8 + cos(J s in 伈） e

41rcR 

3 

B ='=。o p。~(- cos()sin 伈＋ cos2()cos 伈） e i (kR-1111)
41rc2 R 

6 2 2 
µ。w p。a

S =~(cos4 8cos2 中＋ cos28sin2 中） eR
32矿c3R2

5. 13 设有线偏振平面波 E=E。ei（忙矶）照射到一个绝缘介质球上 (E。在 z 方向），引起介

质球极化，极化矢量 P 是随时间变化的，因而产生辐射．设平面波的波长 21r/k 远大于球半径

R。，求介质球所产生的辐射场和能流．

答案：辐射场就是总电偶极矩为

4'1T8。 (c - c。)
p = R扭。e妇

e + 2e。

的电偶极辐射场．



第六章狭义相对论

物理规律都是相对千一定参考系表述出来的．在前几章中，我们一直没有讨论参考系问

题．我们知道，宏观电磁场的普遍规律可以表示为麦克斯韦方程组．这组方程究竟在哪些参考

系中成立呢？从一个参考系变到另一个参考系时，基本规律的形式如何改变？基本物理量 E

和 B 如何变换？这些问题都是必须回答的．在电动力学中参考系问题是一个很基本的物理问

题，这个问题的解决是和新时空观的建立联系在--+起的．人们在研究高速运动现象，特别是电

磁波的传播现象时，揭示了旧时空观的局限性，建立了新的时空观．

相对论主要是关于时空的理论．相对论时空观的建立是人们对物理现象认识上的一个飞

跃．相对论对近代物理学的发展，特别是核物理和高能物理的发展起着重大作用．现在相对论

已经成为物理学的主要理论基础之一｀．局限于惯性参考系的理论称为狭义相对论，推广到一般

参考系和包括引力场在内的理论称为广义相对论．狭义相对论是已经牢固地建立起来的理论．

本章仅限于讨论狭义相对论．狭义相对论的主要内容包括：

(1) 惯性参考系之间时空坐标的洛伦兹变换及其物理意义，这是相对论时空观的集中

反映．

(2) 物理规律在任意惯性系中可表为相同形式，即物理规律的协变性．协变性要求是对各

种场和粒子间相互作用规律的探索的主要理论指导之一．

(3) 把电动力学基本规律一一麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式表示为协变形式，从而使

电动力学成为明显相对论性的理论，可用来解决任意运动带电粒子与电磁场的相互作用问题．

(4) 把力学基本规律推广为协变性的相对论力学，由此得到相对论的质量、能量和动量的

关系．这些关系是原子能应用的主要理论基础，｀是解决高能粒子运动和转化过程的运动学问题

的主要工具．

本章阐述狭义相对论的基本内容．我们从实验事实出发，引人相对论的两个基本原理一

相对性原理和光速不变原理，由此导出时空坐标的洛伦兹变换，并着重讨论相对论的时空概

念然后我们根据相对论时空观解决电动力学的参考系问题，把电动力学基本方程表示为适用

于一切惯性参考系的形式，并导出势和电磁场的变换关系．最后我们把力学规律推广为相对论

协变形式，并讨论相对论的质盘、能盘和动量关系 .. 
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§ 6.1 相对论的实验基础

1.相对论产生的历史背景

物理规律需要用一定参考系表述出来．在经典力学中，根据实践经验引入了惯性参考系．

我们知道力学的基本运动定律对所有惯性系成立．关于电磁现象，人们从长期实践中总结出电

磁场的基本规律，在此基础上必然提出参考系问题，即所总结出来的电磁现象的基本规律究竟

适用千什么参考系．

参考系问题在电动力学中由千下述原因而变得更为突出：从电磁现象总结出来的麦克斯

韦方程组，可以得到波动方程，并由此波动方程得出电磁波在真空中的传播速度为 c．按照旧

时空概念，如果物质运动速度相对千某一参考系为 c，则变换到另一参考系时，其速度就不可

能沿各个方向都为 c．从旧概念出发，电磁波只能够对一个特定参考系的传播速度为 c，因而麦

克斯韦方程组也就只能对该特殊参考系成立．如果确是这样，则经典力学中一切惯性参考系等

价的相对性原理在电磁现象中就不再成立．因而由电磁现象可以确定一个特殊参考系，这样便

可以把相对于该特殊参考系的运动称为绝对运动． ＇

寻找这个特殊参考系和确定地球相对于此参考系的运动成为 19 世纪末物理学的--:-个重

要课题电磁学的进一步发展要求解决这一问题，而当时的科学发展水平已使得精确测量光速

成为实际可能．多次实验结果都没有发现任何绝对运动的效应，从而迫使人们接受在真空中光

速相对于任何惯性系都等于 c 的结论．

光速相对于任何参考系都等于 c 的事实与旧时空概念发生矛盾，这个矛盾是人们第一次

研究高速现象时被揭露出来的．电磁波的传播就是人们首先接触到的高速现象．在此以前，实

践中所接触到的力学现象都属低速范围（与光速相比是相当低速的），旧时空概念就是从这些

低速现象中抽象出来的旧时空观与新实验事实的矛盾反映了旧时空观的局限性，并要求人们

根据新的实践结果发展和深化对时空的认识．

除了电磁现象之外， 19 世纪末期人类的实践活动已开始深入到物质的微观领域，电子、X

射线和放射性的发现推进了微观物理学的发展．在微观领域，人们遇到了许多新的现象和新的

规律性，使经典物理学的许多基本概念都发生动摇，需要予以重新考虑龟这个时期物理学面临

着大变革，反映新时空概念的相对论也是在这种情况下提出来的．相对论和任何其他科学理论

一样，是生产水平和科学技术发展到一定阶段的必然产物．

在相对论的建立过程中，人们对电磁场的认识也发生了一个飞跃． 19 世纪人们对一切自

然现象的认识都带有机械论的局限性，对电磁现象也是这样．人们认为既然声波、水波等都是

在某种介质中的机械振动的传播现象，电磁波也应该是某种充满空间的弹性介质”以太“内的

波动现象．该弹性介质就构成电磁波传播的特殊参考系．特殊参考系被实验否定的事实以及电

磁现象中相对性原理的建立，最终破除了电磁波的机械观，使人们认识到电磁波就是作为物质
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的电磁场本身的运动形式，而不是在“以太＂介质内的机械运动现象．

2. 相对论的实验基础

如前所述，按照旧时空概念，真空中电磁波沿任意方向的传播速度只有在某个特殊参考系

中才等于 c．如果能够精确测定各个方向光速的差异，就可以确定地球相对于此特殊参考系的

运动，或者说地球相对于“以太＂的运动．

迈克耳孙－莫雷(Michelson- Morley)实验 (1887 年）是测量光速沿不同方向差异的主要实

验首先我们对地球运动所引起的效应作一数量级估计．地球绕太阳运动的速度约为 30 km/s ，因

而地球相对千”以太“参考系的运动速度＂最小应有同一数量级．根据理论推算（由以下的推

导可以看出），当整个实验在地球上进行时，由于地球“绝对运动”所引起的可观测效应只有

（ o／矿的数量级，即 10-B 数量级．因此，如果要设计一个实验观察地球绝对运动的效应，该实

验应达到 10-s 的精确度． 19 世纪末的科学发展水平已使得这种精密测定成为可能．

迈克耳孙－莫雷实验装置如图 6-1 所示．由光源 S 发出的光线在半反射镜 M 上分为两束，

一束透过 M ，被 Ml 反射回到 M ，再被 M 反射而达目镜 T；另一束被 M 反射至 M2 ，再反射回 M

而直达目镜 T.

为叙述简单计，设调整两臂长度使有效光程 lMM, = lMM2 = l．设地球相对于“以太＂的绝对运

动速度＂沿 M---+Ml 方向，则由于光线 M---+M 1---+M 与 M---+M2_.,M 的传播时间不同，因而有光程

差，在目镜 T 中将观察到干涉效应．

用经典速度合成法则可以算出光线 M---+M 1---+ M 和 M_.,M2_.,M 的传播时间．经典速度合成

法则如图 6-2 所示．图中 v 表示观察者相对于以太的运动速度，u 表示观察者参考系中所看到

的沿 0 方向传播的光速，c 是以太参考系的光速．由图可见

c2 = u2 + v2 + 2uvcos ·(J 

S* 

V 

图 6-1 图 6-2

解出 u 得

u= 心－心ni o- UC08 () 

因此，在地球上观察到沿 v 方向传播的光速为 c-v ，逆着 v 方向传播的光速为c切，而垂直于 v

方向传播的光速为4汇子．．因此，光线 M_.,M1_.,M 的传播时间为

l l 2lc 2l I.. v2 
t l ＝二十二＝卢～了（ I +习 (6. 1. 1) 
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光线 M--+M2--+M 的传播时间为

两束光的光程差为

t2 ＝志号屯）

2 

" cat~ l­
C 

2 

把仪器转动 90° ，使两束光位置互换，应该观察到干涉条纹移动个数为

2cAt 2l u2 

入入 c2

利用多次反射可以使有效臂长 l 达到 10 m 左右．设

入～ 5 X 10 一 7 m, (vi e) 2~10一8

则由 (6. 1. 4) 式，干涉条纹应该移动 0.4 个左右，而实验观察到的上限仅为 0.01 个．

(6. t. 2) 

(6. 1. 3) 

(6. 1. 4) 

自从第一次实验之后，不同的实验工作者还进行过多次迈克耳孙－莫雷实验，以不断提高

的精确度否定了地球相对千以太的运动； 除了这些用光学方法做的实验之外，J. P. Cedarholm 

等人用微波激射所做的实验 (1955 年）， G. R. Isaak 用穆斯堡尔{ Mossbauer) 效应做的实验

(1970 年），定出地球相对千”以太”运动速度的上限分别为 3x io-2 km/s 和 5x10-s km/s．这些

实验结果实际上否定了“以太＂介质的存在，因而也就否定了“特殊参考系”的存在，表明光速

不依赖于观察者所处的参考系．

后来用星光作光源，以及用高速运动粒子（例如,ro 介子）作光源的实验，还证实了光速也
与光源相对于观察者的运动无关． , \ 

迄今为止的所有实验，都指出光速与观察者所处的参考系无关，也与光源的运动速度无

关．人们认识到光速不变是电磁现象的一条基本规律，真空中的光速 c 是最基本的物理常量之

一，它是在所有惯性参考系测出的电磁波在真空中的传播速度．

狭义相对论是在光速不变性实验的基础上建立起来的，它否认了绝对参考系的存在，并由

此发展了经典力学中的相对性原理．狭义相对论认为，对于包括电磁现象在内的一切物理现

象，所有惯性参考系都是等价的，在此基础上建立了相对论的时空理论．到目前为止，由这一理

论所推断的各种相对论效应，已经被大量实验所证实．这些将在以下各节中讨论．

§ 6.2 相对论的基本原理 洛伦兹变换

1.相对论的基本原理 ．

在总结新的实验事实之后，爱因斯坦(Einstein) 于 1905 年提出了两条相对论的基本假设：

相对性原理和光速不变原理．

(1) 相对性原理 所有惯性参考系都是等价的．物理规律对千所有惯性参考系都可以表
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示为相同形式．也就是不论通过力学现象，还是电磁现象，或其他现象，都无法觉察出所处参考

系的任何“绝对运动”．相对性原理是被大量实验事实所精确检验过的物理学基本原理．

(2) 光速不变原理 真空中的光速相对于任何惯性系沿任一方向恒为 c，并与光源运动

无关．

相对论的基本假设和旧时空概念是矛盾的．旧时空概念是从低速力学现象抽象出来的，集

中反映在关于惯性坐标系的伽利略 (Galileo) 变换中．设惯性系 2'相对于 2 以速度＂运动，井

选％和尤＇轴沿运动方向，伽利略变换式为

x'=“ 一讥

r'= r 
, z = z 

t'= t (6. 2. 1) 

(6. 2. l) 式所反映的时空观的特征是时间与空间的分离．时间在宇宙中均匀流逝着，而空间好

像一个容器，两者之间没有联系，也不与物质运动发生关系．在低速现象中还没有暴露出这种

观点的错误，但是在高速现象中旧时空观与客观实际的矛盾立即显示出来．

光速不变性与旧时空观矛盾的性质可以用一个简单例子说明．如图 6-3 所示，设有一光

源和一些接收仪器，我们在惯性系 2上观察到闪光的发射和接收．取光源发出闪光时刻所在

点为 2 的原点 0．在 2 上观察， 1 s 之后光波到达半径为 c 的球面上，这时处千球面上的一些接

收器（图 6-3 中的pl 、P2 和 P 等）同时接收到光讯号．此球面是一个波阵面．现在我们再考察

在另一惯性系 2'上对所发生的物理事件是怎样描述的．设 2'相对千 2 以速度 v 沿尤轴方向运

动，并取光源发光时刻所在点为 2'的原点 0＇．即在光源发光时刻，两参考系 2 和 2'的原点 0

和 0'重合．当接收器接收到光波时， 0＇已经离开 0．如图 6-3 所示，当凡接收到讯号时， 0＇距

九较近，而距 P2 较远．但由于 2'上所测量的光速仍然是 c，因此

2'上的观察者必然认为，光波到达凡的时刻较早于到达 P2 的时

刻．原来在 2 上观察到同时发生的两事件（片和 P2 同时接收到 * 

光波），在 2'上看来就变为不同时．原来在 2 上看到的波阵面是

球面 P1PP2 ，而在 2'上看来，由千光波不是同时到达此面上，因此

波阵面不再是 P1PP2 面，而是另外一个以 0'为球心的球面．

从这个例子可以看出，光速不变性所导致的时空概念是和经

典时空观有着深刻矛盾的．所有最基本的时空概念，如同时性、距

I I' 
。... 

PI X 

图 6-3

离、时间、速度等都要根据新的实验事实重新加以探讨．相对论的一个主要内容就是关于时空

的理论．

时间和空间是运动着的物质存在的形式．时空概念是从物质运动中抽象出来的，而不是独

立千物质运动之外的概念．离开物质及其运动，就没有所谓绝对的时空概念．在经典力学中，由

低速现象抽象出来的时空观带有一定局限性，当我们研究高速现象特别是电磁波传播现象时，

发现旧时空观与实验事实相矛盾，这是完全可以理解的．人们对时空的认识和对一切事物的认
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识一样，都是在不断的实践中逐步发展和加深的．

2. 间隔不变性

与旧时空观集中反映在伽利略变换式一样，相对论时空观集中反映在从一个惯性系到另

一个惯性系的时空坐标变换式．现在我们根据相对论基本原理导出相对论时空坐标变换式．

首先我们从物质运动中抽象出事件的概念．物质运动可以看作一连串事件的发展过程．事

件可以有各种不同的具体内容，但是它总是在一定地点千一定时刻发生的．因此我们就用四个

坐标(x, y ,z,t)代表一个事件．相对论坐标变换是在不同参考系上观察同一事件的时空坐标变

换关系设同一事件在惯性系 2 上用（ x, y ,z, t)表示，在另一惯性系 2'上用（孔r',z', t')表示，

我们要导出这两组坐标的关系．

惯性系的概念本身要求从一个惯性系到另一个惯性系的时空坐标变换必须是线性的．设

有一不受外力作用的物体相对于惯性系 2 作匀速运动，它的运动方程由 x 和t的线性关系描

述在另一惯性系 2'上观察，此物体也是作匀速运动，因而用 x'和t'的线性关系描述由此可

知，从(X, t)到 (x',t')的变换式必须是线性的．

现在再考察光速不变性对时空变换的限制．考虑两特殊事件，参看图 6-3 ：第一事件为光

信号在某时刻从 0 点发出，第二事件是在另一地点 P 接收到该信号．选取两参考系的原点在

闪光发出时刻重合，并且同时开始计时，即第一事件在两参考系中都用 (0,0,0,0) 表示．设物

体 P 接收到信号的空时坐标在两参考系上分别为（ x, y ,z, t)和（＂＇， r',z', t').由于两参考系上

测出的光速都是 c，因而有
2, 2. 2 _ 2.2 

“+ y+ z = c t 1 

x'2 + y '2 "t z'2 = c2 t ,2 

就是说，当二次式

尤2 + y2 + zl, - C于 (6. 2. 2} 

为零时，另一个二次式

尤＇2 + r'2 + z'2 _ cit ,2 (6. 2.. 3) 

亦为零

上面我们选择了两特殊事件，这两个事件之间用光信号联系着．一般来说，两事件不一定

用光信号联系，它们可能用其他方式联系，或者根本没有任何联系．以第一事件空时坐标为

(0,0,0,0），则第二事件空时坐标（ x, y ,z, t)可以是任意的．在此情形下，二次式 (6. 2. 2) 和

(6. 2. 3)式就不一定为零，而是可以取任何值．问题是，在一般情况下，二次式(6.2.2) 和 (6. 2. 3) 

式应有什么关系？

通过线性变换，可以把二次式 (6. 2. 3) 变为关千％、y、z、t的二次式 F2 （父，y， z,`)3 当二次式

(6.2.3) 为零时，F2(x, y ,z, t)= 0 ，但同时二次式 (6. 2. 2) 亦等于零．因此，二次式凡(x, y,%,t)

最多只与 (6. 2. 2) 式差一常因子，即

兀，2 + y'2+ 曷”- c勺 'z = A(x2 +'Y2 + z2 - C干）
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式中因子 A 只可能依赖千两参考系相对速度的绝对值（因为在空间中不存在特定方向）．因为

两参考系是等价的，反过来亦应有关系

尤2 + y2 + z2 -c于＝ A （尤t 2 + y '2 + z'2 - C沪）

由于系数 A 不依赖千相对速度的方向，因此上面两式中的 A 应该是一样的．比较以上两式可得

A2= 1 ，由变换的连续性应取 A=+l．因此有

x'2 +,..,2 + z'2 - c胪＝尤2 + r2 + z2 _ c2 t2 (6. 2. 4) 

关系式(6.2.4) 是光速不变性的数学表示，它是相对论时空观的一个基本关系．

二次式(6.2.2) 的负值称为事件（兄，y,:z,t)和事件 (0,0,0,0) 之间的间隔，用 s2 表示：

s2 = c2 t2 一（尤2 + y2 + z2) 

在另一惯性系中观察到这两个事件的间隔 s'2 为

s'2 = c2 t ,2 _ (x'2 + 1,2 + z'2) 

关系式(6. 2. 4) 可写为 . 
.,'2 2 '. -. \.. s- = s 

此关系称为间隔不变性，它表示两事件的间隔不因参考系变换而改变．

一般来说，两事件（无1,Y1,z1,.ti)与（无2,Y2;z2, t.2) 的间隔为

s2 = Cl( t2 - ti) 2 - (尤2 -尤1) 2 - (Y 2. - Y 1) 2 - (Z2 - Z 1) 2 

在另一参考系上观察这两个事件的空时坐标为

（兀；，外，z; ，片）和（“；,y;,z;, t;) 

其间隔为·

s'2 = c2(t~ - t~) 2-( 元； －尤；） 2 -(y; - y;) 2 -- (z; - z;) 2 

由间隔不变性有 s2 =s'气

(6. 2. 5) 

(6. 2. 6) 

(6. 2. 7) 

(6. 2. 8) 

(6. 2. 9) 

间隔是相对论时空观的一个基本概念．由 (6. 2. 8) 式，若两事件在同一地点相继发生，令

t2-t1 =At，有，2 =cz At2．在此情形下间隔就是光速乘以时间的平方．若两事件同时在不同地点

发生，则 $2=-(Ax)2．在此情形下，间隔就是两事件的空间距离平方的负值．由此可见，间隔概

念是把时间与空间距离统一起来的一个概念，其物理含义在下一节中再进一步讨论．

例 6.1 参考系 2'相对千 2 以速度 v 沿＂轴方向运动．在 2'上有一静止光源 S 和一反射

镜 M，两者相距为 z；．从 S 上向 z'轴方向发出闪光，经 M 反射后回到 S．求两参考系上观察到的

闪光发出和接收的时间和间隔．

解 两参考系上观察到的物理过程如图 6-4 所示．在 2'上

观察，闪光发出和接收之间的时间为

At'= 2z~lc 

发出和接收是在同一地点 S 上发生的，因此

釭＇＝幻＇＝山＇＝ 0

两事件的间隔为

(As')2 =c2(At ')2 一（比＇） 2 一 (Ay') 2 一（心） 2 = 4式

slL _ 1 、 S2

匕一 oAt-
(a) (b) 

图 6-4
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在 2 上观察，设闪光发出和接收之间的时间为 At，在此时间内，光源已运动了缸＝oAt．光

讯号传播的路程为

因而

两事件的间隔为

2 心，十上v2At2 = cAt 
4 

'_ 2z。
6-t = 
石

A父＝ vat=
2也。

石
6-y = 6-z = 0 

As2=c2At2-A%2-Ar2-Az2 = 4z; 

与 v 正交方向的距离是不变的．因为若 z~ ＝小（吩 Zo ，由相对性原理应有 z。＝中（－“)z;．但由于空

间没有特定方向，中(v) 只能依赖于 V 的数值，而不依赖于其方向．由

Z。＝中（－ v）小（“凡＝矿（”） z。

得矿（”）= l ，再由变换的连续性，应有中（吩＝ 1 ，因此

比较以上所得公式，得

Z。 =z~ ·

I ` , 

A t' 
A t= 

尸
As2=,As'2 

由此可见，在两参考系中观察到的两事件之间的时间是不同的，但间隔 As2 则是一样的．

3. 洛伦兹变换

根据变换的线性和间隔不变性 {6.2.4) 式，可以导出相对论时空坐标变换关系．为简单

计，选两坐标系的兀轴和％＇轴都沿 2'相对于 2 的运动方向，在此情形下，y和 z 不变，变换具有

特殊形式

x'= a11x + a12ct 

y'= y 
, z· = z 

ct'= a21 尤＋ a22cl (6. 2, 10) 

由于允轴和尤＇轴正向相同，应取 a11>0；又由于时间t与t'的正向相同，应取022>0．把（ 6. 2. 10) 

式代人(6. 2. 4) 式得

(all兀＋ a12ct )2 +ya+ 怎2 一 (“21尤＋ a22C&) 2 
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＝允2 +'/2 +,2 _ C于

比较系数得

2 2 
a;, - a;1 = I 

a11a12 - a21a22 = 0 
2 2 

a;2 - a;2 = - 1 

(6. 2. 11) 

由上式的第一和第三式得

a11= i立， a22 = /i.立 (6. 2. 12) 

代人(6. 2. 11) 式的第二式得

a12 = a21 (6. 2. 13) 

这些系数都可以用 2'相对千 2 的运动速度 o 表出．设 2'的原点为 0＇．在 2 上观察， 0＇点以速

度 u 沿 x 轴方向运动，因此其坐标为 x=vt．但 O＇点在 2'上的坐标永远是％＇＝ 0．因此由 (6. 2. 10) 

式的第一式有

0 = a11vt + a12ct 

解出

a12 V 
=- (6. 2. 14) 

a11 C 

由 (6.2.12)式一(6. 2. 14) 式得

1 
all=a22= 

厂
V 

C 
a12 = a21 = 

丿
(6.2.15) 

把(6.2. 15)式代人(6.2.10) 式得相对论时空坐标变换：

元一 vt
尤＇＝

厂
y

z 

l-

__ 
, 
, y

z (6. 2. 16) 

V 

t - -“ 
C 

2 

t'= 

「
由(6.2. 16) 式解出人y、z、t可得逆变换．用相对性原理可以更简单地导出逆变换．因为 2

和 2'是等价的，所以从 2 系到 2'系的变换应该与从 2'系到 2 系的变换具有相同形式．若 2'
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相对千 2 的运动速度为认沿兀轴方向），则 2 相对于 2'的速度为－“，因此只要把 {6.2.16) 式

中的”改为－“,即可得逆变换

x'+ vt' 
允＝

卢
y = y' 

, z=z 

V 
t'+下允＇

C 

厂了
t = 

(6. 2. 17) 

变换(6. 2. 16) 式和 (6. 2. 17) 式称为洛伦兹变换，它是同二事件在两个不同参考系中观察
时的时空坐标关系．洛伦兹变换反映相对论的时空观，其物理意义在下一节中再讨论．

例 6.2 在图 6-3 中，设闪光从 0 点发出．在 2 上观察，光信号于 1 s 之后同时被凡和 P2

接收．设 2'相对于 2 的运动速度为 0.8c ，求p l 和 P2 接收到信号时在 2'上的时刻和位置．

解 凡接收到信号时在 2 上的空时坐标为 (c,0,0,1 ）．此事件在 2'上观察时，由洛伦兹

变换(6.2.16) 式得

, 尤－ Vt C - V C 

勹丁厂尸
r'= o 
z'= 0 

t - -:z-x.1 -一 ｀

t·=-=-=-厂1[13
即 P) 接收到信号时在 2'上的空时坐标为（了，0,0 ，了）．注意 2'上测得沿＂＇轴方向的光速为

无'/t'=c.

P2 接收到信号时在 2 上的空时坐标为 (-c,0,0, 1). 由洛伦兹变换可得该事件在 2'上的

空时坐标为(-3c,0,0,3）．注意沿－矿轴方向的光速仍为 c.

在 2 上同时的两事件（九和 P2 同时接收到信号），在 2'上看来变为不同时，pl 接收到光

波早千凡接收到光波．

在 2 和 2'上观察到九和 P2 接收到信号这两事件之间的时间差别、空间距离和间隔分

别为

I: Ae = o, 心＝ 2c, Ai = - 4c2 • 
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2':At'=- -, 
8 

3 

10 
缸＇＝一c, lls'2 =- 4c2 

3 

我们看到，两参考系上测得片和 P2 之间的距离不同，但两事件的间隔是一致的．

从本节的两例题可以看出，相对论的时间、距离是相对的，同时性也是相对的，但两事件的

间隔却有绝对意义．

§ 6.3 相对论的时空理论

l．相对论时空结构

上一节中我们引人了两事件的间隔的概念．为简单起见，以第一事件为空时原点 (0,0,0,

0），设第二事件的空时坐标为（兄，y,z,t）．这两个事件的间隔定义为
2. l.2 2 2 2 2.2 2 s- = c- t- -元一y- - z- = c-r - r 

式中 r= ✓x2”2+z2 为两事件的空间距离

两事件的间隔可以取任何数值．我们区别三种情况：

(1) 若两事件可以用光波联系，有 r=ct，因而 s2=0;

.(2) 若两事件可用低千光速的作用来联系，有 r<ct，因而 s2>0;

(6. 3. 1) 

(3) 若两事件的空间距离超过光波在时间．t所能传播的距离，有 r>ct，因而 s2<0.

由于从一个惯性系到另一个惯性系的变换中，间隔 s2 保持不变，因此上述三种间隔的划

分是绝对的，不因参考系变换而改变．

为了看清楚这种分类的几何意义，我们把三维空间与一维时间统一起来考虑，每一事件用

此四维时空的一个点表示．为了能够用直观图像表示，我们暂时限于考虑二维空间和一维时间

（代表兀y平面上的运动）．如图 6-5 所示，我们把二维空间（坐标为无，y）与一维时间（取时轴坐

标为 ct)一起构成三维时空．事件用此三维时空的一个点 P 表示． P 点在

zy面上的投影表示事件发生的地点，P 点的垂直坐标表示事件发生的时

刻乘以 c.

对应于上述三种情况，P 点属于三个不同区域：

(1) 若事件 P 与事件 0 的间隔 s2=0 ，则 r= ct，因而 P 点在一个以 0

为顶点的锥面上．这个锥面称为光锥．凡在光锥上的点，都可以和 0 点用 .r 

光波联系．

(2) 若事件 P 与事件 0 的间隔，2>0 ，则 r<ct，因而 P 点在光锥之内．

此类型的间隔称为类时间隔
图 6-5

(3) 若 P 与 0 的间隔，2<0 ，则 r>ct ,P 点在光锥外． P 点不可能与 0 点用光波或低于光速

的作用相联系．此类型的间隔称为类空间隔．

间隔的这种划分是绝对的，不因参考系而转变．若对某参考系事件 P 在事件 0 的光锥内，
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当变到另一参考系时，虽然 P 的空时坐标都改变，但 s2 不变，因此事件 P 保持在 0 的光锥内．

同样，若对某参考系 P 在 0的光锥外，则对所有参考系事件 P 都在事件 0 的光锥外．

类时区域还可再分为两部分．如图 6-5 所示，光锥的上下两半只有公共点 0，而洛伦兹变

换保持时间正向不变，因此光锥的上半部分和下半部分不能互相变换．若事件 P 在 0 的上半

光锥内，则在其他参考系中它保持在上半光锥内．

概括起来，事件 P 相对千事件 0 的时空关系可作如下的绝对分类：

(1) 类光间隔 l=O.

(2) 类时间隔i>O.

(a) 绝对未来，即 P 在 0 的上半光锥内；

(b) 绝对过去，即 P 在 0 的下半光锥内．

(3) 类空间隔 s2<0,P 与 0 绝无联系．

类时间隔和类空间隔是两种截然不同的时空关系，下面分别讨论它们．

2. 因果律和相互作用的最大传播速度

一切事物都是运动发展着的．事物发展有一定因果关系，通过物质运动的联系，作为原因

的第一事件导致作为结果的第二事件．例如通过无线电波的传播，发报者就可以影响收报者的

行动．这种因果关系是绝对的，不依赖千参考系而转移．时间概念就是从事物发展中抽象出来

的，正确的时空观必须反映事物发展的绝对因果性．下面我们分析因果律在相对论时空观中是

怎样体现出来的．

根据上一点的讨论，若事件 P 在 0 的上半光锥内（包括锥面），则对任何惯性系 P 保持在

0 的上半光锥内，即 P 为 0 的绝对未来．这种间隔的特点是 P 与 0 可用光波或低千光速的作

用相联系．因此，如果不存在超光速的相互作用，则两事件 P 与 0 发生因果关系的必要条件是

P 处于 0 的光锥内，这样 0 与 P 的先后次序在各参考系中相同，因而因果关系是绝对的．

由洛伦兹变换也可以直接证明这一点，在参考系 2 上，以（气凸）代表作为原因的第一事

件，（尤2, t2) 代表作为结果的第二事件，有t2>t I ．变换到另一参考系 2'上，这两个事件用（“；,t;)

和（兀；，片）表示，由洛伦兹变换得

t; - t~ = 

V 
t2 -t 1 一了伍－ x1) 

C 

厂
若此变换保持因果关系的绝对性，应有片＞t;，由上式应有条件

|二勹＜亡
t2 - t l v 

．设 lx2-x1 I =u{ t2 一ti )'u 代表由 0 到 P 的作用传播速度，由上式得

UV < C 

(6. 3. 2) 

(6. 3. 3) 
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但固定于参考系 2'上的物体同样可以用来传递作用，因而 o 也可以看作一种作用传播速度，

由上式，若

U < C • V < C (6. 3. 4) 

则事件的因果关系就保证有绝对意义．根据现有大量实验事实，我们知道真空中的光速 c 是物

质运动的最大速度，也是一切相互作用传播的极限速度．在此前提下，相对论时空观完全符合

因果律的要求．

3．同时相对性

上面研究了类时间隔的性质，现在转到类空间隔．由于类空间隔有 r>ct，而相互作用传播

速度不超过 c，因此具有类空间隔的两事件不可能用任何方式联系，它们之间没有因果关系，

其先后次序也就失去了绝对意义．用洛伦兹变换可以直接证明这一点．设参考系 2 上两事件

（气，ti)和（尤2, t2) 的间隔类空，有

若在参考系 2 上观察到

1 l t 2 -t I I <—|尤2 - X1 I 
C 

t2 > ti 

变换到另一参考系 2'上，由洛伦兹变换得

t; - t~ = 

t2 - ti一；（尤2. -“I) 

`: 若 2'相对于 2 的速度＂足够大，由 {6.3.5)式总可以有

由 (6.3.7) 式即得

V I t2 - ti I <了飞－允I I 
C 

片<t~

特别是，如果另一参考系 2”相对于 2 的速度矿满足下式：
, 

" I t 2 - t, I ＝了上－冗I I 
C 

［由 (6. 3. S) 式，此参考系必定存在］则由 (6. 3. 7) 式有

(6. 3. 5) 

(6. 3. 6) 

(6. 3. 7) 

(6. 3. 8) 

t'; = t': (6. 3. 9) 

由 (6. 3. 6) 式一(6. 3. 9)式可以看出类空间隔的特征．具有类空间隔的两事件，由千不可

能发生因果关系，其时间次序的先后或者同时，都没有绝对意义，因不同参考系而不同．

在不同地点同时发生的两事件不可能有因果关系，因此同时概念必然是相对的由 (6. 3. 7) 

式可知，若两事件对 2 同时，即t2 = ti，则一般而言，t; ~ t;，即对 2'不同时（见上节例 2).

由同时相对性，可能产生如何校准两不同地点的时钟的问题，应该指出，在一定参考系内，
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这个问题用经典方法巳经可以解决，例如把某地点的一个钟缓慢移至另一地点，就可以和该点

上的钟对准，从而核对两地点的计时．只要钟移动足够慢，相对论效应就可忽略．因此，在相对

论中不产生另外定义同时的问题．当然，在实际测量中，最方便的方法是用光信号来核对，只要

对光传播时间作了修正，就可以核对两地点的时钟．因此，在同一参考系中，相对论的同时概念

是和我们通常所指的同时概念一致的．在另一参考系 2'中，观察者也可以用相同方法来对准

各点上的时钟．相对论效应在千，在一参考系中不同地点上对准了的时钟，在另一参考系上观

察起来会变为未对准的．这就是同时相对性的意义．

类时间隔的绝对因果性和类空间隔的同时相对性是物质运动时空关系的两个方面，前者

是起主导作用的．

4. 运动时钟的延缓

自然界中存在许多物理过程可以作为计时的基准，如分子振动或原子谱线的周期、粒子的

衰变寿命等，都是计时的自然基准．现代科学技术都采用自然基准也它们可以一般称为时钟．

在不同参考系中可以用同一种物理过程作为计时基准，这样就可以比较不同参考系中的时间．

现在的问题是，在不同参考系观察同一个物理过程，其时间有什么关系？

设某物体内部相继发生两事件（例如分子振动一个周期的始点和终点）．设 2'为该物体的

静止坐标系，在此参考系中观察到两事件发生的时刻为t勹．和t；，其时间为 llT= t;-t；．由于两事

件发生在同一地点 x＇，因此两事件的间隔为

应＝ c2( t；－片） 2 = c2 /lT2 (6. 3. 10) 

在另一参考系 2 内观察，该物体以速度 v 运动，因此第一事件发生的地点 x1 不同于第二

事件发生的地点 X2．设 2 中观察到两事件的空时坐标为 (x1, t 1) 和 (X2' t 2 ），则两事件的间隔为

As2 王(t2-t 1) 2 一 (x2 -x 1) 2 = c2 dt2 一（心） 2

由间隔不变性有

c2 tit2 一（心） 2 =c2 AT2 

但 I ax I I at可为该物体相对于 2 的运动速度，因此有

AT 
At= 

厂

(6. 3. 11) 

(6. 3. 12) 

式中幻为该物体的静止坐标系测出的时间，称为该物理过程的固有时，而山为在另一参考系

2 中测得的同一物理过程的时间．在 2 中看到物体以速度 v 运动．由 (6. 3. 12) 式， At>AT ，表示

运动物体上发生的自然过程比起静止物体的同样过程延缓了鲁物体运动速度越大，所观察到的

它的内部物理过程进行得越缓慢．这就是时间延缓效应．这种效应是时空的基本属性引起的，

0 目前所用的国际基准是艳－ 133 原子的基态二超精细能级之间跃迁辐射的周期，此周期的 9 192 631 770 倍持续时

间定义为 1..
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与钟的具体结构无关．

时间延缓效应在高能物理中得到了大量实验证实．不稳定粒子（如 7T 介子、µ子等）静止

时有一定平均寿命．当它们高速运动时，测得的平均寿命可以比静止时大得多．用 7T 介子和µ

子做的实验。很好地验证了 (6.3.12) 式．

带电,r介子质量为电子质量的 273. 126 倍，主要衰变为µ子和中微子：

'IT+--+叫＋丸

静止 1T 介子的平均寿命为(2. 603 0的． 002 8)x10-• s．实验所用高速直线运动 1T 介子的 1/R
值为 2.4，测量到的这种高速运动 1T 介子的平均寿命，与 (6.3. 12) 式计算值相符．

µ子是一种物理性质和电子相似的粒子，它的质量为电子质量的 206.768 倍，主要衰变为

µ.----+e-+vµ. +ve 

其中 v.... 为µ.型中微子， ve 为电子型反中微子．µ,子静止时的平均寿命为 (2. 197 03的． 000 04) X 

10-• s．实验使µ子在磁场中作高速圆周运动，由其动量值算出 1/H-=12.14．用（ 6. 3. 12) 

式算出这种高速运动µ子的平均寿命为 26. 69x 10-6 s ，而实验值为 26. 37x 10 一6 s. 因此，实验完

全验证了时间延缓公式 (6. 3. 12），而且证明了时间延缓效应只依赖于速度，而不依赖于加

速度

当局限于匀速运动时，时间延缓效应是相对效应．参考系 2 中看到固定于 2'上的时钟变

慢；同样，参考系 2'中也看到固定于 2 上的时钟变慢．

如图 6-6(a) 所示，在 2 系中相距为 l 的两点上有对准了的时钟 C1 和 C2 ，在 2 系中观察

以速度 o 运动的时钟 C＇．设当 C'经过 Cl 时，各钟都指着时刻 0．当 C＇经过 C2 时， 2 系的钟都指

着时刻 llv ，但 2 系中看到 C'指着 T<llv．由于 T 为固有时，有

l,,. 
= 

V 「
(6. 3. 13) 

T<llv 说明在 2 系看到运动时钟 C'变慢．

当 C2 指向 llv 时， C＇指向飞llv．此时两钟 C2 和 C'在同一地点，因而可以直接比较．问题

在于，2＇系中看到 C2 所指的读数 llv 大于固定在自己参考系上的时钟 C'所指的读数 T，这是否

意味着 2'系看到 2 系中的时钟变快了呢？答案是否定的，下面我们说明这一点．

图 6-6(b) 所示 2'系中所看到的情况．开始时 C'与 c, 同时指向时刻 0．但由千同时的相对

性，原来在 2 系中对准了的时钟 c, 和 C2 在 2'系中看来不是对准的．在 2'系中认为 c, 指着时

刻 0 时， C2 指着时刻 8.6 可由洛伦兹变换求出． c2 指向 8 这个事件在 2 系中的坐标为 x=l, t=

8，由洛伦兹变换得

(D GR•:ENDERC A J,el al. Phy,. R" 归t., 1969, 23: 1267 1 BAILEY 』 ,PICASSO E. Prog in Nu t•l Phy,., 1970. I 2 ;43. 



194 一第六章狭义相对论

詈
O° 
气

G忐

o:2 

詈o了
可`

(a) (b) 

图 6-6

V 
8 －一l2 

C 
t'= 0 = 

厂
因此

l 0-2c 
= 8 

(6. 3. 14) 

在 2'中看到 C2 经过 C'时， C ＇指向 T,C2 指向 llv，但由于 C2 是从 8 开始，因此 2'系中看到

C2 所示的经过时间为

尸分（l 一身＝｀了勺
即 2'系中看到 C2 同样是变慢的．

在加速运动情形时，时间延缓导致绝对的物理效应．当一个时钟绕闭合路径作加速运动最

后返回原地时，它所经历的总时间小于在原地点静止时钟所经历的时间．此效应通常称为双生

子佯谬

设时钟 C 固定千惯性参考系 I,C'相对千 2 系作有加速度的运动．设在某时刻t', C'相对

于 2 系的运动速度为 v( t＇）．若 C'经历时间 dt＇，则在 2 系中测得的时间为

dt = 
dt' 

假设时间延缓效应只依赖于速度而不依赖于加速度，上式就表示该瞬间的时间延缓效应．当

C'绕闭合路径一周回到原地时，2 系测得的总时间为

i1t = fdt = f三＞仲'=At'
I -

c2 

心为 C 所示的时间， At'为 C'所示的时间．因此，当时钟 C'回到原地直接与 C 比较时， C＇绝对地
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变慢了．

此效应不是相对的．因为固定在 C'上的参考系 2'不是惯性系，因此不能在 2'系中应用狭

义相对论的公式反过来推论lit<lit＇．在 2'系中，应该用广义相对论的理论才能讨论这一问题．

这一点已超出本课程的范围．可以指出，用广义相对论的坐标变换，在 2'系中同样导出 At'<At

的结果，与上式相符．

在上述µ子实验中，实际上已在微观领域证实了双生子效应．环绕地球的飞行实验也证

实了这一效应．在未来的高速宇宙航行中，双生子佯谬将会导致很有趣的结果．

5. 运动尺度的缩短

现代测量长度也采用自然基准．目前使用的基准是：光在真空中于 1/299 792 45 8 s 时间

间隔内所经路径的长度，定义为 1 m．在不同参考系上，都可以用这个自然尺度来测量长度，这

样我们就可以比较不同参考系中测得的同一物体的长度．

现在我们用洛伦兹变换式求运动物体长度与该物体静止长度 I I' 
A A 

的关系．如图 6-7 所示，设物体沿无轴方向运动，以固定千物体上

的参考系为 2＇．若物体后端经过p~点（第一事件）与前端经过 P2

点（第二事件）相对千 2 系同时，则 P1P2 定义为 2 系中测得的物体

长度

物体两端在 2'系中的坐标设为父；和无；．在 2 系中九点的坐
。

标为斗几点的坐标为巧，两端分别经过凡和 P2 的时刻为t1 = t2. 

对这两个事件分别应用洛伦兹变换式得

。

•• 

O' 
x , 

x 

P1 P2 

图 6-7

气一讥I . X2 - Vt2 . 
父；＝，尤； = n··n 

两式相减，计及ti =t2 ，有

允2 一丸
允；－尤； = 

厂
(6.3.15) 

式中尤广元1 为 2 系中测得的物体长度 l（因为坐标 “1 和 X2 是在 2 系中同时测定的），x;-x; 为

2'系中测得的物体静止长度 l。．由于物体对 2'静止，所以对测量时刻片和t；没有任何限制．由

(6. 3.15) 式得

l = l。「 (6. 3. 16) 

即运动物体长度缩短了．和运动时钟延缓效应一样，运动尺度缩短也是时空的基本属性，与物

体内部结构无关．

长度缩短效应是相对的．以上我们证明了在 2 系中观察固定于 2'系的物体长度缩短了．



196 一第六章狭义相对论

同样，在 2'系中观察固定千 2 系的物体长度也是缩短了的．这时要求在 2'内同时测定该物体

两端的坐标，即要求t~ = t；．应用逆变换 (6. 2. 17) 式得

尤； －允；
尤 2 一允 1 = 

尸
现在元广允1 为静止长度 l0,x ;-x; 为运动长度 l，因此由上式得

(6.3.17) 

l = l。厂
与(6.3.16) 式相符．注意（ 6.3. 17) 式与 (6. 3. 15) 式并不矛盾，因为 (6.3.15) 式是在条件t, =t2 

下成立的，而 (6.3.17) 式则是在条件 d ＝片下成立的．

时间延缓与长度缩短是相关的例如宇宙线中含有许多能量极高的µ,子，这些µ子是在

大气层上部产生的．静止µ子的平均寿命只有 2. 197x 10 一6 s ，如果不是由于相对论效应，这些

µ子以接近光速运动时只能飞越约 660 m．但实际上很大部分µ子都能穿透大气层到达底部．

在地面上的参考系把这个现象描述为运动µ,子寿命延长效应．但在固定于µ子的参考系看

来，它的寿命并没有延长，而是由千它观察到大气层相对于它作高速运动，因而大气层的厚度

缩小了，因此在µ,子寿命以内可以飞越大气层．

由以上分析可以看出，时间延缓和长度缩短效应都是运动着的物质相互之间的时空关系的

客观反映，并不是主观感觉．不超过光速运动的粒子在较短的固有寿命中能够飞越大气层，这是

客观事实，是粒子相对于大气层作高速运动的时空关系的表现，绝不是主观感觉造成的．对千同

一个物理过程，在不同参考系中可以有不同的时空测量结果，但最后的物理结论应该是一致的．

相对论时空观进一步说明了时空是运动着的物质的存在形式．不是先验地存在一个空间

的框框和一个时间之流，然后把物质运动纳入其内，而是在物质运动之中分析和抽象出时空概

念．人们对时空的认识是随着实践的逐步深人而发展的．狭义相对论时空观是人们对时空认知

的一个飞跃，但它绝不是最终的理论．在广义相对论中，已经对时空提出了某些重要的新概念，

如时空弯曲，时空与引力场的关系等．在微观领域，现有实验证明了相对论在～ 10-16 cm 范围内

仍然适用．随着实践深人到更小的范围，人们对时空的认识还有可能进一步发展．

6. 速度变换公式

由洛伦兹变换可以推出相对论的速度变换公式，设
扣 dy dz 

u" =孟＇ uy ＝盂＇ u, =盂

为物体相对于 2 系的速度．设 2'系相对千 2 系沿 x 轴方向以速度 v 运动．由洛伦兹变换

(6. 2. 16) 式：

V 
t --允

X - Vt. C 
a 

x'=~, t'= 

尸厂
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取两式微分：

d允 -vdt u尤一”
dx'= = -dt 

尸「
V. ~ VU允

dt－下心 1 -飞
C C 

dt'= ~ = --=--dt 

厂厂
两式相除得

v
u
S
才

-.V 

_ 

箕

l 

u 
__ 
', dx-

dt __ ,% u (6. 3. 18a) 

同样可以求得

勹v
u
l

勹
, 
, dy-dt ,__ 

、
,
y

u (6. 3. 18b) 

勹v
u
l

勹

,., dz-
dt __ ,UZ 

(6. 3. 18c) 

(6. 3. 18) 式是相对论速度变换公式．逆变换为

u'+ v 
怎

u = 
允，＇vu 

尤

1 +— 
C 

2 勹v
u

父1
2
c

y u 勹v
u
1
1
2
c

= 
怎

u (6. 3. 19) 

非相对论极限下("<<c, |u|<<c) 有

u ~ u'+ v, 
允＂

', u ~U~.. U~ u , y,', (6. 3. 20) 

即过渡到经典速度变换公式．

例 6.3 证明若物体相对于一个参考系的运动速度 I u I <c ，则对任一参考系亦有 I u'I <c. 

解 设物体在时间 dt内的位移为 dx ，由间隔不变性有

c2dt2 一 (dx2 + dy2 ＋矿）＝ c2 dt '2 一 (dx'2 + dy'2 + dz'2) 

由心／dt = u, d.r'/ dt'= u ＇，得

(c2 -正） dt2 = (c2 - u'2)dt '2 

因为 u<c ，左边为正数，因此有

U1 < C 
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例 6.4 求匀速运动介质中的光速．

解 设介质沿 x 轴方向以速度 v 运动．选参考系 2'固定在介质上．在 2'系中观察，介质中

的光速沿各方向都等千 c/n ，其中 n 为折射率．用 (6.3.19) 式得沿介质运动方向的光速

若 v<<c ，有

逆介质运动方向传播的光速为

C 
—+ v 
n 

u =, 
旯

V 
1 + -

cn 

u尤～~ + (I- 心） V

C 
-—+ 1) 

uz = l n一上 =-~ + (1 －讨1)
en 

(6. 3. 21) 

(6. 3. 22) 

沿其他方向传播的光速也可以用类似方法求出．（ 6.3.21) 式和 (6.3.22) 式为斐索 (Fizeau) 水

流实验所证实．

§ 6.4 相对论理论的四维形式

在相对论中时间和空间不可分割，当参考系改变时，时空坐标互相变换，三维空间和一维

时间构成一个统一体一一四维时空．上一节中我们已经讨论过时空的结构，现在进一步把四维

时空理论用简洁的四维形式表示出来．利用这种形式可以很清楚地显示出一些物理量之间的

内在联系，并且可以把相对性原理用非常明显的形式表达出来．

l．三维空间的正交变换

为了便于叙述四维时空变换，我们先回顾一下三维空间的转动性质．

先看二维平面上的坐标系转动．设坐标系 2'相对于坐标系 2 转

了一个角 0，如图 6-8 所示．设平面上一点 P 的坐标在 2 系为（尤，y）;

在 2'系为（兀I,1' ）．新旧坐标之间有变换关系：

OP 长度平方为

尤＇＝兀cos (} + ysin(} 

y'＝－兀sin (} + ycos(} (6. 4. 1) 

op2 =工2 + r2 = x'2 + y '2 :不变量 (6. 4. 2) 
图 6-8

满足 (6. 4. 2) 式的二维平面上的线性变换称为正交变换．坐标系转动属千正交变换．
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设 V 为平面上任意矢量． v 在 2 系中的分量为丘黔；在 2'系中的分量为叶、＂；．这些分量

有变换关系：

矢量长度平方为

吐＝ v怎 cos 8 + v1sin 0 

V~=- V尤 sin(} 十 v,,cos 0 

I vl2 =式＋ " 2 =说＋ v'2 ＝不变量

由 (6. 4. 1) 式—(6. 4. 4) 式，任意矢量的变换与坐标变换具有相同形式．

(6. 4. 3) 

(6. 4. 4) 

现在讨论三维坐标转动．设 2 系的直角坐标为（尤l ，尤2,X3), I' 系的直角坐标为（尤；，尤；，

允；）．三维坐标线性变换一般具有形式：

坐标系转动时距离保持不变，应有

x~ = a11 尤 I + al2元2 + a13X3 

无； = a21X1 + a22允2 + a23元 3

允； = a31 x 1 + a32X2 + a33巧

(6. 4. 5) 

寸＋寸＋寸＝叶＋式＋允； (6.4.6) 

满足(6. 4. 6) 式的线性变换称为正交变换，空间转动属千正交变换．（ 6.4.5) 式中的系数 aij依

赖于转动轴和转动角．

(6. 4. 5) 式可写为
3 

吐＝ 2 吐j, i =l,2,3 (6. 4. 7) 
j=J 

在一般情形中，当公式中出现重复下标时（如上式右边的j），往往都要对该指标求和．以后为

了书写方便起见，我们省去求和符号．除特别声明外，凡有重复下标时都意味着要对它求和．这

是现代物理中通用的约定，称为爱因斯坦求和约定．由此，变换式 (6.4.7) 可简写为

尤； ＝ ail功 (6. 4. 8) 

正交条件是

允：＂；＝气气＝不变量 ( 6.4.9) 

由正交条件(6. 4. 9) 式可得对变换系数 aij的限制条件．把（ 6.4.8) 式代人(6. 4. 9) 式左边，得

引人符号 8IJ，定义为

aij“ja ikxk ＝气气

8IJ = {1 （若i＝j)
0 （若i :;I: j) 

(6. 4. 10) 式右边可写为沁平K．比较（ 6.4. 10) 式两边系数得

a,1a,1r = 8儿

此式代表正交变换条件．

把(6. 4. 8) 式乘上 a,l 然后对i求和，用正交条件(4. 12) 式得

a,,尤}= a,la IJ”1 = 8lj允J = x, 

(6. 4. 10) 

(6. 4. 11) 

(6. 4. 12) 
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由此得(6.4.8) 式的逆变换式

尤l =a il允； (6.4. 13) 

变换系数可以写成矩阵形式：

III 123 aaa --- 

= -- 
“IJ a __ 

-- 
132333 aaa alla22

g 
(6. 4. 14) 

转置矩阵 a 定义为

a.. = a.. 
IJ丿I

(6. 4. 15) 

正交条件(6.4.12) 式可用矩阵乘法写为

~ ci a= I {6.4.16} 

勹中 1 是单位矩阵．

2. 物理量按空间变换性质的分类

我们知道物理量可以分为标量、矢量、张量等类别，这种分类是根据物理量在空间转动下

的变换性质来规定的．

(1) 标量 有些物理量在空间中没有取向关系，当坐标系转动时，这些物理量保持不变．

这类物理量称为标量．如质量、电荷等都是标量．设在坐标系 2 中某标量用 u 表示，在转动后

的坐标系 2'中用 u'表示．由标量不变性有
u'= u •• 

(2) 矢量 有些物理量在空间中有一定的取向性，这种物理量用三个分量表示．当空间坐

标按(6. 4. 8) 式作转动变换时，该物理量的三个分量按同一方式变换．这类物理量称为矢量．

以 u 代表矢量，它在坐标系 2 中的分量为 vi，在转动后的 2'系中的分量为叶．与坐标变换

(6. 4. 8) 式对应，有矢量变换关系
. , ".= a.o. L ,J J 

(6.4. 17) 

例如速度、力、电场强度和磁场强度等都是矢量．

有些微分算符也具有矢量性质．例如 V 算符，它在 2 系中的分量为a1a气，在 2'系中的分

量为ala兀；．根据微分公式及 (6.4.13) 式有

a a勿 a
—=——= a .. -
加；矿祝 IJ祝

此变换关系与 (6. 4. 17) 式相同，因此 V 算符是一个矢量算符．

(3) 二阶张量 有些物理量显示出更复杂的空间取向性质．这一类物理量要用两个矢量

指标表示，有 9 个分量．当空间转动时，其分量 TIJ按以下方式变换：

巩＝ ai.ai, T., (6. 4. 19) 

具有这种变换关系的物理量称为二阶张量．例如电磁场应力张量、电四极矩等是二阶张量．

(6. 4. 18) 
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二阶张量还可以进一步分类．若 Tii对指标过对称：

则变换后的张量

Tlj = Tji 

T ~j =aikaj,Tkl = a ikajlTlk=ailaj/e Tkl 

= ajka il几＝ T；i

即变换后的张量仍是对称的．同样，反对称张量 T,; = -Tjl 变换后保持反对称性．对称张量之迹

兀是一个标量：

巩＝ aika il几＝兑凡＝几＝不变量

因此，二阶张量可以分解为三个部分：

迹 T,i

无迹对称张量 T ii = Tii, Tii = 0 

反对称张量 T1j =-Tji 

(2.6.18) 式定义的电四极矩就是一个无迹对称张量，它只有 5 个独立分量．

同样可定义高阶张量．但因较少用到，这里不再详述．

两矢量 v 和 w 的标积 viwi是一个标量．因为它在另一坐标系中的值

咋叶＝ a,joJa,kwk =8JKVJWk = oJW j ＝不变量

在上式中，指标i重复并从 1 到 3 求和，这种运算称为指标的收缩．指标i收缩后，上式左边再

没有剩下自由指标，因此它是一个标量．

同样，张量 T，j可以和一个矢量“j作出乘积 T，j＂』．在新坐标系中

T冗＝ aIKajlTkla九＂几＝ aik兑 Tkl”几＝ a i1cT/cl”l

此式具有矢量的变换关系．因此， Tij"丿是一个矢量．这里指标j收缩后剩下自由指标i，因此它是

一个矢量

由此，只要看某式有多少个自由指标，就可以判别它属于哪一类物理量．

3. 洛伦兹变换的四维形式

以上我们指出，三维坐标转动是满足距离不变

寸＋寸＋寸＝式＋”; ＋尤； ＝不变量

的线性变换

兀；＝ aiJ均

在第二节中我们又指出，洛伦兹变换是满足间隔不变

寸＋寸＋式－ c胪＝式＋尤；十”~ - c2 t2 (6. 4. 20) 

的四维时空线性变换．如果形式上引入第四维虚数坐标：
. 

兀4 = lCt (6. 4. 21) 

则间隔不变式可写为

寸＋寸＋寸＋寸＝允~ +允； ＋尤： ＋式＝不变量 (6. 4. 22) 
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以后在下角指标中用拉丁字母代表 l一3 ，希腊字母代表 1一4，间隔不变式可写为

斗斗＝礼丸＝不变量 (6. 4. 23) 

一般洛伦兹变换是满足间隔不变性 (6. 4. 23) 式的四维线性变换：

斗＝ a户””(6. 4. 24) 

由此，洛伦兹变换形式上可以看作四维空间的“转动”，因而三维正交变换的关系可以形式上

推广到洛伦兹变换中去．但我们必须注意，此四维空间的第四个坐标是虚数，因此它是复四维

空间，不同千实数的四维欧几里得(Euclid) 空间．

沿元轴方向的特殊洛伦兹变换（ 6.2. 16) 式的变换矩阵为

'Y O 0 汾y

0 1 0 0 
a= 

0 0 1 0 
(6. 4. 25) 

- i/3-y O O 'Y 

式中

V 1 
B =—-,'Y = 

C. n (6.4.26) 

逆变换(6. 2. 17) 式的变换矩阵为

'Y O O - i/3'}' 

0 1 0 0 
a 一 1 = a = I I (6. 4. 27) 

0 0 1 0 

if3y O O y 

容易验证，变换(6.4.25) 式满足正交条件

~ a a =I 

4．四维协变量

在四维形式中，时间与空间统一在一个四维空间内，惯性参考系的变换相当于四维空间的

“转动”．由千物质在时空中运动，描述物质运动和属性的物理量必然会反映出时空变换的特

点把三维情形推广，我们也可以按照物理量在四维空间转动（洛伦兹变换）下的变换性质来

把物理量分类．在洛伦兹变换下不变的物理量称为洛伦兹标量或不变量．具有四个分量的物理

量 v"' ，如果它在惯性系变换下与坐标有相同变换关系，即

咒＝ a,.,,凡（6.4. 28) 

它就称为四维矢量．满足变换关系

r:.,= a,.,,,\a“几 (6. 4. 29) 

的物理量 T"'" 称为四维张量．这些物理盘（标量、矢世和各阶张量）在洛伦兹变换下有确定的变

换性质，称为协变量
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例如间隔

ds2 =- d兄扣µ, -··µ, (6.4.30) 

为洛伦兹标量．由 (6.3.10) 式，固有时

也是洛伦兹标量．

1 
由＝一ds

C 

(6. 4. 31) 

现在我们介绍一个常用的四维矢量．因物体的位移 d%JJ,为四维矢量，占为标量，所以

dx 
U.. =— 
"'d,, 

(6.4. 32) 

是一个四维矢量．这个四维矢量称为四维速度矢量．而通常意义上的速度是

d气
u.= — 
'dt 

(6. 4. 33) 

（下角标用拉丁字母表示 l 、2 、3.) ui不是四维矢量的分量．因为当坐标系变换时， d气按四维矢

量的分量变换，但 dt亦发生改变，因此 ui并不按矢量方式变换．事实上在上节中我们已得到 ui

的变换式，它不同千洛伦兹变换．通常意义上的速度 ui适用参考系 2 的时间量度的位移变化

率，而 U 适用固有时量度的位移变化率．因为

dt 1 
一＝='Yud勹了 (6. 4. 34) 

所以四维速度的分量是

凡＝ '}'11 (U1, U2, U3, ic) (6. 4. 35) 

凡的前三个分量和普通速度相联系，当 V << C 时即为 u，因此凡称为四维速度．参考系变换

时，四维速度有变换关系

玑＝ a户从 (6.4. 36) 

现在再介绍四维波矢量．设有一角频率为(JJ,波矢量为 K 的平面电磁波在真空中传播．在

另一参考系 2'中观察，该电磁波的频率和传播方向都会发生改变（多普勒效应和光行差效

应）．以矿和 K'表示 2'上观察到的角频率和波矢批．现在我们研究 k 和 o 如何变换．

电磁波的相位因子是

el中，中＝ k • x - wt (6.4. 37a) 

在另一参考系 2'中观察的相位因子是

el令＇，中'=k'·x'- (J)'t'(6.4.37b)

我们先看相位中和心的关系．设参考系 2 和 2'的原点在时刻t = t'= 0 重合．在该时刻，在两参

考系的原点上都观察到电磁波处于波峰，相位中＝心＝ 0．取此事件为第一事件．在 2 系 n 个周

期(t= 211'几位）后，第 n 个波峰通过 2 系原点，相位为中＝－21T几．取此事件为第二个事件，它在

2 系中的空时坐标为(X = 0, t = 211'几位），在 2'系中的空时坐标(X', t')可用洛伦兹变换求得，而
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相位同样是心＝－211'n．这是因为某个波峰通过某一时空点是一个物理事件，而相位只是计数

问题，不应随参考系而变．因此，相位是一个不变量：

中＝中＇＝不变量 (6. 4. 38) 

由 (6.4.37) 式，有

-k. X -(J)t = k'• x'- (J)勺＇＝不变量 (6. 4. 39) 

但我们知道 x 与ict合为四维矢量丸，因此，若 k 与i(J)/c 合为另一个四维矢量 k"' ，它们按四维

矢量方式变换，就有

k飞＝ k"'尤µ. =不变量

与 (6. 4. 39) 式相符由此我们得到一个四维波矢量：

k• = (k, i ~) 

在洛伦兹变换下， k"' 的变换式为

k'= a k, I' 
µ, --µ,v·-v 

对千特殊洛伦兹变换（ 6.4.25) 式，有 ' 

• ·k;=')'（化一．子）

从＝ k2 

从＝ k3 

w'= y((JJ -v佑）

设波矢量 k 与兀轴方向的夹角为 0,k圭巨轴夹角为 0＇，有

代人(6.4.43) 式可解出

, 
”) 

kl= —cos, (J' 
C 

" 
, 

趴＝—cos (J', 
C 

w'= ，叫 1 - +cos o) 

tan 0'= 
sin (J 

']I(COB 0 -于）
这就是相对论的多普勒效应和光行差公式．

(6.4.40) 

(6. 4. 41) 

(6. 4. 42) 

(6. 4. 43) 

(6.4.44) 

(6. 4. 45) 

若 2'为光源的静止参考系，则 w'=w。 ,O。为静止光源的辐射角频率．由 (6. 4. 44) 式得运

动光源辐射的角频率为

O。
”>= (6.4.46) 

'Y(1 - -;cos()) 

其中贮为光源的运动速度， 0 为 2 系中观察者看到的辐射方向与光源运动方向的夹角．当 o<<c

时，'Y == 1, (6. 4. 46) 式变为运动光源的经典多普勒效应公式：
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(J)。
(J) ~(V << C) 

V 
1 - ~cos IJ 

C 

在垂直于光源运动方向观察辐射时，经典公式给出Q=O。，而相对论公式 (6.4.46) 给出

o ＝气。R -(8=90°) 

即在垂直于光源运动方向上，观察到的辐射频率小千静止光源的辐射频率．此现象称为横向多普

勒效应横向多普勒效应为 Ives-Stilwell 实验所证实0，它是相对论时间延缓效应的证据之一．

光行差公式(6.4.45) 也可以由速度变换公式 (6. 3. 18) 导出．设在参考系 2 中观察，由光

源辐射出的光线在父y面上，与父轴有夹角 0 ，则

u劣＝ ccos 8, u'l =csin() 

设 2'系相对千 2 系以速度 v 沿 x 轴方向运动，在 2'系上观察到光线与无＇轴有夹角()'，由

(6.3. 18) 式得
, u u 
'1'1 tan()'= - = = 

u: 'Y伍－ v)

si n (J 

叶 cos (} -计

与(6.4.45)式一致

光行差较早为天文观测所发现 (Bradley于 1728 年）．如图 6-9(a) 所示，设地球相对于太

阳参考系 2 的运动速度为 v ，在 2 系中看到某恒星发出的光线的倾角为a= '1T一(),在地球上用望

远镜观察该恒星时，倾角变为 a'= '1T一()'．由千 v<<c ，由（ 6.4.45) 式得

, • Slna 
tan a~ 

V 
cos a+ -

C 

I I 

v 

/' 

/' 

(a) (b) 

图 6-9

由于地球绕太阳公转，一年之内地球运动速度的方向变化一个周期，因此，同一颗恒星发
出的光线的表观方向亦变化一个周期．天文观测证实了这种周期变化，并且由光线表观方向的

(I) IVES H E,STILWELL G R. J. Opt. Soc, Amer., 1938, 281215; 1941,31 :369. 
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改变比较准确地导出了光的传播速度．

在相对论以前的以太理论中，光行差的存在表明地球相对千”以太”运动，但以后的迈克

耳孙实验却否定了地球相对于“以太＂的运动．正是这种矛盾最后导致以太和绝对参考系被否

定，从而建立了狭义相对论的时空观．

5．物理规律的协变性 . 

如果一个方程的每一项属千同类协变量，在参考系变换下，每一项都按相同方式变换，结

果保持方程形式不变．举例来说，设某方程具有形式

F = C µ. - µ. (6.4.47) 

其中凡和 G"' 都是四维矢量．在参考系变换下，有

凡＝ aµ,尤＝ aµ,凡＝ G~

而在新参考系 2'中有凡＝Q'，此方程形式上和原参考系 2 中的方程(6.4.47) 一致．在参考
羽换下方程形式不变的性质称为协变性．相对性原理要求一切惯性参考系都是等价的．在不

i性系中，物理规律应该可以表为相同形式．如果表示物理规律的方程是协变的话，它就满

相对性原理的要求．因此，用四维形式可以很方便地把相对性原理的要求表达出来．只要我

们知道某方程中各物理量的变换性质，就可以看出它是否具有协变性．

§ 6.5 电动力学的相对论不变性

根据相对性原理，电磁现象的基本规律对任意惯性参考系可以表为相同的形式．麦克斯韦

方程组总结了宏观电磁现象的规律，由它导出电磁波在真空中以速度 c 传播等一系列推论．实

验证明这些推论是对任意惯性系成立的．由此我们认为，麦克斯韦方程组适用于任意惯性参考

系，从一个惯性系变换到另一个惯性系时，麦克斯韦方程组的形式应该不变
麦克斯韦方程组含有电荷密度p，电流密度J，电场强度 E 和磁感应强度 B．下面我们先研

究p和J的变换性质，然后由麦克斯韦方程组协变的要求导出电磁场变换关系．

1.四维电流密度矢量

实验表明，带电粒子的电荷与它的运动速度无关，即电荷Q是一个洛伦兹标量：

Q = fpdV ＝不变量

当粒子静止时，设电荷密度为p。，体元为 dV。．若粒子以速度 u 运动，则体元有洛伦兹收缩

dV＝厂弘
为了保持总电荷Q的不变性，电荷密度相应地增大



p。
p = ='Y up。厂

当粒子以速度 u 运动时，其电流密度为

J =p u =九Pou

由 (6. 4. 35) 式看出，如果引入电流密度的第四分量

J4 =icp 

则 (6. 5. 1) 式和 (6.5.2)式可以合为一个四维矢量

式中凡是四维速度矢量．

对应于四维空间矢量

有电流密度四维矢量

J,.,. =p。 u,.,.

尤µ. = (X, ict) 
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(6. 5. 1) 

(6.5.2) 

(6. 5. 3) 

(6. 5. 4) 

(6.5.5) 

JJ.I, =- (i, icp) (6. 5. 6) 

电流密度J和电荷密度p合为四维矢量显示出这两个物理量的统一性．当粒子静止时，只

有电荷密度p。；当粒子运动时，表现出有电流J，同时电荷密度亦相应地改变．因此，p和J是一

个统一的物理量的不同方面，当参考系变换时，它们有确定的变换关系．

由于相对论中时空的统一，使得非相对论中的不同物理量显示出它们的统一性．电流密度

和电荷密度统一为四维矢量就是其中一个例子．

电荷守恒定律

用四维形式表为

ap 
V· J+2:... =o at 

(6. 5. 7) 

aJ —=0 (6. 5. 8) 
扣µ

此方程显然有协变性．因为左边是一个洛伦兹标量，在惯性系变换下其值不变，因而上式对任

意惯性参考系成立．

2. 四维势矢量

现在我们研究麦克斯韦方程组的协变性．在第五章中我们把麦克斯韦方程组通过势 A 和

p表示出来．先讨论势方程的协变性较为方便．用势表出的电动力学基本方程组在洛伦兹规范

下为［见 (5. 1. 9) 式］

1 lJ2A 
V2A --—=-µ。J

c2 iJt2 

V2cp－上立=-.f!_
c2 ot2 &。

(6. 5. 9) 
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洛伦兹规范条件为

1 orp 
V ·A+ —一＝ 0

c~ at 
(6. 5. 10) 

首先我们注意到，微分算符

1 a2 a a 
口＝ V2 ---- =---

c2 ot2 邑年

是洛伦兹标量算符．用此算符可以把(6. 5. 9) 式写为

口A=-µ,。J

口<p=-µ,。心（6. 5. 12) 

在上式中，电流密度J激发矢势 A ，电荷密度p激发标势p．既然J和p构成一个四维矢量，在

参考系变换下它们按一定方式变换，则 A 和p自然也应该统一为一个四维矢量，在参考系变

(6. 5. 11) 

换下互相变换．若 A 和中合为一个四维势矢量

A,.,. ＝ ，（A ，长）
则 {6.5.12) 式可以合写为

口A"'=-µ。Jµ

此方程两边都是四维矢量，因而有明显的协变性． . 

洛伦兹条件(6. 5. 10) 式可以用四维形式表为 ·

aA µ 
一＝ 0
a丸

此方程也具有协变性．

在参考系变换下，四维势按矢量变换：

(6.5.13) 

(6. 5. 14) 

(6.. 5. 15) 

A'= a A p,_11- - .. 

若 2'系相对于 2 系沿尤方向以速度 v 运动，由变换矩阵 (6. 4. 25) 式得势的变换关系为

从＝ 1伈－习
y

z 

AA == ,

y
，
怎

AA 
(6. 5. 16) 

对＝， y(<p - vAs) • 

3. 电磁场张量

电磁场 E 和 B 用势表出为

B=VxA 

aA 
E=-V 'P -7 at 

(6. 5. 17) 
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其分量为

oA3 aA2 
Bl=~-- … 

加2 a“3 
, 

E, = ic（芞－臼，…
(6. 5. 18) 

引人一个反对称四维张量：

令 aA11 aA"' 
F= —-— 户兑吐

(6. 5. 19) 

由 (6. 5. 18) 式可见，电磁场构成一个四维张量：

。 B3 - B2 --l E 
I 

C 

- BJ 。 Bl -—l . -E2 
C 

F µ岁 = {6.5.20) 

B2 - B1 。
I -—E3 
C 

l 坛2 乓3 。-El 
C C C 

用电磁场张量可以把麦克斯韦方程组写为明显的协变形式．此方程组中的一对方程

V·E= 且

可以合写为

另一对方程

可以合写为

由张量变换关系

导出电磁场的变换关系：

8。

aE 
V xB =µ。C。—+µ。Jat 

叶~户

- =µ。J"'
加，

V•B=O 

aB 
VxE=--=-­at 

叶＇µ，， aF八iJF杻
·—+ - +— =0 
加人 加"' a丸

. F:,, = a~" a,,rF,\'I' 

E~=E1, B尸＝ B1

(6. 5. 21) 

(6. 5. 22) 
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V 

E\= -y (E2 -吼）， B\ ='Y（队＋产）

趴＝-y(E, +v凡）， B; ='Y（趴－沪）

(6. 5. 23) 式可写为更紧致的形式：

E'II= EII,B'II= BII 

E', = -y (E + V X B),'B'.L='Y(B -7 x E) .L 

式中／／和上分别表示与相对速度 v 平行和垂直的分量．

当 v<<c 时，（ 6.5.24) 式过渡到非相对论电磁场变换式：

V 
E'= E + V X B'B'= B - ~XE 2 

C 

(6. s. 23) 

(6.5.24) 

(6.5.25) 

矢势和标势统一为四维矢量以及电场和磁场统一为四维张量，反映出电磁场的统一性和

相对性．电场和磁场是一种物质的两个方面．在给定参考系中，电场和磁场表现出不同性质，但

是当参考系变换时，它们可以互相转化．例如在某参考系中观察一个静止电荷，它只激发静电

场，只需用标势p描述但是变换到另一参考系时，电荷是运动的，除了电场之外还有磁场，必

须同时用 A 和p描述．

关于电磁现象的参考系问题，至此完全获得解决．电动力学基本方程式对任意惯性参考系

成立在坐标变换下，势按四维矢量变换，电磁场按四维张量变换

例 6.5 求以匀速 v 运动的带电荷 e 的粒子的电磁场．

解 选参考系 2'固定在粒子上．在 2'系中观察时，粒子静止，因而只有静电场，其电磁场

强度为

, ex 
E'= ~. B'= 0 

41TC。 r '3 ? (6. 5. 26) 

设在参考系 2 中观察，粒子以速度 v 沿尤轴方向运动．由变换式 (6. 5. 24) 的逆变换 (v 改为

-v) 得

, ex 
E = B名＝ 0
元，3'

41T8。 r

, 
ey 

Ey = 1,3' 
41TB。r

ez , 
E, = i'——下，

4'1T8。 r

v ez , 
B1 = -'Y了－——万

c 411'8 。 r

, 
V ey 

B, ='Y z -— 
c 411'C 。 r'3

(6. s. 27) 

我们还必须把上式用 2 系的距离表出．设粒子经过 2 系原点的时刻为t= 0．我们在同一时刻

观察各点上的场值．由洛伦兹变换式得（注意所有距离都是对 2 系同时确定的）

尤＇＝ 1尤，y'= y, z'= z (6. 5. 28) 

代人(6. 5. 27) 式得
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2 

E = (I －乌)~
c 伍。［（ 1 －贞 r2 十（宁） 2l3/2 

u 
B =了 XE

C 

简单讨论一下所得结果．当 o<<c 时，略去（“／c)2 级项，得

ex 
E=~=E。

4'1T6。 r

V - µ。ev xx 
B= — XE。=2 3 c 41Tr 

式中队为静止粒子的静电场．

当 o~c 时，在与 v 垂直的方向上，有

ex 
E= 'Y 3 >>E。

4TC。 r

在与 v 平行的方向上，有

E = (I -窅二<<E。
c 4'1TC 。 r

电场分布如图 6-10 所示．注意当＂--..c 时电场趋向于集中在与 v 垂直的

1 
平面上，且 B~—e11xE ，类似于平面电磁波中 B 与 E 的关系．因此，高速运

动带电粒子的电磁场类似于在一个横向平面上的电磁脉冲波．

4．电磁场的不变量

用指标收缩，可以由电磁场张量 F11.，，构成洛伦兹不变量：

1 _ _ _.. 1 
~F.... F.... = B2 - _,;.E2 
2 户户 . c2 

我们还可以构造另一个洛伦兹不变蜇．为此引人四维全反对称张量 8”h ，定义：

心., =+ 1 ，若 µ1I杠可以经过偶次置换变为 1234;

心，＝－ 1 ，若 µ11,\,,. 可以经过奇次置换变为 1234;

斗Af'= 0 ，若凹灯有任意两个指标相同．

全反对称张量在参考系变换下不变，因为由张匮变换性质，有

心”=aµ"a,,fJ a平平”“=(det a) 8”“ 

＝各II”

其中 det a 是变换矩阵的行列式，由 (6.4.25) 式， det a= l. 

利用全反对称张量，可以由电磁场张扯构成另一不变量：

(6.5.29) 

(6. 5. 30) 

图 6-10

(6. 5. 3 I) 

(6. 5. 32) 

(6. 5. 33) 
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i -- -- 1 
一8 F F =--B. E 8 µV,\.,.µ.11 人.,. c (6.5.34) 

真空中的平面电磁波有 IBl=IEl/c 和 B=-eKXE，因此，两个不变量 (6.5.31) 式和

(6. 5. 34) 式都为 0．这两个性质都是洛伦兹不变的，即在任意惯性系中，平面电磁波都有 IBI=

I Elle ，且 B 与 E 正交．

§ 6.6 相对论力学

经典力学对伽利略变换来说是协变的，在旧时空概念下，牛顿(Newton) 定律对任意惯性

系成立．由于时空观的发展，洛伦兹变换代替了伽利略变换，＇经典力学的原有形式不再是协变

的．我们要对力学规律加以修改，使它符合新时空观基础上的协变性，从而能够正确地描述高

速运动规律．并且，当速度 v<<c 时，相对论力学应该合理地过渡到经典力学．

下面我们来分析力学中儿个最基本的概念，然后提出相对论协变的力学方程．

1.能量－动量四维矢量

经典力学的基本规律是牛顿第二定律：

F =— 
• dp .: 

dt 
(6. 6. 1) 

式中 F 是作用于物体上的力，p是物体的动量．， • 

(6. 6. 1) 式对伽利略变换是协变的 ． 在相对论中，为了保持洛伦兹协变性，必须把 (6. 6. 1) 

式修改为四维形式．问题是怎样引入四维动量和四维力？

先分析动量问题．在经典力学中，设物体的质量为 m，运动速度为 v，则它的动量为 mv．在

相对论中速度 o 不是一个协变量，即不是一个四维矢量的分量．但我们可以引人一个与速度有
关的四维矢量［见 (6. 4. 32) 式］：

扣 d兀
兑＝—＝ 1二

扣 dt

利用四维速度矢量 U 可以定义四维动量矢量觅

p"'= m。从

此四维矢量的空间分量和时间分量是

0 m。是洛伦兹标量，通常称为静止质量．

m。V
p = ym。v=

厂

(6. 6. 2) 

(6. 6. 3) 
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i m。C
p4 = ic-ym。=—-————c尸

当 "<<c 时，p趋于经典动量 m。v．因此可以认为，p是相对论中物体的动量．

现在讨论p4 的物理意义．首先我们来看 v<<c 情形下p4 的展开式

P4 ＝才心＋产”2 +…) 

(6. 6. 4) 

(6. 6. 5) 

上式括号内第二项是低速运动物体的动能．因此p4 与物体的能量有关．设相对论中物体的能

量为

W= 
m。C2 

则

n (6. 6. 6) 

i 
p4= —w 

C 
(6. 6. 7) 

W 包含物体的动能．当 v=O 时动能为零，因此相对论中物体的动能是

c 
、
2

。

m _ 卢__ T 

而总能量是

W=T+m。c2 • (6. 6. 8) 

从形式上看， W 含有两部分，一部分是物体的动能 T，另一部分是当物体静止时仍然存在

的能量，称为静止能量．本来在非相对论中，对能量附加一个常量是没有意义的．但是在相对论

情形，我们必须进一步研究常数项 m。c2 的物理意义．这是因为 m。c2 项的出现是相对论协变性

要求的结果，删去此项或者用其他常量代替此项都不符合相对论协变性的要求．从物理上看，

自然界最基本的定律之一是能量守恒定律，只有当附加项 m。c2 可以转化为其他形式的能量

时，此项作为能量的一部分才有物理意义．由此我们可以推论，物体静止时具有能量 m。c2 ，在

一定条件下，物体的静止能量可以转化为其他形式的能量．

为了验证静止能量表示式 m。c2 与相对论协变性的关系，我们具体考虑一个粒子转化过

程．设粒子 A 湮没并转化为粒子系统 B（例如 ;o_..巧）．这个过程表明 A 具有静止能量．在 A

的静止参考系 2' 中， A 的能量就是静止能量 W。．在湮没过程中，此能量部分地或全部地转化为

粒子系统 B 的动能．在 2'系中 A 的动量和能量是

p'= 0, W'= W。 (6. 6. 9) 

在另一参考系 2 中观察，设粒子 A 以速度 u 沿兀轴方向运动．若动量与能量构成四维矢量，根

据洛伦兹变换，在 2 系中的动量和能量是
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p尤勹， ` 
把(6.6.9) 式代入得

W。—v 
c2 W。

p＝厂：， W＝卢

(6. 6. 10) 

(6. 6. 11) 

比较 (6. 6. 11) 式和 (6. 6. 4) 式，得

W。= m。c2 • (6. 6. 12) 

从这个推导可以看出，若物体具有静止能量叭，物体的动量与能量构成四维矢量，则叭

只能是 m。&

由 (6.6.7) 式，四维矢量 P,.,, 为

.P~ = (p，沪）
Pµ. 称为能量－动量四维矢量，或简称四维动量．．

由 Pµ. 可构成不变量：

,. w2 

Pp])µ, = p2_ 了－ ＝不变量
C 

在物体静止系内，p =O, W=m。 c2 ，因而不变量为－．m扩．因此

旷－p罕＝ m衬

W=·✓P2c2 ＋叫c4

这是关于物体的能量、动量和质量的一条重要关系式．

(6. 6. 13) 

(6. 6. 14) 

2. 质能关系
. 晶

，

` 

(6.6. 12) 式表示物体静止的质量 ·m·。和静止能量咒的关系，称为质能关系．

静止能量的揭示是相对论最重要的推论之一．它指出静止粒子内部仍然存在着运动．一定

质量的粒子具有一定的内部运动能量．反过来，带有一定内部运动能量的粒子就表现出有一定

的惯性质量

质能关系 (6. 6. 12) 式对一个粒子适用，对一组粒子组成的复合物体（如原子核或宏观物

体）也适用．在后一情形下， W。是物体整体静止（即其质心静止）时的内部总能量，它和物体的

总质量 M。仍有关系 W。 =M。c2．这是因为由相对论协变性导出的关系式具有普遍意义，与物体

具体结构无关．

当一组粒子构成复合物体时，由于各粒子之间有相互作用能以及有相对运动的动能，因而
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当物体整体静止时，它的总能量一般不等于所有粒子的静止能量之和，即 W。于 L m'°c1 ，其中

m巾为第i个粒子的静止质量．两者之差称为物体的结合能：

aw= r m i0 c2 - w。 (6. 6. 15) 
i 

与此对应，物体的质量 M。 =W。/c2 亦不等于组成它的各粒子的静止质量之和，两者之差称为质

量亏损：

AM = 2 叭o - M。 (6. 6. 16) 

质量亏损与结合能之间有关系

AW = (AM) c2 (6. 6. 1 7) 

质能关系式在原子核和粒子物理中被大量实验很好地证实，它是原子能利用的主要理论

依据

在化学反应中利用到原子内部电子运动的能量，这对整个物体的内部能量来说只是非常

小的一部分．在原子核反应中利用到与原子核质量亏损相联系的核内部运动能量．在粒子转化

过程中，有可能把粒子内部蕴藏着的全部能量释放出来，变为可以利用的动能．例如当,ro 介子

衰变为两个光子时，由千光子静质鼠为零，因而．矿介子内部蕴藏着的全部能量 m霄oC2 被释放

出来而转变为光子的动能．

质能关系式反映了作为惯性量度的质量与作为运动量度的能量之间的关系．在物质反应

或转化过程中，物质的存在形式发生变化，运动的形式也发生变化．但不是说物质转化为能量．

物质在转化过程中并没有消灭．例如过程,ro~切，作为物质的矿介子转化为作为物质的光

子．光子同样是物质，它也可以在适当条件下转化为电子或其他粒子．忒衰变过程中释放出来

的能量是由原来存在于矿介子内的静止能量转化而来的，在转化过程中能量守恒．在相对论

中，能量守恒和动量守恒仍然是自然界最基本的定律．这两条定律在研究粒子转化过程中起着

十分重要的作用．

引入

则 (6.6.4) 式和 (6.6.6) 式可写为

m。
m= 

厂了
p = mv 

(6. 6. 18) 

(6. 6. 19) 

W = mc2 (6. 6. 20) 

用这种表示方法时，动量形式上和非相对论的公式一样．但现在 m 不是一个不变量，而是一个

随运动速度增大而增大的量． m 可以看作一种等效质量，称为”运动质量”，而不变量 m。称为

静止质量 (6.6.20) 式也称为质能关系式，它是物体的总能量 W 和运动质量 m 之间的关系．

静止质量 m。是粒子的基本属性之一．为简便起见，下面我们所说的质量都是指静止质

量．具有一定静止质量的粒子在一定条件下可以衰变为总静止质量较小的粒子系统，在此过程
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中原来粒子的静止能量部分地或全部地变为末态粒子系统的动能．

由质能关系式，粒子的质量常用 MeV/c2 作单位表出，动量用 MeV/c 表出，能量用 MeV

表出．

1 Me V = 1. 602 18 9 x 10 - 13 J 

1 MeV/c2 = 1. 782 676 x 10·30 kg 

电子质量为

me = ·o. 511 003 4 土 0. 000 001 4 MeV /c2 

例 6.6 带电丁介子衰变为µ.子和中微子

各粒子质量为

+ + 
'tT.-+ µ. · +V P. 

m'If =139. _57 MeV/c2 

m,... = 105. 66 MeV /c2 

、, mv = 0 

求 1T 介子质心系中µ子的动量、能量和速度．：

解 在 1T 介子质心系中，1T'介子的动量和能量为 ·

p =O, W=m'fl' c2 

设p”)和p (v) 分别是µ子和中微子的动量，它们的能量分别是

w( p,) ＝况了丁已；4 ． , w(v)= p(v)C 

由动量守恒定律和能量守恒定律得

由上面第一式得

代人第二式解出p得

把粒子质量代人得

µ子的'Y因子为

P(µ) +p (v) =0 

✓p伈 c2 + m扫4 + p(11)c = m'If c2 

1,( 11-) I = I Pcv) I = P 

2 2 m_ - m 
,r µ p =, C 
2m11' 

2. 2 m:_ + m 
w(µ.) = m,r c2 -pc =~c2 

2m 
'IT 

p = 29. 791 MeV/c, W< 11,> = 109. 78 MeV 

'Y言分＄~ = 1. 039 0 
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_ 
由此得出µ子的速度

V = 0. 271 41c 

3．相对论力学方程

． 非相对论力学基本方程是牛顿第二定律 (6. 6. 1) 式．现在我们把它修改为满足相对论协

变性的方程根据上面的讨论，动量和能量构成四维矢量 P,.,,．如果用固有时扣量度能量动量变

化率，则

dpµ. 

dT 

是一个四维矢量．因此，如果外界对物体的作用可以用一个四维力矢量 K,.,, 描述，则力学基本方

程可写为协变形式

. dpµ. 
Kµ. = ~ (6. 6. 21) 

dT 

在低速运动情形下，K 的空间分量应该过渡到经典力 F, (6. 6. 21)式应过渡到经典的牛顿

第二定律 (6. 6. 1) 式．凡的第四分量 K4 与空间分量 K 有一定关系．由（ 6.6.6) 式、 (6. 6. 14) 式

和 (6. 6. 4) 式，有

dW d 
- icK4 =—=-✓p牙＋咕c4

dT 扣

c dp dp 
=—p.— =V•-;--=K•v 

W dT 由

因此作用于速度为 V 的物体上的四维力矢量为

K~ = (K,+K • v) 
相对论协变的力学方程包括以下两个方程：

dp 
K =— 

d-r 

.dW 
K·v= — 

dT 

(6.6.22) 

(6. 6. 23) 

在上式中，动量和能量变化率是用固有时量度的．为方便起见，我们把上式用参考系时间 dt董
度的变化率表出．由 dt＝，，由，（ 6.6.23)式改写为

厂K=:

厂卢• v =~ 

若定义力为
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F ＝厂卢 (6. 6. 24) 

则相对论力学方程可以写为

F ＝翌
dW 

F•v=— 
dt 

(6. 6. 25) 

第一式表示力 F 等千动量变化率，第二式表示力 F 的功率等于能量变化率，两式形式上和非

相对论力学方程一致．但需注意，（ 6.6.25) 式中的p和 W是相对论的动量和能量，而且一般来

说只有在低速运动情形力 F 才等于经典力．这里 F 不是一个四维矢量的分量，它的变换关系

应由四维力矢量凡的变换关系导出．

4. 洛伦兹力

相对论力学的一个重要应用是研究带电粒子在电磁场中的运动．正是在电磁相互作用的

领域里，相对论作用力的形式已被完全确定．在第一章中我们给出了电磁场对带电粒子作用力

的洛伦兹公式

F = q(E + v x B) (6. 6. 26) 

式中q为粒子的电荷，v 为粒子的运动速度．现在我们证明，洛伦兹力 (6.6.26) 式与 (6. 6. 25) 

式中的 F 具有相同变换性质．为此只要证明 F 可以写为 (6. 6. 24) 式的形式，其中 K 是一个四

维矢量凡的分量．

用电磁场张量 F"'" 和四维速度 u., 构成一个四维矢量：

K"'= qF"'11U., (6. 6. 27) 

容易验证

K= —q(E + V X B) { 6. 6. 28) 

厂了
因而由 (6.6.24)式即得力 F 的表示式(6. 6. 26). 因此，洛伦兹力公式满足相对论协变性的要

求把(6.6.26)式代人(6.6.25) 式所得的带电粒子在电磁场中的运动方程

dp 
—=q (E+vxB) 
dt 

(6.6.29) 

适用于任意惯性系，因而能够描述高速粒子的运动．（ 6.6.29) 式和相对论的动量能量表示式

是研究带电粒子在电磁场中运动问题的理论基础．近代高能带电粒子加速器的实践完全证实

了相对论力学方程的正确性．

相对论协变的力密度公式为

/,,. = F,.,.,,J,, (6. 6. 30) 



其中JV 为四维电流密度矢量(6.5.6) 式．容易验证，JP.的空间分量为

/=pE+ J xB 

即洛伦兹力密度公式[(1. 3.11) 式］．fµ的第四分量为

f 4 =—J ·E 
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(6. 6. 31) 

(6. 6. 32) 

除了因子i/c 外，J ·E 就是电磁场对电荷系统做功的功率密度公式[ (1. 6. 4) 式］．因此，（ 6.6.30)

式将洛伦兹力密度公式和功率密度公式统一为四维形式，是满足相对论协变性要求的．

至此我们已经阐明，电动力学的基本规律，包括麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式，是适用

于一切惯性参考系的物理学基本规律．

目前我们已知自然界中存在着四种基本相互作用：电磁相互作用、万有引力相互作用、强

相互作用和弱相互作用．后两种相互作用是短程的，只存在于:S 10-15 m 范围以内，在该范围内

量子效应已很显著，因此对这两种相互作用必须用量子理论来研究，不能用非量子理论的力学

方程描述电磁相互作用和万有引力相互作用是长程的．如上所述，电磁相互作用完全能够纳

入狭义相对论的范围，非量子化的相对论性力学方程在一定条件下能够正确描述带电粒子的

运动．关千万有引力相互作用，要使它成为相对论性的理论，必须把狭义相对论进一步推广为

广义相对论．关千广义相对论的讨论已超出本书范围，有兴趣的读者可以参阅有关论著，这里

不再予以介绍

例 6.7 讨论带电粒子在均匀恒定磁场中的运动．

解 在均匀恒定磁场 B 中，带电粒子的运动方程为：

dp 
—=qv x B 
dt 

dW 
—=qv x B •• v = O 
dt 

由 (6.6.34) 式，粒子的能量 W为常量，因而速度 v 的数值亦为常盘 ． 由 (_6.6.33) 式得

勹勹卢翌＝qvxB
即

q v= —vxB 
. ym。

(6. 6. 33) 

(6. 6. 34) 

(6.6.35) 

式中字母上的一点表示对t微商．把 v 分解为与 B 平行的分噩 VII和与 B 垂直的部分 v.J.，由上

式得

V11 = 0 

q 
丸＝一0 .J. xB

ym。

(6.6.36) 

由第一式得 VII ＝常量，因而 I V J. I 亦为常量．第二式相当于在向心力qv .l. xB 作用下质量为
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m=-ym。的粒子的非相对论运动方程，此方程的解是圆周运动．圆的半径 a 可由向心力等千作

用力求出，即
2 

ym。。J. ,

—=qv J. B 
a 

-ym。".l p J. 
a =, =— 

qB qB 
(6. 6. 37) 

圆周运动的角频率为

,. “J. qB 
<,J=-=-

a "九。
(6. 6. 38) 

在非相对论情形下，w= qB/m。，与粒子运动速度无关．在相对论情形，y随粒子能量增大，

因而频率下降

* § 6. 7 电磁场中带电粒子的拉格朗日量和哈密顿量
. 

. 
` 

I 

l .̀  
奄
·, I 、

上节研究了带电粒子在电磁场中的运动方程：． 现在我们把这个方程用分析力学的拉格朗

日形式和哈密顿形式表示出来 ． 在理论力学中我们知道，把力学方程表为分析力学形式具有更

普遍的意义，因为这样做可以在一般广义坐标下研究力学系统的运动，因而对力学系统的性质

可以作出普遍的推论另一方面，在微观领域内带电粒子的运动问题占有重要地位，例如电子

在原子核的场内运动就属于这一类问题．在微观领域内需要用量子力学来解决粒子运动问题，

而量子．力学是用哈密顿量或拉格朗日量来描述粒子系统的力学性质的．在量子力学中，哈密顿
量占有十分重要的地位．因此，这里我们从经典电动力学范围引入带电粒子在电磁场中运动的

拉格朗日量和哈密顿量，不仅是为了提供解决经典运动的方法，同样重要的是通过对应原理可

以把它们过渡到量子力学的量，从而为解决微观粒子运动问题提供必要的基础．

1.拉格朗日形式

在经典力学中，满足一定条件的动力学系统的运动方程可以表为拉格朗日方程：

d aL aL -—-— =0 dt aq, oqi 
(6. 7. 1) 

其中qi为广义坐标，q，为广义速度，拉格朗日量 L 是广义坐标和广义速度的函数：

L = L( q,，初

例如在保守力场中运动的质点就是这种系统，其中

L=T-V 

T 是粒子的动能， V是势能．对某些非保守系统，只要我们能够找出一个函数L( qi'q，），使该系

统的运动方程化为拉格朗日形式(6. 7. 1) 式，就可以用分析力学的一般理论来研究该系统的

(6. 7. 2) 



• §6. 7 电磁场中带电粒子的拉格朗曰量和哈密顿量一 221

运动．下面我们可以看出，在电磁场中带电粒子的运动就属千这种情形．

电磁场中带电粒子的运动方程是 (6. 6. 29) 式：

dp 
—=q (E + V x B) 
dt 

上式在相对论情形仍然成立，其中粒子的机械动量p是(6.6.4) 式：

m。V
p= 厂

(6.7.3) 

(6. 7. 4) 

现在我们试探能否找到一个拉格朗日量 L 使运动方程 (6. 7. 3) 化为拉格朗日方程 (6. 7. 1) 的

形式？为此，我们先把(6. 7. 3) 式的右边用势p和 A 表示出来：

aA 
E + V X B =- Vcp - ~ + V X (V X A) 

at . 
{6.7.5) 

在拉格朗日函数形式中，坐标 x 和速度 v＝士是独立变量，V 算符不作用在 V 的函数上，因此
vx (VxA)=V(v·A) -v·VA 

把(6.7.5) 式和 (6.7.6) 式代入 (6. 7. 3) 式，得

(6.7.6) 

． 翌三q[- ,V( 中 -v ·,o -¥i - v • VA l . (6. 7. 7) 

由于粒子运动，在时间 dt内有位移 dx ，由此引起矢势 A 有增量扛． VA．因此，作用于粒子上

的矢势总变化率为

由此可以把(6.7.7)式写为

dA aA 
- = - + v. VA 
.dt . at 

d 
—(p + qA) = - q V (<p - v • A) 
dt 

注意到动量p和矢势 A 可以分别写为

气(- m。C2厂罚
a 

A. = --v. A 
加i

因而运动方程(6.7.9) 可以写为拉格朗日形式

d aL aL 
---- - -- = 0 
dt av, · 缸

其中拉格朗日量 L 为

L =- m。C2厂了－q(rp -v•A)

现在我们考察 L 的变换性质把上式乘以产仕；厂，得

(6.7.8) 

(6. 7. 9) 

(6. 7. 10) 

(6.7.11) 
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礼＝－ m。a2 + qAµ,凡 (6. 7. 12) 

式中凡为四维速度矢量［见 (6. 4. 35) 式］．上式右边是洛伦兹不变量，因此礼也是洛伦兹不

变量

在分析力学中，拉格朗日量对时间的积分是作用量：

S = f ~d t = f吵（6.7. 13) 

其中 dT 是粒子的固有时．由于礼和 dT 都是不变量，因而作用量 S 是洛伦兹不变量．作用量的

洛伦兹不变性在现代物理学中有重要意义，这种不变性常常是找出一个物理系统的拉格朗日

函数的重要依据．下面我们说明从 S 的不变性就可以基本上确定带电粒子拉格朗日函数的

形式

先考虑自由粒子情形．在此情形下，粒子的状态由速度确定．和粒子速度有关的协变量是

四维速度 u"" ，而由 u"" 只能构成一个不变量 uµ. 凡＝－c2. 因此礼只能是一个洛伦兹不变常量

a，由此得

L=aR 

当 "<<c 时，上式应趋千非相对论的动能（除了可能有附加常数之外），由此得a=-m。c2 ，因而

自由粒子的拉格朗日函数为

L =- m。 C2尸
当粒子在电磁场内运动时，除了 Uµ. 之外，L 还依赖于四维势 Aµ. 或电磁场张量 Fµ.,,· 由粒子

的四维速度 uµ. 与电磁场的四维势 Aµ. 可构成一个不变盐 Uµ.Aµ. ，因而礼可以含有一项 bUµ.Aµ., b 

为一待定常量在静电场中，当粒子运动速度 "<<c 时，此项应等千粒子在静电场中的负势能

-q({)，由此定出 b=q．因此，由不变性的考虑，我们确定带电粒子在电磁场中运动的拉格朗日量

为 (6.7.11)式

2. 哈密顿形式

对千用拉格朗日量 L 描述的动力学系统，广义动量pi定义为

al 
pi=— 
吨

pi也称为与广义坐标qi共辄的正则动量．系统的哈密顿量为

完＝ 2环－ L

免＇是广义坐标qi和广义动量 P，的函数：

免＝免(qpP,)

用哈密顿量可以把运动方程表为正则形式：

(6. 7. 14) 

(6. 7. 15) 

(6. 7. 16) 
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. a宪
qi=— 

aP i 

户i＝－竺
讷j

对千电磁场中的带电粒子运动情形．由 (6.7.11) 式，正则动量 P 是

气卢＋qA,

(6. 7. 17) 

(6. 7. 18) 

P = p + qA (6. 7. 19) 

式中p是粒子的机械动量 (6. 7. 4) 式．上式表明，在电磁场中粒子的正则动量不等于它的机械

动量，而是附加上一项qA.

由 (6. 7. 15) 式，带电粒子的哈密顿量为
2 

m。C
免＝P·v-L=~+ q(f)

厂
(6. 7.20) 

但免＇应该用正则动量 P 而不是用速度 v 表出．由（ 6.6.6) 式、（ 6.6. 14) 式和 (6. 7. 19) 式，得

冤＝ ✓（ P － qA) 牙＋ m扩＋q<p · (6. 7. 21) 

上式右边第一项是粒子的运动能量 W（包括静止能量），因而免＇对应于 Pµ. +qA,,. 的第四分量．引

人四维正则动量

P"'= p"'+ qA"' (6. 7. 22) 

则哈密顿量免＇与凡的第四分量联系：

P, = (P，勺 、 (6. 7. 23) 

不难验证哈密顿方程(~.7.17) 式和 (6.7. 18) 式相当千原运动方程(6. 7. 3) 式．

3. 非相对论情形

当 v<<c 时，以上给出的拉格朗日盘和哈密顿量就变为非相对论情形下相应的量．

拉格朗日量 (6. 7. 11) 式当 v<<c 时变为（除去一个不重要的附加常量）

1 
L = -m。”2- q(((J -V•A)

2 
(6. 7. 24) 

哈密顿量(6.7.21) 式变为

1 
免＝—（p - qA) 2 + q'P 

2m。
(6. 7. 25) 

免和 L 仍满足关系式(6.7.15 ），有

究＝ P•v-L (6. 7.26) 
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[ 习怅 一——l

6. 1 证明牛顿第二定律在伽利略变换卞是协变的，麦克斯韦方程在伽利略变换下不是协

变的．

6.2 设有两根互相平行的尺，在各自静止的参考系中的长度均为 lo ，它们以相同速率 v

相对于某一参考系运动，但运动方向相反，且平行于尺子．试站在一根尺上测量另一根尺

的长度．

号
答案： l=l。~

叶
6.3 静止长度为 l。的车厢，以速度 v 相对于地面运行，车厢的后壁以速度 U。向前推出一

个小球，求地面观察者看到小球从后壁到前壁的运动时间．

答案： At=l:
6.4 一辆以速度 v 运动的列车上的观察者，在经过某一高大建筑物时，看见其避雷针上

跳起一脉冲电火花，电光迅速传播，先后照亮了铁路沿线上的两铁塔．求列车上观察者看到的

两铁塔被电光照亮的时刻差．设建筑物及两铁塔都在一直线上，与列车前进方向一致．铁塔到

建筑物的地面距离巳知都是 l。.

答案： at=
2vl。

c2吕
6.5 有一光源 S 与接收器 R 相对静止，距离为 l0, S-R 装置浸在均匀无限的液体介质

（静止折射率 n) 中．试对下列三种情况计算光源发出信号到接收器接到信号所经历的时间．

(1) 液体介质相对于 S-R 装置静止；

(2) 液体沿着 S-R 连线方向以速度“流动；

(3) 液体垂直于 S-R 连线方向以速度 v 流动．

nl。
答案：（ At))=—-

(At)产
(I 亡） l。

C 
-+v 
n 
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(At)` 

6.6 在参考系 2 中，有两个物体都以速度 u 沿尤轴运动，在 2 系看来，它们一直保持距

离 l 不变．今有一观察者以速度 v 沿 x 轴运动，他看到这两个物体的距离是多少？

`: 答案：l'=
UV 

l －一2 
C 

6. 7 一把直尺相对于 2 系静止，直尺与尤轴交角为 0．今有一观察者以速度 v 沿兀轴运

动，他看到直尺与兀轴交角矿有何变化？

tan 8 
答案：tan 8'= 

卢
6.8 两个惯性系 2 和 2' 中各放置若于时钟，同一惯性系中的各时钟同步． 2＇系相对于 2

系以速度＂沿无轴方向运动．设两系原点相遇时，t。=t~= 0. 问处于 2 系中某点（ x, y ,z) 处的时

钟与 2'系中何处的时钟相遇时，指示的时刻相同？读数是多少？

答案：尤＇＝－“＝-f,(1- 」飞）

t'= t = -;(1+ ［了）
6.9 火箭由静止状态加速到尸（盯西可9c． ，设瞬时惯性系中的加速度为 I v I =20 m • s气

问按静止系的时钟和桉火箭内的时钟加速火箭各需多少时间？

答案：t =41. 5 年，t'= 2. 52 年

6. 10 一平面镜以速度 v 自左向右运动．一束频率为{JJO ，与水平成 6。夹角的平面光波自

右向左入射到镜面上，求反射光波的频率 o 及反射角 O．垂直入射情况又如何？

答案：＂可心。[ (1 +f3cos (J。)+{3(f3+cos (J。) ] 

tan (}=sin ()。矿[ ({3+cos (J。) +f3 (1 +P, cos 9。) ] 

6. 11 在洛伦兹变换中，若定义快度y为tanh y =(3. 

(1) 证明洛伦兹变换矩阵可写为

ch y O O ish y 

0 1 0 0 
a.. = 

µII 
。 0 1 0 

- ish y O O ch y 
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(2) 对应的速度合成公式

B = 
B'+B', 
1 + /3'/3" 

可用快度表为y=y'+y".

6. 12 电偶极子p。以速度 u 作匀速运动，求它产生的电磁势和场Q、A,E 、B.

y Po • R,. V 
答案：p =--- , A =下9

4'IT8。 R 3, C 

E.l =yE' 上， EII=E'II

B l. =y仕＇＋华E')'=~xE,
B11=0. 

其中，设t=O 时p。经过观察者所处参考系的坐标原点，则

R =(1元，y ,z)

i =('Y”e" +yey +ze;i) 

6. 13 设在参考系 2 ，内 E 1- B,I' 系沿 ExB 的方向运动．问 2'系应以什么样的速度相对

于 2 系运动才能使其中只有电场或只有磁场？

答案：若 IE I <c IB I ，则 v =~ExB 时 E'=O
B2 

若 IE I >c I BI ，则 v＝—ExB 时 B'=O
E2 

6. 14 作匀迷运动的点电荷所产生的电场在运动方向发生“压缩＂，此时在电荷的运动方

向上电场 E 与库仑场相比较会发生减弱．如何理解这一减弱与变换公式 E11=E~/I的关系？

6. 15 有一沿 z 轴方向螺旋进动的静磁场 B=B。 (cos kmzex +sin kmze1) ，其中 k. = 21r八．，

儿为磁场周期长度．现有一沿 z 轴以速度 v＝肛运动的惯性系，求在该惯性系中观察到的电磁

场．证明当 B=1 时该电磁场类似干一列频率为'Y. /jc从的圆偏振电磁波．

6. 16 有一无限长均匀带电直线，在其静止参考系中电荷线密度为入该线电荷以速度

1)＝肛沿自身长度匀速移动．在与直线相距为 d 的地方有一以同样速度平行于直线运动的点电

荷q．分别用下列两种方法求出作用在电荷上的力：

(a) 在带电线静止系中确定力，然后用四维力变换公式；

(b) 直接计算线电荷和线电流作用在运动电荷上的电磁力．

答案：F=－凸L-e
2'TT8。 dy r 

6. 17 质量为 m 的静止粒子衰变为两个粒子 m1 和 m2 ，求粒子 ml 的动量和能量．

答案：p l ＝会；✓石卢叫气）2 ］ [m2一（“玉凶



c2 
El=—(m2+m~－叫）

2m 
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6. 18 巳知某一粒子 m 衰变成质量为 m1 和 m2 ，动量为p 1 和 P2（两者方向间的夹角为 0)

的两个粒子．求该粒子的质量 m.

2 
答案： m2 = m~ ＋叫＋了一[ ✓(m扣2 ＋片） （ m护＋片）－ P1P2COS 8] 

6. 19 (1) 设 E 和p是粒子体系在实验室参考系 2 中的总能量和总动量(p与尤轴方向

夹角为 0）．证明在另一参考系 2＇（相对于 2 系以速度 v 沿冗轴方向运动）中的粒子体系总能量

和总动量满足：

p: = -y(p尤－/JElc), E'= -y (E - c{3p元）

s in 8 
tan (}'= 

-y (cos 0 - /JElcp) 

{2) 某光源发出的光束在两个惯性系中与兀轴的夹角分别为 0 和矿，证明

cos(} - /J.,., sin 8 
c OS 0'= ~. sin 0'= 

1 - /Jcos (J'汃1 - /Jcos 0) 

(3) 考虑在 2 系内立体角为 dfl=d cos 8d中的光束，证明当变换到另一惯性系 2' 时．立体

角变为

dfl 
dfl'= 

伙 1 - /Jcos 0) 2 

6.20 考虑一个质量为 m] 、能量为凡的粒子射向另一质量为 m2 的静止粒子的体系．通

常在高能物理中，选择动量中心参考系有许多方便之处，在该参考系中，总动量为零．
(I) 求动量中心相对于实验室系的速度队；

(2) 求动量中心参考系中每个粒子的动量、能量及总能量；

(3) 巳知电子静止质量 mec2 = 0. 511 MeV. 北京正负电子对撞机 (BEPC) 的设计能量为

2x2. 2 GeV(I GeV= 103 MeV）．估计一下若用单束电子入射于静止靶，要用多大的能量才能达

到与对撞机相同的相对运动能量？

答案：

{ I) 队＝
几平召了

E1 +m2c2 

m2JE歹
(2) p:=-p~, IP: I=~ 

m茬＋m2E1
趴＝，

M 

叫c2+m2E1
E;= 

M 

其中 M牙＝m扣.. +m扩＋2E1 m2c2 

2E'12 
(3) E1 o=:—了＝1. 9x 104 GeV 

m c e 
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6.21 电荷为 e，静止质量为 mo 的粒子在均匀电场 E 内运动，初速度为零．试确定粒子的

运动轨迹与时间的关系，井研究非相对论情况．

答案：z 言［J1 ＋（告） 2 － ll
1 eE _2 

z=—一t （非相对论情况）
2m。

6.22 利用洛伦兹变换，试确定粒子在互相垂直的均匀电场 Ees 和磁场 Be,(E>cB) 内的

运动规律，设粒子初速度沿 z 轴方向大小为 c1B/E.

答案：x ＝ m。ec;Yu[]］：勹－ 1]
y = 0, z = ut 

其中 u＝皂， 丫u=1/［了
6.23 巳知t=O 时点电荷ql 位于原点，q2 静止于y轴（ 0 ，五， 0 ）上，q l 以速度 v 沿％轴匀

速运动，试分别求出ql 、q2 各自所受的力．如何解释两力不是等值反向？

ql q2 

答案：F21=- 2ey 
4'1TC。y。

ql q2 

F12 =~er 

4'1TC。为豆

. . . 
、
1

J/ 

1 . “6-

6.24 试比较下列两种情况下两个电荷的相互作用力：（ 1) 两个静止电荷q位千y轴上
相距为 l; (2) 两个电荷都以相同速度 v 平行于＄轴匀速运动．

答案：

(l)F=~ 
41T8。l2

(2) F =ifi了
41T8。 l2

6.25 频率为 o 的光子（能量为 ho ，动量为 hk) 碰在静止的电子上，试证明：

(1) 电子不可能吸收这个光子，否则能量和动量守恒定律不能满足；

(2) 电子可以散射这个光子，散射后光子频率矿比散射前光子频率 o 小（不同于经典理

论中散射光频率不变的结论）．

6.26 动量为脉、能量为加）的光子撞在静止的电子上，散射到与入射方向夹角为 6 的方

向上．证明散射光子的频率变化量为

2h,. 2 fJ 
w - w'=-—oo's in -

m。C2 2 

亦即散射光波长
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411'h. 2 (J 
入＇＝入＋—sin —

m。 C 2 

入为散射前光子波长 21rlk,m。为电子的静止质量．

6.27 一个总质量为 m。的激发原子，对所选定的参考系静止．它在跃迁到能量比之低

AW 的基态时，发射一个光子（能量为 h(J)，动量为 hk），同时受到光子的反冲，因此光子的频率

AW 
不能正好是 v=—一，而要略小一些．证明这个频率为

h 

AW AW 
v ＝寸 1- 三,)

6.28 一个处于基态的原子，吸收能量为加的光子跃迁到激发态，基态能量比激发态能

量低 AW，求光子的频率．
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以上各章阐述了宏观电磁场的基本理论．经典电动力学是宏观电磁现象规律的总结，但要

进一步认识电磁作用的本质，还必须深人到微观领域，研究带电粒子与电磁场的相互作用．研

究微观电磁理论有两方面的意义，一方面是直接用来解决微观粒子的电磁作用问题，推进人们

对物质之间基本相互作用的认识；另一方面是要应用它来解决宏观物体的电磁性能，如导电

性、磁性等，这方面也是具有重要意义的．

在微观领域中，经典电动力学已经不能适用，必须用量子理论．电磁场除了具有波动性以

外，还具有粒子性．因此，用经典麦克斯韦方程组来研究微观电磁作用问题必定是不完备的．虽

然这样，经典电动力学的一些结果在一定条件下还是近似正确的，而且对一些物理概念也比较

容易建立．因此，这一章的着重点在千用经典电动力学方法推出一些在量子理论中仍然有效的

近似公式和概念，并讨论经典电动力学的局限性．

本章内容分三部分．第一部分(§ 7. 1一§ 7. 4) 研究一个带电粒子激发的辐射电磁场；第

二部分研究粒子所激发的场对粒子本身的反作用；第三部分研究带电粒子和外电磁场的相互

作用．

§ 7.1 运动带电粒子的势和辐射电磁场

1.任意运动带电粒子的势

在外力作用下，带电粒子沿某一特定轨道运动，设其位矢为 x=x,( t），它是时间t的已知

函数．我们要计算这个运动带电粒子所激发的电磁势．如图 7-1 所 x,t 

示，在场点 x 处，在时刻t的势是粒子在较早的时刻t'激发的，该时

刻粒子处于x,( t')点上，其运动速度为 v( t＇），粒子与场点的距离为

r= lx-x/ t')l=c( t-t') (7. 1. 1) 

为了计算带电粒子激发的势，我们把粒子看作在小体积内电荷

连续分布的极限．由 (5.2. 12) 式、 (5. 2. 13) 式，推迟势的一般公式为 图 7-1
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p(x', t -计
叭X, t) = fv ~dV' 

v 4'TTC。 r
(7. 1. 2) 

叫x',t－计
A(x, t) = fv ~dV' 

V 41rr 

对带电粒子来说，J=pv,v 为粒子在辐射时刻t'=t－一的速度．由 (7. 1. 2) 式看出，势依赖于粒

子运动的速度，但不依赖千加速度．因此，我们可以选一个在粒子辐射时刻相对静止的参考系

2 ．在 2 上观察，（i ,r) 点上势的瞬时值与静止点电荷的势相同，即

石＝ q,i =0 
41TC。 r

式中q为粒子的电荷， 7 为在 5 中观察的粒子与场点的距离 r =c( t－了＇）．

(7. 1. 3) 

现在变回原参考系 2 上．在 2 中观察，粒子在时刻t'的运动速度为 V，因此 v 也就是参考

系 2 相对于 2 的运动速度．对势（ 7. 1. 3) 式应用洛伦兹变换式[ (6. 5. 16) 式］得

A= 
V 中 1, qv

c2厂厂伍。c叮
(7. I. 4) 

~ 
p = p = l — 
厂厂于11'8。 7

式中 7 仍然是在 2 上测得的距离．用洛伦兹变换式[ (6. 3. 7) 式］可以把它改用 2 系上的距

离表出：

V V 
c( t - t') -— .(x - x') r -—. r 

C C 7 =c(r - r') = =. 

尸 h
把上式代入(7. 1. 4) 式得

qv - q 
A = ~''P = 

411'8。C2(r-:. r) 伍。（ r - -;. r) 
(7. 1. 5) 

(7. 1. 5) 式称为李纳－维谢尔 (Li6nard-Wiechert)势．注意上式右边各量都是在时刻t'=t－一所

取的值，例如 v=v( t'),r=x-x'1(t')等．

把势对场点空时坐标 x 和t求导数可得电磁场强．注意 (7. 1. 5) 式右边是t'的函数，而求
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电磁场时要对 x 和t求导数由

r ✓[x -气(t') ]i 
t'= t -—=t -

C C 
(7. 1. 6) 

此式给出t'为 x 和t的隐函数．因此我们必须先求讥'Iot和 Vt'.由（ 7. 1. 6) 式得

at'- 1 1 a r (t') at'<I. 1 ax i t,) at' 
-- = 1 -—-- =1 + ~r ·一at C at'ot - er iJt'ot 

V • ro t' 
= 1 +-—— 

er at 

式中 V = ax q (t I) /at'是粒子在时刻t'的速度．由上式解得

Ot' r l 

= = at v • r . v • e r 
r -— I -

C C 

(7. 1. 7) 

式中 er 为 r 方向单位矢量．

我们再求(7. 1. 6) 式对 x 的梯度．由于 r= lx-x9( t') I 为 x 和t'的函数，而t'又隐含 x，因此

Vt'=-上 Vr=- 」 Vr1 －旦沪－ Vt'
｀＇＝常数 C ot' 

r . v. r 
=-—+ -— Vt' 

er er 

由此解出

Vt'=-

c(r 一字）

r e r 
=-

c(1 -~) 
(7. 1. 8) 

有了 (7. 1. 7) 式和 (7. 1. 8) 式，就可以由势的公式 (7. 1. 5) 求出电磁场．下面我们先计算ti<< C 

情形，然后再讨论一般情况．

2. 偶极辐射

先研究 "<<c 情形．在此情形下，（ 7. 1. 7) 式和 (7. I. 8) 式简化为

ot'. -. r er —=1, Vt'= -...:..._ = - __:_ ot, er C 
(7. l. 9) 

把势 A 和p的公式(7. 1. 5) 对时空坐标微分后再令 o--+0 ，得

B = v x A = v x A I.. ·•• + v,· x 翌
｀，．常量 at' 

右边第一项为

qv x r 
．，一·一

41T8。C汁＇

它与 r2 成反比．右边第二项用 (7. 1. 9) 式代人得与 r 成反比的辐射场：
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r ~~ qi, _ qi, x r B =- -x = --
er 4,rs。c2r 4,rs。c早

0A 心qr 如
E =- ~ - Vrp =- ~·+ ~ - Vt'— 

iJt • T 4 'ff'e。 C2r 41T8。 r3 Ot' 

qr qv. r qiJ. r 
= - +— 
41T8。r3 41T8。c2r - er 4 '11' e。cr2

qr. q 
=~+~rx(rxv). 

3 2 3 
41T8。 r 41Te。c r 

(7. 1. 10) 

(7. 1. 11) 

电场 E 分为两项．第一项是静电荷的库仑场，第二项是横向的，且当 r --+00 时与 r 一次方成反

比，这一项是辐射场．库仑场与 r2 成反比，它存在千粒子附近，当 r 大时可以略去．略去库仑场

后，得低速运动粒子当它有加速度力时激发的辐射电磁场：

E = q 2 erx(er X 切
41TC。c r 

(7. 1. 12) 
q l 

B = b xer =--er XE 
3 

41T8。c r C 

令p=qx" 为带电粒子的电偶极矩，则p=q v,(1. 1. 12) 式和（ 5. 3. 17) 式所得的电偶极辐射公

式一致．因此，低速运动带电粒子加速时激发电偶极辐射

辐射能流、方向性和辐射功率的计算和§ 5. 3 相同以 0 代表 r 和 b 的夹角，辐射能流为

2 • 2 

S=~sin28e, 
l61r飞c3r2

因子 sin2@ 表示辐射的方向性．在与 b 垂直的方向上辐射最强．总辐射功率为

2 • 2 

P = +S.err2d[},=立
61T8。C

(7. 1. 13) 

(7. 1. 14) 

以上公式可以近似地应用于 X 射线辐射问题，X 射线连续谱部分是由于入射电子碰到靶

上受到减速而产生的．当电子突然变速时，产生一脉冲电磁波，形成 X 射线的连续谱部分．在

§ 7. 3 中研究辐射的频谱分析时，再进一步讨论这个问题．

• 3. 任意运动带电粒子的电磁场

上面我们导出 v 一0 情形下加速运动带电粒字的电磁场 (7. 1. 10) 式和 (7. 1. 11) 式．我们

看出电磁场分为两部分．一部分是库仑场，另一部分是和加速度有关的辐射场．对 (7. 1. 10) 式

和 (7. 1. 11) 式作洛伦兹变换，可以得到任意运动速度下带电粒子激发的电磁场．此电磁场同

样分为两部分．一部分是由库仑场作洛伦兹变换而得的，这部分的性质已于§ 6. 5 中讨论过；

另一部分是和加速度心有关的辐射场．下面我们用李纳－维谢尔势直接计算运动带电粒子的

辐射电磁场

求辐射场时，注意凡是对含 r 或 r 的因子求微商时，结果都使分母的 r 幕次增加，但由
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(7. 1. 7) 式和 (7. 1. 8) 式，通过 v( t')对变量t'求微商时不会增加分母的 r 幕次．因此，在只保留

1/r 最低次项时，只需通过 v 对t'求导数即可．令

V•r 
s = r -

C 

由 (7. 1. 5) 式、 (7. 1. 7) 式和 (7. 1. 8) 式得

扣''qVp= - Vt'=·一(iJ •r)r
Ot'41T8。C2S3

坐卫巴＝｛吵 2 + qV 3 2(b. r)} 上
at at'at L 41r e。 c s 41TC。c s S 

E =- V,p -垫＝王［（r • i,) r - rsV. -气· V)l at 41re。 C S 

=~rx [(r －于） X 叶

q 
e, x [ (e, -~) x 叶｝

= 
4'1T8。 C2r (1. - --. c er).3 、

aA • • r aA'r aA 、
B = V X A= Vt'X —=-— X 一＝－—－ x — at I CS at I CT dt 

由于 V 中沿 r 方向［见 (7. 1. 16) 式］，rx·v~=O，因此由上式得

B = ~ x (- ¥, -Vq,) = +e, x E 

(7. 1. 15) 

(7. 1. 16) 

(7. 1. 17) 

(7. 1. 18) 

(7. 1. 17) 式和 (7. 1. 18) 式是任意运动带电粒子的辐射场．辐射场与加速度 b 成正比．当

带电粒子受到加速时，就有电磁波辐射．辐射场是横向的，即 E 和 B 都与 e，垂直，并且 B 和 E

互相垂直此外，辐射场与 r 成反比，能流与 r2 成反比，因而总辐射能量可以传播到任意远处．

这些特点都是和第五章所讨论过的辐射电磁场的特性是一致的．

* § 7.2 高速运动带电粒子的辐射

在电子加速器和其他高能粒子加速器中，带电粒子的速度都非常接近光速．在宇宙空间中

也存在着大量高速运动的带电粒子．因此，研究 0~c 情形下高速运动带电粒子的辐射具有重

要的实际意义．本节先一般导出 0~c 情形下，带电粒子辐射场的能流、辐射功率和角分布的公

式，讨论角分布的特点，然后分别研究 v//v 和 b 上 u 两情形下的辐射．
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1.高速运动带电粒子的辐射功率和角分布

先计算能流．由 (7. 1. 17) 式和 (7. 1. 18) 式，

l l s = E X H = _:_E X B =—E x (e, x E) 
µ。µ。C

=e。cE2e,

代入电场 (7. 1. 17) 式得
2 

q2 1 er x [ (er - :) X 叶 I
S= 

16矿8。C早
e , 

(1 －了） 6

(7. 2. 1) 

(7. 2. 2) 

能流 S 是用观察时间t计算的单位时间内垂直通过单位横截面的电磁能量．当我们计算总辐

射功率时，需要把能流对一个大球面积分．由 (7. 1. 7) 式，观察时间

dt和粒子辐射时间 dt'是不同的，而且对不同方向 dtldt'亦不同如

果我们用观察时间 dt来计算功率，则所得的功率不是粒子在同一

时间 dt'的发射功率．如图 7-2 所示，设粒子在时间 dt'内由几点运

R 
动到 P2 点．在时刻t=t＇＋一观察，粒子在初时刻t'的辐射场到达以

几为球心，以 R 为半径的球面上，而在末时刻t'+dt'的辐射场到达

以 P2 为球心，以 R-cdt'为半径的球面上，因而粒子在 dt'时间内的 图 7-2

辐射能量位于这两个球面之间的区域．由图可见，在不同方向上，

此能量需要不同的时间 dt才能通过外球面．因为电磁辐射是由带电粒子加速运动引起的，所

以，在计算辐射功率时，用时间 dt'来计算比较方便．以 P( t')表示在t'单位时间内的辐射功

率，有

把 (7. 2. 2) 式代人得

辐射功率的角分布为

P(1') =fs · e,告沺

2 , I e, x [ (e, 一刊 xv] I' 
P( t') =~。C3 f (1 －了） 5 dn 

dP( t') q2 

d[J, 1611'坛。C3

I e 『 X [ (e, -于） X 叶 I 2 

(I -~)' 

(7. 2. 3) 

(7. 2. 4) 

(7. 2. 5) 
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由上式可以看出高速运动带电粒子辐射角分布的特点．令 0 为 e，与 0 的夹角．当＂：：：：：：：： c 时，

V•e 
因子 1 ·___二=1-— cos (J在庐0 方向变得很小，因此辐射能量强烈地集中于朝前方向．当上＝

" 1 和 8 c:::: 0 时，因子 l －一 cos 8 可写为
C 

I -千cos ()~I -于（ I -勺～ I-+. 十：

＝主（卢＋ ()2) (7. 2. 6) 

式中y＝（哼）分·因而角分布因子为

(1-:}cos h o)5 ~ (;+ 2 ()2)5 

由此式看出，不管加速度方向如何，辐射能量主要集中千沿 v 方向锥角为

, AO~ — 
l, ` · 'Y •.“\ ;l 、

` 
.. , 、

、

的射束之内．“愈接近于 c 时此效应愈显著例如1能量为 5~0 MeV 的电子，它的丫值＝ 103 ，因

此，当它受到加速时激发的辐射集中于 A0~10-3 r~d 之内．

认
“

^ ｀
、1· 、

,. . 
“
心

.. 

2. v /Iv 情形 、．

I.I }、I
I．人，

I •. • 

(7. 2. 6a) 

此情形 vx iJ =O ，由（ 7. 1.'17) 式和 (7. 1. 18) 式得 ` l ' 

q : e, X (e, XV) 
E= 

41re。C2r(1 一字） 3 

B= 一e, x E= 二l . q er x” 

I. c 1 4TB。 c'r (1 -~).' 
辐射能流为

q2扩 sin2 8 
S = E x H = 3 26e, 

16心。c'r' (I -于cos (J)

式中 0 为 e，与 U 的夹角．辐射角分布为

dP( t') 2n dt q2扩
= r2S'e —= 

dn rdt'l6心。Cl (1• 一 -;cos()) 5 

si n2 8 

(7. 2. 7) 

(7. 2. 8) 

(7. 2. 9) 
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辐射角分布与低速情形相比如图 7-3 所示．

辐射功率为

P( t')=¾,f~(}s (}) 5d0 = 6:2:2,6 

C 

(7. 2. 10) 

上式把辐射功率用加速度”表示出来．事实上，由于粒子

速度不能超过光速，所以当 v__..c 时，在一定作用力下，加速度

”的值变得很小．因此，改用粒子所受的力 F 来表出辐射功率

是比较方便的．在仇／／v 情形，由相对论力学方程

V 

图 7-3

.v m 3 Y __ 
2 I 3 

!̀) 

.v20-2c 

l 

m 

l ,!l̀  

= m
v丿

d-dt 
= F 

得辐射功率

2 

p (t I) = ~ F2 

6,re。m c 
2 3 

由此式可见在一定作用力下，直线运动粒子的辐射功率与粒子

能量无关．

3. V l_ V 情形
人 . , 

选坐标系如图 7-4 所示设在时刻t'粒子的瞬时速度 v 沿 z

轴，加速度 b 沿兀轴设 er 与 v 的夹角为 0，有 er. •· V = V COS 8, 

V. V =O．由图可见

er • v = vsin Oco~ 中

(7. 2. 11) 

(7. 2. 12) 

z 

p 

y 

图 7-4

因而

e, x [ (e, - ~) x v] = (e, • V) (e, :- ~) - (1 -勹）”

= I Ii I sin 8cos 中（ e, 一门－（ 1 - ~cos e) V 

I e, x [ (e, - 7) x 叶 2 =ti'[(1 -.4cos o) 2 -(1 -~) sin2 (lcos' 叶
代人 (7. 2. 5) 式得辐射角分布（图 7-5)

／一二
图 7-5
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dP( t') q2”2 (1- f cos ())2 - (1 一身 sin2 (}cos'中
叨 16寸。c'(1 - f cos()) 5 

上式对 dfl积分得辐射功率

2 • 2 

P( t')=上'Y4
. 6 '1T8。 c3

在 b .1 v 情形由相对论力学方程得

d mv mv 
F= — ' = 

dtnn 
用作用力 F 表出的粒子辐射功率为

. 
= -ymv 

P( t') '= q2F2 2 3 'Y2 

6'JT8 。m c . 

(7. 2. 13) 

(7. 2. 14) 

(7. 2. 15) 

由此可见，在一定作用力下，当粒子的加速度 b. j_ V 时，它的辐射功率与粒子能量平方成正比．

以上结果对电子加速器有重要意义．目前有两种类型的电子加速器，一类是直线型的，另

一类是圆周型的．在后一类电子加速器中，用一定电磁作用力使电子加速时，电子由于受到加

速而产生辐射，辐射功率与电子能量平方成正比．电子能量越高，辐射损耗就越大．当辐射损耗

等于加速器所提供的功率时，电子就不再受到加速．直线型加速器由于辐射损耗与电子能量无

关，因而加速能量不受此限制因此，目前能量较高的电子加速器一般采用直线型

* § 7.3 辐射的频谱分析 、

带电粒子加速时产生辐射，这种辐射往往是脉冲形式的．例如在 X 射线管内，一定能量的

电子碰到金属靶上，在很短的时间内突然减速，在这段时间内它辐射出脉冲电磁波．又例如高

速运动电子作圆周运动时，它在每一瞬时所产生的辐射是一个狭窄的射束，对于在轨道平面附

近的一个观察者来说，该射束在很短的时间内扫过，因此观察者所看到的辐射也是脉冲形的．

对一个脉冲作频谱分析，可以得出它所含的各个频率分量，这在实际应用中是一个重要问题．

本节我们先给出频谱分析的一般公式，然后研究一些具体情形下的辐射频谱．

1.频谱分析的一般公式

以f(t)表示某一时间函数，它可以代表电流、势或电磁场．设f(t)表为傅里叶积分
09 

f(t) = f _ f cue 一i”`d(J)
-0 

(7.3.1) 
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f。是f(t)的角频率为(J)的傅里叶分量•(7.3.1) 式的逆变换为

f.=—{_!(t )e'"'dt (1. 3. 2) 
211' -D11 

设f(t)是实函数，由上式定义的f"一般是复数．由f(t)为实数的条件可以得到负频分量与正

频分量的关系．取(7.3.2) 式的复共枙得

1 r00 

f* =—f f(t )e 一1“dt =J飞
I» 21tJ •GO 

(7.3.3) 

因此，负频分量和正频分量不是独立的，而是互为复共辄．

若某一物理量正比千广（t)，则它对t的积分可以变为 1f"'尸对Q的积分：

f:。广(t) dt = (_JC i) dt I厂_f~e 一1“如

= I:0f心I厂0f(t )e 一 "''dt = I飞. 2'1T人如
.. 

=2'1T[..If.。尸do= 41..If.。尸 d(JJ (7. 3. 4) 

现在我们把傅里叶变换应用到电磁场问题中．首先把电流密度J(x,t)表为傅里叶积分

逆变换式为

把(7.3.5) 式代入矢势公式得

因此，矢势 A(x, t)的 o 分量为

OD 

J (X, t) = f __ J"'(X) e -iw'dw 
-oo 

1 r"" 
J。 (x) =—J _ J(x, t )e加'dt

2,rJ -oc 

r 

A(x,t)＝皂fJ仕',~dV'
＝生］气OO 庄＇） e-l"（＄一子） 如

41rJ r J - .. 

•'Ill 
1-r 

＝皂f. e飞，叫~dV'

.“ 广f
µ。J”(x')e c 

心）＝石[—广－dV'

把 (7.3.6) 式的积分变量写为t＇，代人上式得

心）＝生卜'”(L'+f)dt'fJ(x', t ')dV'
8矿 r

(7.3.5) 

(7.3.6) 

(7. 3. 7) 

(7. 3. 8) 

对千一个电荷为q的带电粒子，设其位矢为 x=xq(t），速度为 v( t），则它的电荷密度和电

流密度为



240 一第七章 带电粒子和电磁场的相互作用

p(x, t) = q8[x - x,,( t)] 

J (x, t)=qv( t )8[x -x9( t)] 

代人(7. 3. 8) 式，对粒子体积分后，相当于把 x'换作粒子的坐标 x,,( t＇）．因此

心）＝生「已e叶＇＋今） dt'
8'IT ~OO 

式中 r 为带电粒子位置 xq(t')到场点 x 的距离．

若粒子在有限区域内运动，而我们在远处观察辐射场，可选区

域内某点为坐标系原点，设从原点到场点的距离为 R ，由图 7-6 ，有

T:::::::.!R-er-xq(t') {7.3.11_) 

在(7.3.10) 式中，相因子内的 r 用上式代入，而分母的 r 可以简单

地代为 R ，得

AQ/ (x) = 8心。C2宜OO v( t ')?1”( ，．一字） dt' (7. 3. 12) 图 7-6 

式中 k= (JJ/c 为该频率分量的波数．由 (5. !· 12) 式和 (5. 1. 13) 式得辐射电磁场的 o 分量为

(7.3.9) 

(7. 3. 10) 

x 

B~ = ik X A。= if(JJ 3订OO er x v( t')ei”(i'竿） dt'
81T 8。C. -. ~ 

E. =- ce, x B. =-~已re, X (e,.x v)e加（笘） dt'
”『 “87r2e。 c2 R J - ... 

利用

志e心严） =iw(l -~) e心卢）

气勹＿（：： ~x vv)l = er x([1(::: vl 

将 (7.3. 14) 式分部积分，可以把它变为另一形式

q eIKR. er x [(e『一：） x bl 1“严）
及（x) ＝已。江I.. QD (1 －勹） 2 e c dt' 

利用t=t'+上(R-e, • x,), dt'= (I 一，气）一ldt，上式可化为
C 

(7. 3. 13) 

(7. 3. 14) 

(7. 3. 15) 

E°'(x)= —J: CID E (x, t) e iw, dt 
21T -0 

其中 E(x, t)为 (7. 1. 17) 式．由此看出，用频谱分析方法导出的 E(x,t)和以前用李纳－维谢尔

势导出的表示式一致．用 (7.,3.15) 式或 (7.3.14) 式都可以计算 E矿
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现在对辐射能量作频谱分析．辐射能量的角分布为

dW r• 
而＝ f＿鲍 S·e『R2dt

把 (7. 2. 1) 式代入得

$ = 8。cR'f。矿（t） dt = 41T8 。 cR'J。~ IE. 心
其中我们应用了 (7.3.4) 式．因此，频率为 o 的单位频率间隔辐射能量角分布为

dW°" 
— =41T8。cR2 IE"' 尸
dl2 

此式对 d!2积分即得单位频率间隔辐射能量为

咒＝ 41TC。 C f IE(/J I 2 R2dn 

(7. 3. 16) 

(7. 3. 17) 

(7. 3. 18) 

(7. 3. 14) 式一(7.3. 18) 式是频谱分析的主要公式下面我们讨论一些具体情形下的辐射频谱．

2. 低速运动带电粒子在碰撞过程中的辐射频谱

当带电粒子入射到物质靶上时，它和靶内原子中的电子和原子核碰撞，在碰撞过程中减

速，因而产生辐射．这种辐射称为韧致辐射 X 射线的连续谱部分属千这种辐射．现在我们计算

当入射电子速度 "<<c 时所产生的辐射频谱．

在(7.3.15) 式中，由于 xq(t )~vt，因此相因子中的 er.xq/c 可以忽略（即偶极辐射条件），

e_ • V 

分母中的二－－亦可忽略，因而
C 

ikR 

E”(x) =2 q 2 分J: 00 er X . (e, X V) e叩'dt'
81T 8。 C -OO 

(7. 3. 19) 

设粒子在很短的时间 T 内减速，因而上式的积分区为 at'~T. 若 o <＜—，则相因子 e切'= 1, 

因而

q e ikR 畸

E~(x) .~ 811'飞 c2扎OO er x (er x 力） dt'

ikR q e 
=—e『 X (e 『 X 却）（如. << 1) 

81r2 8。c2 R 
(7.3.20) 

式中心＝“广UJ为粒子在时间 T 内的速度改变量．设 er 与 AV 的夹角为 0 ，由（ 7.3. 17) 式得频

率为 o 的单位频率间隔辐射能量角分布为

dW q2 
- = I Av | 28in2 @ 
dD l61r飞c3

(WT << 1) (7.3.21) 

对 d{}, 积分后得辐射能量为

叭＝式（竺） 2 （如 <<1) (7.3.22) 
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1 
注意当 o<<—时，咒，与 o 无关，

'T' 

1 
当 o>>一时，（ 7. 3. 19) 式中相因子 ei“'迅速振荡，积分值趋于零，因此有

T 

w“~0 （四＞＞ 1)

辐射频谱如图 7-7(a) 所示．

wftJ W（入）

尸
f\__入

。 。

(a) r 
(b) (c) 

图 7-7

由 w = 21rc／入，可得辐射能量按波长的分布

W（入）＝ W“1 卢＝｀点（竺） 2; （入＞＞叮）
W（入） ~ 0 （入 <<CT)

W（入）如图 7-7(b) 所示．

(7. 3. 23) 

(7.3.24) 

以上结果可以应用于 X 射线的连续谱分析．实验测量出的连续谱分布如图 7-7(c) 所示．

当人射电子能量增大时，辐射增强，这一点可以用 (7.3.22) 式中 Av 增大来解释．当入较大时，

辐射能量按波长的分布和经典公式 (7. 3. 24) 相符．但是在短波长范围，实验结果最显著的特

点是有一个尖锐的截止波长，相应的截止频率{J)C 与电子人射动能及成正比，有关系式

加C = E。 (7. 3. 25) 

式中

Ii= 1. 054 571 817 X 10-34 J • s (7. 3, 26) 

h=2让为普朗克(Planck) 常量．此关系只有用量子理论才能解释，它表示电磁能量是量子化

的，频率为 o 的光子具有能量加．当 o 小时，光子数目很多，经典电磁理论近似成立．当 o 大

时，在过程中只涉及小量光子，电磁场的量子化性质显著地表现出来，因而经典理论在这个情

形下不能适用．

以 N(o) 表示光子数分布，由 (7. 3.22) 式得

e2 I f:t. V\ 2 dw 2a t f:t. V\ 2 dw 
N(w)如＝盂忙）石飞忙）； （四 <<I) (7. 3. 27) 

式中 e 为元电荷，而

a=~=~ (7. 3. 28) 
4,re。lie 13 7. 035 999 084 (21) 

a 称为精细结构常数，是光谱学和量子电动力学的基本常数之一．在址子场论中，a 是表征电磁
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相互作用强度的常数 (7. 3. 27) 式表示低能光子数目与光子能量成反比．当 o-+0 时， N(w)-+

OO ，但总能量是有限的

3. 高速圆周运动带电粒子的辐射频谱

设有一高速运动（ V cz: C) 的带电粒子作圆周运动．由 (7. 2. 6) 式，在每一瞬间粒子产生的辐

射都集中千沿 v 方向的狭窄射束内，射束的张角为

1 
凶～－- (7. 3. 29) 

1 

y等于粒子总能量与静止能量之比．因此，当粒子作圆周运动时，它产生的辐射好像一个旋转

的探射灯一样．在远处的 P 点上观察，粒子每转一周时射束只在很短的时间 At内扫过，因而在

P 点上观察到的辐射是周期性的脉冲波形（图 7-8).

设轨道半径为p，粒子走过路程pAO 的时间为

At＇＝王～上 (7.3.30) 
V cy 

在 P 点上观察到脉冲的持续时间为

At＝（蛊） At' 

由 (7. 1. 7) 式和 (7.2.6) 式，有

dt v 1 / 1 
面＝ l －了cos() ～了(l +()2) 

由于矿的平均值（矿〉～ l／'Y2 ，因此

并由 (7.3.30) 式，得

停） ~>

At~_f!_ 
c-y 

当脉冲时间为 At时，频谱主要分布千 o 乏 0。范围内，其中

1 C 3 3 
{JJ 0~ —~ ·一--y ={J)。1

At p 

"。为粒子圆周运动的角频率．

圆周运动是周期性的，因此它的辐射可展为傅里叶级
数，频谱是基频 “0 的整数倍，包括从Q。到 o0 的各分量．用

(7. 3. 14) 式精确计算出的辐射频谱如图 7-9 所示，例如当

电子能量为 100 MeV,p= 0. 4 m 时，＂0~8XlQ8 S 一 I' 'Y ~200,

W。

Qc~6X10” ，入 0 ~ 300 nm. 辐射频谱盖过可见光部分．这种辐 。．01

射在电子同步加速器中可以观察到，实验结果与理论计算

图 7-8

(7. 3. 31) 

(7. 3.32) 

0.1 I m/3mc 

图 7-9
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相符．在天文观测中也可看到这种同步辐射，它是由高速运动带电粒子在天体的磁场中作圆周

运动所辐射出来的．

§ 7.4 切连科夫辐射

在真空中，匀速运动带电粒子不产生辐射电磁场．但是当带电粒子在介质内运动时，介质

内产生诱导电流，由这些诱导电流激发次波，当带电粒子的速度超过介质内的光速时，这些次

波与运动粒子的电磁场互相干涉，可以形成辐射电磁场．这种辐射称为切连科夫 (Cherenkov)

辐射

切连科夫辐射的物理机制如图 7-10 所

示．设在介质内粒子作匀速运动，速度“超过

介质内的光速 cln(n 为折射率）．在粒子路

径附近，介质的分子电流受到扰动，因而产

生次波设粒子在时刻t卢t2, …依次经过 Ml,

M2, …点，在时刻t到达 M 点．在同一时刻t、

Ml 处产生的次波已经到达半径为 M1P 的球

面上，故有

C 
M1P= —(t-t1), M1M=v( t-t1) 

n 

M(t) 

图 7-10

不难看出，若 v>cln ，则粒子路径上各点所产生的次波在时刻t都在一个锥体之内．在锥面上，

各次波互相叠加，形成一个波面，因而产生向锥面法线方向传播的辐射电磁波．辐射方向与粒
子运动方向的夹角队由下式确定：

C 
cos 0。=—

nv 
(7. 4. l) 

由于切连科夫辐射是运动带电粒子与介质内的束缚电荷和诱导电流所产生的集体效应，而

在宏观现象中，介质内束缚电荷和诱导电流分布产生的宏观效应可以归结为电容率 s 和磁导率

µ，因此在研究切连科夫辐射时，我们可以对介质作宏观描述，即用 8 和µ,两参量来描述介质．为

简单起见，先假设 e 和µ是不依赖于频率的常量，并设 µ=µo ，因而介质内的光速为 cln=clJ石，

其中 n 为介质的折射率，cr 为相对电容率．当 n 为常量时，介质内的标势和矢势方程为

n2 a2(() 
V2 q; --—=-pis 

c2 a,2 

n2 扩A
V2A -—一＝－µ。J

C2 i)t2 

p和J是自由电荷密度和自由电流密度，即运动带电粒子的电荷密度和电流密度．

(7. 4. 2) 
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设粒子以匀速 o 作直线运动，其位矢为:x =x9( t )=vt，它的电荷密度和电流密度为 ·

p(x, t) = q8[x - x.( t)] 
(7. 4. 3) 

J (X, t) = qV8 [ X - X 9 (t) ] 

由于辐射，带电粒子的能量逐渐损耗，因而速度亦逐渐降低．但是由减速引起的效应是不大的，

因此，下面我们假设粒子作匀速运动，

用频谱分析方法求解真空中推迟势的傅里叶变换由 (7. 3. 12) 式给出，只要把该式相因

子中的光速 c 换作介质中的光速 c/n ，即得介质中推迟势的傅里叶变换：

心）＝孟丘J:0e io( ｀＇－于，心） v( t') dt' (7.4.4) 

式中 er 为辐射方向单位矢量．设 v 沿尤轴方向，er 与 v 夹角为 0，则 er. xq=冗9cos 0 ，又 v( t') dt'= 

扛9' t '=x,lv, 由（ 7.4.4) 式得

”>
k=-n 为介质中波数

C 

磁场的傅里叶变换为

A。= 2 q 2 亡f的 e,"(+-于cos6) zqdxq 

8 1l' C。 c R -OO 

. ' 
l (l)n 

B,.,. = ik X A。=—er X A,., 
C 

因为 e，与 A,., 的夹角为 0，所以队的量值为
ikR 

B(J) = ionq 2sin f)[ao e1”(+-于COI (J)么'd气
8'1T飞c3 R -OO 

式中的积分是一个 8 函数见

J.. e,"(+-于,,.(J)箕'dx, = 2'1T8忏－ 7cos o) 
-“' 

(7. 4. 5) 

(7.4.6) 

(7.4.7) 

(J) f_, el••山＝上，in Kl ，函数/(K)= 上ain Kl 的图形如图 7-11 所示．当 l--+oo 时，/(O)= 2l--+OO ，而 K "F 0 时的瓜）是一
一I K K 

. 
个周期趋千零的迅速振伤的函数，因此可认为/(K)= 0．又f f(k) 心＝ 2'J1'．因此，/(K)= 2'J1'8(K), 

一．

八K)

k 

佟17-11
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因此有

由 8 函数的性质可见：

ikR 

B. ＝笠六sin /JS忏－勹C08())

B°'= 0, 
C 

若 cos 0 ~— 
nv 

如果粒子的运动速度 o< —，则对所有 0 值， cos 8＜一，因此在此情形下没有辐射．
n nv 

(7.4.8) 

若粒子运动速度 v> 一，在 cos 8 ＝一方向上，凡变为无穷大，因此在这个方向上出现辐射
n nv 

电磁场．无穷大的出现是我们作了简化假设的结果上面我们假设折射率 n 是与(J)无关的常

量，结果得到一个确定的辐射角 0C ，满足 COS 8c=—，在这个单一辐射角下电磁场变为无穷大．
nv 

事实上，介质的 n 是与 o 有关的函数，当 o 很大时，折射率 n 一1 ，因此辐射频谱在高频下截

断，辐射场不会在一个尖锐的辐射角下变为无穷大，而是分布于有一定宽度的辐射角内．

用 S • er=EH=~BH=上矿，由（ 7. 3. 16) 式可导出
石叩

dW” ， 知戊。c3R2
-- = | Bo l 2 
d[}, n 

(7. 4. 9) 

把(7.4. 8) 式代入上式，出现 8 函数的平方．我们可以把它作如下处理．由 (7. 4. 6) 式， I B.. 尸

含有因子

l f. e'”（主－：C01 6) 宣| 2 
-110 

1 n 
我们把其中一个因子变为 8 函数(7.4. 7) 式．由于有这个 8 函数因子，一－一cos 8 只能取值＝

V C 

0 ，因此，另一个因子可写为

f_ e'0dx, = f_ d气
因此

I [OO e1”(+-于,,, •) ••d尤q『 =2,r叶于－竺cos())rd气 (7. 4. 10) 

最后一个因子是粒子所走的无穷大路程．此无穷大的出现也是我们作了简化假设的结果．事实

上，粒子在介质中只走过有限的路程．当路程 L>>辐射波长时，以上的计算仍然近似适用，但

I．也应代为 L. 由（ 7.4.8) 式－（ 7.4. 10) 式我们得出粒子走过单位路程时的单位频率间隔辐
射能量角分布：

扛＂ q宣n. 2 M•'w wn 亟＝ 8心。C3 sin298忙－了cos 0) 
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1 2 . 1 

= 8q11' 2”8。九c3(1 －大）叶-';- - ~cos 0) (7. 4. 11) 

8 函数因子表示只有在 cos 8＝一方向上才有辐射．单位路程单位频率间隔的辐射能量为
nv 

宁：11'2?s2。九~(I 一向伈（： －勹cos 8) 扭

＝立讨 1 一如）。
若计及折射率对 o 的依赖关系 n2=s(w)[e(w) 为相对电容率］，可得

宁土［1 一心］。
e(w) > c2／护

(7. 4. 12) 

(7.4.13) 

在§ 7. 6 中我们研究介质的色散理论，导出函数 e(o)

的形式．图 7-12 示出典型的 e(w）曲线由图可见，仅在

一定的频率范围内满足从o)>凇，因此，切连科夫辐射占妒斤－－－－－－－77rrr/产二－

。

e(m) 

的频谱只包含这一频段．由于 cos()c =clv/i，不同频率的

电磁波的辐射角亦略有不同用滤波器选择一定的频带，

可以得到确定的Q值，因而测定辐射角队就可以定出粒

。

图 7-12

子的速度＂．现在切连科夫辐射广泛应用于粒子计数器

中，它的优点是只记录大千一定速度的粒子，因而避免了低速粒子的干扰，并且可以准确测量

出粒子的运动速度．

§ 7.5 带电粒子的电磁场对粒子本身的反作用

在以上各章我们指出，电荷和电磁场是相互作用的，一方面电荷激发电磁场，另一方面电

磁场又对电荷有反作用．要完全解决电荷与电磁场系统的动力学问题，必须把两者之间的相互

作用同时考虑，才能解出粒子的运动以及电磁场．

前几节研究带电粒子的辐射问题时，我们假设已经知道粒子的运动方程 x=xq(t），然后由

粒子的加速度 b 计算出辐射电磁场．这种做法显然是近似的． 因为当粒子辐射电磁场时，一部

分能量和动量被电磁场带走，因而粒子的运动必然受到阻尼．因此，粒子的运动不是单纯被外

场作用力决定的，粒子所激发的场对粒子本身也有作用力．为了完全解出粒子的运动和它所辐

射出的电磁场，必须在粒子的动力学方程中包含辐射场的反作用力在内．本节我们先研究一个

带电粒子所激发的电磁场对粒子本身的反作用，然后讨论把反作用力考虑在内的带电粒子运
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动方程通过研究表明，这个问题牵涉到粒子内部结构等根本性的物理问题，在经典电动力学

范围内，这个问题是不可能完全解决的．因此，本节的理论是不完备的，它只能应用到某些特殊

问题上．

1.电磁质量

任意运动带电粒子的电磁场包括两个部分，一部分是存在千粒子附近的场，当粒子静止时

它就是库仑场，当粒子运动时它和速度有关，可由库仑场作洛伦兹变换而得．这一部分的特点

是场量与 r2 成反比，其能量主要分布千粒子附近，因此称为粒子的自场．另一部分是当粒子加

速时激发的辐射场．这一部分的特点之一是场量与 r 成反比，其能量可以辐射到任意远处．

现在先讨论自场对粒子的反作用．自场总是和粒子不可分割地联系在一起的，它的能量不

能从粒子运动能量中分离出去．因此，当我们测量一个粒子的能量时，总是把这部分能量包括

在内．根据相对论质能关系，一定的能量必然与一定的惯性质量相联系．因此，测量出的粒子质

量也必然包括自场的质量在内．这部分质量称为粒子的电磁质量，它不能从粒子的总质量中分

离出来

为了求出粒子的电磁质量，只需计算一个静止粒子的库仑场的总能量．库仑场的总能量依

赖于粒子内部的电荷分布，不同的电荷分布有不同的总能量，但对一定大小的带电粒子来说，

其数量级是相同的．为简单起见，假设粒子的电荷q分布在半径为 rq的球面上．库仑场能量为

W= IT矿dV=?fq (4'1Tq8。 r2)24矿dr

= 
. q2 

81T8。飞
(7. 5. 1) 

由相对论质能关系，电磁质量为

w q2 

m em = 2 = ~ 
c 81T8。 rq c

{7.5.2) 

电磁质量 mem 包括在测量出的粒子质量 m 之内．因此，粒子质量除了电磁质量之外还可能有

其他来源．以 m。表示非电磁起源的质量，则粒子质量 m 为

m=m。 +m11m (7. 5. 3) 

例如，电子质量的两部分用通常的测量方法是不能分离的．而且由于不知道电子内部电荷

分布形状和电子的“半径“re ，用经典理论实际上也不能准确算出电磁质量的值．作为数量级估

计，如果电子质量有显著的部分是来自电磁质量，由 (7.5.2) 式和 (7.5.3) 式有

通常定义经典电子半径为
2 

2 e 
m ~ -

0 2 
4丁8。 rec

e 
r., = ~ = 2. 817 940 92(38) x 10-u m 

4'ITC。m 。 C
(7.5.4) 
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2 e 
r = e 2 m c e 

(7.5.5) 

经典电子半径 re 是由基本常量 e、me 和 c 构成的具有长度量纲的一个量，在原子物理学中经常

引用．但我们必须注意，在此线度内经典电动力学已不适用，所以上面用经典模型描绘的电子

结构图像不可能是正确的．

近年来，高能物理学实验的结果，使我们对有强相互作用（核力作用）的粒子（如质子、中

子等）的电荷分布形状有了一定的了解．经测定这些粒子电荷分布的均方根半径数量级为

10-15 m．此数量级虽然和 (7. 5. 5) 式相符，但其物理起源完全不同．对这些粒子来说，决定粒子

大小的相互作用并不是电磁相互作用，而是强相互作用．对于像电子、µ子等没有强相互作用

的粒子，目前实验还不能定出它们的内部结构．现有实验表明，在直到～ 10-18 m 范围内，电子仍

然像是一个点粒子．目前实验还未深入到揭示电子内部结构的线度之内．从这些实验事实看

出，经典电子半径 re 根本不能正确反映电子内部结构的线度．我们主要是把它作为一个具有

长度量纲的量来引用．

虽然经典电动力学不能正确地描述电子的内部结构，但是电磁质量的概念在量子理论中

仍然是重要的．在电子质量中，很可能有不小的一部分属千电磁质量．但是在目前量子理论仍

然未能计算出电子的电磁质量．

2. 辐射阻尼

现在我们研究带电粒子在加速时激发的电磁场对粒子本身的反作用力．通常我们用给定

的外力来控制带电粒子的运动．例如在电子加速器中，用给定的电磁场作用到电子上，使电子

作直线或圆形的加速运动．当电子受外力作用而加速时，它辐射出电磁波，把部分能量辐射出

去，因而粒子受到一个阻尼力．以 Fe 代表外力，FII 代表粒子激发的场对粒子本身的反作用力，

则粒子的运动方程应为

d —(mv)=Fe+F, 
dt 

(7.5.6) 

现在我们从能量守恒的要求来考察 F．应取什么形式．为简单起见，只讨论低速情形．当粒

子有加速度 b 时，由(1. 14) 式，它的辐射功率为

P= 
2 • 2 q-v 

61re。 C
3 

(7.5. 7) 

由于有能量辐射，使粒子受到阻尼力 F．，阻尼力对粒子所做的负功率应等于辐射功率，因此

2. 2 q v 
F.. V =-

6-rre。 C
3 

(7.5.8) 

稍加考虑可以看出上式是有问题的．因为辐射功率的公式{ 7. 5. 7) 是我们由远场计算出来的．

但当粒子加速时，除了辐射能量之外，粒子附近的场（包含与 r2 成反比和与 r 成反比两项的叠
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加）亦发生变化，因此严格应用能量守恒定律时，应该把粒子附近电磁场能量的变化考虑在

内，而在 (7. 5. 8) 式中没有考虑到这一点．因此 (7. 5. 8) 式不可能是对每一瞬时都成立的公式．

这一点也可以由下述考虑看出：粒子在某一瞬时的速度 u 和加速度 0 一般是不相关的量，

(7.5.8) 式右边不能表为一个力乘上速度 V 的形式，因此 (7. 5. 8) 式不可能是每一瞬时成立

的．但是在一些重要的特殊情况，由 (7.5.8) 式可以得到表示平均阻尼效应的 F. 的公式．例如

粒子作准周期运动情形，当粒子运动一周后，粒子附近的场回到原状态，因此这时阻尼力所作

的负功等千辐射出去的能量，即 (7. 5. 8) 式对一周期积分是成立的．设周期为 T，有

t 
. d u . “V 

3 c 
。

2 q
e 

下
6 

T 
十00 `̀  I 

+ 
T 

十00 

t̀  ̀d 
30 

2c .0° 

.
. 

8 

2.o q
T3 6c 

。

T28 +q 00T ', 
r

丿

6

-- == t d u . 
s 

F 
T + 00 `̀  f 

当粒子运动一周后， v 和力回到原值，因而上式右边第一项为零．故对一周期平均效应而言，

可取
2 

F :::: q v 
I 6'1T8。 c3

(7. 5. 9) 

FII 称为粒子的自作用力．由推导过程可知，上式不是对每一瞬时成立的公式，它只代表一种平

均效应．

把带电粒子看作有一定电荷分布的小球体，可以导出 E 的瞬时表示式．但是这种推导牵

涉粒子内部结构等根本性问题，而我们已经看到，经典电动力学在此范围内是不适用的事实

上，用经典理论对自作用力瞬时值的推导都含有一些内在矛盾．因此，我们只把自作用力公式

作为某些情况下平均效应的公式来应用．

概括来说，带电粒子激发的电磁场对粒子本身的反作用可以分为两部分．一部分表现为粒

子的电磁质量，其效果已经包含在测量出的粒子质量 m 之内，因此在具体计算中不必再考虑

它另一部分是辐射阻尼力，这一部分是可观测的自作用力，在研究带电粒子运动时应把这种

自作用力考虑在内．

3. 谱线的自然宽度

在原子内，电子在两能级之间跃迁产生一定频率的辐射，在光谱中表现为一条谱线．谱线

不是精确单色的，而是具有一定的频率分布宽度．现在我们研究产生谱线宽度的内在原因．

用经典电动力学不能建立原子辐射的正确理论．但是，在研究某一现象时，我们可以建立

一定的模型，对该现象的物理本质作出一定程度的分析．

一个经典振子辐射出一定频率的电磁波，因此我们就用一个经典振子作为研究谱线宽度

的模型，分析产生谱线宽度的原因．设振子在无轴上运动，弹性恢复力为－心，则振子运动方

程为
.. 

m父十幻＝ F. (7.5.10} 
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式中 F，为自作用力．令 Kim＝叫，并把自作用力 (7.5.9) 式代入上式得

2 
••. 2 - e... 
X +(J)。尤＝尤

61re。mc3
(7.5.11) 

在原子辐射情形，自作用力比起弹性力是很小的（下面再具体验证这一点）．先忽略自作

用力，得谐振子运动方程
..'2 x + (J)。x=O

其解为谐振动
一切。｀

允 =“oe (7. 5. 12) 

O。为振子的固有频率，尤。为振幅．

现在我们加人阻尼力．由近似解 (7.5. 12) 式，可令歹~-(J)巨，因而 (7.5.11) 式变为阻尼

振子的运动方程

••.•. 2 
兀十产+ {J)。尤＝ 0 (7. 5. 13) 

式中

2 2 
e Q。

丫＝ 3 
61T8。me

(7. 5. 14) 

设(7.5.13) 式的解具有形式
． 、

一 10`
尤= X。 e (7. 5. 15) 

代人(7.5. 13) 式得矿＋iy(JJ凇长 0 ，当y＜<Q。时有

I 
Q ~ O。__丫

2 ` 
(7. 5. 16) 

因此阻尼振子的解为

无＝尤。3`e屯。'. (7. 5. 17) 

在上面的解法中，我们把阻尼力作为微扰来处理，这只有在阻尼力远小于弹性恢复力的情

形下才适用，即要求满足条件 '}'<<O。．由（ 7.5. 14) 式和 (7.5.4) 式，此条件可写为 reO。/c<<

l ，或

r0 ＜＜入／2'1T（7. 5. 18) 

其中入为辐射波长．由于 r“~10-15 m ，而对原子辐射来说，入～ 10一7m ，因此条件(7.5.18) 式总是

满足的．

(7. 5. 17) 式代表一个振幅不断衰减的振子．振子能量衰减到原值 1/e 的时间称为振子的

寿命．由千振子能量正比千振幅的平方，因此振子的寿命为
1-1 

= T (7. 5. I 9) 

由千振子振幅衰减，它所辐射出的电磁波也不断减弱，设振子千某时刻开始激发，则在空

间某点上观察到的电场强度为
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E( t) =｛趴e一气心。' (t > 0) 

0 (t < 0) 

式中t =O 代表最初激发的电磁波传至该点的时刻．（7.5.20) 式不是纯正弦波，用频谱分析可

(7. 5. 20) 

以把它分解为不同频率正弦波的叠加． E( t)的傅里叶变换为

1 。

EOI =—J :00 E( t )e加 1dt
2,rJ -oo 

＝上IOE。卢le i(“-“o)1dt
2,rJ 0 

E 。 1 

2'1Ti w-w。+ i卫
2 

(7. 5. 21) 

单位频率间隔的辐射能量正比于 IE"' 尸，即

w"'oc 

1 

2 
2. 'Y (Q - O。) + -

4 

以 W 表示总辐射能量，有

w 'Y 
W,,,= — .... (7.5.22) 

211','\ 2. o/2 
(Q - Q。)+ -

4 

图 7-13 画出了叽对Q的曲线．当Q=Q。时叭有极大值；当 伲

压－O。 1 ＝立时，叭降为极大值的一半．因此，y称为谱线宽度，它等
2 

于振子寿命的倒数．

谱线宽度用波长入表为

丛＝压（气 I ＝竺知＝罕
{l) I I (J)。Q。

a) 

。 O。

把 (7. 5. 14) 式代入得 图 7-13

2 e 
A入＝ ~1. 2 X 10-5 nm 

· 3e。 mc2
(7.5.23) 

用经典振子作为原子辐射模型时，用波长 A入表示出的谱线宽度为一个常量．但事实上原子谱

线宽度的变化很大．有些谱线的宽度接近于经典宽度，而另一些谱线的宽度则远小于经典宽

度此事实表明原子辐射机制是不能完全用经典振子解释的．但是辐射反作用的概念以及寿命

和宽度的关系是有普遍意义的．原子内电子由一激发态跃迁到较低能态时产生一定频率的辐

射．由于辐射，原子激发态有一定的寿命跃迁概率越大，则辐射越强，激发态寿命越短，因而谱

线宽度亦越大．关系式 7=l竹仍然成立．

原子处于基态时是稳定的，不会产生辐射，这一点是和经典理论有着深刻矛盾的．按照经
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典理论，电子在原子核电场作用下运动，由于有加速度，必然向外辐射电磁波，因而电子运动的

能量亦逐渐衰减，最后电子会掉到原子核内，所以根本不存在稳定的原子．此结论是和客观事

实完全矛盾的．只有用量子理论才能解释基态的稳定性．

§ 7.6 电磁波的散射和吸收 介质的色散

以上几节研究了一个带电粒子激发的电磁场和此电磁场对粒子本身的反作用，本节研究

外来电磁波与带电粒子的相互作用．

当一定频率的外来电磁波投射到电子上时，电磁波的振荡电场作用到电子上，使电子以相

同频率作强迫振动．振动着的电子向外辐射出电磁波，把原来入射波的部分能量辐射出去，这

种现象称为电磁波的散射．

本节先讨论自由电子对电磁波的散射，然后讨论束缚电子的情形，最后我们把这种微观理

论应用到宏观物质中去，研究介质的电容率随频率变化的规律，即介质的色散现象．

1.自由电子对电磁波的散射

假设电子在外来电磁波作用下，它的运动速度 v<<c．在此情形下，电子运动的振幅～ vT<<

cT＝入，其中 T 为周期，入为入射波的波长．由千电子运动范围线度远小于波长，我们可以用一

固定点上的电场强度来代表作用于电子上的电场强度．又因为 V << C ，而电磁波磁场作用力与

电场作用力之比～vie<< 1 ，因此可忽略入射波的磁场对电子的作用力．设入射波的电场强度为

E。e七｀，包括自作用力在内的电子运动方程为
2 

.. e... e 
x - x= —E。 e如

3 
6'IT8 。 c m m 

此方程的稳态解是频率为 o 的受迫振动，因而阻尼力中的左可代为－0飞．令

电子运动方程可写为

设 x=x。e七｀，代人上式得

2 2 e Q 

y = 3 
61TC。me

... e 
x ＋戎＝—E。e 一 1°'

m 

eE。
X。=-

m（正＋ i(J)” 

(7. 6. 1) 

(7. 6. 2) 

(7.6.3) 

(7.6.4) 

由条件(7.5.18) 式，只要人射波的波长入＞＞几，则-y <<w，因而阻尼力项可以忽略，在此情形下

(7.6.4) 式可写为

eE。
X。=-—2 

(7.6.5) 
mo 
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因而电子作受迫振动

eE。
X = - -----:-e 一 1”L

2 m(J) 

(7.6.6) 

由 (7. 1. 12) 式，电子振动时所辐射的电场强度为

E= 一——:..e, .X (er X X) 
4'1T8。 C2.r r 

式中 er 为辐射方向单位矢量．以 a 表示 er 与人射场强 E。的夹角，得散射波的电场强度为

(7.6.7) 

e 女． e2E。·
E = ~ sin a = -----=---=- sin a 2 2 

41TC。c r 41TC。mc r 
(7. 6. 8) 

平均散射能流为

-;; _ • e4E~. 2 e。战 r!. 2. 
S = sin a =—sin,l, a ~ 

32,r飞c3m2f 2 r2 
(7. 6. 9) 

式中 re 为经典电子半径．

人射波强度 I。定义为平均人射能流：

- C。 C

I。= S。=—-E~
2 

(7. 6. 10) 

散射波能流(7.6.9) 式可写为
2 , 

;;- re. . 2./ 
S= —s in" al。2 r 

. 
(7. 6. 11) 

S 对球面积分得散射波总平均功率为

P= 岳叨＝ ~r!I。 (7. 6. 12) 

此公式称为汤姆孙(Thomson) 散射公式．由千儿是每秒垂直入射于单位截面上的能量，由上式

可见，被散射的能量相当于入射到面积为些亡的截面上的能量，此面积称为自由电子对电磁
3 ` 

波的散射截面，以 6 表示：

散射功率 p 811" 2 
。．＝ ＝一＝—r

． 单位面积人射功率 I。 3 ·e 

6 称为汤姆孙散射截面．

现在计算散射波的角分布．取坐标系如图 7-14 所示，设

人射波沿 z 轴方向传播，其电场强度队与％轴的夹角为中．设

场点 P 在兀z 平面上，r 与 z 轴夹角为 0，与队夹角为 a.a 与 O 、

中间有关系

cos a = sin 8cos 中 (7. 6. 14) 

人射波一般是非偏振的，因此我们把 (7. 6. 11) 式对中求平

均由

(7. 6. 13) 

X 

z 

图 7-14



§7. 6 电磁波的散射和吸收 介质的色散一 255

亏 l“1
sm a= —f (1 - sin2 (Jcos2 中） d中＝—（ I + cos2 (J) 

2'IT O 2 
(7. 6. 15) 

得对非偏振人射波的平均散射能流为

S = ;了(1 + cos汤） I。（7. 6. 16) 

单位立体角的散射功率与人射波强度 I。之比称为微分散射截面，记为 duldn. 由（ 7.6. 16) 

式得汤姆孙微分散射截面为

du 几
—=— (1 + cos.:8) 
dfl 2 

散射截面曲线如图 7-15 所示．当人射光子能量远小千电子静

止能量时，即脸 <<mc2 ，实验结果与（ 7.6. 17) 式相符．但当加止［
dQ 

增大时，散射波逐渐倾向前方，而向后 (8= '1T)的散射减弱，与

汤姆孙散射公式有偏离，如图中虚线所示．用量子电动力学可

以得到与实验完全相符的结果．

(7. 6. 17) 

。

。 兀

2. 束缚电子的散射
图 7-15

现在研究外来电磁波投射到原子内使束缚电子被散射的情况．我们用谐振子作为原子内

束缚电子的模型．设振子的固有频率为(I)。,则在人射波电场 E。e一i"'作用下的振子运动方程为

• •. _._. 2 _ _ e.,. -i 
x + 1x + O。x = -E。e如

m -

其中＂由 (7.6.2) 式给出．以 x=x。e一i“代入得方程的稳态解为

e 1 
x = -E。e如

m 或－矿－ i叩

e 1 =— E。 e 一心心）
m ✓（忒－矿） 2 +心2

(J)'Y 
tan 8 = 

Q。- Q 

散射波电场强度为
.. 

ex 
E = ----:-s in a 

2 
4T8。c r 

a 为散射方向与人射波电场队的夹角，平均散射能流为

_ e4E；矿
S = sin2 a 

321T28。 C宜r2 （忒－矿） 2 +矿'Y2

对球面积分得散射功率为

8'IT 2 矿
P= —r I 3'11 （叫－矿） 2 +矿丫2 ° 

(7. 6. 18) 

(7. 6. 19) 

(7. 6. 20) 

(7. 6. 21) 
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由此得散射截面为

81r 2 (J) 
0.= —r 

3 - 0 ((J)~ -矿） 2 +矿'Y2

下面讨论几个不同频率范围下的截面：

(1) (J) << (J)。

u= 华（日 4
即低频散射截面与矿成正比，这种散射称为瑞利 (Rayleigh) 散射．

(2) w>>w。

8'JT 2 
0.= —r 3 -e 

即过渡到自由电子散射．

(3) w =w。

(7.6.22) 

(7.6.23) 

6 ＝早行） 2 (7. 6. 24) 

由于 O。>>y，因此当Q =O。时散射截面远远超出汤姆孙散射截面．在此频率下散射截面有尖

锐的极大值，此现象称为共振现象．

3．电磁波的吸收

在共振情形下，入射波能量被振子强烈地吸收，振子振幅增大，直到由振子辐射出去的能

量等于振子所吸收的人射波能量时，振幅才达到稳定值．当具有连续谱的电磁波投射到电子上

时，只有 o~(l)。部分才被强烈吸收，因而形成一条吸收谱线．现在我们计算电子所吸收的人射

波能量．

设入射波单位频率间隔入射于单位面积的能量为 I。 (w ），把（ 7.6.21) 式对Q积分，得振子

辐射的总能量为

W=气Io. Q4 ／心） do
。（忒－矿） 2 +矿'Y2

(7. 6. 25) 

在上式积分中，主要贡献来自(JJ~(JJ。处，所以可以把 I。（心换作 I。((JJ。)而抽出积分号外．在被

积函数中，除了因子(JJ。-o 之外贞汤祚如j都换作(JJO ，得

l。m （心－忒） 2 ＋矿'Y2do ～乳。二书） 2 

0 。由 du
＝丁[ (u =o- O。)

-“o u2 十片） 2 

由千 O。>>丫，可以把积分下限近似地取为－OO ，上式积分结果为11'式／2-y．最后我们得到
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W = 21r"rec/。位。）（7.6.26)

．由能量守恒定律，上式也等千振子从人射波中吸收的总能量．共振现象是能量的吸收和再放射

过程

在经典理论中，我们用振子来代表一个束缚电子的运动．经典振子的固有频率对应于量子

力学中从一能级到另一能级的能量差除以 h ，即 O。＝ llE/h．当人射波频率 o~llE/h 时，人射波

能量被原子吸收，电子从基态跃迁到一个激发态．当电子从激发态跃迁回基态时，再放射出所

吸收的能量．

4. 介质的色散

现代物理学的一个重要研究方向是用微观动力学机制来研究宏观物质的性质．但这样的

讨论已超出本书范围，在这里我们只举出介质的色散问题作为一个特例来说明微观理论对宏

观现象的应用．

当电磁波入射到介质内时，由电子散射的次波互相叠加，形成在介质内传播的电磁波．介质

的宏观电磁现象决定于电极化强度 P 和磁极化强度 M这两个物理量，因此只需要研究这两个量

对入射波场强和频率的依赖关系．这里我们限千讨论非铁磁物质，并只研究稀薄气体情况．

设介质中单位体积电子数为 N，并设每个电子以固有频率 O。振动．在稀薄气体近似下，忽

略分子之间的相互作用，可以认为作用于电子上的电场等于外电场 E．设入射电磁波的电场为

E=E。e如

在此外电场作用下，由 (7. 6. 19) 式得介质的电极化强度为

Nel 
P = Nex = - ~E 

m 忒－矿－i叩

由此得介质的电容率为

Ne2. l 
c = 8。+— 2 2 • 

m w。-llJ- - l llJ')' 

相对电容率的实部式和虚部忒分别为

Ne2 2 2 
O。- (J) 

c'r=1 +— 
8。m (w~ -矿） 2 + w宁

Ne2 叩
忒＝——

C。m （忒－矿） 2 +矿'Y2

实部 8'『对 o 的依赖关系称为色散，虚部忒引起电磁波的

吸收．

8r'和式对 o 的依赖关系如图 7-16 所示．式在 o=<.,)。处

有尖锐的极大值，离 O。较远处 8'}=0.

以上假设电子只有一个固有频率 O。．实际上在原子中

电子有多个固有频率<.,)i，对应千从基态到不同激发态的能量

(7.6.27) 

(7.6.28) 

(7. 6. 29) 

{t) 

图 7-16
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差除以 h．设单位体积固有频率为 oi的电子数目为 N儿其中fi为一分数，i ft= 1. (7. 6. 28) 

式应改为

'Yi为第i个振子的阻尼系数．

介质的复折射率 n＋切为

Ne2 h 
8 = 8。+ 2 —了—-j - : 

i m o i - o- t”1i 

n +句＝石＝石乔石了

复折射率的实部 n 是通常测定的折射率．由上式及(7.6.30) 式得

n2 -矿＝ 1 + 2-Ne2 队叫－忒）

i 8。 m （叫－忒） 2 +(J)为？

,,.,n = L Ne2 i(J)'Yi 

't" 2e。m （叫－矿） 2 +(J)为？

(7. 6. 30) 

(7. 6. 31) 

用量子力学可以推出类似的公式，但i具有完全不同的意义，，它与电子从基态到第i个激

发态的跃迁概率有关，而且

2fi千 1

此外，经典理论不能计算电子的固有频率(J)i．由此可见，虽然经典理论的振子模型能够导出一

些有用的结果，但由千它没有从本质上正确反映原子内部的电子运动，这些结果都是有一定局

限性的因此，宏观物质电磁性质的研究必须从量子力学出发．

* 5. 原子光陷阱

人工捕捉原子从而实现对原子进行操控，有着非常重要的科学意义和应用价值．其中一种

捕捉冷原子的方法，是利用原子在激光电场中的极化效应，严格计算涉及量子力学，本节限于

经典理论，仅给出定性描述

按照经典图像，激光电场将诱导出原子的电偶极矩，电偶极矩作简谐振动并不断吸收和发

射电磁波．前面两个专题已经讨论了振动电场诱导的电偶极子及其运动． 参照 (7.6.27) 式，具

有频率 o 的激光诱导的原子电偶极矩为

e2 1 
p=-E=a(w)E 

2 2 • 
mw。 -o -lOY 

(7.6.32) 

这里 O。是原子一个与 o 接近的特征频率．与 o 差别大的特征频率贡献不大，可以忽略．原子

在激光作用下增加的能量为

U(x)= -p • E=-a(w) 矿(X) (7. 6. 33) 

横线表示在一个时间周期内的平均值．在激光形成的驻波中，电场平方的时间平均值是空间坐

标的函数，因此原子电偶极矩受到的力为

F=-V U(x)= a(w)V酰 (7.·6. 34) 
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此力由激光的频率和光强的空间分布确定，可以受到控制．通常选择激光频率 o 接近原子的

特征频率 O。，以使得偶极力起显著作用．但又不能让 o 太过接近Q。，否则将发生强烈的共振

跃迁，原子不再处千所期望的状态．在这两个条件下，近似有

e2 1. 
a`(o) =-— 

2m (J)。((J) - (J)。)
(7.6.35) 

分母中的频率差 6=w-w。称为失谐(detuning），它的正负很重要．当 6>0 时，偶极力把原子向

弱电场处驱赶；反之，若 6<0 ，原子将被赶往强电场处． . 

从经典谐振子图像得到的(7.6.34)式尽管具有正确的形式，但 a(w) 的具体表达式(7. 6. 35) 

并不正确，这是因为原子极化实际上服从量子力学，按照量子力学的图像，原子在光场作用下

从基态跃迁到能量相差为加。的虚激发态，然后又从这个虚激发态跃迁回基态．下面讨论经典

和量子结果的联系，根据经典谐振子解；谐振子的能量为 E=mw巨；，其中元2 是位移平方在一个

周期的平均值．在量子力学中，E 换成能量子加。；而兀5 换成与跃迁前后两个量子态有关的与

无平方成正比的跃迁振幅绝对值平方 I< 1 Ix Io〉尸，其中 1 吩和 I 1 〉分别是跃迁前后的归一

化态矢量，2 是位移算符．因此

加。＝m吹 I < 1 I 丘| 0>| 2 

由此消去(7. 6. 35)式分母中的经典量 mQ。，得到

e2 | (1 |$ |0>| 2 

a(w)=-— 
2h (w-w。)

(7.6.36) 

(7.6.37) 

其中 e 和 2 可以合起来写成电偶极矩算符i＝心．这就是与 (7.6. 35) 式相应的电偶极矩极化系

数的量子公式

6. 经典电动力学的局限性

本章讨论了带电粒子和电磁场相互作用的一些问题．我们看到，经典电动力学应用到微观

领域虽然可以得到一些有用的结果，但也遇到了严重的困难．分析理论与实验的矛盾可以看

出，经典电动力学在微观领域受到局限的主要原因在于，它对带电物质的描述只反映其粒子性

的一面，而对电磁场的描述则只反映其波动性的一面．事实上带电粒子具有波动性，而电磁场

也具有粒子性．只有在带电物质主要显示出粒子性而电磁场主要显示出波动性的情况下，经典

电动力学的计算结果才能近似地反映客观实际．在原子内部，电子的波动性明显，必须用波函

数而不是用经典轨道来描述电子的运动状态，因此在此范围内经典电动力学是不适用的．当电

磁场的粒子性显著时，如存在辐射的高频端行为和光电效应等问题时，经典电动力学也是不适

用的．

在量子理论中，把电磁场的麦克斯韦方程组量子化后，发展为量子电动力学．目前量子电

动力学对各种物理过程的理论计算和实际的实验结果在很高精确度下相符，表明它反映客观

规律，具有正确性的一面．但是量子电动力学仍有一些基本困难没有解决．一个主要困难是它
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从点模型出发，没有触及电子的内部结构，因而对一些物理量（如电子自能或电磁质量）的计

算结果为无穷大．只有在绕过这些困难后量子电动力学的计算结果才与实验相符．

人们已经发现，电磁相互作用和弱相互作用（如引起原子核 B 衰变的相互作用）是有密切

联系的，实验上确立了这两种相互作用的统一性．，它们统一为弱电相互作用，理论上用杨－米

尔斯(Yang-Mills) 规范理论描述．电磁场是更广的规范场的一部分．而弱电相互作用又可能是

更大范围的一种统一相互作用的..:.....部分．

人类对物质及其运动的认识是不可穷尽的．在不断实践中，关千电磁场的理论也将不断地

深入发展

7. 1 电子的速度 v 与加速度＂的夹角为 a，证明在 v 与 b 平面内与 b 的夹角为 B 的方
向上无辐射，B 由以下方程决定：

V .. 
sin •/3=— sin ., £¥ t 

C I . 

7. 2 一个在强度为 10-4 Gs 的磁场中作圆周运动，能量达 1012 eV 的高速回转电子，试求

它在单位时间内辐射损失的能量．

答案：P=38 eV • s 一 1

7.3 有一带电荷q的粒子沿 z 轴作简谐振动 z=z。 e-i竺｀．设 z。o<<c ，求：

(1) 它的辐射场和能流；

` 
、
L

., 
, 

(2) 它的自场．并比较两者的不同．

答案：
2 

µ。{J)俨0sin(} i（气－＂＇）
(1) E= - e c e 。

4,rR 
2 

µ。{J)qz。 sin(} i（子R叩）
B=-4邧eRee中

4 2 2 
µ。"'q z。

S= sin 0 eR 
32矿cR2

qR..... µ。qvxR
(2) E=~, B=~ 

41TC。矿＇仕R3

7.4 带电荷q的粒子在兀y平面上绕 z 轴作匀速率圆周运动，角频率为 o ，半径为 R。 ． 设

础。＜＜ c，试计算辐射场的频率和能流密度，讨论 ()=0 ，卫．，卫·及 1T 处电磁场的偏振．
4 2 

答案：E=-!:_竺巴一（ cos 0e。+ie心） e”于R-”“心）
4咋。c2R



qR。。2 i（子R-．心）
B = ~ (-ie 8 +cos 8e •) e 

4,rs。c3R

矿R切
S = ~ (1 +cos2 8) e R 

32矿8。c3R2

8=0, ,r，圆偏振

T 
0=—一，椭圆偏振

4 

7 
0=—，线偏振

2 
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7.5 设有一各向同性的带电谐振子（无外场时粒子受弹性恢复力－m忒r 作用），处于均

匀恒定外磁场 B 中，假设粒子速度 v<<c 及辐射阻尼力可以忽略，求：

(I) 振子运动的通解；

(2) 利用上题结果，讨论沿磁场方向和垂直于磁场方向上辐射场的频率和偏振．

答案：
一i(1111。十气．）， 一i(w0-1111L)e －论。｀

(l) r( t) = A(e“+ ie) e +B(e”- iey) e +Ceze 

qB __.., qB 
其中当一＜：叭。时，QL= —-.

2m 2m 

(2) 平行磁场方向观察到频率为(JJ0 土(JJ L 的两个旋转方向相反的圆偏振波；在垂直于磁场

方向观察到(JJ。,(JJ。士(JJL 三个线偏振波．

7.6 设．电子在均匀外磁场 B。中运动，取磁场 B 的方向为 z 轴方向，已知t=O 时，父＝ R。,

y =z=O, :i = z =O, 夕＝＂O ，设非相对论条件满足，求：

(1) 考虑辐射阻尼力的电子运动轨道；

(2) 电子单位时间内的辐射能量．

答案：

(I) 无 ~(R。立) +2e一.,.cos "'。t
O。 O。

“o 
y～一 e飞in {J)。t

“° 
z=O 

2 2 
eB e {J)。

其中{J)。=一， 1 = 3. 
m 61T8。me

2 2 2 

(2) 些＝f.... SR2dn =二气”
dt 璋面 61T8 。C3

7. 7 (1) 根据相对论力学方程，证明相对论性加速带电荷q的粒子的辐射场公式 (7. l. 17) 

用作用力表示为
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E ＝伍。qmc2R{:erx[ (e厂'fl) xF-(fl • F) (e,xfl)]} NI 

R 
其中 8=(1- {J •e, 尸， ret表示时刻t'=t-—时的值．

(2) 利用公式 (AxB) 2 =A2B2 一 (A • B) 2 ，计算[ (e, -p) xF] 2 和[ F • (e,x{J)]勹

(3) 利用上述公式，证明带电粒子的辐射功率的角分布公式 (7.2.5) 用作用力表示为

吩f。古：［户(fl. F)弓(F • e,-F • fJ )2] 

7.8 应用§ 7. 6 中导出介质色散的方法，推导等离子体折射率的公式［见 (4.9.29) 式］

n(w) = 

7.9 一个质量为 m、电荷为q的粒子在一个平面上运动，该平面垂直于均匀静磁场 B.

(1) 计算辐射功率，用 m 、q、B 、丫表示 (E= i'mc2);

(2) 若在t=t。时，E。可omc2 ，求 E( t);

(3) 若初始时刻粒子为非相对论性的，其动能为 T。，求时刻t的粒子动能 T.

答案：

B2q4 

(1) P=~('Y2_ 1) 
6'1T'8。 m2c

'Yo-1 、,J
1+—e-7. 

2 'Y0+ 1 - 2( t-t。 )B2q4
(2) E( t)= mc, n=3 3 -— 

'Yo -1 __,'m 3 c3 6 '1T'e。
l-—e-,,, 

'Yo+l 

B为4
(3) T=T。 exp[-~。m3c3( t-t。 )l



附录 l 矢量分析

本附录列出矢量分析的主要公式，其详细证明可参阅有关的数学书籍．

1. 矢量代数

(1) 三矢量的混合积

c•(axb) 

此混合积是一个标量．如图 I -1 所示，axb 是与 a 和 ，b 垂直的矢量，其数虾b

值等于心sin 中，即等于由 a 和 b 构成的平行四边形面积．

c • (a x b) = I c 1 . 1 _a x b I cos_(} 

但 ccos (J等于图中所示的平行六面体的高，因此 c • (axb) 等于由这三个

矢量构成的平行六面体的体积．同理，a • (bxc) 和 b • (cxa) 都等于同一

个体积又因为 axb=-bxa ，所以 c • (bxa) = -c • (axb). 总而言之，混合

积有如下性质：

a• (bx c) = b • (c x a) = c •(ax b) 

"'=-a• (c xb) =-b • (a xc) =-c • (b xa) 、

上式表明，把三个矢量按循环次序轮换，其积不变；若只把两矢量对调，其积差一负号．

(2) 三矢量的矢积

cx(axb) 

I 

，一一一一一一一一

a 

图 I -1 

(I. l) 

心b 是与 a 和 b 都垂直的一个矢量 d，而 cxd 是与 d 垂直的一个矢童f，因此／必在 a 和 b 构成的平面上，即可

表为 a 和 b 的线性组合．用矢积的分量表示可以直接算出结果，令

先算／的尤分量f.:

同样可算出儿和 I3 ，结果是

d =ax b, f = c x (ax b) = c x d 

/1 = c2d3 - c3d2 

= c2(a1b2 -a也） - c3(a3b1 - a心）

= a1(c2b2 +c3b3) -b1(c2a2 +c3a3) 

= a1(c ·• b) 一 b1(c • a) 

/ = c x (ax b) = (c • b)a - (c • a)b (I. 2) 
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把 c 和 (axb)对调，矢积差一负号，由上式得

(axb)xc=(c•a)b-(c•b)a (1.3) 

由 (I. 2) 式和 (I. 3) 式可得规则：把括号外的矢量与括号内较远的矢量点乘起来，所得的项为正号，另一项

为负号．

2. 散度、旋度和梯度

(1) 矢量场／（元，y ,z) 的散度

设闭合曲面 S 围着体积 AV．当 AV---+O 时J对 S 的通量与 AV 之比的极限称为／的散度，即

扩· dS 
div/ = lim 

AV一0 AV 
(I. 4) 

(2) 矢量场／（父，y ,z) 的旋度

设闭合曲线 L 围着面积 AS ，当 AS-+0 时，／对 L 的环量与 AS 之比的极限称为／的旋度沿该面法线的分

量，即

杠· di 
(rot/) n = lim--— 

AS-o AS 
(I. 5) 

上式可以写为，当 as-.o 时，

ft · di = (rot /) • as 

(3) 标量场？的梯度

设沿线元 dl，标量场叭尤，y,z) 的数值改变为 dq,. dq,ldl 称为p的梯度沿． dl 方向的分量，即

(grad p )l = -
dq, . 

. dl 

上式也可以写为 勹

如＝grad 'P • dl 

(4) 积分变换式

由上述定义可得积分变换式

权· dS = Iv div /d V 

式中 S 为区域 V 的界面．

权· di = f /o t f • dS 

式中 L 为 S 的边界线．

(5) 直角坐标系中散度、旋度和梯度的表示式

叭叽矶
di寸／ =-- +-- +— 

加的 az

(I. Sa) 

(I. 6) 

(I. 6a) 

(I. 7) 

(I. 8) 

(I. 9} 

rot/=（总－产） e巧＋ （总－勺气＋ （产－产）生
e " e y e . 
。 a a 

= I —一一
a允 切 扣

Ig I, I, 

(I. 10) 



扣如扣
grad 9 =-e+ -, +-.e 

加霉 ay' 0z' 

式中q、气，．是直角坐标系的三个单位矢量．

(6) V 算符

在直角坐标系中 V 算符定义为

a a a 
V = e-- + e — +e, 一－

箕加 'ay -, az 

利用V算符，可以把散度、旋度和梯度表为

div/= V • / 

rot/= V X/' 

grad <p = V <p 

在式中V算符与另一矢量的标积和矢积形式上按一般矢量的标积和矢积运算．

3．关千散度和旋度的一些定理

(1) 标量场的梯度必为无旋场

证明 令／＝V 'P，有

VXV <p =O 
, 

, ,. . 

附录 1

(V X 吓）怎＝ （vx/)元＝巠－ ：，一辈）一辈） = 0 

同理可证其他分量为 0，因此 VxV <p =O. 
' I' 

(2) 矢量场的旋度必为无源场

V • V x/ = o 

证明 V·Vx/=；（笠－芒）十志（笠－芒） ＋；（芒－笠）＝ 0
(3) 无旋场必可表为标量场的梯度

I 

若 V X/ = 0, 则/. ,= V 'P 

(4) 无源场必可表为另一矢量的旋度

若 V • / = 0, 则／ = V x A` 

4. V 算符运算公式

下面先把公式列出，再加以说明．公式中p、U 代表标量场，I、g代表矢量场．

V ('P'P) ='P V ,/J +丿 V 'P

V·( 叫/) =(V <p) ·/+tp V•/ 

V X (tp/) = (V 'P) X / +'P V X I 

V. (/ X g) = (V X /). g - I. (V X g) 

V X (/ X g) = (g. V)/ + (V. g)/一（／· V) g - (V • /) g 

V(/ • g) =IX (V X g) + (/'V) g + g X (V X /) + (g. V)/ 

V•V tp曰 v2 'P
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(1.11) 

(I. 12) 

(I. 13) 

(I. 14) 

(I. 15) 

(I. 16) 

(I. 17) 

(1.18) 

(I. 19) 

(I. 20) 

(I. 21) 

(I. 22) 

(I. 23) 

(I. 24) 
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V x (V x/) = V(V ·/) -:-V汀

［说明］以上公式都可以用直角分量展开直接验证．例如 (I. 19) 式：

a a a 
V·( c,o./) =一（吐）＋—(矶）＋—（对，）

扣 ay az 

＝节箕十节／y．十节／．十，（产＋芍＋兰）
= (V <p) •f+<p V• f 

(I. 2s) 

事实上，我们不必这样用分量展开，只要正确地考虑 V 算符的特性，就可以把上列公式简单地写出来．

V 算符在方向关系上是一个矢量，所以它的运算具有矢滥运算的特点；另外，V 算符不同于普通矢量，它

是微分算符，所以在其运算中我们必须考虑到微分运算的特点，不能把它和普通矢量任意对调位置．我们举例

说明如下：

(I. 18) 式：V 是微分算符，此公式和一般对两因子乘积的微分运算公式一样．

(I. 19) 式：作为微分算符，V 既要作用到？上，又要作用到 I上．再考虑 V 的矢量性质，就必须把点乘放

在正确位置上．例如（V. 'P)／是没有意义的，必须写成 (V <p) ·/. 

(I. 21) 式：从微分运算看，V 既要对／作用，又要对g作用，所以应该有两项．从矢量运算看，这个式子相

当于三个矢量的混合积，我们必须注意三个矢量 V、／和g的次序．在右边第一项中，三个矢量次序没有对调，

因此这一项取正号．从混合积公式看，·和X的位置本来无关紧要，但在这里必须写成 (Vx/) • g，因为另一写

法(V • /) xg是没有意义的．（ I. 21) 式右边第二项中三个矢量顺序发生对调，所以此项取负号．

(I. 22) 式：从矢量性质看，这是三个矢量的矢积．用 (I. 2) 式，暂时不管V的微分性质，得两项

(V • g)f一，（V ·f)g 

从 V 的微分性质看，每一项都既要对g微分，又要对／微分．考虑到这一点，把第一项变为两项

(V• g)/+(g ·V)/ 

式中第一项是g的散度乘上f，第二项是要对／作微分运算，即

(队; +g7 ; +gz ;)f 

(I. 26) 式的第二项也变为两项－（V • /)g-(/ • V)g.由此即得(I. 22) 式．

(I. 25) 式：从矢量性质看，这是三个矢量的矢积．由 (I. 2) 式得

v x < v x /) = v < v • /) - v21 
这里要注意的是所有V算符都要写在I 的前面．

6. 曲线正交坐标系

(I. 26) 

在一般曲线正交坐标系中，空间一点 P 的位置用三个坐标 u八U2 和出表示．沿这些坐标增加方向的单位

矢量为 eD'2 和 e3．沿这三个方向的线元为

dl1 = h, du,, dl2 = h2du2, dl3 = h3du3 

其中九、h2 和从一般为坐标的函数．在 P 点上任一矢量可以写为

I = f .e, + /2•2 + /3e3 

在曲线正交坐标系中有一般公式

l 呻 1 B,/J _. 1 呻vu = --_,1 +--—,2 +-—生
h i OU1 朽加2 h3 au3 

(I. 27) 

(I. 28) 

(I. 29) 
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1 r a,.. __ a,.. __ a 
V. f =—-[—(h冲3/1) +— (h3h1/2) +—( h1h2/3)] 

h1h冲3 L aul',. -"., 1, dU2'., 1.,', au3 

Vx/ ＝忒［立(h3/3 ）－立（ hz/2)]'1 + 

古［古肛） －亡(h3/3)] e2 + 

1 r a __ -· a 司五(h2f2）一五(h1/1)] 63 

｀上出节气）女（节气）士（节笠）］
最常用的曲线正交坐标系有柱坐标系和球坐标系．

(l) 柱坐标系

(2) 球坐标系

6. 井矢和张量

(1) 定义

u1 = r, U2 =中， U3 = Z 

h 1 = ·1, h2 • = r, h3 = 1 

呻'_. 1 呻｀呻
、 v~ =了r 十了 ~e.,, 十忑e.

l o l心 a儿叭
V· i＝一一(rfr)+ -—+— r ar'~', r a中 az

V x/ =（十兰－产）.,十卢－臼“十

[+卢（；f今）－＋臼生～
V汤＝上立尸） ＋旦少立

r ar\" or).· r2 iJ中2, az2 

U1 = r, Uz = 0, U3 =中

h1 = 1, h2 = r, h3 = rsin (J 

呻 l 呻 l 呻
V ，，，＝了er 十了~e。十玉石沪

1 a 1 a 1 8儿
V ·/ =——（扛）＋＿＿（ 8in 6儿） ＋—一一r2 a,'.., r,. rs in() a()rsin() 坤

1 r a...A. ~儿 1r 1 afr a 
V x/ = ~[石（ sin~儿） －习 e, ＋了巨邧飞团）］ e,, + 

计主；f，）－兰l..
l a I 2 抻 l a /.呻 1 a2 ,p 

V汤＝万才习十石T9{ s in 飞） ＋罕弓亏
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(I. 30) 

(I. 31) 

(I. 32) 

(I. 33) 

(I. 34) 

(I. 35) 

(I. 36) 

(I. 37) 

(I. 38) 

(I. 39) 

(I. 40) 

(I. 41) 

(I. 42) 

两矢量 A 和 B 并列，它们之间不作标积或矢积运算，称为并矢． A 和 B 的井矢写为 AB．把并矢 AB 看作
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一个量，它有 9 个分量：

III 
BBB 
123 
AAA 

22 
BB 
12 
AA 

33 
BB 
12 
AA 

(I. 43) 

A3B2 A3B3 

一般来说

AB,'- BA 

三维空间 2 阶张量是具有 9 个分量的物理量．如张量了的 9 个分量写为

II 12 
TT 

T,2 

T22 

T13 

T23 

T31 T32 T33 

当这 9 个分量在坐标系转动下按一定方式变换时［见(6.4.19) 式］，由它们组成的物理量就称为 2 阶张量．并

矢是张量的一种特殊情形．

设直角坐标系的单位基矢量为 e) 、e2,e3 ，则并矢 AB 可写为

AB = A1B1e1e1 + 11B2e1e2 + A1B3e1e3 + 

A2B1e2e1 ·+ A2B2e2e2 ·+ A2B3e2e3 + 

'A3B1e3e1 + 43B2e3e2 + A3B3e3e3 

一般 2 阶张量可写为

．夕＝ 2 T9e i ej 

因此并矢 eiei可以作为 2 阶张量的 9 个基．一般 2 阶张量在这 9 个基上的分量就是 T矿

(i,j ~ 1,2,3) 

张量
` ` 

.I = e1e1 + e2e2 + e3e3 

称为单位张量，它的三个对角分量为 1 ，其他分量为 0.

(2) 张量的代数运算

并矢 AB 与矢量 C 的点乘规则为

(AB) • C = A (B • C) 

C • (AB) = (C • A)B 

因此并矢与矢量的点乘是一个矢量．而且一般有

(.AB) • C 7'< C • (AB) 
', 

张量夕和矢量／的点乘式为

F:/ = ~ TIJe,e1 • ~l,e, 

= L Tl,e i 8』l = 2 可生
ijl ij 

I· 了＝工I,Tuej
ij 

并矢 AB 和另一并矢 CD 的双点乘定义为

(AB):(CD) =(B·C)(A·D) 

即先把靠近的两矢量点乘，再把剩下的两矢量点乘．

单位张量和任一矢量的点乘等于该矢量，即

(I. 44) 

(I. 45) 

(I. 46) 

(I. 47) 

(I. 48) 
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-:;., =/· J =/ 

(3) 张量分析

把算符V作用在张量或井矢上时，只要注意V算符的矢量特性和微分运算特性，可以得出

V • (/ g) = (V • /) g + (f • V) g 

V • F= 沪·子） ＋沪·了） ＋沪·了）

关千张量和并矢有积分变换式

(I. 49) 

(I. 50) 

(I. 51) 

f ds • F = J d v v. 子

仲·（i,> = I dVV. (/g) 

、
丿
、
｀
，

23 55 
.. II (( 



附录 II 轴对称情形下拉普拉斯方程的通解

在轴对称情形下，拉普拉斯方程用球坐标表出为

计芒） ＋土古（ sin 考）＝ 0 

用分离变量法解此方程．设 u 具有形式

(n. 1) 

叭 r,8) = R(r)B(8) (]I., 2) 

代人(II. I) 式得

1 d / 2 dR\ I d /. - dB 了忑{r 忑） ＝－乙百(sin 飞） ( H.3) 

此式左边为 r 的函数，右边为 6 的函数，只有当它们都等千常数时才有可能相等．命此常数为 n(n+l ），则（ n. 3) 

式分离为两个常微分方程：

计翌）－ n ( n + 1)R = 0 

d I _ d9 忒in 8司＋ n(n + 1) sin 8 0 = 0 

、
，
＇
、
，
＇

45 .. nn (( 

容易求出 (II. 4)式的解为
bn-"r 

+ 鼻r " a = R 
(II. 6) 

a. 和丸为任意常数．

作代换 C= cos 8, (II. 5) 式化为

志［ ( l －心翌l + n(n + 1 > B = o c n. 7) 

此式称为勒让德方程，只有当 n 为整数时才存在－1~,~l 区间的有限解，其解称为勒让德多项式，记为

B(8) = P 11(cos 8) (n. 8) 

因此 (II. 1) 式的通解为

心(r,o)= g (”·r．十t,,)凡(cos 8) (n. 9) 

下面我们用简单方法求出 P”(c086) 的显示式．当 r,'O 时单位点电荷电势 1/r 为拉普拉斯方程的解．把
l-r 

__ 山 (11.10) 
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a 
代人（ n. 1) 式不难直接验证这一点．对拉普拉斯方程作用算符一－，得

扣

..;- V2 f/, = V过＝ 0
扣扣

8II心
因此，若心为一个解，则呻／az 亦为一解．同理可证明一一亦为解』因此，拉普拉斯方程具有特解

加II

r 

试（+) =－合＝－＊C08 (J 

a2, 1, 3.2 -·,2 1 
忒了） = r, ＝了（ 3cos2 (J一1)

这些特解都具有形式

1 
I 下7贮(cos ~) 

r 

比较(11.11)式和 (II. 9) 式，并按习惯定义所选的常数因子，得

P。(cos(})= 1 

p l (cos (}) =· cos (J 

、
丿。s 

。

、

'
,
c

13 --0

、

0

23 ss 00 cc 35 (( 
l_2l_2 

== 
j 

、
丿
、
丿

IOO 
ss 00 cc (( 

, 

23 
pp 

(Il.11) 

(11.12) 

可以证明 P魔(cos 8) 的一般表示式为

1 d" 
P.(cos 9) ＝一［（cos2 8 - 1) II] 

2nn ! d{ cos 8) 晁
(II. 13) 



附录Ill

基本常量

真空中

电荷的电场

真空中

电流的磁场

洛伦兹力

麦克斯韦

方程组

边值关系

国际单位制和高斯单位制中

主要公式对照表

国际单位制

µ。 =41rxlO一7H • m一 1

= (12. 566 370 62….) x 10一7H ~忙

B。 =107 / (4wc2) F • m一 l

= (8. 854 187 81 … )xIO一 12F 、• m 一 1

1 
c=-—=299 792 458 m • s一 1
歹

Q r. 
E= 

41TC。T
3 

B =广°J(x') x rdV' 
4 'IT r3 

F= Q(E+vxB) 

aB 
VxE=-— at 

aD 
VxH＝一＋Jat 

V • D=p 

V • B=O 

e0x(E2 －且）＝ 0

` 
e0x(H2－几）＝ a 

e0•(D2-D,)=u 

e0 • (B2-B1)= 0 

．书）

,• J I 

高斯单位制

µ。 =1

8芷： l
簟｀

c = 2.. 997 924 58x 1010 cm • s一 1

Qr 
E=— 

r~ 

.,.jj ·= J~v' 
, • er 

F= Q(E+于xB)

1 aB 
VxE=-—— 

C iJt 

1 aD 4'1t' 
VxH=--－＋一J

C cJt C 

V • D=4 '11'P 

V • B=O 

enx(E2 －且）＝ 0

411' 

enx(H2－几）＝一”
C 

en. (D 2 -DI) = 41ru 

e0 • (B广几）＝ 0 
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续表

国际单位制 高斯单位制
-

i 

介质

电磁性质

电磁

能流密度

电磁

能量密度

电磁

动量密度

D=s。E+P

B=µ0H汛oM

D=E+411'P 

B=H+411'M 

S=ExH 
C 

S=-EXH 
41r 

dw=E • dD+H • dB 
1 

dw=—(E • dD+H • dB) 
I 41r 

g =s。ExB
1 

g=—ExB 
4'11'C 

场和势关系

aA 
E=-V q,-— 

at 

B=VxA 

l aA 
E=-V q,-—— 

C at 

B=VxA 

势方程

I a2A 
V2A－下亏＝－µ。J

c at 

v2广一旦E=-上
c2 al B。

1 a2A 41r 
V2A--—=-—J 

c2 矿 c

1 a2"' 
v2"'-""T~=-4'1'1'P 

c at 

洛伦兹条件
1 a'P 

V·A+—— =0 
c2 iJt 

1 aq, 
V·A+-—=0 

C at 

A= f~气＇；十） dV'
推迟势

"'= J气｀产 dV'

小＇，叶）
A= f——--dV' 

er 

p(x' 已－）
?=f c dV' 

r 

尸

0 B3 -B2 

-B3 0 B1 

电磁场张量 F = 
鼻·

Bi -B1 0 

『123 
E-cE-cE-c ·1.l,1 

－。

-BJ 

F = 
“'Ba 

_ iE1 

B3 

。

-B, 

iE3 

-Bi一iE广

B, -iE2 

0 -iE, 

iE.1 
。

•• l 

iE1 iE2 iE, 
—一－－ 0 1,, C C C _ 

四维势矢量 A,.=(A ，长） A鼻 =(A, i<p) 

四维

电流密度
J鼻＝（J,icp) J,.. = (J 1 icp) 
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续表
: 

I " 国际单位制 ` 
占＝

山

l 高斯单位制

A-
qO 

A 
q1' 

运动带
伍。c2(r－于. r) c(r－于. r) 

电粒子的势 q q 
<p <p= 

叫弓. r) " ,--. r 
C 

E= q C l e,x(e,x iJ) 
4TC。 r E ＝牛e『x(erx i,) 

C T 

1 
偶极辐射 B=-erxE I B=e,xE 

C 

P= q2 - V • 2 
P= 2q2 b 2 

3c3 
61TC。 C3 I 

, 

I ~. 
精细 2 e2 e _ 

“ a=-
结构常数 411'C。 he . lie I 

• ` ，』.. . 
.` 

经典 e 2 , 2 e 
r e 2 r = 

电子半径 41re。mec . e mec_2 .,. • -- -
,. 

2 `.. ·- ~. . - " 2e 2 .. ．血｀

e 
辐射阻尼力 F=-v r I F =— v . • 3 

61TC。C ．．一 I 3c3 -
) 



物理学基础理论课程经典教材

书号 书名 作者 项目获奖 电子教案 习题教辅 数字资源

978-704056419-8 普通物理学教程 力学（第四版） 漆安慎 谥 丘 雹 五

978-704028354-9 力学（第四版） （上册） 梁昆森 谥
978-7040钻890-6 普通物理学教程热学（第四版） 秦允豪 谥 立 爱 空

978-70.(0«065-2 热学（第三版） 李 椿 谥 色伽 雪 玉

978-704050677-8 普通物理学教程电磁学（第四版） 梁灿彬 谥 立 霍 玉

978-704049971一1 电磁学（第四版） 赵凯华 必 玉

978-704051001-0 光学教程（第六版） 姚启钧 谥 色 霍 玉

978-7040钻366-6 光学（第三版） 郭永康 谥 色 空

978-7040266钻－1 光学（第二版） 母国光 谥
978-704052026-2 原子物理学（第五版） 杨福家 谥 丘 至 玉

978-704049221-7 原子物理学（第二版） 褚圣麟 谥 立 雹 玉

978-70铅钻873-9 理论力学教程（第四版） 周衍柏 谥 立 竺 玉

978-704027283-3 力学（第四版）下册理论力学 梁昆森 谥
978-704052040-8 热力学·统计物理（第六版） 汪志诚 谥 色 雪 玉

978-704058171-3 电动力学（第四版） 郭硕鸿 谥 色 噩

978-704058067-9 量子力学教程（第三版） 周世勋 谥 色 雪

978-704055814-2 量子力学（第二版） 钱伯初 谥 玉

978-704-011575-8 量子力学（第二版） 苏汝笣 谥
978-704042423-2 数学物理方法（修订版） 吴崇试 谥 空

978-70的51457-5 数学物理方法（第五版） 梁昆森 谥 丘 亏 玉

978-704010472-1 数学物理方法（第二版） 胡嗣柱 谥
978-704068601-5 固体物理学（第二版） 黄 昆 谥 兰

978-704063766-6 固体物理学（第三版） 胡 安 谥 丘 雪 玉

978-70从）30724-5 固体物理学 陆 栋 谥
978-704028366-6 计算物理基础 彭芳麟 谥 丘

，一

项目获奖 i 11家级规划教材或获奖教材
电子教案 配有电子教案
习题教辅疆 配有习题解答等教辅
数字资瀛空己 配有2d、abook等数字贵瀛
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