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第三版前言

教育部规定离散数学为精选基础课程，本书的取材、结构和表达形式均符合这一精

神。自出版以来已发行 20 多万册，实践证明它能满足工科大学计算机等信息专业的需要，

也符合现代科学的发展趋势，所以这次修订和第二版一样，仅作局部的修改和完善，主要

体现在以下三点：

1. 图论内容略有增加，使图论知识更完整。这是为适应图论在其它学科中应用日益广

泛的发展趋势。

2. 更换了参考文献。原列的图书在市场上已不存在，为了方便读者参阅现重新提供一

些同类书籍，它们的基本内容和本书基本一致，只是叙述方式、深浅略有不同。

3. 对原书中读者反映较难理解或容易疏忽之处，增加了一些说明和例题，并对上一版

少数印刷错误作了改正。

当然，第三版教材仍可能出现错误或不妥之处，欢迎读者提出批评和建议。

编者

2008 年 11 月 20 B 



第二版前言

本书出版已 13 年了，经过全国众多院校的应用，证明本书的内容基本上符合工科大

学计算机专业的需要，文字组织形式亦适合于教学和自学。所以这次修订仅作局部的

变动。

1. 为适应计算机向高速、并行、多功能、网络化方向发展，内容有少量调整，增强了

有利于这一方向的一些基础知识，删去了某些重要性有所下降的内容，如原 3. 6 节相容关

系。但总份鼠仍维持原水平，以免增加课时。

2. 部分内容的阐述（包括定理证明）作了改进，大多是为了更易读易懂，少数是由于时

易境迁情况有所改变。

3. 原书存在一些缺点和错误，一一作了改正，希望不再出现。

当然，由千主客观原因，修订后的版本也会出现新的缺点和错误，仍希广大读者批评

指正。

本修订稿承蒙西安电子科技大学武波老师审阅，提供了许多改进意见，在此表示

感谢。

编者

1996 年 9 月



初版前言

本教材系由电子工业部计算机与自动控制教材编审委员会工科电子类计算机教材编审

小组评选审定，并推荐出版。由中国人民解放军通信工程学院方世昌编写，上海交通大学

左孝凌担任主审。

教材介绍计算机专业最需要的离散数学基础知识，主要内容有数理逻辑、集合论、二

元关系、函数、无限集合、代数系统、格与布尔代数、图论等。教材均按工科电子类计算机

教材编审小组审定的大纲进行编写和审阅，故适合千工科大学计算机专业作为教材。

鉴千离散数学在现代科学中的重要性日益增加，它不仅是计算机专业的必修课程，也

为其它某些专业和工程技术人员所必需。所以，书中内容的阐述较为详尽，力求深入浅出，

适于自学。

教完全书约需 110 学时，毋需特殊先修知识，但在大学二、三年级开设较好。书中习

题数量较多，可选做二分之一，但勿少千三分之一。

打＊的节和小节大多是为了扩展知识的深广度而列入的，或为了某此专业特殊需要而

列入。在课时不充裕的情况下，宜略去，不会影响后继内容的学习。

打＊的习题是较难的题，供优秀学生选做，可不作要求。

本书在编写过程中得到南京工学院王能斌、杨祥金老师的指导和帮助，他们审阅了全

部稿件，提出许多宝贵意见，在此表示诚挚的感谢。由于编者水平有限，书中难免还存在

一些缺点和错误，殷切希望广大读者批评指正。

编者

1983 年 12 月 24 日



符号表

逻 辑

1. 勹 P 非 P

2. PVQ P 或 Q

3. p/\Q P 并且 Q

4. P-Q P 蕴含 Q

5. p七Q P 等值于 Q

6. P⇒Q P 永真蕴含 Q

7. p己Q P 恒等千 Q

8. \;/ 全称量词

9. 3 存在量词

10. 3 ! 存在唯一的……

集

合

1. aEA a 是集合 A 的元素 (a 属于 A)

2. at!:A a 不属于 A

3. A豆B 集合 A 包含于集合 B 中

4. ACB 集合 A 真包含千集合 B 中

5. 0 空集合

6. U 全集合（论述域）

7. AUB 集合 A 和集合 B 的并

8. AnB 集合 A 和集合 B 的交

9. A —B 集合 B 关于集合 A 的相对补

10. A 集合 A 的绝对补

11. p(A) A 的幕集合

12. UA, { x I 3 i < i ES I\ x EA,)} 
iES 

13. nA; {x I V i(iE S---+-xE A)} 
,es 

14. AXB A 和 B 的笛卡尔乘积
n 

15. XA, A,, … ,A" 的笛卡尔乘积
'= l 

16. (a1 ，生，…， an 〉有序 n 重组

l. 2 

2./\ 

3. II x II 
4. 2 + 

字符串集合

字母表

空串

串 x 的长度

字母表 2 上的所有非零有限长度的串的集合

• I • 



5. ~· 

6. AB 

7. A" 

8. Af 

9. A* 

{ (\ } u~! 
连结积{:rylxEA(\yEB}

{:r心2 … :i.:" I:r,EA) 

,E日1A'
UA' 

,EON 

1. 「xl

2. Lx」

3. N 

4. I 

5. I+ 

6. Q 

7. Q+ 

8. R 

9. R+ 

10. (a,b) 

11. [a,b] 

12. (a,b] 

13. [a,b) 

14. (a,=) 

15. [a,=) 

16. N, 

1. aRb 

2. a.Rb 

3. 儿或 EA

4. <A,R >

5. RI. R2 

6. R" 

7. r(R) 

8. s(R) 

9. t(R) 

<]< 

I

、

~RRR 
仇

L

么
趴

4

lllll 

数

x 的顶函数，即数 n, ｀r冬n<.L+1

x 的底函数，即数 n, X— l<n<艾

自然数集合{0,1,2, …｝

整数集合

正整数集合

有理数集合

正有理数集合

实数集合

正实数集合

{xlxER/\a<x<b} 

位 lxER/\a冬丁冬b}

位 1.LER/\a<工<b}

位巨ER/\a冬x<b}

{xi.LER/\x>a} 

{x 巨 ER/\.L多a}

{ 0, 1, 2, ..., K - l } 

关系和划分

a 对 b 有关系 R

a 对 b 没有关系 R

集合 A 上的相等关系

集合 A 上关系 R 的有向图

R 和凡的合成关系

关系 R 自身 n 次合成

关系 R 的自反闭包

关系 R 的对称闭包

关系 R 的传递闭包

关系 R 的逆关系

t(R) 

rt(R) 

偏序

拟序

• 2. 



15. a==b(mod k) 

16. [a]R 

17. 亢

18. AIR 

19. 7r1+兀

20. 兀．兀

1. f(a) 

2. J,A---B 

3. f(A) 

4. f • g 

5. A8 

6. lA 或 IA

7. rl 
8. J-l (A) 

9. JIA 
10.'IJf'A 

11. P1◊P2 

a 与 b 模 k 等价

在等价关系 R 下， a 的等价类

划分

等价关系 R 诱导的 A 的划分

划分穴］与亢2 的和

划分穴］与亢2 的积

函数

函数 f 对于自变元 a 的值

具有前域 A 陪域 B 的函数 J

在映射 J 下，集合 A 的象

函数 g 和 J 的合成

从集合 B 到集合 A 的所有函数的集合

A 上的恒等函数

函数．f 的逆函数

在函数 J 下 A 的原象

函数 J 到集合 A 的限制

集合 A 的特征函数

置换 R 和 P2 右合成

基数

1. IAI 集合 A 的基数

2. `(I N 的基数（读做阿列夫零）

3. C [0,1]的基数

1. <A, 。心， K 〉

2. 十 K

3. xk 
4. AXA' 

5. Al~ 
6. lubCA) 

7. glb(A) 

l. ( V.E) 

2. <a,h >

3. (a,h) 

1. [a,h] 

5. deg(v) 

代数和布尔代数

具有载体 A, 二元运算。，一元运算 A，常数 k 的代数

模 k 加法

模 k 乘法

代数 A 和 A'的积代数

代数 A 在同余关系～下的商代数

集合 A 的最小上界

集合 A 的最大下界

图论

具有顶点集合 V 和边集 E 的图

从结点 a 到结点 b 的有向边

从结点 a 到结点 b 的无向边

结点 a 和 I) 之间的边

顶点 v 的度数（次数）
• 3. 



6. SCG) 无向图 G 的顶点的最小度数

7. ~(G) 尤向图 G 的顶点的最大度数

8. W(i, j) 边［i' 凡的权

9. w<G) 无向图 G 的连通分图个数

10. r。 (G) 无向图 G 的支配数

11. a。 (G) 无向图 G 的点覆盖数

12. a1 (G) 无向图 G 的边覆盖数

13./3。 (G) 无向图 G 的独立数

14.[3](G) 无向图 G 的匹配数

15. IC。 (G) 尤向图 G 的点连通度

16. IC1 CG) 尤向图 G 的边连通度

17. X。 (G) 无向图 G 的（点）色数

18. X1 CG) 无向图 G 的边色数

19. 中 流

20. (P, F) 割

• 4. 
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第 1 章数理逻辑

逻辑是研究推理的科学，分为形式逻辑和辩证逻辑。数理逻辑是用数学方法研究形式

逻辑的一门科学，也就是用数学方法研究推理的科学。所谓数学方法，主要是指引进一套

符号体系的方法，因此数理逻辑又叫符号逻辑。现代数理逻辑有 4 大分支：证明论、模型

论、递归论和公理化集合论。我们介绍它们的共同基础－—命题演算和谓词演算，即一般

所谓的古典数理逻辑。

1.1 命题

1. 1. 1 基本概念

断言是一陈述语句。一个命题是一个或真或假而不能两者都是的断言。。如果命题是

真，我们说它的真值为真；如果命题是假，我们说它的真值是假。

例 1. 1 - 1 下述都是命题：

(1) 今天下雪；

(2) 3+3=6; 

(3) 2 是偶数而 3 是奇数；

(4) 陈涉起义那天，杭州下雨；

(5) 较大的偶数都可表为两个质数之和。

以上命题中，（ l ）的真值取决千今天的天气； （ 2 ）和 (3) 是真； （ 4）已无法查明它的真值，

但它是或真或假的，故将它归属于命题； （ 5）目前尚未确定其真假，但它是有真值的，应归

属于命题。

例 1. 1 - 2 下述都不是命题：

(1):r＋y>4 。

(2) x=3 。

(3) 真好啊！

(4) 你去哪里？

(1) 和 (2)是断言，但不是命题，因为它的真值取决千 :r 和 y 的值。 (3) 和 (4)都不是断

言，所以不是命题。下边我们再看一个例子。

例 1. 1 - 3 －个人说：＂我正在说谎＂。

(j) 在一个系统中，命题的真值必须是真或假，则称系统的逻辑是二值的。它的特征”一个命题非真

即假，反之亦然“．即是所知的排中律。我们所讨论的是二值逻辑，但亦有多 1·两个真值的逻辑系统。



他是在说谎还是在说真话呢？如果他讲真话，那么他所说的是真，也就是他在说谎。
我们得出结论如果他讲真话，那么他是在说谎 c 另一方面，如果他是说谎，那么他说的是
假；因为他承认他是说谎，所以他实际上是在说真话，我们得出结论如果他是说谎，那么

他是讲真话。

从以上分析，我们得出他必须既非说谎也不是讲真话。这样，断言“我正在说谎”事实
上不能指定它的真假，所以不是命题。这种断言叫悖论。

若一个命题已不能分解成更简单的命题，则这个命题叫原子命题或本原命题。例 1. 1 - 1 

中 (1) 、 (2) 、（ 4) 、（ 5)都是本原命题，但(3) 不是，因为它可写成“2 是偶数”和“3 是奇数”

两个命题。

命题和本原命题常用大写字母 P 、 Q,R…表示。如用 P 表示“4 是质数”，则记为

P: 4 是质数

1. 1. 2 命题联结词

命题和原子命题常可通过一些联结词构成新命题，这种新命题叫复合命题。例如

P: 明天下雪

Q：明天下雨

是两个命题，利用联结词“不"、”并且"、”或（者）”等可分别构成新命题：

“明天不下雪”;

即

“明天下雪并且明天下雨”;

“明天下雪或者明天下雨”等。

“非 P";

“P 并且 Q";

“P 或 Q”等。

在代数式 x+3 中， x 、 3 叫运算对象，十叫运算符， x+3 表示运算结果。在命题演算

中，也用同样的术语。联结词就是命题演算中的运算符，叫逻辑运算符或叫逻辑联结词。

常用的联结词有以下 5 个。

1. 否定词---,

设 P 表示命题，那么“P 不真”是另一命题，表示为 ..,P, 叫做

P 的否定，读做“非 P"。由排中律知：如果 P 是假，则 ..,P 是真，反

之亦然。所以否定词..,可以如表 1. 1 - 1 所示定义。

这张表叫真值表。定义运算符的真值表，可指明如何用运算对

象的真值来决定一个应用运算符的命题的真值。真值表的左边列出

运算对象的真值的所有可能组合，结果命题的真值列在最右边的一

列。为了便于阅读，我们通常用符号 T(true) 或 1 代表真，符号 F

(false) 或 0 代表假。一般在公式中采用 T 和 F, 在真值表中采用 1

和 0。这样，以上真值表可写成表 1. 1 - 2 所示的形式。

一. 2 — 

表 1. 1 - 1 

p -,p 

假 真

真 假

表 1. 1 - 2 

p -,p 

。 1 

1 。



例 1. 1 - 4 

Cl) P: 4 是质数。

-,P: 4 不是质数。或 4 是质数，不是这样。

(2) Q：这些都是男同学。

-,Q：这些不都是男同学。（翻译成“这些都不是男同学”是错的。）

2. 合取词八

如果 P 和 Q 是命题，那么 “P 并且 Q”也是一命题，记为

PAQ，称为 P 和 Q 的合取，读做“P 与 Q”或“P 并且 Q"。运算

符 A 定义如表 1. 1 - 3 所示。从真值表可知 PAQ 为真，当且仅

当 P 和 Q 俱真。

例 1.1-5 P: 王华的成绩很好， Q: 王华的品德很好。

PAQ：王华的成绩很好并且品德很好。

3. 析取词 V

如果 P 和 Q 是命题，则“P 或 Q”也是一命题，记作 PVQ,

称为 P 和 Q 的析取，读做“P 或 Q"。运算符 V 定义如表 1. 1 - 4 

所示。从真值表可知 PVQ 为真，当且仅当 P 或 Q 至少有一个

为真。

例 1. 1 - 6 

(1) P: 今晚我写字， Q: 今晚我看书。

PVQ: 今晚我写字或看书。

表 1. 1 - 3 

p Q 

。 。

。 1 

1 。

1 1 

表 1. 1 - 4 

p Q 

。 。

。 1 

1 。

l 1 

P/\Q 

。

。

。

1 

PVQ 

。

1 

1 

l 

”或”字常见的含义有两种：一种是“可兼或“，如例 1. 1 - 6 中的或，它不排除今晚既看

书又写字这种情况；一种是“排斥或“，例如“人固有一死，或重于泰山，或轻千鸿毛“中的

”或“，它表示非此即彼，不可兼得。运算符 V 表示可兼或，排斥或以后用另一符号表达。

(2) p: 今年是闰年； Q: 今年她生孩子。

PVQ: 今年是闰年或者今年她生孩子。

逻辑运算符可以把两个无关的命题联结成一新命题，作如此规定是因为有关和无关的

界线难以划分，而如此规定不会妨碍应用。

4. 蕴含词-

如果 P 和 Q 是命题，那么 “P 蕴含 Q”也是命题，记为

P-Q，称为蕴含式，读做“P 蕴含 Q”或“如果 P, 那么 Q”。运

算对象 P 叫做前提、假设或前件，而 Q 叫做结论或后件。运算

符定义如表 1. 1 - 5 所示。

命题 P-Q 是假，当且仅当 P 是真而 Q 是假。

例 1. 1 - 7 

(l) P ：天不下雨， Q: 草木枯黄。

P-Q：如果天不下雨，那么草木枯黄。

(2) R: G 是正方形， S:G 的四边相等。

R-S：如果 G 是正方形，那么 G 的四边相等。

表 1. 1 - 5 

p Q P----Q 

。 。 l 

。 1 1 

1 。 。

1 1 l 

3 -



(3) W: 桔子是紫色的， V: 大地是不平的。

W寸：如果桔子是紫色的，那么大地是不平的。

在 H 常生活中用蕴含式来断言前提和结论之间的因果或实质关系，如例 1. 1 - 7 中的

(1) 和 (2) ，这样的蕴含式叫形式蕴含。在命题演算中，一个蕴含式的前提和结论并不需要

有因果和实质联系，这样的蕴含式叫实质蕴含，如例 1. 1 - 7 中的 (3汃桔子的颜色和大地

的外形之间没有因果和实质关系存在，但蕴含式 w-v 是真，因为前提是假而结论是真。

采用实质蕴含作定义，是因为在讨论逻辑和数学问题中，这不仅是正确的，而且应用方便。

蕴含式 P-Q 可以用多种方式陈述：

“若 P, 则 Q";

"P 是 Q 的充分条件”;

"Q 是 P 的必要条件”;

"Q 每当 P";

"P 仅当 Q”等。

如例 1.1-7(2) 中的 R-S 可陈述为“G 是正方形的必要条件是它的四边相等”。

给定命题 P-Q, 我们把 Q-P,-,P--,Q,-,Q--,P 分别叫做命题 P-Q 的逆命

题、反命题和逆反命题。

5. 等值词…

如果 P 和 Q 是命题，那么“P 等值于 Q"．也是命题，记为

P+-+Q，称为等值式，读做“P 等值千 Q"。运算符一定义如表

1. 1 - 6 所示。

比较表 1. 1 - 5 和表 l.l -6 易知，如果 p.-.Q 是真，那么

P-Q 和 Q-P 俱真；反之如果 P-Q 和 Q-P 俱真，那么

p.-Q 是真。由于这些理由， p.-Q 也读做“P 是 Q 的充要条

件”或“P 当且仅当 Q” 。

表 1. 1 - 6 

p Q 

。 。

。 1 

1 。

1 1 

p..__.Q 

1 

。

。

I 

从以上 5 个定义可看出，联结词之意义由其真值表唯一确定，而不由命题的含义

确定。

使用以上 5 个联结词，可将一些语句翻译成逻辑式。翻译时为了减少圆括号（一般不

用其它括号）的使用，我们作以下约定：

·运算符结合力的强弱顺序为勹、 A 、 V 、-、…，凡符合此顺序的，括号均可省去。

·相同的运算符，按从左至右次序计算时，括号可省去。

·最外层的圆括号可以省去。

例如：

（勹 C <PI\, Q) V R)-((R VP) V Q)) 

可写成

勹 CP/\•QVR)-RVPVQ

但有时为了看起来清楚醒目，也可以保留某些原可省去的括号。

例 1. 1 - 8 

(1) 设 P 表示“他有理论知识”, Q 表示“他有实践经验＇＼则”他既有理论知识又有实践

经验“可译为： PI\Q 。

- 4 -· 



(2) 设 P: 明天下雨， Q: 明天下雪， R: 我去学校，则

0“如果明天不是雨夹雪则我去学校”可写成

勹 CPAQ)-R

@“如果明天不下雨并且不下雪则我去学校”可写成

-,PA-,Q-R 

@“如果明天下雨或下雪则我不去学校”可写成

PVQ--,R 

@“明天，我将雨雪无阻一定去学校”可写成

PAQARV-,PAQARVPA-,QARV-,PA-,QAR 

@“当且仅当明天不下雪并且不下雨时我才去学校”可写成

-,PA-,Q-R 

(3) 用逻辑符表达”说小学生编不了程序，或说小学生用不了个人计算机，那是不

对的＂。

设 P: 小学生会编程序， Q: 小学生会用个人计算机，则上旬可译为

--, (-,PV-,Q) 

(4) 用逻辑符表达“若不是他生病或出差了，我是不会同意他不参加学习的＂。

设 P: 他生病了， Q: 他出差了， R: 我同意他不参加学习，则上句可译为

--,( PVQ).-.-,R 

或 PVQ<-+R

翻译时要按逻辑关系翻译，而不能凭字面翻。例如，设 P: 林芬做作业， Q: 林芳做作

业，则”林芬和林芳同在做作业”可译为 PAQ, 但“林芬和林芳是姐妹”就不能翻释成两个

命题的合取，它是一个原子命题。

1. 1. 3 命题变元和命题公式

通常，如果 P 代表真值未指定的任意命题，我们就称 P 为命题变元；如果 P 代表一个

真值已指定的命题，我们就称 P 为命题常元。但由千在命题演算中并不关心具体命题的涵

义，只关心其真假值，因此，我们可以形式地定义它们。

以“真”、“假”为其变域的变元，称为命题变元； T 和 F 称为命题常元。

习惯上把含有命题变元的断言称为命题公式。但这样描述过于表面，它没能指出命题

公式的结构。因为不是由命题变元、联结词和一些括号组成的字符串都能成为命题公式，

因此在计算机科学中常用以下定义。

单个命题变元和命题常元叫原子公式。由以下形成规则生成的公式叫命题公式（简称

公式）：

叩单个原子公式是命题公式。

＠如果 A 和 B 是命题公式，则 (-,A) 、（AAB) 、（AVB) 、（A-B) 、（A-B)是命题

公式。

＠只有有限步地应用规则心和＠生成的公式，才是命题公式。

这种定义叫归纳定义，也叫递归定义。由这种定义产生的公式叫合式公式。如何构成

这种定义，以后将专门叙述。
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命题公式的真假值一般是不确定的。当命题公式中所有的命题变元代以命题时，命题
公式就变为命题。在不致产生混乱时，我们把命题公式也叫做命题。

例 1. 1 - 9 

(1) 说明 (P-(PVQ) ）是命题公式。

解 (i) p 是命题公式

(ii) Q 是命题公式

根据规则心

根据规则少

(iii) (PVQ)是命题公式 根据(i) 、 (ii) 和规则＠

(iv) (P-CP V Q) ）是命题公式 根据 (i) 、（ m) 和规则＠

(2) 以下不是命题公式，因为它们不能由形成规则得出：

I\ Q, (P-Q, P-/\Q, ((PQ)/\R) 

为了减少圆括号的使用，以后手写命题公式时，可按过去的约定省略。

下面举例说明命题公式真值表的构成方法。

例 1.1-10

(1)-, (( PV Q) /\ P) 的真值表如表 1. 1 - 7 所示。

表 1. 1 - 7 

p Q PVQ (PVQ) A P -,CCPVQ)/\P) 

。 。 。 。 1 

。 1 1 • 0 1 

1 。 1 1 。

1 1 1 1 。

(2) 两个命题公式如果有相同的真值，则称它们是逻辑等价命题。证明 p._.Q 与

PAQV 勹 PA 勹 Q 是逻辑等价命题。

证列真值表，如表 1. 1 - 8 所示。

表 1. 1 - 8 

p Q -,p ,Q P七Q PAQV 勹 PA 勹 Q

。 。 1 1 1 1 

。 1 1 。 。 。

1 。 。 1 。 。

1 1 。 。 1 1 

因后两列的真假值完全一致，所以它们是逻辑等价命题。

习题

1. 设 P 是命题“天下雪”;Q 是命题“我去镇上“; R 是命题“我有时间”。

(1) 用逻辑符号写出以下命题：

心如果天不下雪和我有时间，那么我去镇上。

＠我去镇上，仅当我有时间。

＠天不下雪。
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＠天正在下雪，我没去镇上。

(2) 对下述命题用中文写出语句。

0 Q…(RA-,P) 

@ RAQ 

@ (Q-R) 八 (R-Q)

@) ---,CRVQ) 

2. 否定下列命题：

(1) 上海处处清洁。

(2) 每一个自然数都是偶数。

3. 说出下述每一命题的逆命题和逆反命题：

(1) 如果天下雨，我将不去。

(2) 仅当你去我将逗留。

(3) 如果 n 是大于 2 的正整数，则方程 x"+y" ＝召无正整数解（费尔马最后定理）。

(4) 如果我不获得更多帮助，我不能完成这个任务。

4. 给 P 和 Q 指派真值 T, 给 R 和 S 指派真值 F, 求出下列命题的真值：

Cl) PVQ/\R 

(2) P/\Q/\RV-, (( P V Q) /\ CR VS)) 

(3) (---,(P/\Q)V---,R) V (-,P/\QV-,R) /\ S 

(4)---,(P/\Q)V---,RV ((Q+-+---,P)---R V---,S) 

(5) (P+--+R) /\ (---,QS) 

(6) P V (Q---R /\-,P)--➔QV---,s 

5. 构成下列公式的真值表：

(1) QA(P一Q)-P

(2)-, ( PVQ/\R)-CPVQ) /\ CPV R) 

(3) CP V Q---Q /\ R)---P 八 -,R

(4) ((-,P---P /\-,Q)---R) /\ QV-,R 

6. 证明下列公式的真值与它们的变元值无关：

(l) PA(P一Q)-·Q

(2) (P---Q)---C-,PVQ) 

(3) (P--+-Q) /\ (Q--+-R)一(P-R)

(4) (P+-+Q)+--+(P /\ QV-,PA-,Q) 

7. 用真值表证明如果 P+--+Q 是真，那么 P---Q 和 Q---P 都是真。反之，如果 P---Q 和

Q---P 都是真，那么 P+--+Q 是真。

8. 对 P 和 Q 的所有值，证明 P---Q 与 -,PVQ 有同样真值以及(P---Q) 一 (-,PVQ) 总

是真的。

9. 一个有两个运算对象的逻辑运算符，如果交换运算对象的次序，产生一逻辑等价命

题，则该逻辑运算符称为可交换的。

(1) 确定下述逻辑运算符哪些是可交换的： A 、 V 、-、-。

(2) 用真值表证明你的断言。



10. 设＊是具有两个运算对象的逻辑运算符，如果（工＊ y) * z 和 X * (y * Z) 逻辑等价，
那么运算符＊是可结合的。

(1) 确定逻辑运算符八、 V 、-、…中哪些是可结合的。

(2) 用真值表证明你的断言。

11. 指出以下各式哪些不是命题公式，如果是命题公式，请说明理由：

(1) (((-,P)-(P A Q)) V R) 

(2) (PQV R) 

(3) PA VR 
(4) ((QA <P-Q))-P) 

* 12. 一个形容词如果不具有它所表示的性质，则称为“它谓的 “(Heterological) ，例如

“单音节 ”(Monosyllabic) 就是它谓的形容词，而“多音节 ”(Polysyllabic) 就不是它谓的形容

词，问 “Heterological”是它谓的形容词吗？为什么这是悖论？

1. 2 重言式

1. 2. 1 基本概念

对有 n 个命题变元的命题公式 A(P1, P2, ···, P.汃命题变元的真值有扩种不同的组

合。每一种组合叫做一种指派，一共有 2“ 种指派，这就是说真值表有 2n 行。对应千每一指

派，命题公式得到一确定的值，即命题公式成为具有真假值的命题，于是可能出现以下

情况：

(1) 对应千所有指派，命题公式均取值真。这种命题公式叫重言式，或叫永真式，例如

PV-,P 。

(2) 对应千所有指派，命题公式均取值假。这种命题公式叫矛盾式，或叫永假式，例如

P/\-,P 。

(3) 不是永真式，也不是永假式，这种命题公式叫偶然式。

一个公式如果至少存在一个指派，使其值为真，则称此公式为可满足的；一个公式如

果至少存在一个指派，使其值为假，则称此公式为非永真。

我们着重研究重言式，它最有用，因为它有以下特点：

(1) 重言式的否定是矛盾式，矛盾式的否定是重言式，所以研究其一就可以了。

(2) 重言式的合取、析取、蕴含、等值等都是重言式。这样，由简单的重言式可推出复

杂的重言式。

(3) 重言式中有许多非常有用的恒等式和永真蕴含式。

1. 2. 2 恒等式

设 A: A(P1,P2, …,P.), B: B(Pl,P2, … ,P.)是两个命题公式，这里 P; (i= 1,2, …, n) 

不一定在两公式中同时出现。

如果 A+-+B 是重言式，则 A 与 B 对任何指派都有相同的真值。记为 A已B, 叫做逻辑

恒等式，读做“A 恒等于 B” 。
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容易看出， A台B 不过是上节的“A 和 B 逻辑等价”的另一种描述方式而已。所以，
A臼B 也读做“A 等价千 B"。请注意符号一与符号台意义不同。…是逻辑联结词，而已是表
示 A 和 B 有逻辑等价这个关系的符号，它的作用相当于代数中的＂＝＂。

常用的逻辑恒等式见表 1.2-1, 表中符号 P 、 Q 和 R 代表任意命题，符号 T 代表真命
题，符号 F 代表假命题。

El -, -,P臼P

表 1. 2 - 1 逻辑恒等式

双否定

E, PVP已P

E3 PA P¢=}P 

E, PVQ已QVP

Es PAQ已QAP

E6 (PV Q) V R臼PV CQV R) 

E7 CPAQ) AR仁汁， ACQAR)

E8 P/\(QVR)台P/\QVP/\R

E9 PVCQAR)台CPVQ)ACPVR)

E10 勹 (PVQ)王 PA飞

Ell -, （ PAQ)台 -,PV-,Q

E12 PV<PAQ)台p}

E13 PI\ (PV Q)臼P

E14 (P--+Q)台 ...,PVQ

E1, (P<->Q)台 (P-----Q) /\ (Q----- P) 

E1, PVT台T

E17P/\F台F

E18 PV F已P

E19 PAT已P

E2。 PV-,P己T

E,1 p I\ 勹 P臼F
E22 (P /\贮R)台 (P--+(Q--+R))

E2, ((P-+Q)/\(P-+--,Q) ）已勹 P

V 的等幕律

八的等幕律

V 的交换律

八的交换律

V 的结合律

八的结合律

A 在 V 上的分配律

V 在八上的分配律

德·摩根定律

吸收律

蕴含表达式

等值表达式

排中律

矛盾律

输出律

归谬律

氐 (P--+Q)台(-,Q-,P) 逆反律

有些恒等式特别重要，例如 El4允许蕴含式用析取式表达， E10 、 E11 允许析取式和合取

式互相表达，另外， E15 、 E24 也是常用的。表中所有公式都可用构造真值表证明。
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1. 2. 3 永真蕴含式

如果 A-B 是一永真式，那么称为永真蕴含式，记为 A=:;>B, 读做“A 永真蕴含 B”饥

常用的永真蕴含式如表 1. 2 - 2 所示。

表 1.2-2 永真蕴含式

Il P⇒PVQ 

I2 P/\Q=>P 

I3 p /\ (P--+Q)=>Q 

I, (P---+Q) 八勹 Q-,p

I, -,P /\ (PVQ)⇒Q 

I6 (P---Q) A <Q---R)⇒ (P-.R) 

I, (P-+Q)⇒((Q-R)-+(P-+R)) 

I, ((P---Q) A CR---S))==>(PA R---Q AS) 

I, ((P+-+Q)(\ (QQR) ) =:>(P+-+R) 

永真蕴含式也可用真值表证明，但也可用以下办法证明：

(1) 假定前件是真，若能推出后件是真，则此蕴含式是真。

(2) 假定后件是假，若能推出前件是假，则此蕴含式是真。

例 1. 2 - 1 证明 -,QA (P-Q)⇒ -,p 

方法 1: 设 -,QI\ (P----.Q) 是真，则 -,Q 、 P-Q 是真。所以， Q 是假， P 是假。因而 -,p

是真。故 -,Q 八（ p----.Q)⇒ -,P 。

方法纪设 -,P 是假，则 P 是真。以下分情况讨论。

(i) 若 Q 为真，则飞？是假，所以 ·QA CP-Q)是假。

(ii) 若 Q 是假，则 p----.Q 是假，所以 -,Q/\(P-Q) 是假。

故 -,Q/\(P-Q)⇒ -,P 。

1. 2. 4 恒等式和永真蕴含式的两个性质

(1) 若 A己B 、 B台C, 则 A台C; 若 A⇒B,B⇒C 则 A⇒C 。

这一性质也可叙述为：逻辑恒等和永真蕴含都是传递的。前者留给读者自证，现证明

后者。

证 A-B 永真； B-C 永真，所以

(A-B)A(B-C)永真。

由公式 L 得 A-C 永真，即 A⇒C。

(2) 若 A⇒B,A⇒c, 则 A⇒B/\C 。

证 A 是真时， B 和 C 都真，所以 B/\C 也真。因此 A-B/\C 永真，则 A⇒B/\C 。

0 许多课本中'---+和-. -和台采用同一符号，需从前后文看出含义。
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1. 2. 5 代人规则和替换规则

1. 代入规则 (Rule of Substitution) 

一重言式中某个命题变元出现的每一处均代入以同一公式后，所得的仍是重言式。

这条规则之所以正确是由千重言式之值不依赖于变元的值的缘故。例如，

PA-,P臼F

今以 RAQ 代 P 得(RAQ) 八勹 (RAQ）台F, 仍正确。它的思想就如同在代数中，若

x2-y2 = (x+y)(x-y) 

则

(a+b)2 - (mn)2 = (a+b+mnHa+b-mn) 

一样。

代人后所得公式称为原公式的代入实例。对非重言式通常不作代人运算，特别是偶然

式，因所得代人实例的性质不确定，没有用处。例如：

B: P-Q 

原是偶然式，若用 RV-,R 代换 B 中之 Q, 得

A:P--CRV-,R) 

却是重言式。

2. 替换规则 (Rule of Replacement) 

设有恒等式 A已B, 若在公式 C 中出现 A 的地方替换以 B （不必每一处）而得到公式

D, 则 C台D 。

如果 A 是合式公式 C 中完整的一部分，且 A 本身是合式公式，则称 A 是 C 的子公式，

规则中“公式 C 中出现A”意指“A 是 C 的子公式＂。这条规则的正确性是由于在公式 C 和 D

中，除替换部分外均相同，但对任一指派， A 和 B 的真值相同，所以 C 和 D 的真值也相

同，故C台D 。

应用这两条规则和已有的重言式可以得出新的重言式。

例如，对公式 E4: PVQ已QVP, 我们以 AI\B 代 P,-,AA-,B 代 Q, 就得出公式

AABV-,AA-,B台勹 AA-,BVAAB

以勹 A 代 P,-,AABVC 代 Q, 得就出公式

-,AV (-,AABVC)台(-,AABV C) V-,A 

对公式 E19: PAT口P, 我们利用公式 PV-,P己T, 对其中的 T 作替换（注意不是代

入，对命题常元不能代入）得公式

P 八 (PV-,P)台P

因此，我们可以说表 1. 2 - 1 和表 1. 2 - 2 中的字符 P 、 Q 和 R 不仅代表命题变元，而

且可以代表命题公式， T 和 F 不仅代表真命题和假命题，而且可以代表重言式和永假式。

用这样的观点看待表中的公式，应用就更方便了。
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例 1. 2 - 2 

(1) 证明 P/\-,QVQ臼PVQ。

证 PA 勹 QVQ

¢:::}QVP/\ 勹 Q

台(QV P) /\ CQV·Q) 

台(QVP)/\T

台QVP

台PVQ

(2) 证明 (P-Q)-(QVR)臼PVQVR 。

证 (P-Q)-CQV R) 

台（勹 PVQ)-(QVR)

台--,（勹 PVQ)V(QVR)

台p /\--,QV CQV R) 

台(PA--,QVQ) V R 

E4 

E9 

E20 和替换规则

E19 

E4 

氐和替换规则

E14 

ElO 、 E 和替换规则

E6 
台PVQVR 例 1. 2 - 2(1) 和替换规则

(3) 试将语句“情况并非如此：如果他不来，那么我也不去。”化简。

解 设 P: 他来， Q: 我去，则上述语句可翻译为
-,( -,p_.-,Q) 

简化此公式：
勹(-, p_.. 勹 Q)

台-,(-, -,PV-,Q) 
台-, -, -,p I\-, -,Q 

El4 和替换规则

E10 
台 -,PAQ

台QA-,P

化简后的语句是“我去了，而他不来”。

E 和替换规则

E5 

(4) 找出 P-<P-Q) VR 的仅含 A 和-,两种联结词的等价表达式。

解 P-<P-Q) V R 

台p_.. (P---Q)/\(Q---P) V R 

台勹 PV （勹 PVQ)/\(·QV P) V R 

台（勹 PV 勹 PVQ)/\ (勹 PV 勹 QV P) V R 

台（勹 PVQ)/\(TV 勹 Q)VR

台（勹 PVQ)/\TVR

台勹 PVQVR

台勹（P/\ 勹 QI\ 勹 R)

1.2.6 对偶原理

因和替换规则

E14 和替换规则

E9 和替换规则

E2 、 E20 和替换规则

氐和替换规则

El9 和替换规则

El'Ell 

定义 1. 2 - 1 设有公式 A, 其中仅有联结词 A 、 V 、-,。在 A 中将 I\ 、 V 、 T 、 F 分别

换以 V 、 A 、 F,T 得公式A 黄，则 A 美称为 A 的对偶公式。

对 A．采取同样手续，又得 A, 所以 A 也是 A ．的对偶。因此，对偶是相互的。
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例 1.2-3

(1)-,PV (Q/\R) 和勹 P/\ (QVR)互为对偶。

(2) PV F 和 P/\T 互为对偶。

定理 1. 2 - 1 设 A 和 A* 是对偶式。 pl'P2 •…，尺是出现千A 和 A ．中的所有命题

变元，于是

-,A(PI, P2, …， P.)已A 县 (-,P1,-,P2' …，勹尺）

定理 1. 2 - 1 的证明留待学了一般归纳法后再在 2.3 节中给出。但对具体的命题公式，

不难连续应用德·摩根定律证得。如在例 1.2-3(1) 中，

所以

A(P, Q, R)台勹 PVQ/\ R 

-,A(P, Q, R) 台勹 (-,PVQ/\R)

已勹 (-,P)/\ -, ( Q /\R) 

台-, (-,P)/\ ( -,QV-,R) 

A. (P, Q, R)台勹 P /\ ( Q V R) 

A. (-,P, -,Q, -,R)仁尸 (-,P)/\ ( -,QV-,R) 

-,A(P, Q, R)台A. (-,P,-,Q,-,R) 

定理 1. 2 - 2 若 A台B, 且 A 、 B 为由命题变元 P,, P2, …，尺及联结词 I\ 、 V 、-,

构成的公式，则 A* 台B 。

证 A臼B 意味着

A(PI, P2, …, pn)<-+B(Pl, P2, …， pn) 永真

所以

-,A(PI, P2, …, P,,)… -,B(P1, P2, …， pn) 永真

巾定理 1. 2 - 1 得

A. （ -,P1,-,P2' …， -,P.)<-+B'(-,P1, 勹尺，…，勹 P.) 永真

因为上式是永真式，可以使用代入规则，以 -,P，代 P, ， l<i<n, 得

A* (P!,p2,... , pn)-B (P] ， p2, …， pn) 永真

所以， A. 台B' 。证毕。

本定理常称为对偶原理。

例 1. 2 - 4 若(P/\Q) V (-,PV (-,PVQ))R-,PVQ, 则由对偶原理得

(P V Q)/\ ( -,P /\ ( -,p I\ Q))台 -,P /\ Q 

定理 1. 2 - 3 如果 A⇒B, 且 A 、 B 为由命题变元 P!, P2, …，尺及联结词八、 V 、

勹构成的公式，则 B· ⇒A 褂 0

证 A⇒B 意味着

A(P1, P2, ···, P.,)---B(P1, P2, …， pn) 永真

-,B(Pl, P2, …, P.,) ___.-,A(PI, P2 •…， P,，）永真

由定理 1. 2 - 1 得

B'(--,P1,--,P2' …, --,P.,) ___.A. (--, Pl'-,P2' …,-, E) 永真

因为上式是永真式，可以使用代入规则，以勹 P，代 P;, l¾i¾n, 得

B 次今A ` 证毕

13 -



习题

1. 指出下列命题哪些是重言式，哪些是偶然式或矛盾式：

(l)PV•P 

(2) PA•P 

(3) P-·(·P) 

(4) ·(P/\Q)+-+(•PV·Q) 

(5) •CPVQ)…(-,PA-,Q) 

(6) (P-Q)+--+(, Q-, P) 

(7) (P-Q) A (Q-P) 

(8) PA (QVR)- (PAQVPAR) 

(9) P/\•P-Q 

(lO) PV-,QQ 

01) P-PVQ 

02) PA Q-P 

03) (P /\Q+-+P)+--+(P+-+Q) 

(14) ((P-Q)V(R-S) )?((PVR)-( QVS) ) 

2. 对下述每一表达式，找出仅用 A 和一的等价表达式，并尽可能简单：

O)PVQV·R 

(2) PVC ·QAR-P) 

(3) P-(Q-P) 

对下述每一表达式，找出仅用 V 和勹的等价表达式，并尽可能简单：

(4) (P /\Q)/\-,p 

(5) (P夕(QV-,R))A-,PAQ

(6) ·PA·Q/\(•R-P) 

3. 用化简联结词-的左边成右边的方法，证明以下命题公式是重言式：

0) ((P/\Q)-P)…T 

(2) 勹（勹 (P V Q)- • P)-F 

(3) (Q-P) 八尸 P-Q) /\ (Q+-+Q)+-+P 

(4) <P-, P) I\ (, P-P)+-+F 

4. 证明下列等价关系：

(1) P-(Q-P)台,P-(P-, Q) 

(2) (P-Q) /\ <R-Q)台(PV R-Q) 

(3) , (P七Q)台(PVQ) 八勹 (P /\Q)仁汃PI\, Q) V C, PI\ Q) 

(4) • CP-Q)台P/\•Q

5. 使用恒等式证明下列各式，并写出与它们对偶的公式：

(1) （勹 (-,PV-,Q)V-,(-,PVQ) ）台P

(2) CPV•Q)/\(PVQ) 八（勹 PV•Q)台勹（勹 PVQ)

(3) QV·CC·PVQ)/\PH今T
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6. 求出下列公式的最简等价式：

(1) ((P-Q)-(-,Q--,P)) /\ R 

(2) PV-,P V (Q /\-,Q) 

(3) (P/\(Q/\S))V(-,P/\(Q/\S)) 

7. 证明下列蕴含式：

(1) p /\ Q⇒(P-Q) 

(2) P⇒(Q-P) 

(3) (P-(Q-R) ）⇒(P-Q)-(P-R) 

8. 不构成真值表而证明下列蕴含式：

(1) P-Q⇒ P-P /\ Q 

(2) (P'-+Q)-Q⇒P V Q 

(3) ((P V-,P)-Q)-((PV-,P)-R)⇒(Q-R) 

(4) (Q-(P /\-,P) ） -(R..-声 (P /\-,P) ）⇒(R-Q) 

9. (1) 与非运算符（又叫悉菲 (Sheffer) 记号）用表 1. 2 - 3 

所示真值表定义，可看出

P 个 Q台 -,(P /\ Q) 

试证明：

心 PtP台 -,p

@ (Pt P) 个（Q 个 Q)台PVQ

@ （ PtQ) 个 (Pt Q)已P/\Q

(2) 或非运算符（又叫皮尔斯(Peirce) 箭头）用表 1. 2 - 4 所

示真值表定义，它与 -,(PVQ)逻辑等价。对下述每一式，找出

仅用 t 表示的等价式。

CD -,p 

@PVQ 

@ P/\Q 

表 1. 2 - 3 

p Q P 个 Q

。 。 1 

。 1 1 

1 。 1 

1 1 。

表 I. 2 - 4 

p Q PtQ 

。 。 1 

。 1 。

1 。 。

1 l 。

10. 二和＊是具有两个运算对象的逻辑运算符，如果 P二(Q*R) 和 (PCJQ) * (P二R)

逻辑等价，那么说二在＊上可分配。

(1) 用真值表证明八和 V 互相可分配。

(2)/\ 、 V 和-对自己可分配吗？

(3) 数的加法和乘法对自己可分配吗？

11. 对一个重言式使用代入规则后仍得重言式，对一个偶然式和矛盾式，使用代入规

则后，结果如何？

对一个重言式，使用替换规则后是否仍得重言式？对一个偶然式和矛盾式，使用替换

规则后，结果如何？

12. 求出下列各式的代入实例：

(1) (((P-Q)-P)-P) ；用 P-Q 代 P, 用（（P-Q)-R)代 Q。

(2) ((P-Q)-(Q-P) ）；用 Q 代 P ，用 P(\ 勹 P 代 Q 。
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1. 3 范式

命题公式千变万化，这对研究其性质和应用带来困难。为此，我们有必要研究如何将

命题公式转化为逻辑等价的标准形式问题，以简化研究工作并方便应用。这种标准形式就

称为范式。

1. 3. 1 析取范式和合取范式

为叙述方便，我们把合取式称为积，析取式称为和。

定义 1. 3 - 1 命题公式中的一些命题变元和一些命题变元的否定之积，称为基本积；

一些命题变元和一些命题变元的否定之和，称为基本和。

例如，给定命题变元 P 和 Q, 则 P 、 -,P/\Q 、 P/\Q 、 -,P/\P 、 -,Q/\P/\Q 等都是基

本积， Q 、 -,QVP 、 PVQ 、 PV-,P,PVQV-,Q 等都是基本和。

基本积（和）中的子公式称为此基本积（和）的因子。

定理 1. 3 - 1 一个基本积是永假式，当且仅当它含有 P、勹 P 形式的两个因子。

证 充分性： p I\ 勹 P 是永假式，而 Q 入 F臼F, 所以含有 P 和勹 P 形式的两个因子的

基本积是永假式。

必要性：用反证法。设基本积永假但不含 P 和勹 P 形式的两个因子，则给这个基本积

中不带否定符的命题变元指派真值 T, 给带有否定符的命题变元指派真值 F, 得基本积的
真值是 T, 但这与假设矛盾。证毕。

定理 1. 3 - 2 一个基本和是永真式，当且仅当它含有 P、勹 P 形式的两个因子。

证明留给读者作练习。

定义 1. 3 - 2 一个由基本积之和组成的公式，如果与给定的命题公式 A 等价，则称

它是 A 的析取范式，记为

A台Al V A2 V … VA., n 歹 l

这里 A,, A2, … ,A. 是基本积。

任何一个命题公式都可求得它的析取范式，这是因为命题公式中出现的一和…可用

八、 V 和勹表达，括号可通过德·摩根定律和 I\ 在 V 上的分配律消去。但一个命题公式的

析取范式不是唯一的，我们把其中运算符最少的称为最简析取范式。

如果给定的公式的析取范式中每个基本积都是永假式，则该式也必定是永假式。

例 1. 3 - 1 

(1) 求 p I\ <P-Q) 的析取范式。
解 p /\ <P-Q)台p I\ (-,PVQ) 

台p /\-,PVP/\Q 

p I\ (P-Q)不是永假式，因为其析取范式中，后一个基本积非水假。

如果需要求出最简的析取范式，那么CD式还可化简成

CD 

PA(P-Q) 台FVPAQ

台PAQ

PAQ 是 PA (P-Q) 的最简析取范式。求最简析取范式的方法有卡诺图法和奎因 麦克劳
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斯基方法等，详见有关“数字逻辑＂的教材，这里不多叙述。

(2) 求气PVQ).-(p/\Q) 的最简析取范式。

解气P V Q)-(P /\ Q) 

台(-,(PVQ)/\(P/\Q))V((PVQ)/\-,(P/\Q))

台(-,p/\-,Q/\P/\Q)V ((PVQ) /\ (-,PV-,Q)) 

台Q/\--,PVP/\--,Q

定义 1. 3 - 3 一个由基本和之积组成的公式，如果与给定的命题公式 A 等价，则称

它是 A 的合取范式，记为

A台Al/\A2/\ … /\A., n~l 

这里 A1'A2, …, An 是基本和。

任何一个命题公式都可求得它的合取范式，这是因为命题公式中出现的--+-和…可用

八、 V 和-,表达，否定号可通过德·摩根定律深入到变元上，再利用 V 在八上的分配律可

化成合取范式。一个公式的合取范式也不是唯一的，其中运算符最少的称为最简合取范

式。可利用卡诺图等方法求得最简合取范式。

如果给定的公式的合取范式中每个基本和都是永真式，则该式也必定是永真式。

例 1. 3 - 2 

(1) 证明 QVP/\---,QV---,P/\---,Q 是永真式。

解 QVP/\---,QV---,P/\---,Q

台QV (PV---,P)/\---,Q 

台(QV PV---,P)/\(QV---,Q) 

在 QVP/\---,QV---,P/\---,Q 的合取范式中，每一个基本和都是永真式，所以它是永

真式。

(2) 求 --,(PVQ).-(P/\Q) 的最简合取范式。

解记 A台 --,(PVQ)+-+(P/\Q) ，则

---,A 台--,(---,（ P V Q).-(P /\ Q)) 

台 --,(---,<P V Q)/\P /\ Q V (P V Q)/\ ---,( P /\Q)) 

台 --,((P V Q)/\ ---,(P/\Q)) 

台 --,P /\ ---,QVP/\Q 

所以， A台<PVQ)/\(---,PV---,Q) 。

1. 3. 2 主析取范式和主合取范式

定义 1. 3 - 4 在 n 个变元的基本积中，若每一个变元与其否定不同时存在，而两者之

一必出现一次且仅出现一次，则这种基本积叫极小项。

n 个变元可构成 2n 个不同的极小项。例如 3 个变元 P 、 Q,R 可构造 8 个极小项。我们

把命题变元看成 1 ．命题变元的否定看成 o, 那么每一极小项对应一个二进制数，因而也对

应一个十进制数。对应情况如下：

---,P/\---,Q/\---,R -——-000-0 

---,p /\---,Q/\R ---0 o 1-1 

---,P/\Q/\---,R.— 010-2 
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-,p/\Q/\R -011 — 3 

P/\-,Q/\-,R 一1 0 0-—4 

P/\-,Q/\R -101一5

P/\Q/\-,R-—1 1 0-—— 6 

P/\Q/\R 一1 1 1--—7 

我们把对应的十进制数当作足标，用 m，表示这一项，即

m。台 -,p /\-,QI\-,R 

m!台 -,p/\-,Q/\R

m2台 -,P/\Q/\-,R

m3台 -,P/\Q/\R

m4台P/\-,QI\-,R

ms台P/\-,Q/\R

m6台P/\Q/\-,R

m7台P/\Q/\R

一般地， n 个变元的极小项是：

m。- -, p1 /\-,P2/\-,p3/\.../\-, P,' 

m! 台-, p1 /\-,P2/\-,p3/\... /\ P. 

m沪－ 1 台P1 /\ P2/\p3/\ …APn 

定义 1. 3 - S 一个由极小项之和组成的公式，如果与给定的命题公式 A 等价，则称

它是 A 的主析取范式。

任何一个命题公式都可求得它的主析取范式，这是因为任何一个命题公式都可求得它

的析取范式，而析取范式可化为主析取范式。例如

A 台P I\ Q V R 

台p I\ Q/\ (RV...,R) V (P V...,P) A (Q V-,Q) AR 

台P/\Q/\RVP/\Q/\ 勹 R V P I\ Q I\ R V P I\...,Q I\ R V 

勹 P I\ Q I\ R V 勹 P A 勹 Q I\ R 

台P I\ Q I\ R V P I\ Q I\-,R V P A 勹 Q A R V 勹 P A Q A 

RV-,P A-,Q A R 

台m1 V m3 V ms V m6 V. m1 

台~(1. 3, 5, 6, 7) 

下面我们考察一个命题公式的主析取范式和它的真值表的关系。

前边讲过每一极小项和它的足标的二进制数一一对应，因而和一种指派一一对应，例

如有三个变元时，

极小项 足标 指派

P/\-,Q/\R—一－101-1 、 0 、 l

当且仅当将对应的指派代入该极小项，该极小项的值才为 1 。因此，在命题公式的主析取

范式中，诸极小项都与真值表中相应指派处的该公式的真值 1 相对应，反之亦然。
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对照上例和表 1. 3 - 1 所示的真值表，容易验证这一点。

表 1. 3 - 1 

p Q R P/\QVR 

。 。 。 。

。 。 1 1 

。 1 。 。

。 1 1 1 

1 。 。 。

1 。 1 1 

1 1 。 1 

1 1 1 1 

一个命题公式的真值表是唯一的，因此一个命题公式的主析取范式也是唯一的。两个

命题公式如果有相同的主析取范式，那么这两个命题公式是逻辑等价的。

例 1. 3 - 3 证明 --,PVQ 和 P---( （ P-Q)A---,(---,QV---,P) ）二式逻辑等价。

证 -,PVQ 已 -,P/\CQV---,Q)VQ/\CPV---,P)

台 --,P/\QV---,p I\---,QVP/\Q 

P-((P-Q) A---, (---,QV---,P)) 

台 --,PV( （ ---,PVQ) /\ CQ/\P)) 

台 --,PV(---,PI\ QI\ P) V CQ /\QI\ P) 

台 --,PVP/\Q

仁尸 P/\CQV---,Q) VP I\ Q 

已 -,P/\QV---,p I\---,QVP/\Q 

所以，二式逻辑等价。

定义 1. 3 - 6 在 n 个变元的基本和中，若每一个变元与其否定不同时存在，而二者之

一必出现一次且仅出现一次，则这种基本和叫极大项。

n 个变元可构成 2'' 个不同的极大项。类似于（但不同千）极小项的记法，它们是：

M。台P, V P2 V … V P,' 

Ml 台P, V P2 V … V ---, P,' 

M2台pl V P2 V … V---, pn-l VPn 

M2'仁]台 -,P1 V-,P2 V … V -, pn 

这里是将命题变元对应千 o, 命题变元的否定对应千 1' 恰与极小项记法相反，例如 3

个变元的极大项是这样对应的

极大项 足标 指派

PV---,QVR-o 1 o-o 、 l 、 0

其目的是当且仅当将极大项的对应指派代入该极大项时，才使该极大项的真值为 0，这样

可使今后许多运算得到方便。

定义 1. 3 - 7 一个由极大项之积组成的公式，如果与给定的命题公式 A 等价，则称
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它是 A 的主合取范式。

任何一个命题公式都可求得它的主合取范式，这是因为任何一个命题公式都可求得它
的合取范式，而合取范式可化为主合取范式。例如

A 臼P /\QVR 

台CP V R)/\ ( Q V R) 

R(P V RV Q/\...,Q)/\ (QVRVP/\....,P) 

己CP V Q V R)/\CP V...,Q V R)/\ ( ...,P V Q V R) 

台M。 I\ M2/\M4 

仁玩(0, 2, 4) 

在命题公式的主合取范式中，诸极大项都与真值表中相应指派处的该公式的真值 0 相对

应。反之亦然。对照上边的真值表和本例容易验证这一点。

一个命题公式的真值表是唯一的，因此一个命题公式的主合取范式也是唯一的。两个

命题公式如果有相同的主合取范式，那么这两个命题公式是逻辑等价的。

一个命题公式的主析取范式和主合取范式紧密相关，在它们的简记式中，代表极小项

和极大项的足标是互补的，即两者一起构成 o, 1, 2, …, 2n — 1 诸数。例如，若有

A臼P /\QVR台~(1,3,5,6,7)

则 ARP/\QVR已邧0,2,4)

下面列出极小项和极大项性质，它们都很容易证明，这里不再赘述。

(1) m; I\ m}台F, （产j)

(2) M; V M，已T, （产j)

2" -] 

C3) V m，已T
`= 0 
" - 2·· -1 

(4) /\ M，台F
'=0 

(5)-,m，台M，

(6)-,M，台m，

1. 3. 3 主析取范式的个数

一般地说， n 个变元的命题公式，其数量是尤限的，但每一个命题公式都与其主析取

范式等价。如果两个命题公式有相同的主析取范式，那么我们说这两个命题公式是属于一

个等价类的。属于一个等价类的命题公式，当然是互相等价的。现在要研究含有 n 个命题

变元的命题公式有多少个等价类，或有多少个不同的主析取范式，或有多少个不同的真

值表。

当 n=l 时，极小项有 2l=2 个，即 P 、 -,P。主析取范式有：

f1 台F 没有极小项

f2臼P

f召-.., P 

f4台PV-,P 全部极小项

当 n=2 时，极小项有 22 =4 个，即 -,p (\-,Q 、 -,p (\ Q 、 p (\-,Q 、 PA Q。主析取范
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式有：

f1 台F

f2台 -,p/\-,Q

f3台 -,p/\Q

f4 台P/\-,Q

f5台P/\Q

f6 台 -,P/\-,QV-,p/\Q

f7--,p/\-,QVP/\-,Q 

f9 台 -,p/\QVP/\-,Q

fIO--,P/\QVP/\Q 

f] ］已P/\-,QVP/\Q

/12 台 -,P/\-,QV-,p/\QVP/\-,Q

fl38-,p/\-,QV-,P/\QVP/\Q 

f]4 仁尸 P/\QVP/\-,QVP/\Q

f]5 仁}-,p/\-,QVP/\-,QVP/\Q

f8台勹 P/\•QVP/\Q !16 台勹 P/\·QV•P/\QVP/\•QVP/\Q

共 2江＝ 16 个。以此类推， n 个命题变元可构造 22" 个不同的主析取范式（包括 F) 。这个数

字增长非常快，如 n=3 时 22'=256, n=4 时 224=65 536 。

主合取范式和主析取范式是一一对应的，因此， n 个命题变元也可构造 2泸个不同的主
合取范式（包括 T) 。

习题

1. 对任一指派，为什么 m，和 m] 不能同时为真？为什么 M，和 M) 不能同时为假？这里

i=I= j 。

2. 求下列各式的主合取范式：

(1) P/\Q/\RV•P/\Q/\RV·P/\·Q/\•R 

(2) P/\QV·P/\QVP/\·Q 

(3) P/\QV·P/\Q/\R 

3. 求下列各式的主析取范式和主合取范式：

0) (,PV·Q)-(P-•Q) 

C 2) P V (· P-(Q V <, Q-R))) 

(3) (P-Q I\ R) /\ (· P-(· Q I\, R)) 

(4) P/\·Q/\SV•P/\Q/\R 

1. 4 联结词的扩充与归约

前边我们定义了 5 种联结词，现在研究联结词可否扩充和可否减少这类问题。

1. 4. 1 联结词的扩充

1. 一元运算

根据上节讨论，一个命题变元只有 4 种主析取

范式，也就是说只有 4 种真值表（如表 1. 4 - 1 所

示），因此，最多只能定义 4 种运算，但除否定外，

表 1. 4 - 1 

p f1 

。 。

1 。

永假

f2 
。

1 

恒等

永假、永真、恒等作为运算意义不大。所以，一般不再定义其它一元运算。

J3 j、4

1 1 

。 I 

否定 永真
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2. 二元运算

根据上节的讨论，两个变元有 16 种真值表，如表 1. 4 - 2 所示。

表 1.4-2

p Q f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10fll f12 f五 f14 fl3.f16 

。 。 。 1 。 。 。 1 1 1 。 。 。 1 1 。 1 1 

。 1 。 。 I 。 。 1 。 。 1 1 。 1 1 1 。 1 

1 。 。 。 。 1 。 。 1 。 1 。 1 1 。 1 1 1 

1 1 。 。 。 。 1 。 。 1 。 1 1 。 1 1 1 1 

永 或 蕴 蕴 合 p Q 等 异 恒 恒 与 蕴 析 蕴 永

假 非 含 含 取 非 非 值 或 等 等 非 含 取 含 真

否 否 Q p 

定 定

* ＊公 心 企 * * * * 公＊＊ * * 乙 * * * * * 

注：表中＊表示已定义，＊ ＊表示意义不大，丛表示可再定义。

除 J5 、八、儿、八、八、儿、几已定义外，八、八、几、几作为运算意义不大，只需

再定义以下 4 个：

几与非： P 个 QR, (PA Q) 

人或非： PiQ台· CP V Q) 

八排斥或（异或）： PEBQ已勹 CP-Q)台PA 勹 QV•PAQ

八、八蕴含否定： P 令Q台· CP---Q) 

1. 4. 2 联结词的盯约

9 个联结词是否都必要？显然不是的，只用 A 、 V 、勹三个联结词构造的式子，就足以

把一切命题公式等价地表示出来。

根据德·摩根定律：勹 CPAQ)已勹 PV·Q, •CPVQ)台勹 PA•Q，所以， A 和 V 中

去掉一个也足以把一切命题公式等价地表示出来。

定义 1. 4 - 1 一个联结词集合，用其中联结词构成的式子足以把一切命题公式等价

地表达出来，则这个联结词集合称为全功能的。

由以上讨论易知，包含 A 、 V 、-,的任一联结词集合都是全功能的。{ A',} 、｛ V ，勹｝

是全功能联结词集合。值得注意的是，｛个｝、｛ i }也是全功能集合。容易证明{---, -,｝、

｛令，气、{---, F} 、｛令， T｝也是全功能集合气但{A, V,---,._.} 及其子集都不是全功能

联结词集合，｛勹｝、｛…，勹｝、｛O, 勹｝等也不是全功能联结词集合。下面扼要说明这此为

什么不是全功能的联结词集合。

Cl){A,V} ，因为对命题 P 进行 A 和 V 运算，不管怎样组合和反复，总不能得到-, p 0 

(2) ｛门，因为：是一元运算，表达不了二元运算。

心 T 和 F 不是联结词，插在这里只是为了教学方便。
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(3) {…, ---,}，证明如下：

证 设 f(P, Q)表示仅用命题变元 P 和 Q 及联结词......、--,构成的任意的命题公式。现

证明对 P 、 Q 的 4 种指派， f(P, Q) 的真值只能是表 1. 4 - 3 中的 8 种结果之一。

表 1. 4- 3 

f(P, Q) 
p Q 

1 2 3 4 5 6 7 8 

。 。 。 1 。 。 。 1 1 1 

。 1 。 1 。 1 1 。 。 1 

1 。 。 1 1 。 1 。 1 。

1 1 。 1 1 1 。 1 。 。

心在未运算前， P 和 Q 的值属于表中结果 3 和 4, 即属于 8 种之一。

＠以上 8 种结果任两种（包括自己对自己）经-运算，仍得以上 8 种结果之一。

＠以上 8 种结果，任一种经--,运算，仍得以上 8 种结果之一。

所以，对 P 、 Q 的 4 种指派，经反复用…和--,运算，只能得出以上 8 种结果之一，即

J(P, Q) 的真值只能是表中 8 种结果之一。但以上 8 种结果都是偶数个 1 ，而 PVQ 是 3

个 1, 所以不能用 f(P, Q)表达 PVQ' 故{-,---,｝不是全功能集合。

一般地说，要判断联结词集合 A 是不是全功能的，只需选一个全功能联结词集合 B,

一般选{ V'---,} 或{/\, ---,｝，若 B 中每一联结词都能用 A 中的联结词表达，则 A 是全功能

的，否则 A 不是全功能的。

* 1. 4. 3 其它主范式

前边介绍了主析取范式和主合取范式，联结词扩充后，也可由极小项和联结词由构成

主异或范式，由极大项和联结词一构成主等值范式。例如

P/\QVR 

RP/\Q/\RVP/\Q/\---,RVP/\---,Q/\RV---,P/\Q/\RV---,P/\---,Q/\R 

己P/\Q/\REBP/\Q/\---,REBP/\---,Q/\REB---,P/\Q/\REB---,P/\---,Q/\R CD 
P/\QVR 

¢=f(PVQV R) /\ CPV---,QV R)/\ (---,PVQVR) 

¢=f(PVQVR)…（ PV---,QVR)一 (---,PVQVR) @ 

因为对任一指派，任两个不同的极小项 m，和 ml 不可能同时为真，因此 m, Vm) 与

m 足）ml 是等价的，故由主析取范式可转写成主异或范式。类似地，任两个不同的极大项

M，和 M) 不可能同时为假，因此 M,AM) 和 M,-M) 是等价的，故主合取范式可转写成主

等值范式。主异或范式和主等值范式也是唯一的。

习题

1. 仅用个表达 P---Q；再用+表达它。
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2. 仅用 t 表达 P 个 Q；仅用个表达 PtQ 。

3. 记 P 个 (Q/\--, （RtP) ）为 A(P, Q, R) ，求出它的对偶式 A*(P,Q,R) ，再求出 A

和 A．的仅含联结词＾、 V 、--,的等价式。

4. 试证明下列等价式：

--,（ P 个 Q)台 -,Pt--,Q

--,(Pt Q)已 --,P 个 -,Q

5. 写出一个仅含个且等价于 P/\(Q…R) 的公式来。

6. 试证明{ V} 、{-｝不是全功能联结词集合。

7. 证明{--,, -}、｛令， T｝是全功能联结词集合。

8. 证明 {EB,--,} 不是全功能联结词集合。

9. 证明联结词个和中是可交换的，但不可结合。

10. 证明联结词e可交换，可结合，且 I\ 在O上可分配。

11. 证明联结词-可交换，可结合，且 V 在…上可分配。

1.5 推理规则和证明方法

1. 5. 1 推理规则

像前儿节那样研究命题演算，本质上和简单的开关代数一样，简单的开关代数是命题

演算的一种应用。现在，我们从另一角度研究命题演算，即从逻辑推理角度来理解命题

演算。

先考察 4 个推理的例子，在每一例子中，横线上的是前提，横线下的是结论。右侧是

例子的逻辑符表示。

设上属于实数， P:x 是偶数， Q: :r2 是偶数。

例 1. 5 - 1 

如果 x 是偶数，则 x2 是偶数。

:r 是偶数。
｝前提 P---Q 

p 

X2 是偶数。 结论所以 Q

例 1. 5 - 2 

如果工是偶数，则 x2 是偶数。

xz 是偶数。

:r 是偶数。

例 1. 5 - 3 

如果工是偶数，则 x2 是偶数。

:r 不是偶数。
:r2 不是偶数。

例 1. 5 - 4 
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如果 :r 是偶数，则 :r2 是偶数。

Ii 不是偶数。
:r 不是偶数。

p_..Q 

Q 
所以 P

P-Q 
--,P 

所以 --,Q

P--Q 
-, Q 

所以 ...,P



根据我们的数学知识知道，例 1. 5 - 1 和例 1. 5 - 4 的推理是正确的，而例 1. 5 - 2 和
例 1. 5 - 3 的推理是不正确的。由此可见，有研究推理规则的必要。推理规则是正确推理的
依据，而正确推理对任何一门科学都是重要的。

例 1. 5 - 1 中，若不管命题的具体涵义，那么它所应用的推理规则就是
P-Q 
p 

所以 Q
P, P-Q 推得 QCD p I\ (P-Q)⇒Q 

中间部分是左侧规则的另一种写法，右侧是此推理规则所对应的永真蕴含式（参看表
1. 2 - 2) 。从这个永真蕴含式可看出，它正是代表“如果 P 并且 P-Q 是真，则 Q 是真”的
意义，这里 P 和 Q 表示任意命题。所以，它恰好代表左侧的推理规则。这条推理规则叫假
言推理，从形式上看结论 Q 是从 P-Q 中分离出来的，所以又叫分离规则。它是推理规则
中最重要的一条。

对任一永真蕴含式 A⇒B 来说，如果前提 A 为真，则可保证 B 为真，因此不难看出，
任一个永真蕴含式都可作为一条推理规则。例如 '-,P/\CPVQ)⇒Q 代表以下规则，叫做
析取三段论。

PVQ 
-,p 

所以 Q

或 -,P,PVQ 推得 Q

下边举一个例子，说明这条推理规则是正确的。

设 P: 他在钓鱼， Q: 他在下棋。

他在钓鱼或下棋 PVQ 
他不在钓鱼 ---,p 

所以他在下棋 所以 Q

这样，就可给出以下定义：

定义 1. 5 - 1 若 H1/\H2/\ …/\ Hn⇒C, 则称 C 是 H1, Hz, …，凡的有效结论。

特别地，若 A⇒B, 则称 B 是 A 的有效结论。

定义说明：若 HI/\H2/\ … /\H，＇⇒C, 则从 HI/\H2/\ … I\ 几推出 C, 这样的推理是
正确的。但注意推理正确不等千结论为真，结论的真假还取决于前提 HI/\H2/\ … I\ H,，的
真假，前提为真时，结论 C 为真；前提为假时， C 可能真也可能假，这就是定义中只说 C 是
HI/\H2/\ … I\ 凡的有效结论而不说是正确结论的原因。”有效”是指结论的推出是合乎推
理规则的。

例 1.5-2 所以错误，是 Q/\(p---.Q)--- p 不是永真蕴含式，不能用作推理规则，换言

之， P 不是 Q 和 p---.Q 的有效结论。这种错误叫做肯定后件的错误。

例 1. 5 - 3 所以错误，其理由类似千例 1.5-2, 这种错误叫做否定前件的错误。
最常用的推理规则见表 1. 5 - 1 。

叩 推得，许多课本中仍用“⇒“符号，本书也如此。这里为 r 与永真蕴含区分．暂用中文“推得“写
出。作为“推得“意义而使用“-"的符号，仍读作蕴含。
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推理规则

p 
所以 PVQ

P/\Q 
所以 P

P-+Q 

p 
所以 Q

-,Q 

P-Q 
所以 -,p

PVQ 
-,p 

所以 Q

P-Q 

QR 
所以 P王R

p 

Q 
所以 p (\ Q 

(P王Q) A(R王S)

PVR 
所以 QVS

表 I. 5 - I 最常用的推理规则

重言式形式

P=>PVQ 

I'/\ Q=>P 

P A (P--+Q) ⇒Q 

-,Q/\(P--+Q)⇒ -,p 

C P V Q) /\ ~ P=Q 

(P--+Q) I\ (Q--+R)=>P--+R 

<P--Q) A <R--S) A <PV R)=QV S 

名字

加法式

简化式

假言推理

拒取式

析取三段论

前提三段论

合取式

构造性二难推理

(P-.Q) A(R-·S) 

-,QV-,s 
所以勹 PV-,R

(P一Q)/\(R-S) 八尸 QV 勹 S)=>•PV 勹 R 破坏性二难推理

一个恒等式 A臼B, 就是 A⇒B 和 B⇒A 同时成立的意思，所以恒等式也是推理规则。
常用作推理规则的恒等式已列千表 1. 2 - 1 中。
永真蕴含式和恒等式都是重言式，对其中的变元可应用代入规则，所以代入规则也是

推理规则。

下面再介绍两条规则：

(1) 规则 P：在推导的任何步骤上都可以引入前提。
(2) 规则 T: 在推导中，如果前面有一个或多个公式永真蕴含 s, 则可把 S 引进推导

过程。

这两条规则一般都认为是理所当然的，而不作为规则单独提出，但为了提高我们思维
的绩密性，以便划清允许或不允许的操作，笔者认为有必要列出。

例 1. 5 - 5 

(1) 考虑下述论证：

如果这里有球赛，则通行是困难的。
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如果他们按时到达，则通行是不困难的。

他们按时到达了。

所以这里没有球赛。

前 3 个断言是前提，最后一断言是结论，要求我们从前提推出结论。

设 P: 这里有球赛， Q: 通行是困难的， R: 他们按时到达。该论证能表达如下：

用蕴含式表达，则是

P-Q 

R--,Q 

R 
所以勹 P

(P-Q)/\ （ R--,Q) 八 R--,P G) 
要证明式＄是永真蕴含式，可用真值表证明，通常叫真值表技术，也可利用 1. 2 节中的方

法或恒等式推导的方法证明，这些方法前边都已讲过，这里不再重复。现在应用推理规则

证明该论证是正确的。

证

步 骤 断言（真） 根 据

R P, 前提 3

2 R-．勹 Q P, 前提 2

3 ~Q T, 1, 2, I, 

4 P--Q P, 前提 l

5 勹 Q-- 勹 P T. 4 暑 E24

6 -,p T, 3, 5, I, 

列出前提和结论叫论证(Argument) ，它未必是有效的。证明 (Proof) 则是有效论证的

展开，从上例可看出，它由一系列公式（叫公式序列）组成，它们或者是前提，或者是公理，

或者是居先公式的结论，这些结论都必须根据推理规则得出。

也可以把证明看做是由一系列语旬（断言）组成的，推理规则就是证明必须遵循的旬法

规则。

(2) 证明 RVS 是前提 CVD,C-.R,D-.S 的有效结论。

证

步 骤 断 言 根 据

1 CVD p 

2 勹 C--+D T, 1, E14, E气

3 D--S p 

4 -,c---s T. 2, 3, I, 

5 c--R p 

6 --,R-----, C T, 5, E2.1 

7 勹 R------S T, 4, 6, I, 

8 RVS T, 7, E,, E,., 
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上述证明过程本质上和数学中所见过的一致，不过这里每一语句都是形式化的，并且
都是根据推理规则得出的。这样，就不容易产生推理错误，可确保我们无误地构造出有效
论证的证明。若论证是不正确的，则不能构造出这样的证明，反之亦然。掌握这种形式方
法，对提高我们的逻辑分析能力极为重要。

1. 5. 2 证明方法

定理常见的形式是“P 当且仅当 Q",“如果 P, 那么 Q"。而前者又相当千 P-Q 并且
Q----+-P, 所以归根结底，定理的主要形式是 P-Q。至千其它形式，诸如 :-,P 形式，只需证
明 P 是假； P(\Q 形式，只需证明 P 、 Q 俱真； PVQ 形式，可转化为 -,P-Q 形式。
我们主要从策略意义上说明如何证明 P-Q 形式的命题，具体的技巧，仍需通过例题

来学习。

1. 无义证明法

证明 P 是假，那么 P-Q 是真。

2. 平凡证明法

证明 Q 是真，那么 P---+Q 是真。

无义证明法和平凡证明法应用的次数较少，但对有限的或特殊的情况，它们常常是重
要的，在以后各章中，我们将指出许多这方面的例子。

3. 直接证明法

假设 P 是真，如果能推得 Q 是真，则 P-Q 是真。

4. 间接证明法

因 P---+Q台勹 Q七 -,P, 对勹 Q--,P 进行直接证明，即假设 Q 假，如果能推得 P 是假，
则勹 Q----+--,P 是真，也就是 P----+-Q 是真。

这个证明法也叫逆反证明法。

例 1. S - 6 

(1) 定理：如果 4x+6y=97, 那么 x 或 y 不是整数。

证 4x+6y=97, 可改写为 2x+3y＝罕。妇＋ 3y 不是整数，所以 x 或 y 不是整数。
这是直接证明法。

(2) 一个完全数是一个整数，它等于它的所有因子（除本身外）的和。如 6 是一个完全
数，因为 6=1+2+3, 同样 28 也是。

定理：一个完全数不是一个质数。

证 其逆反如下：一个质数不是一个完全数。假设 P 是－质数，那么 P?2 并且 P 恰
有两个因子 1 和 P, 所以小千 P 的所有因子的总和是 1 。这得出 P 不是一个完全数。

这是间接证明法。

5. <P1(\P2(\ … (\P,,)---+Q 形式命题的证明

可用直接证明法或间接证明法。因 (Pl(\P2(\ …(\ P,， )-Q 的逆反是 --,Q----+----,P1 V 

---,P2V … V---,pn ，用间接证明法时，只需证明至少有一个 1 值，使 ---,Q 蕴含 --,P, 是真即可。
这也可以说是间接证明法的推广。
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6. pl A P2 A … AP，广► (P-Q)形式命题的证明

根据公式 E22 • pl/\ P2 A … APn-(P-Q)等价于 pl/\ P2 /\… AP. AP-Q，所以，只

需证明

pl AP2 A … AP.AP-Q 

这个方法叫 CP 规则，也叫演绎定理，因 P 移作前提，常使证明简化，所以经常应用。

例 1. 5 - 7 如果 A 参加球赛，则 B 或 C 也将参加球赛。如果 B 参加球赛，则 A 不参

加球赛。如果 D 参加球赛，则 C 不参加球赛。所以， A 若参加球赛，则 D 不参加球赛。

解 设 A:A 参加球赛， B:B 参加球赛， C:C 参加球赛， D:D 参加球赛。要证明的

是 A--,D 可从 A-BVC, B--,A,D--,C 推出。

步 骤 断 言

1 A--+-BVC 

2 A 

3 BVC 

4 B--,A 

5 A---, B 

6 勹 B

7 C 

8 D?--,C 

9 C--- ~ D 

10 勹 D

11 A--+-,D 

7. (Pl V P2 V … VP")-Q 形式命题的证明

因为

P1 V P2 V … V P"-Q 

- --,P1 A--,P2 A … A--,P" VQ 

根 据

p 

P（附加前提）

T, 1, 2, I, 

p 

T, 4. E24, EI 

T, 2, 5, I, 

T, 3, 6, I, 

p 

T, 8, E,., E1 

T, 7, 9, I, 

CP 

¢=} (--,P1 VQ) 八 (--,P2VQ)/\ … A(--,P" VQ) 

己(Pl -Q) f\ CP2-+Q) f\ …A(Pn-Q) 

所以，欲证 P1 VP; V … VP"-Q 永真，只需证明对每一 i, P;-Q 成立。这种证明方法叫

分情况证明。

例 1. 5 - 8 试证记作“u”的二元运算｀＇max”是可结合的，即对任何整数 a 、 b 和 c,

(a u b) u c=a u (b u c) 。

证 对任意 3 整数 a 、 b 、 c, 下列 6 种情况之一必须成立：

a~b彦c, a~c~b, b~a~c, b~c~a, c~a~b 或 c多b~a 。

情况 1: a~b~c, 那么

(a u b) u c=a U c=a 

a u (b u c) =a U b=a 
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所以 (a LJ b) LJ c=a u (b u c) 

其它情况类似可证。

8. 反证法（归谬法）

设公式 H1, H2, …，几中的原子命题变元是 P1'P2, … ,pn' 如果给 P1, P2, …, P,' 

以某一指派，能使 H1 I\ H2 I\ … I\ Hm 具有真值 T, 则称命题公式集合 {H1, H2, …, H,', } 

是一致的，否则称为非一致的。这个定义也可这样叙述：

若 Hl AH2 A... A Hm⇒RA---,R ，则｛ H1, Hz, … ,Hm}是非一致的，否则是一致的。

定理 1. 5 - 1 设{H1, H2, …, Hn}是一致的， C 是一命题公式，如果{H1, H2, …, 

H,', ---,C} 非一致，则能从 H1, H2, …, H,1 推出 C 。

证因为 H1 I\ H2 I\ … AHn A---,C⇒RI\---,R ，所以， H1 /\ H2 /\… I\ H" I\---,C 永假，但

{H1, H2, …, H,？，}是一致的，所以使 HI f\ H2 f\ … A 庄为真的指派使---, C 为假，因此 C`

为真。故

H1 I\ H2 I\ … AH,t⇒C 

这一定理说明，欲证 H1 I\ H2 I\ … I\ H,＇ ⇒C, 只需证明 HI f\ H2 f\ … AHn A---,C⇒RI\---,R 。

这种证明法叫反证法，又叫归谬法。其中 ---,C 叫假设前提。

例 1. 5 - 9 证明 ---,(PI\ Q) 是 ---,p I\---,Q 的有效结论。

证把--, ---,(P /\ Q)作为假设前提。

步 骤 断 言 根 据

1 勹勹 (P /\ Q) P、假设前提

2 P/\Q T. 1. E1 

3 p T. 2, I, 

4 --,p I\--,Q p 

5 ~P T, 4, 12 

6 p (\-,p T, 3, 5, 合取式

所以

-,p I\-,Q⇒ 勹 (PI\ Q) 

反证法有时使证明很方便，但它不是必不可少的证明法，总可以用 CP 规则代替它，

因为若已证得

H1 /\ H2 /\… AHn A -,C⇒R I\-,R 

则巾 CP 规则得

HI (\ H2 (\… I\ H,,⇒ -,C---R I\-,R 

但

-,C---R/\-,R⇒C 

山前提三段论得

H1 /\ H2 /\… I\ H,，二► c

常见的证明方法介绍暂时就到这里，还有－些常见证明方法，诸如数学归纳法，构造
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性证明法等，我们将在后继章节的方便之处再作陆续介绍。

* 1. 5. 3 推理的其它问题

本节讨论由给定的公理 Hl, H2, …, H,，可推出多少推论。

我们是在把原子命题当作不可分解的整体的前提下讨论这一问题的，若前提不成立，

结论当然也失去意义。

把公理用 A 联结起来，求出所得式子的主合取范式，随意地取出若干个极大项并用 A

联结之，这样得出的式子，便是推论。因为主合取范式为真，其每一合取项为真，因此，若

干个合取项之积也是真，所以它是这些公理的推论。

如果有 m 个合取项，可得 2m-1 个 (0 个合取项不包括在内）不同的推论。

例如，以 P 及 P---Q 作公理时

P /\ (P---Q) RP/\ (--,P V Q) 

台(P V Q /\---,Q) A (--,P V Q) 

台(P V Q) /\ (P V--,Q) /\ (---,P V Q) 

于是可作出以下推论

PVQ 、 PV--, Q 、 ---,PVQ 、 (P V Q) A (PV---,Q) 、 (PV Q) A(--,PV Q) 、（ PV--, Q) 八

(---,PVQ) 、（ PVQ) /\ CPV---,Q) /\ (--,PVQ) 

例 1.5 -10 

(1) 设P: 速度的加法定律是真，

Q：在恒星系中光以等速沿各方向传播，

R：在地球上光以等速沿各方向传播。

首先我们有数学定理： p /\ Q-----,R, 即“如果速度的加法定理是真而且在恒星系中光

以等速沿各方向传播，那么地球上光传播的速度不能沿各方向都相等。”

其次，根据物理实验，知 Q 和 R 是真。

因此我们有下列公理：

PAQ---,R,Q,R 

(PAQ----,R) /\ Q/\R台(---,PV---,QV---,R) 八 (---,PV--,QVR) 八 (---,PVQV--,R)

八 (---,PVQVR)/\(PV--,QV R) /\ (PV QV--,R) 八 CPVQV R) 

这里有一推论为

(--,PV--,QV--,R) 八 (--,PV--,QVR) 八 (--,PVQV--,R) 八 (--,PVQVR)R--,P

因此得出结论：速度的加法定理是不真的。

(2) 由任意两个互相矛盾的公理可以推出随意一个定理。

设 P 和 -,P 是公理， Q 是随意一个命题，那么

P A --,P 台 (P V Q A --,Q) 八 (--,P V Q /\--,Q) 

台(P V Q) 八 (P V--,Q) 八 (--,PVQ) 八 (--,PV--,Q)

其中一个推论是

(PVQ)/\(--,PVQ)已Q

即

P A --,P=Q 
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习题

1. 用真值表证明表 1. 5 - 1 给出的下列推理规则的重言式形式都是重言式：
(1) 拒取式。

(2) 析取三段论。

(3) 建设性二难推理。

(4) 破坏性二难推理。

2. H1, H2, …是前提， C 是结论，用真值表技术证明下述论证的有效性：

(1) HI: P-Q, C: P-PI\Q 
(2) H卢勹 PVQ,H釭 ,(Q(\•R), H釭勹 R, C: 勹 P

3. HI'H2, …是前提， C 是结论，用真值表判断下列结论是否有效：

0) H1: P-Q, H口勹 Q,C:P

(2) HI: PV Q, H2: P-R, H釭贮R,C:R

(3) HI: P-(Q-R)'H2: p(\Q,C:R 
(4) H卢勹 P, H2: PVQ, C: P(\Q 

4. 给出一个指派，证明以下结论是非有效的：

(1) 前提是 A+-+B 、 B+-+(C(\D) 、 C+-+(AVE) 、 AVE, 结论是 A(\E 。

(2) 前提是 A+-+(B-C) 、 B+-+尸 AV·C) 、 C+-+(AV 勹 B) 、 B ，结论是 AVC。

5. 对下列每一个前提集合，列出能得到的恰当结论和应用于这一情况的推理规则。

(1) 我是肥的或者瘦的，我无疑不是瘦的。

(2) 如果我跑，我喘气。我没有喘气。

(3) 如果他做这个事，那么他的手是脏的。他的手是脏的。

(4) 天气是晴朗或阴暗，天气晴朗使我愉快而天气阴暗使我烦恼。

(5) 如果考试及格了，那么我很高兴。如果我很高兴，那么我的饭量增加。我的饭量

减少。

6. 对下述每一论证构造一个证明，给出所有必须增加的断言，指出用于每一步的推理

规则。

(1) 煤或大米将涨价，不是这种情况。如果铁路中断运输，那么煤将涨价。因此，铁路

不会中断运输。

(2) 从语句“今天下雨或明天后天都下雨”和“明天不下雨或后天不下雨而今天下雨”可

推出“今天下雨”。

(3) 如果李敏来通信工程学院，若王军不生病，则王军一定去看望李敏。如果李敏出

差到南京，那么李敏一定来通信工程学院。王军没有生病。所以，如果李敏出差到南京，王

军一定去看望李敏。

7. 补充所缺的断言去证实下述论证：
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8. 确定下列论证哪些是有效的，为有效论证构造证明。对非有效论证，表明为什么结

论不能从前提得出。

(1) A(\B (2) AVB 

A---C A---C 
所以 CAB 所以 CVB

(3) A---B (4) A-BVC 
A___.C D--,C 

所以 C-B B--,A 

A 

D 
所以 B I\-,B 

9. 确定下列哪些是有效论证，对有效论证构造证明。对非有效论证描述其谬误。

(1) 如果今天是星期二，那么我有一次计算方法测验或物理测验。如果物理老师生病，

那么没有物理测验。今天是星期二并且物理老师生病。所以，我有一次计算方法测验。

(2) 如果 f（工）是三角函数，那么 f(x)在（一=,=）上连续。 1f(x)|<l 的必要条件是

f(x)在(—~'～)上连续。所以，如果 f（工）是三角函数，那么若 f(x) 在(—~'～）上连

续，则 lf(x)l<I 。

(3) 如果张小三的手沾满了鲜血，那么他杀了人，张小三手很清洁。所以，张小三没有

杀人。

10. 仅使用 E4 、 E5 、 E8 、 E18 、 E21 、 L 证明 -,P/\(PVQ)⇒Q

11. 证明下列论证的有效性：

(1) <A-B) 八 (A----+C),-, （ BI\ C), DVA 推得 D

(2) P----+Q, (-,QV R) /\-,R,-, （ -,P/\S)推得 -,s

(3) P/\Q-R,-,RVS,-,S 推得 -,PV-,Q

(4) B/\C, (B+-+C)-(HVG)推得 GVH

(5) (P-Q)-R, R/\S, QI\ T 推得 R

12. 证明下列结论：

(1)-,PVQ,-,QVR,R-►S⇒P-S 

(2) P----+Q⇒p....... p /\Q 

(3) PVQ----+R⇒p /\Q-►R 

(4) P-(Q-R), ~酝(R----+S)⇒P-(Q-S)

13. 试说明”从假的前提出发，能证明任意命题”。

14. 证明下列前提集合是非一致的。

0) P-Q, P-R, Q--,R,P，由此证明

CP-Q) /\ CP-R)/\(Q--,R) I\ p⇒M 

(2) A-CB-C), D-► CB /\-,C), A I\ D, 由此证明

[A - (B __. C)J /\ [D - (B /\-,C)] /\ (A /\ D)⇒I 

15. 证明下列各式的有效性：

(l)R--,Q, RVS, s--,Q,P-Q 推得 -,p

(2) s--,Q. SVR,-,R,-,R+-+Q 推得-, p 
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(3) --, (P-Q)---, (RVS), «Q-P)V--,R), R 推得 P-Q

1. 6 谓词和枪词

在命题演算中，原子命题是演算的基本单位，不再对原子命题进行分解。故无法研究

命题内部的成分、结构及其逻辑特征。例如：

”所有的人总是要死的＂

“苏格拉底是人”

”所以苏格拉底是要死的＂

凭直觉这个苏格拉底论证是正确的，但无法用命题演算表达出来。为了深入研究形式

逻辑中的推理问题，所以有必要将命题演算扩充而引人谓词演算。我们首先介绍谓词和量

词概念。

1. 6. 1 谓词

首先考察几个例子。

例 1. 6 - 1 

(1) 5 是质数 x 是质数

(2) 张明生于北京 工生于 y

(3) 7=3X2 x=yXz 

右侧是每个例子的模式，”是质数”刻画 .l.、的性质，“生于“刻画 x 和 y 的关系，＂…＝…

X …"刻画工、 y 、 z 的关系。

我们把“5”“张明”“北京”“7”“3”“2“叫做个体，代表个体的变元叫个体变元。刻画个

体的性质或几个个体间关系的模式叫谓词。”是质数”“生于“”..,=..·X …”都是谓词。谓

词一般用大写字母 P, Q, R, …表示，个体用小写字母 a, b, c, …表示。

单独的个体和谓词不能构成命题，故不能将它们分开以表示命题。设 F 表示“是质

数＂，则＇分是质数”表示为 F(x); G 表示“生于“，则＇勹生于 y”表示为 G(:r, y); H 表示

”…=… X …"，则”x=yz”表示为 H(x, y, z) 。 F(x ）、 G(x, y) 、 HC.r, y, z) 等叫谓词命

名式，简称谓词。

表示 n 个个体间关系（性质看做一元关系）的谓词称为 n 元谓词。例如上述 F(x）是一元谓

词， G(.1.·, y) 、 H(x, y, z)分别是二、三元谓词。一般 n 元谓词记作 P(.1..I' 屯，…，丸，）。

一般谓词用设定的字母表示，常用的谓词则用特定的符号表示。例如：

x<y, 可写成<(x, y) 或 L(x, y)(L 表示小于）

x=yz, 可写成＝（工， y, z) （要事先说明）

但最常用的仍写成 x<y, x=yz, 称为谓词的中缀记法。不管怎样记法，变元的次序是重

要的，例如<(x, y) 与<(y, X）不一样。

一个字母代表一特定谓词，例如 F 代表”是质数“，则称此字母为谓词常元。若字母代

表任意谓词，则称此字母为谓词变元。我们通常不加区分，但一般从上下文可看出它的

含义。

谓词命名式中个体变元的取值范围叫做论述域或个体域。容易看出，空集不能作为论
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述域，所以，以后谈到论述域都至少有一个个体。例 1.6- l(l) 的论述域是正整数．（ 3）的

论述域是实数，（2）中 x 的变域是人类， y 的变域是地名集，所以论述域分别是人类和地

名集。

个体的涵义十分广泛，任何事物都可作为个体。因此常见的函数 sin.:r 、 xy ．．．的值

sin45° 、 2X3…都可作为个体。此时对应于这些函数值的个体变元，就是该函数了。请看以

下例子。

例 1. 6 - 2 给定等式 xy+z=O, 如果用谓词 P 表示“… X …+…= 0“，可记为

P(x, y, z) ，是三元谓词，因为它有三个空位，工、 y 、 z 分别是它的三个个体变元；如果用谓

词 P 表示“…+… =O", 可记为 P(xy, z) ，是二元谓词，因为它有两个空位，其中变数 xy 是

一个个体变元， z 是另一个个体变元；如果用谓词 P 表示“… =0"，可记为 P(.:ry+z),

是一元谓词，因为它仅有一个空位，它的个体变元是函数 xy＋之。

由此例可看出什么是个体变元，取决于相应谓词的涵义。

谓词命名式中，若谓词是常元，个体变元代以论述域中的某一个体，就成为一个命题。

例如 F(5)是真， F(4) 是假， G（张明，北京）是真（假定张明生于北京），所以谓词命名式是

一个命题函数。

在例 l.6 -2 中，将等式表示为 P(x, y, z) ，若取定 x 为 3' 即 P(3, y, z) ，可改记为

P'(y, z)成为二元谓词，再取定 y 为 4, 即 P'(4, z) ，可改记为 p''(z) ，成为一元谓词，再

取定 z 为 5' 即 p''(5) ，可改记为 P"'而成为命题。可见命题是 0 元谓词，所以谓词是命题概

念的扩充，命题是谓词的一种特殊情况。

1. 6. 2 最词

为了表达全称判断和特称判断，有必要引入扯词。量词有两个：全称量词和存在量词。

1. 全称量词

v`1 读做“对一切 x”、“对任一 :r”或“对每一 x", 这里 V 是全称量词， x 标记 V 所作用

的个体变元。

v.:rP(x) 表示“对一切 .:r,P(x) 是真”;

\;/ x-, P(x)表示“对一切 X, -, P(.:r）是真”;

-, v.:rP(.:r）表示”并非对一切 x, P(.:r ）是真”;

勹 \:/x•P(x)表示”并非对一切 x，勹 P （ .:r ）是真”。

2. 存在量词

3.:r 读做“存在一 x” 、“对某些 :r”或“至少有一 :r” 。这里 3 是存在量词， x 标记 3 所作

用的个体变元。它的意思是肯定存在一个，但不排斥多千一个。

:3 xP(.:r）表示“有一 x 使 P(.:r ）是真”;

3.:r-, P(.:r）表示“有－ X, 使 -,P(.:r ）是真”;

-,:3 xP(x)表示“至少存在-.:r 使 P(x) 是真，并非这样”;

-, 3x-,P(x)表示“至少存在一 x 使 -,P釭）是真，并非这样”。
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在谓词 P(x), Q(x, y), …的前边加上全称量词 Vx 或存在撒词 3x, 说成是变元 x 被

全称量化或存在量化。下述断言中的 y 被全称量化或存在量化。

例 1. 6 - 3 

Cl) V y(y<y+D 

(2) V y(y=3) 

(3) 3y(y<y+l) 

(4) 3 y(y=3) 

如果论述域是整数，则 (1)是真，（ 2）是假，（3 ）和 (4) 是真。

下面说明最化的作用。

设 F(x)表示“x 是质数“，将谓词 F(x)变为命题有两种方法，第一种是将 x 取定一个

值，例如 4 ，那么 F(4)是命题（假），这种方法的本质是给变元以约束。第二种是将谓词量

化，例如 V xF(x) （假）， 3xF(x) （真），这种方法的本质也是给变元以约束，不过约束方法

不一样。所以量化的作用是约束变元。

量化后所得命题的真值与论述域有关，例如 3 y(y=3) ，如果论述域是正整数，这一命

题是真，如果论述域是大千 4 的整数，则这一命题是假。

对不同的个体变元，用不同的论述域是可以的，但有时，不同的个体变元一起讨论时，

用不同的论述域甚感不便，于是我们设想有一个集合，它不仅包括谓词中各个体变元的所

有个体域，而且还含有其它个体，我们称它为全总个体域。用了全总个体域以后，个体变

元取值范围一致了，但不同论述对象需用不同的特性谓词加以再刻画。我们通过例子说明

这一点。

设 F(x) 表示＇五是不怕死的＂彝 D(x)表示．石是要死的“,M(x)表示“x 是人”。

如果论述域是全人类，则

“人总是要死的＂译为 V xD(x); 

“有些人不怕死”译为 3xF(x) 。

如果是全总个体域，则分别译为

V x(M(:r )___. D(:r)) CD 
3:r(M(x)/\F(x)) ® 

心式等价于 V x(•M(x) V D(x) ），所以也可以表达为“对一切 x，如果 x 是人，则 x

是要死的＂；也可表达为“对一切 x,x 不是人，或是要死的＂。各概念间的关系如图 1. 6 - 1 

所示。

＠式可表达为“存在一些 x, x 是人并且是不怕死的＂。各概念间的关系如图 1.6 - 2 

所示。

图 1. 6 - 1 
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以上两式中， M（工）是特性谓词。用以刻画论述对象具有“人”这一特性。特性谓词怎样

加入到断言中去，有以下两条规则：

(1) 对全称量词，特性谓词作为蕴含式之前件而加入之。

(2) 对存在植词，特性谓词作为合取项而加入之。

第一条规则不易理解，例如“人总是要死的＂译为\/ x(M(x) A D(x) ）似乎也不错，其实

不对，这主要由千最化断言的真假与论述域有关，现在是全总个体域，域中除人外，还有

不是人的 1，上述的意义是”所有的 m 都是人并且都是要死的＂，所以它是不正确的。

有了谓词和量词概念后，逻辑符的表达能力就广泛多了，逻辑关系的描述也深刻多

了，下面举一些例子。

例 1. 6 - 4 

(1) 没有不犯错误的人。

解 设 F(x）为 “x 犯错误“,M(x)为“x 是人＂。则上旬可译为

-, ( 3 x(M(x) A-,F（心））

(2) 凡是实数，不是大千零就是等千零或小千零。

解 设 R(x)表示“x 是实数“, >(x, 0), = (x, 0), <(x, 0)分别表示 x 大于、等千、

小千零。则上旬可译为

\/ x(R(x) -> (x, 0) V =(x, 0) V< (x,O)) 

(3) 在 ALGOL- 60 程序设计语言中，一维整数数组 array A[l : 50] 中的每一项均不

为零，可以表示为

\/ xCl(x) A x ~ 1 A x ~ 50 -A[x] =I= 0) 

这里 1(x) 表示“x 是整数”。其它谓词就用中缀记法。

多元谓词可以多重最化，方法与一元谓词的量化一致。

例 1. 6 - 5 

(1) 对千所有的自然数，均有 x+y~x 。

设 F(x, y) 表示 x+y多x, N（工）表示“工是自然数＂。则上旬可译为

\/ x \/ y(N(x) A N(y) - F(x, y)) 

如果 F(x, y)表示工~y, 则上旬可译为

\/x\/y(N(x) A N(y)-F(x+y, x)) 

就是说，翻译时，允许把个体和运算符组成的式子，诸如 x+y 、 x+2 、 x2 等，作为个体变

元（因为它们代表个体），填入谓词命名式的个体位上。

(2) 某些人对某些食物过敏。

设 F(x, y) 表示“x 对 y 过敏“, M( ．T) 表示“x 是人”,G(x) 表示“x 是食物”。于是上句

可译为

3x3y(MCx) A G(y) A FCx,y)) 

(3) 每个人都有些缺点。

设 F（工， y）表示“x 有 y",M(x)表示“r 是人”,G(x)表示“x 是缺点＂。千是上旬可译为

\/ x(M(x) - 3 y(G(y) A F(x,y))) 

(4) 尽管有人聪明，但未必一切人都聪明。

37 --



设 F(x)表示“x 聪明“,M(x)表示“x 是人＂。于是上旬可译为：

3x(M(x) A F(x)) A-, （贮(M(x) - F(工）））

1. 6. 3 憤化断言和命题的关系

分情况说明量化断言和命题的关系。

(1) 如果论述域是有限的，不妨设论述域是 {l, 2, 3} ，那么

V xP(x)台PO) /\ P(2) A PC3) 

3xP （工）台PO) V P(2) V P(3) 

(2) 如果论述域是可数无限，诸如自然数集合，那么 't/xP(x), 3xP(x)不能表达为有

限的合取和析取，但概念可以推广。全称械化断言可看做无限合取；存在最化断言可看做

尤限析取。例如论述域是自然数时，我们理解

VxP(工）为 P(O) A PO) /\ PC2) … 

3 工P(x) 为 P(O) V PO) V PC2).., 

(3) 如果论述域是不可数无限，诸如实数集合，则无法表达。

以上展开式常可帮助我们具体理解 V xP(x) 和 3xP(x) 。

1. 6. 4 谓词公式

不出现命题联结词和兢词的谓词命名式 P （ .x·1' 艾，…， x，t) 称为谓词演算的原子公式。

此表示法也包括 n=O 的情况，此时 P（丸，气，．．．， ·r,,) 即为原子命题公式 P 。

由原子公式出发，我们可定义谓词演算的合式公式，简称公式。

(1) 谓词演算的原子公式是谓词演算公式。

(2) 若 A 、 B 是谓词演算公式，则 (-,A) 、（AAB) 、（AVB) 、（A-B) 、（A-B) 、

('t/.J:A) 和 (3 工A)是谓词演算公式。

(3) 只有有限次应用步骤(1) 和 (2)构成的公式才是谓词演算公式。

由上述定义易知，命题演算公式也是谓词演算公式。

另外，在书写时有些括号可略去，规定与命题演算的相同，有关植词的规定见下一

小节。

1. 6. 5 自由变元与约束变元

紧接于星词之后最小的子公式叫量词的辖域。例如：

(1)'t/ 工P( 工 )-Q(.T ）

(2) 3 x(P(x, y)-Q(工 ,y))VP(y, z) 

V:r 的辖域是 P(x), 3x 的辖域是(P(r, y)-Q(.T ， y) ），辖域不是原子公式，其两侧必须

有括号，否则，不应有括号。

在星词 V:r 、 3:r 的辖域内变元 :r 的一切出现叫约束出现，称这样的工为约束变元。

在一公式中，变元的非约束出现叫变元的自由出现，称这样的变元为自由变元。

在 1二面例 (1) 中， P （ :r) 中的 :r 是约束出现， Q(:r ）中的 .J:· 是自由出现。在上面例 (2) 中，

l 是约束出现， y 和 z 是自由出现。在公式 't/ y(A(y)于 3d、R(:r ， y) ）中， 1. 和 y 都是约束出

现。在公式 V:rP(y) 中， y 是自由出现。
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如上面例 (1)那样，在一个公式中一个变元既以约束出现，又以自由出现，这是允许

的，但是为了避免混淆，我们通常通过改名规则，使得一个公式中一个变元仅以一种形式

出现。

一个公式中，一个约束变元的符号是无关紧要的。如公式 'r/ xP(x) ，若将 x 改为 y, 得

'r/ yP(y) ．它与原公式有相同的意义，这同定积分中积分变量可以改变类似。所以一公式
中的约束变元是可以更改的，改名规则如下：

(1) 若要改名，则该变元在量词及其辖域中的所有出现均需一起更改，其余部分不变。

(2) 改名时所选用的符号必须是量词辖域内未出现的符号，最好是公式中未出现的符号。

例如： 3.1.̀ P(x) A Q(x)台 3 yP(y) A Q(x), 

'r/ x(A(x) V B(x, y)) V CCx) V D(w)已 V 乏 (A( 乏 )V B(z, y)) V CCx) V D(w) 

但 V:r(A(.r ） VB(.r ， y))VC(x)VDCw)不可改名为 'r/ y(A(y) V B(y, y)) VCC:x一） V DCw) 。

习题

1. 下列表达式哪些是命题？

(1) v.r(PC::r) V QC.r) ）八 R

(2) V.r(PC.T ) AQ(l勹））八 3.rS(x)

(3) V.r(P(.1-) A Q(工））八 SC.r)

2. 求下列各式的真值。

Cl) V:rCPC.r)VQC.r)) ，其中 PC.r):.r ＝ 1, Q(.r ) ： x=2, 个体域是{ I, 2} 。

(2) V :rCP--Q（心） V R(a) 、其中 P: 3>-2, Q(:r): 1至3, R(.r ): x>5, a: 3, 个体

域是 {-2, 3, 5, 6} 。

(3) 3.T （ P(.r ） --Q(.T ）） AT, 其中 PC.r):.x·> 1, Q(x):.r= 1, T 是任意永真式，个体

域是{ 1} 。

3. 设谓词 S(:r, y, 乏）表示“.r-y=z", 谓词 M(.T ， y, 乏）表示 “.ry＝已论述域是整数，

用以上谓词表示下述断言：

(1) 对每一．r 和 y, 有一之，使 .T — y 一之。

(2) 对每一 I 和 y, 有一之，使 1一之＝ y 。

(3) 从任何整数减去 o, 其结果是原整数。

(4) 对所有 1一，对所有 y,.ry=y 。

(5) 存在一 .T ，对一切 y,.Ty=y 。

4. 如果论述域是整数 I, 确定下列命题哪些是真。题中 3 !.rP(.r）表示“存在唯一的工

使 P( ｀T) 是真”，是常用的笫三个量词，但它可用已有的两个量词表达出来。

(l) v.r3 y(.T . y=l) 

c 2) V.r 3 ! y < :r + y = o) 
(3) 3y'r/x(.r+ y=l) 

(4) 3y'r/x(.r . y=x) 

5. 论述域是整数，对下列每一个断言找出谓词 P 使蕴含式是假。

Cl) \/x 3! yP(.r,y)一 3!.Y \/.rP(.r , y) 

(2) 3! y't/.rP(.r , y)--+ V :r 3! yPC.r,y) 
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6. 指定一个论述域使下列命题是真。要使指定的论述域是尽可能大的整数的一个
子集。

(1) \/x(x>O) 

(2) V x(x=5) 

(3) Vy 3 x(x+ y=3) 

(4) 3y'r/x(x+y<O) 

7. 考虑论述域是整数 1 。

(1) 不管变元 x 是受约束于 V 或 3, 找出一谓词 P(x) ，使它为假。

(2) 不管变元 x 是受约束于 V 或 3, 找出一谓词 P(x) ，使它为真。

(3) 不管变元 x 是受约束于 V 、 3 或 3 !，使谓词 P(x) 为真，这可能吗？证明你的答案

是正确的。

8. 设 P 是任意谓词，论述域是 {1, 2, 3} ，命题 3 ! xP(x) 的真值等于命题 P(l) 它

P(2)令P(3) 的真值吗？

9. 设论述域是自然数， P(x, y, z) 表示“x+y=z", LC.r, y) 表示“x<y", 用逻辑符表

示下述断言：

(1) 对每一 x 和 y, 有一个之，使 x+y=z 。

(2) 对所有 x,x+o ＝工。

(3) 没有 x 小于 0 。

(4) 0 并非小于一切 x 。

(5) 4 加 3 得 7 。

10. 将苏格拉底论证符号化。

11. 设 P(x, y, z) 表示 x • y=z, E(x, y)表示 x= y, G(x, y)表示正＞y, 论述域是

整数，将下列断言译成逻辑符。（提示：要注意数学上习惯写法和逻辑符表示的差异，例如

加法交换律在数学中写成 :.T＋y=y+x, 翻译成逻辑符时，要按实际意义翻译成： V:rV y 

(x+y=y+x) ，即要自动地加上全称量词，使整个式子成为命题。）

(1) 如果 xy=O, 那么 x=O 或 y=O 。

(2) 如果巧＃o, 那么 .T#0 并且 y:#0 。

(3) 如果 y=l, 则对一切 1、 ,xy=x 。

(4) 2x=6 当且仅当 x=3 。

(5) 除非 y多O, x2=y 不存在解。

(6).T＜之是工<y 并且 y<z 的必要条件。

(7).T'乓y 并且 Y¾工对 y=.T 是一个充分条件。

(8) 如果 .T<y 并且 z<O, 那么 xz>yz 。

(9):r=y 和 x<y 不能同时出现。

(10) 如果 x<y. 那么存在某些 z, 使 z<O, xz>yz 。

(11) 存在一 X, 对每一 y 和 z, 使 xy=xz 。

12. 设论述域是具有如下定义的谓词的数学断言的集合：

P(x)表示“x 是可证明的”;

T(x)表示“工是真的”;
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S(x)表示“x 是可满足的”;

D(x, y, z)表示“z 是析取式 xVy",

翻译下列断言为中文，使我们翻译尽可能自然。例如 V 初 \;/x\;/y\;/z{[D(w, x, y)/\ 

D(x, w, z)/\P(y)]--PCz)} 译成“如果 y 是断言 wVx, z 是断言 xVw, 并且 y 是可证明

的，那么 z 是可证明的"。

Cl) \;/ I[P(x)--T(x)] 

(2) \;/x[T(x)V--,S(x)] 

(3) :I x[TC:r ) /\- P(:r)] 

(4) \;/ x\;/ y\;/ z{[D(x, y, z)/\PCz)]--[P(x) V P(y)]} 

(5) \;/:r{T(:r ) --Vy\:/ z[D(x, y, z)--T(z)]) 

13. 将下列断言译为逻辑符号，选用的谓词应使逻辑符号中至少含有一个量词：

(1) 有一个且仅有一个偶数质数。

(2) 没有一个奇数是偶数。

(3) 每一火车都比某些卡车快。

(4) 某些卡车慢于所有火车，但至少有一火车，快于每一卡车。

(5) 如果明天下雨，那么某些人将淋湿。

(6) 所有步行的、骑马的或乘车的人，凡是口渴的，都喝泉水。

14. 试译出 “a 是 b 的外祖父”，只允许用以下谓词： P（立表示＇石是人”,F(:r, y) 表示

，万是 y 的父亲 “,M(x, y) 表示＇石是 y 的母亲”。

15. 设 E（工）表示＇万是偶数”, （）（ I) 表示＇万是奇数”,P(x) 表示＇万是质数“,N(x) 表

示“工是负数“, I(I)表示＇万是整数”和一些中缀表示的谓词诸如 y=x2+1 等，将下列各句

译成逻样符：

(1) 一个整数是奇数，如果它的平方是奇数。

(2) 两个偶数之和是偶数。

(3) 一个偶数和一个奇数之和是一个奇数。

(4) 有两个奇数，它们的和是奇数。

(5) 任何整数的平方都是负数。

(6) 有某个质数其平方是偶数。

(7) 不存在一个整数工使 x2 十］是负数。

(8) 对任何两个整数工和 y, 工-y 或 y —工是非负的。

(9) 如果 1=3, 那么任何整数的平方是负的。

(10) 如果 1=3, 那么任何整数的平方是正的。

(11) 任何两个质数之和是一个质数。

(12) 存在两个质数其和是质数。

(13) 对任何整数，如果它的平方是负的，那么 l=l 。

16. 将符号 3 巨P(x)表达成仅用量词 V 、 3 和谓词＝构成的式子。

17. 设论述域由 0 和 1 组成，试写出与下列各式等价的不用量词的命题的析取和

合取：

Cl) V.rP(O,.r) 
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(2) \/ x \/ yP(x, y) 

(3) V 工 3 yP(x, y) 

(4) 3 工\/ yP(x, y) 

(5) 3y3xP( 工 ,y)

18. 如果论述域是 {a, b, c} ，试消去下列公式中的量词：

(1) V xR(x)(\3 xS(x) 

(2) \/工CP(x)-Q（立）

19. 假定论述域有两个元素，证明 3 工 (Q(x)(\R( 工))不为 3y(P(y)(\Q(y) ）和

3 z(P(z) /\ R(z) ）所永真蕴含。

20. 试说明下列公式是合式公式：

(1) ( VI(F(x)-Q(x))) 

(2) (F (x, y)---+ (3 xG(.:r'y))) 

21. 指出下列表达式中的自由变元和约束变元，并指明量词的辖域：

(1) \/工 (P(x) I\ Q(x))---+\J 工P(.:r)(\Q(:r ）

(2) \/ :rCP(x)(\ 3 工Q(x))V(\/xP(x)-Q(x))

(3) \/工 3 y(P (X, y)+--+Q(x, y))(\3 xS(y)(\S釭）

22. 将下列各式改名，使自由变元和约束变元不用相同的符号：

Cl) V y(R(y, x)-S(x, y))(\P(x, y)(\3 xQ(.:r) 

(2) R （工， y)---+ V x(P(x, y) V \/ zQ(x, z)) 

1. 7 谓词演算的永真公式

1. 7. 1 基本定义

定义 1. 7 - 1 两个任意谓词公式 A 和 B,E 是它们公有的论述域，若

(1) 对公式 A 和 B 中的谓词变元（包括命题变元），指派以任一在 E 上有定义的确定

的谓词。

(2) 对谓词命名式中的个体变元，指派以 E 中的任一确定的个体。

所得的命题具有同样的真值，则称公式 A 和 B 遍及 E 等价，记为在 E 上 A己B 。

定义 1. 7 - 2 如果两谓词公式 A 和 B, 在任意论述域上都等价，则称 A 和 B 等价，

记为 A台B"

定义 1. 7 - 3 给定任一谓词公式 A, 如果在论述域 E 上，对公式 A 中的谓词和个体

变元进行定义 1. 7 - 1 中的两种指派，所得命题

(I) 都真，则称 A 在 E 上有效或在 E 上永真。

(2) 至少有一个是真，则称 A 在 E 上可满足。

(3) 都假，则称 A 在 E 上永假或在 E 上不可满足。

定义 1. 7 - 4 给定任一谓词公式 A, 如果在任意论述域上，对上述两种指派，

Cl) A 永真，则称 A 永真或有效。

(2) A 至少在一个域上可满足，则称 A 可满足。
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(3) A 永假，则称 A 永假或不可满足。

若谓词公式 A 的个体域是有限的，谓词的解释也有限，则可用真值表判定谓词公式 A
是否永真。

例 1. 7 - 1 

设 P(x) 仅可解释为 CD A(x): x 是质数，

@ B(x) :x是合数。论述域是{ 3, 4} ，判定谓词公式

P(x)/\3xP(x)是否永真。

解真值表如表 1. 7 - 1 所示，所以， P(x)/\

3 工P(x)非永真式。

当谓词的解释和个体变元的数最稍大，用真值表

表 1. 7 - 1 

P(x) 又~

A(x) 3 

A(x) 4 

B(x) 3 

B(x) 4 

P(x) A 3 xP(x) 

1 /\ 1台 1

0 /\ 1台0

O I\ l仁0

1/\l仁~1

判定就难以实现。一般利用推导方法，因此，如同命题演算一样，首先要求出基本的永真

公式，以作为推导的根据。

1. 7. 2 谓词演算的基本永真公式

命题演算的永真公式也是谓词演算的永真公式，基本的就是列千表 l. 2 - l 、表

1. 2 - 2 的恒等式和永真蕴含式。

含有量词的谓词演算的基本永真公式如下：

(1) VxA台A

3xA台A

这里 A 是不含自由变元 x 的谓词公式，因为 A 的真值与 x 无关，所以上述等价式成立。

(2) V xP(x)⇒P(y) 或\:/ xP(x)⇒P(x) 

P(y)⇒ 3 xP(x) P(x)⇒ 3:rP(x) 

这两个公式是根据量词的含义得出的。前一公式的意义是：如果断言”对一切 x, P(x) 是

真”成立，那么对任一确定的 x, P(x)是真。后一公式的意义是：如果对某一确定的 x, P(x) 

是真，那么断言“存在一 x, 使 P(x)是真”成立。根据前提三段论，从这两个公式可推得

\:/ xP(x)⇒ 3:rP(:r ） 

(3) 星词的否定。

勹(\:/ xP(x))已 3:r·P(x)

-, (3 xP(x) ）已 \:/x•P(x)

由于”并非对一切 x, P(x)是真”等价于“存在一些 :r., P(x)是真＂，所以前一式成立。由于

“存在-:r，使 P(:r）是真，并非如此”等价千”对一切 x,, P(x)是真＂，所以后一式成立。这两个

公式的意义是：否定词可通过最词深入到辖域。对比这两个式子容易看出，如果把 P(:r ）

看做整体，那么将 V:r 和 3:r 两者互换，可从一个式得出另一个式，这说明 V:r 和 3:r 具有对

偶性。另外，由于这两个公式成立，两个量词可以互相表达，所以有一个横词也够了。

例 1. 7 - 2 

-, V:rVy ] z(:r＋ z=y)已 3 :r-, Vy 3 z(:r十 z=y)

已•3:r3 y-, 3 z(:r + z=y) 

台 3:r 3 yVz-, (:r + z=y) 

仁 3:r3yVz(:r十 z'#y)
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(4) 量词辖域的扩张和收缩。

V xA(x) VP台 V x(A(x) VP) 

V xA(x) I\ P台 V x(A(x) I\ P) 

3 xA(x) VP台 3 x(A(x) VP) 

3 xA(x) I\ P台 3 x(A(x) (\ P) 

这里的 P 是不含自由变元 x 的谓词（包括命题）。

现在说明第一个等价式。

如果 P 是真，则等价式左右侧都是真；如果 P 是假，则等价式左右侧都等价千

V xA(x) 。所以，第一个等价式是成立的。

类似地可说明其它 3 个等价式成立。

(5) 量词的分配形式。

V x(A(工 )/\B(x) ）台 'v xA(x)/\'v xB(x) 

3x(A(工)V B(x) ）已 3 xA(x) V 3 xB(x) 

CD@ 

3 x(A(x) I\ B(x))⇒ 3 xA(x) I\ 3 xB(x) · Q) 

V xA(x) V V xB(x)⇒ V x(A(x) V B(x)) @ 

等价式CD的成立是由千对一切 x, A(x) A B(x)是真，等价于对一切 x, A(x)是真并且

对一切 x, B(x)是真。

公式＠可由公式CD推出。因为心中的 A(x) 、 B(x)是任意的，所以可用飞'\(x) 、 -,B(.r)

分别取代A(x) 和 B(x) ，得

V x(-,A(x) I\-,B(x) ）台 Vx-,A(x) A V.r-,B(x) 

\/x-,CA(x) V B(x) ）台 \/x-,A(x) A V.r-,B(x) 

否定等价式两边得

3 x(A(工)V B(x) ）台 3 xA (x) V 3 xB (x) 

公式＠我们首先证明它是不等价的。设 A(x) 和 B(x)分别解释为“x 是奇数”和“x 是偶

数＂，论述域是自然数 N, 则 3xA(x)是真， 3 xB(x)是真，所以 3 xA(x) A 3 xB(x) 是真，

但 3 x(A(x) I\ B(x) ）是假，所以公式＠不等价。再说明公式＠是成立的，因为存在一 x 使

A(x) /\B(x)是真，所以存在一 x 使 A(x)是真，同时存在一 x 使B(x)是真。

公式＠可由公式＠推出。用 -,A(x) 和 -,B(x)分别取代 A(x) 和 B(x) ，得

3 x(-,A(x) I\-,B(x) ）⇒ 3x-,A(x) A 3.r-,B(x) 

3x-, (A(x) V B(x) ）⇒ -,CV xA(x) V V.rBCx)) 

所以， V xA(x) V V xB(x)⇒ V x(A(x) V BCx) ）。

(6) 量词对-及-的处理。

只需应用它们对＾、 V 、-,的恒等式即可推出。例如

3 x(A(x) - B(x) ）台\/ xA(x) - 3 xB(x) 

证

3 x(A(x)-B(x)) 台 3.r(-,A(x) V BC:r)) 

台 3 :r-,A(:r ) V 3:rB C.r) 

台 V:rA(.r ） -3:rB C.r) 

(7) 关于多个量词的永真式。
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\/x\/yP(x,y)已 \/y\/xP(x, y) 

\/ x \/ yP(x, y)=> 3 y \/ xP(x, y) 

3 y V xP(x, y)=> V 工 3yP(x, y) 

V 工 3 yP(x, y)=> 3 y 3 xP(x, y) 

e@

@@ 

3x3yP(x, y)台 3y3xP(x, y) @ 

公式CD从意义上可看出是成立的，因为“对一切 x 和一切 y,P(x,y) 为真”与“对一切

y 和一切 x, P(x, y) 为真”是同义的。

公式＠从意义上也可看出是成立的，理由与公式CD类似。

应用公式 V.rP(.r ）⇒ 3.rP(.r）及前提三段论，公式＠可从公式心推出。类似地，公式

＠可从公式＠推出。

公式＠从意义上可推出它是成立的，因为“存在一 y, 对一切 x, P(x, y) 是真＂，必然

可推出“对一切 .r ，存在－ y, 使 P(.r ， y) 是真”。

但必须注意 \/x3yP(.r ， y)⇒ 3 y \/.rP(.r ， y) 是不成立的。例如：

设 P(.r ， y) 表示 .r+y=O, 论述域是有理数集合。则 V.r3 y(.r ＋ y=O)是真，但 3 y\/ 

.r(.r＋y=O)是假。由此可知，量词的次序是重要的，但公式心和＠例外。

以上 (1)~(7)组公式，当论述域都是有限时｀则可将谓词公式展开为命题公式证明。

例如，

v.rA(.r ） VP臼 v.r(A(.r ） VP)

设论述域为 {a 。 ,a1 • a2' …, a,，｝，则

v.rA(.r ） VP 台A(a。 )I\ A(a1) /\ A(a2) /\… AA(a,,) VP 

己(A(a 。 )V P) /\ (ACa1) V P)/\ … I\ (A(a,,) V P) 

台 v.r(A(.r ） VP)

其余公式也可类似证明。但论述域是无限时令不能用此法证明。

表 1. 7 - 2 列出了主要的含有量词的谓词演算永真公式，以便查阅。

表 1. 7 - 2 含有量词的永真公式概要表

序号

Ql 

Q2 

Q3 

Q4 

Q5 

Q6 

Q7 

Q8 

Q,' 

QIO 

QI! 

公式

V.rP(x)⇒P(y) y 是论述域中任一确定元素

P(y)⇒ 3 xP(.r) y 是论述域中某一确定元素

V r 勹 P(x)已勹 3 工P(.r ）

3 气T'P(.r ）仁〉- V `I.P( ．1、)

V 工P丘）⇒ 3.rP （工）

v.TA(.r ） VP台 v.T （ A(.r ） V P) 

v.TA(工)I\ PR V.1·(AC.r) I\ P) 

3 xA(.r ） VP台 3.T （ A(.r)VPl

3 `TA( 又) (\ P台 3.T （ A(.r ） (\ P) 

v.T （ A(.r)(\B(.r ））RV 工A(.r)(\ V 工B(1、)

3 1·(A(.r) V B(I) ）仁 3.TA(.r ） V 3 工B(.r ）
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序号 公 式

Ql2 3 x(A(x) A B(.r))⇒ 3 xA(x) A 3 xB(x) 

Q]3 V xA(x) V V xB(工)⇒ V x(A(x) V B(x)) 

Ql4 v.rA(.r） ---+B台 3 x(A(x)--+B) 

Q15 3 xA(x)-+B台 V x(A(x)--+B) 

Q16 A-VxB(x)台 V x(A--.B(x)) 

Q17 A......3 xB(x)台 3 x(A--+B(x)) 

Q18 3 x(A(x)---B(x) ）台 V xA(x)--- 3 xB(x) 

Q19 3 xA(x)--+'t/ xB(工)⇒ 't/x(A(x)--+B （心）

注：表中的 A 、 B 和 P 是不含自由变元 x 的谓词。

1. 7. 3 儿条规则

为了扩大永真公式，同命题演算类似，可使用儿条规则。

1. 代入规则

续表

(1) 在一公式中，任一自由个体变元可代以另一个体变元，只需该个体变元出现的各

处都同样代入，且代入的变元不允许在原来公式中以约束变元出现。

例如在公式 V xP(x, y) V Q(w, y) 中，将 y 代以 z' 则得 V xP(.r, z) VQ(w, z) ；将 y

代以 w, 则得 V 工P(x, w) V Q(w, w) 。所得公式称为原公式的代入实例。
如果原式是永真公式，则代入后仍得永真公式，如果原公式非永真公式，则代入后可

能变化。

要注意改名规则与代入规则的区别，前者只用千约束变元，后者只用千自由变元。进

行改名后，所得式子与原式等价。进行代入后，所得式子与原式一般不等价，除非是永

真式。

(2) 在一公式中，一个 n 元 (n~O)谓词变元 F（孔，石，…， x,，）可代以至少有 n 个自

由个体变元的公式 G(y1, Y2, …, y,', Y,,i l, …, Y,＇＋ r) （这里 r~O, Y1, Yz,..., Y,，是分别对
应千丸，孔， ...,.r” 的任意选定的 n 个自由变元），只需该 n 元谓词出现的各处都同样代

入，且代入的公式中，后边的 r 个自由变元不允许在原公式中以约束变元出现；而

F(丸,立,…， .T,, ）中的变元也不允许在代入的公式中以约束变元出现。

例如：

对公式(P--Q)已(--,PVQ) 中的 P 代以 v.TP(.T ）， Q 代以 S(x) ，则得

(V.rP 位）_. S(x) ）已(--, V 工P(.r) V S(x)) 

对公式 A,F(x,y) AM--F饭， x）中的 F, 欲代以 B,G(.rI) V H（立， r)--H(t ， -<2), 则只

需 X 、 y 、 u 不是 B 内的约束变元，而 s 、 t 不是 A 内的约束变元。代入结果为
CG(x) V H(y, s) _. H(t, y) ）八 M--. (G(u) V H(x, s) _. H(t,.i-)) 

若原式是永真式，则代入后仍得永真式；若原式是非永真式，则代入后可能变化。另
外，命题演算中的代入规则是本规则的特例。
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2. 替换规则

设 A（工，立，…， x，,）台B（丸，工2' … ,xn) ，而 A 是公式 C 中的子公式，将 B 替换 C

中之A （不必每一处）得 D，则 C台D 。

3. 对偶原理

在公式 A台B 或 A⇒B 中， A 、 B 仅含运算符八、 V 和勹，将上式中的全称量词与存在

扯词互换， I\ 与 V 互换， T 和 F 互换，则

A．台厅， B三:;>A. 。（A 勹是由 A 进行上述互换后所得的式子，称为 A 的对偶式。）

援用命题演算中有关定理，并注意到最词否定公式的对偶性质，即可得以上对偶

原理。

而

例 1. 7 - 3 

(1) 证明正(P(x)-Q(x) ）台 V xP(x)- 3 xQ(x) 。

证 3 x(P(x)-Q(x)) 

台 3 x( 勹 P(x) V Q(x)) E14 

已 3x•P(x)V 3xQ(x) Q11 

台· V xP(x) V 3 xQ(x) Q4 

台 VxP(x)-3xQ(工)E14

(2) 证明 V x(P(x)-Q(x) ）⇒ V x(R(x)- 勹 QC.r))-(R(x)- 勹 PCx))

证根据 CP 规则，上式等价于

Vx(P(x) -Q(x))/\V x(R(x) - -, Q(x) ）⇒ (R(x) -, P ( x)) 

V 工 (P(x)- Q(x))/\V x(R(x) - •Q(x)) 

己 V 汃 (P(x) - Q(x))/\ (RC.r) - -, Q(x))) Qiu 

台 Vx((R(x) - •Q(x))/\ ( ·Q(x) - ·P(x))) Es,E24 

⇒ (R(x) - •Q(x))/\ ( •Q(x)-•P(x)) Q1 

⇒(R (X) - -, p (X)) 16 

所以， V x(P(x)-Q(x) ）⇒ V x(R(x)--, Q(x))-(R(x)--, P(x) ）。

(3) 证明 3 艾(P(x)-Q(x))<-->(3 xP(x)- 3 xQ(x) ）是非永真式。

证 3 x(P(x)-Q(x) ）已 3x(•P(x) VQ(x)) 

台 3x•P(x)V 3xQ(x) 

台勹 V xP(x) V 3 xQ(.x) 

己 V xP(x)- 3 xQ(x) 

于是证明： ( V xP(x)- 3 xQ(x))<-->(3 xP(x)- 3 xQ(x) ）不是永真的即可。

为了证明不是永真的，只需找出一个论述域及域上谓词的一种解释，使上式是假

即可。

现设论述域是整数集合， P(x) 表示 .1.·=0, Q(x) 表示 x＃工。于是 V xP(x) 是假，因而

扣P(x)- 3 xQ(x)是真，但 3xP(x) 是真， 3 、rQ(x) 是假， 3 xP(x)- 3 xQCr) 是假。故

(V xP(x)- 3 xQ(x))<-->(3 xP(x)- 3 xQ(x) ）是假。
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习题

1. 证明永真公式 Q14 、 Ql5 、 Ql6 、 Ql7 和 Ql9o

2. 下列断言如果是真的，证明它们；如果是假的，找出 P 和 Q 的解释以证明公式

是假。

(l) Vx(P釭）-Q(x))⇒ (V 工P(工)-\丘Q(x))

(2) (V xP(x)- V xQ(x) ）⇒ V 工(P(x)-Q（工））

(3) (3 xP(x)-V xQ(x))=> V x(P(x)-Q(x)) 

(4) \/ :r(P(:r)-Q(x) ）⇒ (3xP(工)?斗丘Q(x))

3. 证明 P(x) A V xQ(x)⇒ 3 x(P(x)/\Q(x)) 。

4. 设论述域是 {a。 ,a1' 生，…， a,,}' 试证明下列关系式：

(1)-, V 工P(x)台 3:r-,P(x)

(2) V xA(工) /\P台 V x(A(工) /\P) 

(3) V x(A(x)/\B(x) ）台 VxA(x) /\ VxB(x) 

(4) 3 x(A(x)/\B(x))=>3 工A(工) /\3;,;B (x) 

5. 证明下列关系式：

Cl> Vx\/y(P(x)VQ(y) ）已 'r/ xP(x) V V yQ(y) 

(2) 3x3y(P(工) /\Q(y))⇒ 3 xP(x) 

(3) V x V y(P(x)/\Q(y) ）已 V xP(x)/\V yQ(y) 

(4) 3x3y(P(工)-P(y) ）台 V xP(x)-. 3 yP(y) 

(5) V x V y(P(x)-Q(y) ）台 (3xP(x)-.\:JyQ(y))

6. 试证明 :3 y\/ xP(x, y) 的否定等价于 Vy3r-,P(x, y) 。

7. 对一个仅含元素 0 和 1 的论述域，试证明： VI(P(1、 )-Q( 工)） ⇒ (V 工P(x) …

VxQ釭）），并证明蕴含式之逆不是有效的。

8. 写出 limf (x) = k 的定义的符号形式．并用形成定义两边的否定的方法，找出
工＿，

limf(:r ） #k 的条件。

* 9. 一个公式，如果量词都非否定地放在全式的开头，没有括号将它们彼此隔开，而它
们的辖域都延伸到整个公式，则称这样的公式为前束范式。应用改名规则、量词否定公式

和量词辖域的扩张公式等，可把任一谓词演算公式化成前束范式。例如：

勹 V :r(PC:r·) --- :I xQ(:r )) 

台勹 V:r(-, p( 义·) V 3 心 (r))

己 3 x(P(:r ) A -, 3 心 (x))

已 3:r(P( 工)/\ V X、 -,Q（工））

台 3 x(P(x) I\ Vy-,Q(y)) 

口 3:r't/ y(P(:r ) A -,Q(y)) 

试将下列各式化成前束范式：

(1) Vx(P(3- 3yQ(x, y)) 

(2) V xP(x)-3 xQ(x、)
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(3) \/x\/y[3 之(P(x, z)/\P(y, z))---+3uQ(x, y, u)] 

(4) 3 x(-,3yP (x, y)---+(3 乏Q(z)---+R( 工）））

(5)-, V 工{ 3yA(工 ,y)---+ 3 工\/ y[B（工， y) /\ \/ y(A(y, 工)---+B ( x, y))]} 

1. 8 谓词演算的推理规则

1. 8. 1 术语“A(x)对 y 是自由的＂的意义

在叙述推理规则之前，先介绍术语“A(x)对 y 是自由的＂的意义。

考察以下谓词公式：

\;/ yP(y) V Q(x) V R(z) 
CD 

3yP （工， y) V Q(工 ,y) @ 

V yP (y)/\ Q( 工 ,y) ® 

为了强调这些谓词公式对自由变元 x 的依赖关系，可以分别记为 B(x) 、 C(x) 、 D（心。

记法中省略了其它自由变元。

如果公式 A(工）中， x 不出现在量词 Vy 或 3y 的辖域之内，则称 A（工）对 y 是自由的。

例如在＠式中， C（工）对 y 是不自由的，在心、＠式中， B（工）和 D（工）对 y 是自由的。

如果需要将 A(1·) 中的 x 代以 y, 则代入后所得的式子记以 A(y) ，但代入之前需观察

A（工）对 y 是否自由，如果不自由，不能代入。例如，将工代以 y 。

心式可以代入，得 B(y): V yP(y) V Q(y) V R(z); 

＠式可以代入，得 D(y): V yP(y)/\Q(y, y); 

＠式不可以，代入后得 C(y): 3yP(y, y)VQ(y, y) 。 P （x,y) 中的工原来是自由的，

现在成了约束的，所以不能代入。如果有必要代人 y, 则应先将式中的约束变元 y 改名，例

如，把＠式改名为

3zP(x, z) V Q（工， y)

然后代入得

3 zP(y, z) V Q(y, y) 

这里所讲的就是 1. 7. 3 节所讲的代入规则 (1) ，读者可以对比一下，以便更好地领会

它们。

1. 8. 2 谓词演算中的推理规则

命题演算中所有推理规则都是谓词演算中的推理规则；另外，谓词演算中的所有永真

蕴含式、恒等式和代入规则也都可作为推理规则。现着重对以下 4 条给出详细解释。

(1) 全称指定规则 (Universal Specification) ，简记为 US 。

V xA (x) 
所以 A(y)

应用这一规则的条件是： A(x)对千 y 必须是自由的。

这一规则也可写为

V xA(x)推得 A(x) 或 V xA(x)=>A(x) 
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它的意义是，全称量词可以删除。

(2) 存在指定规则 (Existential Specification) ，简记为 ES 。

3 xA(x) 

所以 A(y)

它的意义是：如果已证明 3xA(x) ，那么我们可以假设某一确定的个体 y 使 A(y) 是

真，这里 y 只是一个表面的自由变元。因而应用这一规则的条件是：

叩 y 不是任何给定的前提和居先的推导步骤中的自由变元，也不是居先的推导步骤中

由千使用本规则而引入的表面自由变元。为满足这一条件，通常使用规则 ES 时，就选用前

边未曾用过的字母作为公式中的 y;

@A(x)对千 y 必须是自由的。

注意本规则我们故意用虚线表达，这是体现“A(y) 只是新引入的一个假设， A(y) 只是

暂用前提，不能用作结论”这个意思。

(3) 存在推广规则 (Existential Generalization) ，简记为 EG 。

A(y) 
所以 3xA （工）

应用这一规则的条件是： A(y)对 x 是自由的。

这一规则可写成： A(y)⇒ 3xA(x) 。

(4) 全称推广规则 (Universal Generalization) ，简记为 UG 。

「广－今沁 (x)
I I 

所以『I'==;,(V xA(x) 

这里 I' 是公理和前提的合取， I' 中没有 x 的自由出现。这一规则的意义是：如果从 I'

可推出 A(x) ，那么从 I' 也可推出 V xA(x) 。换句话说，如果 A(x) 是可证明的，可推得

V xA(x)也是可证明的。所以，从形式上看，好像从 A(x) 可推出 V xA(x) ，因而有些课本

中不写出虚线中的字符。

引用全称推广规则的条件是：

心在推出 A(x) 的前提中，工都必须不是自由的；且 A(x) 中的 X 不是由使用 ES 而引

入的。

＠在居先的步骤中，如果使用 US 而求得之 x 是自由的，那么在后继步骤中，使用 ES

而引入的任何新变元都没有在 A(x) 中自由出现。

条件CD的前半旬是反映“I' 中没有 I 的自由出现“这一要求，其作用是使 A（工）对任意工

都真；后半旬的作用相同。

条件＠是说在使用 US 引出自由变元 x 之后，不能让由使用 ES 而引入的新变元在

A(x) 中自由出现，如果有这种情况，就不能使用 UG 规则。这是因为 ES 引入的新变元是

表面的自由变元， A(x)不是对新变元的一切值都可证明。所以， A（心不能全称量化，否则

就会与“最词序列 Vx3y 不可交换＂的事实发生矛盾，我们用例子说明这一点。

观察下述推理过程：

Cl) V.r3yPC.r, y) 

(2) 3 yP(c, y) 

C3) P(c, d) 

C4) V 工P( 工 ,d)

-- 50.- 

P, 前提

T, (1), US 

T, (2), ES 

T,(3),UG 



(5) 3 y V x P (x, y) T, (4), EG 

第 (4) 步是错误的， P(c, d) 不符合条件＠的后半句话，不能引用 UG。如果没有这个

限制就会错误地证明：

\/ x 3 yP(x, y)⇒ 3 y\/ xP(x, y) 

而这一式前面已指明它是不成立的。

US 和 ES 主要用千推导过程中删除量词，一且删去了量词，就可像命题演算一样完成

推导过程，从而获得相应的结论。 UG 和 EG 主要用千使结论呈量化形式。特别要注意，使

用 ES 而产生的自由变元不能保留在结论中，因它是暂时的假设，在推导结束之前必须使

用 EG 使之成为约束变元。

1. 8. 3 推理举例

例 1. 8 - 1 根据前提集合：同事之间总是有工作矛盾的，张平和李明没有工作矛盾，

能得出什么结论？

解设 P(x, y): x 和 y 是同事关系， Q(x, y): X 和 y 有工作矛盾， a: 张平， b: 李

明，则前提是： Vx\/y(P(x, y)---Q(x, y)),-,Q(a, b) 。我们做以下推理：

(1) \:/ x\:/ y(P(x, y)-Q(x, y)) 

(2) \:/ y(P(a, y)---.Q(a, y)) 

(3) P(a, b)---.Q(a, b) 

(4)-,Q(a, b) 

ss uu ', 、
＼
、
丿

12 (( ', 

PTTP 

(5)-,P (a, b) T, (3), (4), 14 

所以，除前提本身外，能得出：张平和李明不是同事关系的结论。

例 1. 8 - 2 

(1) 每个大学教帅都是知识分子，有些知识分子有怪脾气，所以有些大学教师有怪

脾气。

(2) 每一棵松树都是针叶树，每一冬季落叶的树都非针叶树，所以，每一冬季落叶的

树都非松树。

证明或否定以上论证。

解

（］）设 T(x): x 是大学教师， N(x): x 是知识分子， H(x): x 有怪脾气。这个论证是

V x(T(x) - N(x)), 3 x(N(x) I\ H(x)) 
所以 3x(T(x)/\H(x))

这个论证是无效的，要证明尤效，只需找出一种解释说明上式，即

V 工(T(x) - N(x))/\3 x(N(x)/\H(x)) - 3x(T(x) I\ H(x)) 

非永真即可。

现取论述域为整数。

T(x): x=l, N( 工)： x 是奇数， H （ 3: x 是质数。则 V 工 (T(x)-N(x））是真，

3 x(N(x)/\H(x) ）是真，但 3 工(T(x)/\H(x) ）是假，故非永真式。

(2) 设 P(x): x 是松树， Q(x) ：工是针叶树， R(x): x 是冬季落叶的树。这个论证是

V x(P(x) - Q(x)), V x(R(工) - -,Q(x)) 
所以 Vx(R(x)--,P(工））
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这个论证是有效的，证明如下：

CD \:/ x(P(x)---+Q(x)) 

(2) P(y)---+Q(y) 

@ -,Q(y)----,P(y) 

@ \:/ x(R(x)---+-,Q(x)) 

@ R(y)--+-,Q(y) 

p 

T, 心， US

T, @, E24 

p 

T, @), US 

@ R(y)--,P(y) T, Q), @, 16 

(J) \/ x(R(x)--,P(x)) T, @, UG 

例 1. 8 - 3 证明 3xM(x) 是\/ x(H(x)-M（工））和工H（立的有效结论。

解

CD 3 xH(x) 

® H(y) 

@ \/ x(H(x)-M(x)) 

@ H(y)-M(y) 

@M(y) 

® 3 xM(x) 

p 

T, 少， ES

p 

T, @, US 

T, @, @, l3 

T, ®, EG 

例 1. 8 - 4 证明 V:r:(P(x) V Q(工)）⇒ V 工P(x) V 3 xQ(x) 。

解用反证法：

CD ·(\:/xP(x)V3xQ(x)) 

@ -, \:/ xP(x) A-, 3 xQ(x) 

@) -, V`rP(x) 

@ 3x•P(x) 

@ -, 3 xQ(x) 

® \:/x•Q(x) 

(J) -, P(y) 

® -, Q(y) 

® -, P(y) 仁 Q(y)

叨勹 (P(y) V Q(y)) 

@ \:/ x(P(x) V Q(x)) 

@ P(y) V Q(y) 

＠勹（P(y) V Q(y)) 八 (P(y) V Q(y)) 

习

．P（假设前提）

T, 心， E10

T, ®, I2 

T, Q), Q4 

T, @, 12 

T, @, Q3 

T, ©, ES 

T, @, US 

T,(j) ，@，合取式

T, ®, E10 
p 

T, @, US 

T, ®,@,合取式，矛盾。

题

1. 对下列每一前提集合，列出能得到的恰当结论和应用于这一情况的推理规则。

(1) 所有三角函数都是周期函数，而所有周期函数是连续函数。

(2) 所有牛都是哺乳动物。有些哺乳动物是反刍动物。

(3) 所有偶数都被 2 除尽。整数 4 是偶数，但 3 不是。

(4) 对汽车工业的好事就是对国家的好事，对国家的好事就是对你的好事。你去买一

辆高价卡车是对汽车工业的好事。
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2. 确定下列哪些是有效论证。对有效论证给出证明。对非有效论证给出反例证明其

错误。

(1) 不是这样情况：某些三角函数不是周期函数。有些周期函数是连续的。所以，所有

三角函数都不连续，这是不真的。

(2) 某些三角函数是周期函数。某些周期函数是连续的。所以，某些三角函数是连

续的。

3. 下列推导步骤为什么是错误的？

(1) (i) \:/ xP(x)-Q(x) 

(ii) P(x)-Q(x) 

(2) (i) \:/工 (P(x) VQ(x)) 

(ii) P(a) V P(b) 

(3) (i) \:/xP(x)V 3x(Q(x)I\R(x)) 

(ii) P(a) V 3 x(Q(x) AR (x)) 

(4) (i) p(工)-Q(x)

(ii) 3 xP(x)-Q(x) 

(5) (i) P(a)-Q(b) 

(ii) 3 x(P(x)-Q(x)) 

4. 证明下列各断言：

(1)-, ( 3 xP(x) A Q(a) ）推得 3xP(x)--,Q(a)

(2) \:/ x(P(x) V Q(x)), \:/ x-,P(x) 推得\:/ xQ(x) 

(3)-,\:/x(P(x)VQ(x)), \:/工P （工）推得-,\:/ xQ(x) 。

5. 下列推导过程有何错误？

p 

T,(i),US 

p 

T,(i),US 

p 

T,(i),US 

p 

T, (i), EG 
p 

T, Ci), EG 

(1) V x(P(x)__.Q(x)) 

(2) P(y)__.Q(y) 

(3) 3 xP(x) 

(4) P(y) 

(5) Q(y) 

(6) 3 xQ(x) 

6. 考虑蕴含式：

3 
I , 

ssDG UE(E ',', ）
、
丿
、
丿
）

1325 (((( ',', 

PTPTTT 

't/ x(P(x) V Q(x))---'t/ xP(x) V't/ xQ(x) 

(1) 证明它不是有效的。

(2) 下面是一个证明，企图证明上式有效，试找出其不正确之处。

't/ x(P(x) V Q(:r)) --,3x-,(P(:r) VQ(x)) 

台勹 3 x(-,P(x) I\-,Q(x)) 

⇒ 勹 (3x-,P(x) I\ 3:r-,Q(:r)) 

已勹 3x-,P(x)V-, 3:r-,Q(x) 

台 't/ xP(x) V't/ xQ(:r) 

7. 证明苏格拉底论证是有效的。

8. 判断下列结论 C 是否能有效地从给定的前提得出。
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(1)'r/ x(P(x)-Q(x)), :3 yP(y) C: 3zQ(z) 

(2) 3 x(P(x) /\ Q(x)) C: \f xP （工）

(3) 3 xP(x), 3 xQ(x) C: 3x(P(x)/\Q(x)) 

(4) \/ x(P(x)---.Q(x)),-,Q(a) C: Vx--,P(x) 

9. 证明下列各题：

(1) 3 xP(x)---\/ x(P(x) V Q(x)---R(x)), 3 xP(x), 

3 xQ(x)==> 3 x 3 y(R(x) A R(y)) 

(2) \/ x(P(x)---(Q(y) AR(x))), 3 xP(x)==>Q(y) A 3 x(P(x) AR(x)) 

(3) \/ x(H(x)---A(x))==> \/ x(\/ y(H(y) A NCx, y))---3 y(A(y) A N(:r, y))) 
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第 2 章集 合

集合的概念在现代数学中非常重要，大多数数学家相信，所有数学用集合论语言表达

是可能的。我们对集合论感兴趣是由于它在现代数学中扮演着重要角色和在计算机科学中

制作模型和探究问题的需要。

集合论的创始人是康脱 (G. Cantor, 1845 ~ 1918) ，他所作的工作一般称为朴素集合
论，正如以后会看到的，朴素集合论，由于在定义集合的方法上缺乏限制，会导致悖论。为

了消除这些悖论，经过许多科学家的努力， 20 世纪初又创建了一些更精致的理论一一公理

化集合论。集合论至今仍在发展中。

本章介绍的集合论十分类似千朴素集合论，因为展示公理化集合论过千复杂，对千我

们并不适宜，虽然我们的介绍是非形式的，但还是尽量使用第一章的符号和推理规则作出

形式的证明，另外，我们总是限于在合适定义的论述域内讨论集合的关系和运算，故不会

导致矛盾，且所得结论和公理化集合论中的结论完全一致。换言之，我们所得结论都是有

效的。

2. I 集合论的基本概念

2. 1. 1 集合的概念

集合在某些场合又称为类、族或搜集，它是数学中最基本的概念之一，如同几何中的

“点”、“线”等概念一样，不可精确定义，现描述如下：

一个集合是能作为整体论述的事物的集体。

例如，

(1)“高二(1)班的学生“是一集合。

(2) 硬币有两面一—正面和反面，”正面，反面”构成一集合。

(3) 计算机内存之全体单元构成一集合。

(4)1,2,3, … ,n, …构成正整数集合。

(5) 所有三角形构成三角形集合。

(6) 坐标满足方程工2 + y2 ~R2 的全部点构成图

2. 1 -1所示的点集。

组成集合的每个事物叫做这个集合的元素或成员。

通常用大写字母 A, B, C, …代表集合；用小写字母

a, b, c, ···代表元素。

如果 a 是集合 A 的一个元素，则记为

y 

X 

图 2. 1 - 1 
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aEA 

读做“a 属于 A", 或说“a 在 A 中”。

如果 a 不是集合 A 的一个元素，则记为

a ft A 
读做“a 不属于 A"，或说“a 不在 A 中”。

任一元素，对某一集合而言，或属于该集合，或不属千该集合，二者必居其一，不可

兼得。 . 

通常采用 3 种方法表示集合。

第一种是列举法。就是把集合中的元素一一列举出来。例如“所有小千 5 的正整数”这

个集合的元素为 1, 2, 3, 4 ，除这 4 个元素外，再没有别的元素了。如果把这个集合命名为

A, 就可记为

A= {1, 2, 3, 4} 

在能清楚表示集合成员的情况下可使用省略号，例如，从 1 到 50 的整数集合可记为

{1, 2, 3, …， 50} ，偶数集合可记为{…, -4,-2,0,2,4, …｝。

第二种是描述法。就是用谓词描述出集合元素的公共特征来表示这个集合。例如，上

述各例可分别写成

A= {a I a E I A o < a A a< 5} 

和

{a I a E I A 1:::;;: a:::;; 50) ，位 I 3 y(y E I A x = Zy)} 

这里 1 表示整数集合。一般地

S = {a I P(a)} 

表示 aES 当且仅当 P(a)是真。

比较这两种表示方法可以看出，列举法的好处是可以具体看清集合的元素；描述法的

好处是刻画出了集合元素的共同特征。应用时可根据方便任意选用，不受限制。

第三种是归纳定义法。该法我们将留待 2. 3 节讨论。

集合的元素可以是一个集合，例如 A={a,b,c,D} ，而 D={O,l) 。

仅含有一个元素的集合称为单元素集合。

应把单元素集合与这个元素区别开来。例如 {A} 与 A 不同，｛A｝表示仅以 A 为元素的

集合，而 A 对 {A}而言仅是一个元素，当然这个元素也可以是一个集合，如 A={l,2} 。

称含有有限个元素的集合为有限集合。称不是有限集合的集合为无限集合或无穷集。

有限集合的元索个数称为该集合的基数或势叭集合 A 的基数记为 IAI, 例如

若 A= {a, h} ，则 I A I= 2, 又 I {A} I= 1 

两个集合怎样才算相等呢？以下外延公理给出了它的规定。

外延公理 两个集合 A 和 B 相等，即 A=B, 当且仅当它们有相同的成员（也就是， A

的每一元素是 B 的一个元素而 B 的每一元素也是 A 的一个元素）。

外延公理用逻辑符号可表达为

A=B台\/ x(x E A-x E B) 
·C 

叩 第 5 章将给出有限集、无限集、基数等概念的更精致的陈述。
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或

A=B台\/ x(x E A-. x E B) A V x釭 E B-. XE A) 

外延公理断言：如果两个集合有相同的元素，那么不管集合是如何表示的，它们都相

等。因此，

(1) 列举法中，元素的次序是无关紧要的。例如 {x,y ，动与 {z,x,y} 相等。

(2) 元素的重复出现无足轻重。例如，位，y,x} 、｛ x,y} 、位，．r,x,y} 是相同的集合。

(3) 集合的表示不是唯一的。例如，位 I x2 — 3x+2=0} 、位 lxEI/1.1~正::;;2} 和 {l, 2} 

均表示同一集合。

2. 1. 2 罗素悖论

正如本章前言中所指出的，朴素集合论由千在定义集合的方法上缺乏限制会导致悖

论，现在让我们考察一下这种悖论是如何产生的。

我们通常遇到的集合，集合本身不能成为它自己的元素。例如 {a} ft {a 伈但有些集合，
集合本身可以成为它自己的元素，例如考察概念的集合，因为它本身是一个概念，因此这
个集合可以是它自己的一个元素。因此，断言 AEA 和 AttA 都是谓词，可以用来定义

集合。

1901 年罗素 (Bertrand Russell)提出以下悖论：设论述域是所有集合的集合，并定义 S

为下述集合：

S ={AI A ft A} 

这样， S 是不以自身为元素的全体集合的集合，我们现在问“S 是不是它自己的元素？”

假设 S 不是它自己的元素，那么 S 满足谓词 A fl A, 而该谓词定义了集合 s, 所以

SES。另一方面，如果 SES，那么 S 必须满足定义 S 的谓词，所以 SftS 。

这样，我们导致了一个类似千谎言悖论的矛盾：既非 SES 也非 s ft s 是真。一个“集

合“，诸如 s, 它能导致矛盾，称为非良定的。

罗素悖论起因于不受限制的定义集合的方法，特别是集合可以是自己的元素的概念值

得怀疑。康脱以后创立的许多公理化集合论都直接地或间接地限制集合成为它自己的元

素，因而避免了罗素悖论。

公理化集合论用某个方法避免了罗素悖论，但怎能确信没有其它悖论潜伏在这些形式

结构中呢？回答是悲观的，业已证明，应用现今有效的数学技术，没有方法能证明新的悖

论不会产生。

关于悖论问题就简单地叙述至此。

2.1. 3 集合问的包含关系

两集合的相等关系已用外延公理定义，现在介绍两集合间的另一种关系 包含。集

合的包含定义如下：

定义 2. 1 -1 设 A 和 B 是集合，如果 A 的每一元素是 B 的一个元素，那么 A 是 B 的

子集合，记为 A~B, 读做“B 包含 A”或“A 包含于 B 中”。

用逻辑符表示为

A~B口 v.r{:r E A-.x EB) 
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A~B 有时也记作 B;:;;2A, 称 B 是 A 的扩集。

定义 2. 1 -2 如果 A~B 且 A#-B, 那么称 A 是 B 的真子集，记作 ACB，读做“B 真

包含 A” 。

用逻辑符表示为

AcB~(A 豆 B) A CA#- B) 

臼 V x(x E A___.. x E B) A 3.r(x E B A x fl A) 

要注意区分从属关系“E”及包含关系”三＂。从属关系是集合元素与集合本身的关系，

包含关系是集合与集合之间的关系。

在前言中我们已指出：我们所讨论的全部集合和元素是限于某一论述域中的。因此，

虽然这个论述域有时并没有明晰地指出，但表示集合元素的变元只能在该域中取值。论述

域在本章常用 U 表示，有的书上称论述域为全集合。

定理 2. 1 -1 对任意集合 A 有 A~U。

证对任意元素工':rEU 是真，所以

xEA- 工 EU

是真。由全称推广规则得

V 工釭 E A-x EU) 

所以

A~U 

这是一个平凡证明的例子。

定理 2.1 -2 设 A 和 B 是集合， A=B 当且仅当 A已B 和 B~A 。

证

A=B 台 V 工釭 EA-xEB) A V 汃x E B-x EA) 

台A~BAB 豆： A

推论 2. 1 - 2 对任何集合 A, 恒有 A~A 。

定理 2.1-3 设 A 、 B 、 C 是集合，若 A~B 且 B~C, 则 A~C 。

证 设 I 是论述域中任意元素，因为

A 三； B台 V 工 (x E A-x EB) 

B~C台 V 工釭 E B-x EC) 

所以

由前提三段论得

由全称推广规则得

即

xEA-xEB 

xEB-xEC 

xEA-xEC 

V 工（工 EA-xEC)

A巨C

定义 2.1 -3 没有元素的集合叫空集或零集，记为g 。

定理 2. 1 -4 对任意集合 A 有0~A 。
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证 设 x 是论述域中任意元素，则”已3常假，所以

xE0---xEA 
尤义地真，由全称推广规则得

即

\/x(x E 0---x EA) 

g三A

定理 2. 1-5 空集是唯一的。

证 设0和炒都是空集，由定理 2. 1 - 4 得g三 0' 和 0'c;;叹5 ，根据定理 2. 1 - 2 得
0=0'o 

注意g与 {0}不同，后者是以空集为元素的一个集合，前者没有元素。

能用空集构造不同集合的无限序列。在序列

0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, … 
中，每一集合除第一个外都确实有一元素，即序列中前面的集合。在序列

0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0}}}, … 
中，如果我们从 0 开始计算，则第 1 项有 1 个元素。这一序列的每一集合，以序列中在它之
前的所有集合作为它的元素。

例 2.1 - 1 

(1) 集合{p,q}有 4 个不同子集： ｛ p,q} 、｛ p} 、｛ q} 和g ，注意 {p} 竺 {p,q} 但 p豆 {p,q}'

pE {p,q} 但 {p}f/::{p,q} 。再者0~{p,q} ，但0ft {p,q} 。

(2) 集合 {{q)}是单元素集合，它的唯一元素是集合 {q} 。每一单元素集合恰有两个子

集，｛｛ q｝｝的子集是{ { q}} 和0 。

一般地， n 个元素的集合有 2" 个不同的子集合，我们在下一节将证明这一点。

习题

1. 用列举法表示下列集合：

(1) 小于 20 的质数集合

(2) 构成词 evening 的宇母集合

(3) 位 Jx2 +:i.·-6=0} 

(4) 真值构成的集合

2. 用描述法表示下列集合：

Cl) {l, 2, 3,..., 79} 

(2) 奇整数集合

(3) 能被 5 整除的整数集合

(4) 重言式集合

3. 列出下列集合的成员：

(1) 位 Ix 是 36 的因子｝

(2) 位 lx=aV x=h} 

(3) {1, {3}, {{a}}} 

4. 论述域是 I, 确定下列哪些集合是相等的：
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A={工 |x2 - 1 = 15 A x3 = 1 } 

B={O} 

C＝位 I 3y(yEIAx=2y)} 

D={:r:1:r:2 —6x+8=0} 

E={2:r:1:r:EI} 

F={4, 2, 4, 2} 

G={:r:|:r:2+1=0} 

H={O, 2, -2, 4, —4, 6, —6, …} 

5. 证明：若 a, b, c 和 d 是任意客体，则 {{a}, {a,b}}={{c}, {c,d}} 当且仅当 a=c

和b=d 。

* 6. 小镇上唯一的理发师公开宣布：他仅给自己不刮脸的人刮脸，问谁给这位理发师刮
脸？为什么这是一个悖论？

7. 列出下列集合的全部子集合：

(1) {0} 

(2){0,{0}} 

(3) {{0, a}, {a}} 

(4) { {a,b}, {a,a,b}, {b,a,b}} 

8. 证明推论 2. 1 - 2 。

9. 设 A 、 B 和 C 是集合，如果 AEB 和 BEC, AEC 可能吗？ AEC 常真吗？试举例说

明之。

10. 设 A 、 B 和 C 是集合，证明或否定以下断言：

Cl) [A ft BAB ft C]⇒Aft C 

(2) [AE BA Bft C]⇒Aft C 

(3) [ACBABftC]⇒AftC 

11. 指出下列各组集合中的集合有何不同，列出每一集合的元素和全部子集。

(1) {0}, {{0}} 。

(2) {a,b,c}, {a, {b, c}}, { {a, {b,c}}} 。

12. ACB 且 AEB, 这可能吗？证明你的断言。

13. 确定下列各命题的真和假：

(l) g三g

(2) oeg 
(3) 0~{0} 

(4) 0E{0} 
(5) {a,b}~{a,b,c, {a,b,c}} 

(6) {a,h} E {a,b,c, {a,b,c}} 

(7) {a,b} 二位，b, {{a, b}}} 

(8) {a,h}E{a,b, {{a, b}}} 

14. 对任意集合 A 、 B 、 C 确定下列各命题是真或假：

(1) 如果 AEB 及 B~C, 则 AEC 。

60 — 



(2) 如果 AEB 及 B竺C, 则 A~C。

(3) 如果 A已B 及 BEC, 则 AEC。

(4) 如果 A~B 及 BEC, 则 A~C 。

2.2 集合上的运算

集合上的运算是用给定的集合（叫运算对象）去指定一新的集合（叫运算结果）。我们将
依次介绍常见的集合运算。如同前节一样，我们假定所有集合都是用（非明晰指定的）论述
域 U 的元素构造的。

2.2.1 并、交和差运算

定义 2. 2 -1 设 A 和 B 是集合。

(1) A 和 B 的井记为 AUB, 是集合。

AUB= {xlxEA V xEB} 
(2) A 和 B 的交记为 AnB, 是集合。

AnB={xlxEA/\xEB} 

(3) A 和 B 的差，或 B 关于 A 的相对补，记为 A-B, 是集合。

A-B= {xi xEA /\ xftB} 
例 2. 2 -1 设 A= {a,b,c,d) 和 B= {b,c,e} ，那么

'AUB={a, b, c, d, e} 

AnB={b, c) 

A—B={a,d} 

B-A={e) 

定义 2. 2-2 如果 A 和 B 是集合， AnB=0, 那么称 A 和 B 是不相交的。如果 C 是

一个集合的族，使 C 的任意两个不同元素都不相交，那么 C 是（两两）不相交集合的族。
例 2. 2 - 2 如果 C={{O}, {I}, {2}, …｝＝ {{i}liEN} ，那么 C 是不相交集合的族。

定理 2. 2 -1 集合的并和交运算是可交换和可结合的。也就是对任意 A 、 B 和 C 。

O)AUB=BUA 

(2) AnB=B门A

(3) (AUB)UC=AU<BUC) 

(4) (AnB)nc=An(Bnc) 

我们仅证明 (1) 和 (3), (2) 和 (4)是类似的。

证

(I) 设 x 是论述域 U 的任意元素，那么

xEAUB 台xEAV:rEB

因为工是任意的，得

台xEBVxEA

台xEBUA

U 的定义

V 的可交换性

U 的定义

\/ x(x EA U B-x E BU A) 
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即

AUB=BUA 

(3) 设 x 是任意元素，那么

xEAUCBUC)已xEA V xE CBUC) 

台xEAV(:rEBV xEC) 

8(:r:EAV:rEB) V:rEC 

台xE (A Um V xEC 

仁xE(AUB)UC

因为 x 是任意的，得出

U 的定义

U 的定义

V 的结合律

U 的定义

U 的定义

\/ x(x E A U CB U C>-x E CA U B) U C) 

因此 AU CBUC)=(AUB) UC 

定理 2. 2-2 对任意集合 A 、 B 和 C 有：

(1) Au (B n C) =(Au B) n CA u C) 

(2) An (BUC) =<AnB> U cAnc) 

即集合运算 n 和 U, U 在 n 上可分配， n 在 U 上可分配。

证 (1) 设 x 是任意元素，那么

xEAU(B 门 C)台xEA V xE rnnc) 

台工EA V CxEB/\ `rEC) 

R(xEA V xEB)/\(xEA/\xEC) 

台(xEALJB)/\CxEAUC)

己IE(AUB)n(AUC)

因此， AU <BnC) = (A um n (AUC) 。

(2)部分的证明留作练习。

U 的定义

n 的定义

V 在八上可分配

U 的定义

n 的定义

定理 2. 2-3 设 A 、 B 、 C 和 D 是论述域 U 的任意子集合，那么下列断言是真：

Cl)AUA=A 

(2) A 门A=A

(3) AU0=A 

(4) An0=0 

(5)A-0=A 

(6) A-B己A

(7) 如果 A三B 和 C~D. 那么，（AUC)~<BUD)

(8) 如果 A三B 和 C三D, 那么，（Anc)三(BnD)

(9) A已AUB

00) AnB豆A

(11) 如果 Ac:;;;;;B, 那么， AUB=B

(12) 如果 Ac:;;;;;B, 那么， AnB=A

证

(1).TEAUA台.TEAV.TEA仁江EA, 因此， AUA=A 。

(3) :z.EAU0己xEAV 又、 E0, 因 1EO常假，于是工EA V :z.E 0R.1.EA 因此， .TE
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AU0台xEA。所以， AU0=A 。

(5) A-0={x丘EAAxe 如。但 “fO常真，因此， xEA /\ xf/: 0RxEA, 所以
A— 0={xlxEA}=A ，即 A—0=A 。

(6) 工EA— B台xEA/\xf/:B⇒xEA 。因此， xEA-B⇒.rEA, 得 A-B~A 。

(7) 设 x 是 AUC 的任意元素，那么 xEAVxEC。现在分情况证明。

情况 1 ：设 xEA, 因为 A~B, 得 xEB, 所以工EBV xED, 因此工EBUD 。

情况 2 ：设 xEC, 用与情况 1 相似的论证得 xEBUD。因此，｀rEAUC, 那么工EBU

D。所以 AUC~BUD 。

(11) 因 A~B, 又 B~B 根据(7)得 AUB二BUB, 但 BUB=B, 因此 AUB~B。另一

方面由 (9)得 B三AUB。所以， AUB=B 。

其余部分的证明留作练习。

推论 2. 2 -3 

Cl) AUU=U; 

(2) A 门U=A 。

本推论可由定理 2. 2 - 3 的 (11) 、（ 12) 部分得出。

2.2.2 补运算

定义 2. 2-3 设 U 是论述域而 A 是 U 的子集。 A 的（绝对）补，记作 A, 是集合 A=

U—A={xlxEU/\过A) ＝位 1玉A} 。

例 2. 2 - 3 

(1) 如果 U={p,q,r,s) 和 A={p,q片那么 A={r, ＄｝。

(2) 如果 U=N 和 A={xlx>O) ，那么 A={O} 。

(3) 如果 U=l 和 A={2x+l 巨EI} ，那么 A={2.rI.rEI) 。

定理 2. 2 -4 设 A 是某论述域 U 的任意子集，那么

O)AUA=U 

(2) AnA=0 

证

(1) 工 EAUA台工 EAVxf/:A口T台xEU, 所以， AU人＝U 。

(2) 工 EAnA台IEAA”fA台F己工E0, 所以， AnA=0 。

定理 2. 2 -5 （补的唯一性）设 A 和 B 是论述域 U 的子集，那么 B=A 当且仅当

AUB=U和 AnB=0 。

证 必要性从定理 2. 2 -4 直接得到。现证明充分性。

设 AnB=0和 AUB=U, 那么

推论 2. 2 -5 

(1) 百＝U;

(2) [J— O 。

B =UnB=(AUA)nB=CAnB)LJ<AnB) 
=0U<AnB)=(AnA) U cAnB)=A 门 CAUB)

=Anu=A 
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证因 UU0=U 和 un0=0, 所以，百＝U 和 U=g 。

定理 2. 2-6 设 A 是 U 的任意子集，那么 A=A。也就是说， A 的补的补是A 。

证 因为 AUA=U 和XnA=0, 根据上一定理 A 是A 的补，但冗也是A 的补，而

补是唯一的，所以，冗＝A 。

定理 2. 2-7 （德·摩根定律）设 A 和 B 是 U 的任意子集，那么

O)AUB=Anl:l 

(2) AnB=AUB 

证

(1) (A nB) n (A UB) = <AnB) nAU (A nB) n B= 0 

<AnB) u (AUB)=(AUAUB) n (BUAUB)=U 

根据定理 2. 2 -5, <AnB)是 AUB 的补，但AUB也是AUB 的补，而补是唯一的，所

以AUB=AnB 。

(2) 的证明是类似的，故略。

定理 2. 2 -8 设 A 、 B 是 U 的任意子集，若 A~B, 则 B~A 。

证由 A~B台\:/ x(xEA-xEB)知

根据逆反律得

即

x 是任意的，所以

即

xEA-_;:EB 

X ti: B-X ti: A 

xEB-xEA 

\.J x(x E B _. x E A) 

B 三 A

当集合数目不多时，集合运算的结果能用文氏图表达出来。参看图 2. 2 - 1 ，图中长方

形表示论述域，而以一定区域表示任意集合 A 、 B 和 C, 每一图形的阴影部分分别代表出

现在各自下边的表达式。上边给出的定理和公式，都可联系文氏图形象地理解。u 
` 

霆
A i AnB 

` `u 
u 

霎
AUB A-B (AUB)nC 

图 2. 2 - 1 
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另外，根据并、交、补等定义，亦知命题演算中的 V 、 A 、--,、-、卫 F 等分别与集合

论中的 U 、 n 、一、三、 U 、 O等有对应关系，因此，有关它们的公式也有相似性。例如命题

演算中有公式

--,CP V Q)台 --,PA--,Q, PAT台P,...

集合论中有对应公式

ALJB = A n B'A n u = A'... 

又如命题演算中有范式等概念

PAQVR台(P V Q V R) A (P V--,Q V R) A <--,P V Q V R) 

如果需要，在集合论中也可引人范式等概念，使

A n B u C = (A u B u C) n (A u B u C) n (A u B u C) 

注意到它们的相似性，有利千理解、记忆和引用。

2.2.3 井和交运算的扩展

扩展后并和交运算都定义在集合的搜集上。

定义 2. 2-4 设 C 是某论述域子集的搜集。

Cl) C 的成员的并，记为 us' 是由下式指定的集合
SEC 

从S = {x I 3 s(S E C A x E S)} 

(2) 如果 C#-0, C 的成员的交，记为 n s ，是下式指定的集合：
SEC 

队S={:rI \:/ s(S E C--> x E S)} 

定义说明如果 xEUS, 那么 x 至少是一个子集 SEC 的元素；如果 :r En S, 那么
SEC SEC 

:r 是每一个子集 SEC 的元素。注意对 ns 的定义来说， C 必须非空，否则，由千 C=0,
SEC 

蕴含式 SE C-->xE S 对每－ S 将是尤义地真。这样，谓词\:/ s(SE C-->xE S)对每一 x 是真。

因此，所定义的集合就是全集合 U。要求 C#-0, 这个可能消除。

设 D 是一集合，如果给定 D 的任一元素小就能确定一个集合 Ad, 那么 d 叫做 Ad 的

索引，搜集 C={AdldED} 叫做集合的加索引搜集；而 D 叫做搜集的索引集合。当 D 是一

个搜集 C 的索引集合时，符号 u Ad 表示 us' 而 n Ad 表示 ns 。
dED SEC dED SEC 

如果加索引搜集 C 的索引集合是前 n+l 个自然数{ 0, 1, 2, …, n} ，或全体自然数

{O, 1, 2, …｝，那么 C 的成员的并和交能用类似于和式概念的符号表示。例如

C={A。 ,A,, A2, ···, A"} 时， US 常写成
SEC 

“ U A., U A，或 A 。 U A, U A2 U … UA, 
'= 0 0<i<n 

C={A。 ,A1, A2, …｝时， ns 常写成
SEC 

n A, , n A，或 A 。 n AI n A2 n … 
'= 0 ;eN 

一般地，索引集合不必是 N 的子集，可以是任意集合，例如 R 卜 o

例 2. 2 - 4 设论述域是实数 R 。

(1) 如果 C= { { 1, 2, 4}, { 3, 4, 5}, { 4, 6}} ，那么

从; s = { 1. 2, 3, 4, s, 6}, sO- s = { 4 } 
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(2) 我们用[o, a)表示集合{xlO~x<a} 。

如果 S.=[O,a), aER+, C={S.laER十｝，那么

从s = [O,=)'SQCS = {O} 

如果 S.=[O,a), aEI+, C={S.laEI十｝，那么

回 s. = [0,1) LJ [0,2) LJ …= [ O,=) 

iols, = [0,1) n [0,2) n …=[0,1) 

(3) 设 C= {A; I iE {p,q,r} ｝，其中 A,,=[2,3], A.=[3,4], A,=[4,6]; [a,b]表示

位1a<x<b} ，那么

U A;= [2,6], n A= 0 
,E{ ,, ,q,r} iE {p,q,r} 

2.2.4 环和与环积

但

定义 2. 2 -S A 、 B 两集合的环和记为 AEE)B, 是集合

A EBB = (A - B) U (B - A) 

= {x I x EA A x ff: B V x E B A x ft A} 

参看图 2. 2 - 2 。环和又叫对称差(Symmetric Difference) 。

定理 2. 2 -9 AEE)B =<AUB) n <AUE) 

证因为

=<AUB) —(AnB) 

AEE)B=AnBUBnA 

=<AnBLJB) n <An BUA) 

=(AUB)n(AUB) 

CALJB) n (ALJB)=(AUB) n六百万

=(AUB) -(AnB) 

所以， AEE)B=<AUB) n <ALJB) =(AUB) 一 (AnB) 。

推论 2. 2 - 9 Ca)'AEE)B=AEE)B, (b) AEE)B=BEE)A, (c) AEE)A= 0 。

定理 2. 2 -10 (AEE)B)EE)C=AEE)(BEE)C) 。

定理 2. 2 -11 en <AEBB) = ccnA)EB<cn B) 。

以上两个定理留给读者自证。但注意并在环和上不可分配，环和在交上不可分配。即，

通常

A U (B@C) # ( A U B) @ ( A U C) 

A EB (B n C) #- (A EB B) n (A EB C) 

定义 2. 2 -6 A 、 B 两集合的环积记为 A@B，是集合。

A®B=AE8B=AnBUBnA 

= CA U B) n CB U A) 
= (A n B) u (A n B) 
= {x I.1． EAAxEBVx 茫 A A.r (f B} 

参看图 2. 2 - 2 。由定义即得出下述两定理。
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定理 2. 2 -12 

定理 2. 2 - 13 

证

` A<±)B A@B 

图 2. 2 - 2 

Cl) A@B=A@B, (2) A@B=B@A, (3) A@A=U 。

(A@B)@C= A@(B@C) 

A<f)B= (AU B) n CB UA) 

{（AUB)n(AnB) ＝（AUB) －凸nB)
= 

(BUA) n <AnB) =(BUA)- (B nA) 

所以， A@B = AEE)B = AEE)B 。

根据定理 2. 2 - 10 得

(A 令 B)Ef)C=A 令 (B 由 C)

两边取补，即得

(A (8) B) (8) C = A (8) (B (8) C) 

定理 2.2-14 AU<B(8)C)=(AUB>(8)CAUC) 。

留给读者自证。

2.2.5 幕集合

我们常常涉及以某个集合的子集为元素的集合，因此需要以下定义。

定义 2. 2-7 设 A 是一集合， A 的幕集 p(A)是 A 的所有子集的集合，即

p(A) ={BI B~A} 

一个给定集合的幕集是唯一的，因此求一个集合的幕集是以集合为运算对象的一元

运算。

例 2. 2 - 5 

(1) 如果 A=0, 那么 p(A)={0) 。

(2) 如果 A={a,b} ，那么 p(A)={0, {a), {b}, {a, b}} 。

(3) 如果 A 是任意自然数集合，那么 AEp(A), 0Ep(A) 。

下面说明子集的二进制数表示和幕集合的个数。

在集合的定义里，没有规定集合中元素的次序．但为了便于在计算机上表示集合，亦

可给集合元素编定次序。例如， A= {a,b,c} ，不妨认为 a 、 b 、 c 分别是第一、二、三个元素。

千是可用三位二进制数做足标表示 A 的任意子集：二进制数的第 t 位表示第 1 个元素是否

属于该子集， l 表示属于， 0 表示否。例如可用 S,01 表示 {a.c} ， S。 i] 表示 {h,c} ，三位二进制

数可与其子集一一对应。因而 p(A)={S;liEJ} ，这里 J = {000,001, …， 111} 。为了书写方

便，可用十进制数代替二进制数，于是 J={O,l, 2, …， 7} 。一般地， n 个元素的集合 A,

可用 n 位二进制数与其子集一一对应。因而

p<A) = { S; I i E J}, J = { o, 1. 2, …,2" - l} 

由此可知． n 个元索的集合 A, 其幕集的元素个数是 2” 。
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如果 A 是无限集，则 p(A) 的元素个数也是尤限的。

* 2. 2. 6 有限集的计数

设 A 和 B 都是有限集合，则以下公式成立：

I A U B I= I A l+I B| —I An BI 
I An B I~ min(I A I, I B I) 
IA 句 BI= I A l+I B 1-2 I An BI 
IA — B 臣习 AI-IBI

| p(A) | = 2IA| 

我们仅证明心，其它都是明显的。

证 A 和 B 之间可能有公共元素，公共元素个数是 IAnB| ，在计算 IAUBI 时每个元

素只计算一次，但在计算 IAl+I 趴时，公共元素计算了两次，一次是在计算 IAI 时，一次

是在计算 1 阳时，因此，右边减去 IA门趴才能相等。证毕。

公式CD可以推广，三个集合时为

IA1 UA2 UA3 I= IA1 I+ IA2 I+ IA3 I 
-IA1 门 A2| — |A2 门 A:i1

- IA1 nA3 I+ IA1 nA2 nA3 I 。

定理 2. 2 -15 
CD@@@@ 

如图 2. 2 - 3 所示。

图 2. 2 - 3 

一般地成立以下公式：

I A1 U A2 U … U A" I ＝言 1 A 1- ~ 1 A n Aj 1+ ~ 1 A n Aj n Ak 1 
l 冬 t<户扛 I<K勺<k<＂

-…+ (-1)"-1 I A1 n A2 n …n A" I 
证 用归纳法证明（未学过归纳法的同学可在学完下节后，再看此证明）。

n=2 时，已证明成立，即

I A1 U A2 I= I A1 l+I A2 1-1 A1 n A2 I 
设 n — l(n~3) 时公式成立，现证明 n 时也成立。

(n ?- 2) 

IA1 UA2 UA1 U…U A,, I = I A1 U A2 U…UAn-J I+ I An I 
—l<A1UA2U … UAn I) nA,, I 

根据归纳假设得
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I A1 U A, U … U A, I 

= 2 |A,| - 2 lA` nA} l+ …+ （－ l) 汀 2 I A, n A, n …n A.-, l+I A. I 
尸－ 1 1<尸勺姿',-1

—［笘 1 A, n An |- l冬，兰, 1 A, n Ai n A. 1 +…+ (— l)d I A1 n A, n …n A,r l n An I ] 

= i: I A; I一~ IAnA;I+···+ （一 1)~I I A, n A, n... n A" I 
,~I 1,;;;<j,扛

例 2. 2 - 6 

(1) 在一个班级 50 个学生中，有 26 人在第一次考试中得到 A, 21 人在第二次考试中

得到 A, 假如有 17 人两次考试都没有得到 A, 问有多少学生在两次考试中都得到 A?

但

所以

解 设第一次考试得 A 的是集合 A1, 第二次考试得 A 的是集合 A2, 则

IA1 UA2 I =50-17=33 

IAi UAz I= IA1 I+ IA2 l-lA1 nA2 I 

IA1 nAz I= IA1 I+ IA2 I-IA1 UA2 I =26+21-33=14 

故两次考试都得 A 的有 14 人。

(2) 某教研室有 30 名老师，可供他们选修的第二外语是日语、法语、德语。已知有 15

人进修 H 语， 8 人选修法语， 6 人选修德语，而且其中 3 人选修三门外语，我们希望知道至

少有多少人一门也没有选修。

因为

解 设 A1 、 A｀人分别表示选修 H 语、法语和德语的人，因此

I A1 I= 15, I Az I= 8, I A3 I= 6, I A1 n A2 n A3 I= 3 

IA1 UA2 UA3 I =15+8+6- IA1 门 Az I- IA1 nA3| —IA2 nA3 I +3 

=32— IA1 门 A2| — |A门 A,i| － |Az nA3 I 

I A1 n Az|?IA1 nAz nA3 I 

I A1 n A3 I? I A1 n A2 n A3 I 

I A2 n A3 I 多 I A1 n A2 n A3 I 

我们得

I A1 U A2 U A3 I 冬 32- 3 —3 —3 = 23 

即至多有 23 人在进修第二外语，因此至少有 7 人没有进修第二外语。

习题

1. 给定自然数集合 N 的下列子集：

A={l,2,7,8} 

B= 位 I i2 < so} 
C={ili 可被 30 整除｝

D= 伈 I i = 2k I\ k E I /\ 0,::;; k,::;; 6} 

求出下列集合：
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0) AU(BUCCUD)) 

(2) An(Bn(cnD) ) 

(3) B —<AUC) 

(4) (AnB)UD 

2. 考察正整数集合 L 的下列子集：

A= {x I x < 12} 

B = {x Ix~ 8} 

C= 位 I x = 2k, k E I+) 

D= 位 I x = 3k, k E I+ } 

E= 位 I x = 2k - l, k E I+} 

试用 A 、 B 、 C 、 D 和 E 表达下列集合：

(1) {2, 4, 6, 8} 

(2) {3, 6, 9) 

(3) {10} 

(4) 位 Ix 是偶数八 x>lO}

(5) {xix 是偶数且立(;10, 或 x 是奇数且 x娑9}

3. 设 x 和 y 是实数，定义运算 x6y 是 Xy (:r 的 y 次幕）。

(1) 证明运算A既非可交换的也非可结合的。

(2) 设＊代表乘法运算，确定下列分配律哪些是成立的：

CD x * (y6乏）＝（X*Y)丛 (x * z) 

@ (y6之) ＊ x=(y ＊工）＾（z* 心

@ :r6(y * z) = (x6y) * (x6z) 

@ (y* 之)^x= (y6x) * (z6x) 

4. (1) 对下列各式构造文氏图：

CD AnB 
@A— (F匡）

@(A邑B)@C

(2) 给出一公式，它表示图 2.2-4 中各文氏图中的阴影部分。

图 2. 2- 4 

5. 设 A、 B 、 C 是任意集合，把 AUBUC 表示为不相交集合之并。

6. 设 A 、 B 和 C 是集合。

(1) 证明如果 C二A 且 C:2B，那么 C二AUB（也就是 AUB 是包含 A 和 B 的最小

集合）。
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(2) 证明如果 C~A 且 C三B ，那么 C~A 门 B（也就是 AnB 是包含在 A 和 B 中的最大

集合）。

7. 证明定理 2. 2 - 2 的 (2) 。

8. 假定 A=/=0和 AUB=AUC, 证明这不能得出 B=C, 假设中增加 AnB=Anc,

你能得出 B=C 吗？

9. (1) 证明”相对补”不是一个可交换运算，即证明存在一个论述域包含集合 A 和 B,

使 A-B=l=B-A 。

(2) A—B=B—A 可能吗？刻画此式出现的全部条件。

(3)”相对补”是一个可结合的运算吗？证明你的断言。

10. 证明定理 2. 2 - 3 的其余部分。

11. 设 A 、 B 和 C 是论述域 U 的任意子集，证明下列各式：

(l) An(B-A) = g 

(2) AUCB-A)=AUB 

(3) A— CBUC)=(A-B) 门 (A-C)

(4) A-CBnC)=(A-B)UCA —C) 

12. 证明下列恒等式：

(1) AU cAnB)=A 

(2) An CAUB)=A 

(3) A-B=AnB 

C4) AU CAnB)=AUB 

(5) A 门 (AUB)=AnB

13. 证明 A三B 、 AUB=U 和 AnB=g三者是等价的。

14. 在下列每题中找出 US 和 n S: 
SE(、 SEC

Cl) C={0) 

(2) C={0, {0}} 

(3) C={{a}, {b), {a,b}} 

(4) C={{i}liEI} 

15. 设 A 、 B 和 C 是某论述域 U 的子集合， D 是下述搜集：

D= 卤 n B n C, An B nc，入 n B n C, An B n c, An B n C, 

An B n C, An B n C, An B n C} 

(1) 对搜集 D 的元素构造文氏图。

(2) 证明 AnBnc 和 AnB 门 C 是不相交的。 D 是不相交搜集吗？

(3) 证明 US=U 。
SE I) 

16. 设 C 是一非空的某论述域 U 的子集的搜集畴证明下列德·摩根定律的推广：

(1) U S = n s 
se c se (· 

(2) n s = U S 
se c se (` 

17. 设 C 是一非空的某论述域 U 的子集的搜集， B 是 U 的子集，证明下列分配律的
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推广：

(1) B n (u S) = u (B n S) 
SEC SEC 

(2) BU (5QcS) = De (BUS) 

18. 指出下列集合的幕集合：

(1) {a, b, c} 

(2) {{a, b}, {c}} 

(3) 设 A={a} ，求 A 和 p(A) 的幕集合。

19. 设 s.={ao, a1, …， a.} 和 S.+1={a0, a1, … ,a., a.+1 }，试用 p(S,，）和 a.+] 表达

出p(Sn+ 1) 。

20. 证明下列各式：

(1) A邑AEBB=B

(2) (A —B)Et)B=AUB 

(3) cn(A@B) =(cnA)G)(cnB) 

C4) CU (A@B) = (CLJA)@CCUB) 

* 21. 试决定在 1 到 250 之间能被 2 、 3 、 5 、 7 任何一数整除的整数个数。

* 22. 某班学生 50 人，会 FORTRAN-N语言的 40 人，会 ALGOL—60 语言的 35 人。

会 PL/1 语言的 10 人，以上三门都会的 5 人，都不会的没有，问仅会两门的有几人？

2.3 归纳法和自然数

2.3. 1 集合的归纳定义

我们在 2. 1 节介绍了指定集合的两种最常用方法 列举法和描述法。但仍然有许多

集合难以用这两种方法表示出来，诸如算术表达式集合，命题演算公式集合， ALGOL 程

序集合等等，这些集合用归纳定义来指定较为方便。归纳定义习惯上称为递归定义。

一个集合的归纳定义由 3 部分组成：

(1) 基础条款（简称基础）。它指出某些事物属千集合。它的功能是给集合以基本元素，

使所定义的集合非空。

(2) 归纳条款（简称归纳）。它指出由集合的已有元素构造新元素的方法。归纳条款的

形式总是断言：如果事物 x,y, …, z 是集合的元素，那么用某种方法组合它们而成的一种

新事物也在集合中。它的功能是指出为了构造集合的新元素，能够在事物上进行的运管。

(3) 极小性条款（简称极小性）。它断言一个事物除非能有限次应用基础和归纳条款构

成外，那么这个事物不是集合的成员。

集合 S 的归纳定义的极小性条款还有其它形式，常见的有：

(i)“集合 S 是满足基础和归纳条款的最小集合”。

(ii)“如果 T 是 S 的子集，使 T 满足基础和归纳条款，那么 T=S” 。其意义是： S 满足

基础和归纳条款，但没有 S 的真子集满足它们。
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这些极小性条款虽然形式不同，结果是等价的，全部服务千一个目的，即指明所定义

的集合是满足基础和归纳条款的最小集合，即通常所谓极小性。

例 2. 3 - 1 如果论述域是整数 I, 那么能为 3 整除的正整数集合 S 的谓词定义如下：

S= 位 Ix> o/\3 y(x = 3y)} 

同样集合能归纳地定义如下：

(1) （基础） 3ES,

(2) （归纳）如果工ES 和 yES, 那么 x+yES,

(3) （极小性）没有一个整数是 S 的元素，除非它是有限次应用条款(1) 和 (2)得出的。

为了得出更多的利用归纳定义指定的集合的例子，我们现在介绍一些关千符号串方面

的术语和记号。设 2 表示一个有限的非空的符号（字符）集合，我们称 2 为字母表。由字母

表 2 中有限个字符拼接起来的符号串叫做字母表 2 上的一个字（或叫串）。

例 2. 3 - 2 

(1) 如果 }:={a,b, …，动，那么 is, then 都是 2 上的字。

(2) 如果 4 =｛你，我，人，工，…，是｝，那么“你是工人”是 2 上的串。

(3) 如果 4={a,b, …， z, u 片这里 u 是代表空自。那么 that u was u long u ago 

是 2 上的串，习惯上写成 that was· long ago 。

设工是2 上的一个字，如果 x=a1a尸．．也，这里 nEN, 对每一 I~i~n, a;E4, 那么 x

中的符号个数 n 称为 x 的长度，记为 1| 工 II 。长度为 0 的串表示为 A, 叫做空串。注意空串不

是空自符，前者长度为 o, 后者长度是 1。如果工和 y 都是在 2 上的符号串， x=a1a2 …a,，和

y=b心…b,＂，这里，对所有 1 和 j, a; E 4和 bi E 4, 那么工连结（或叫井置，毗连）y, 记为

巧，是串。

xy=a1a2 …a,,bl 仇…b，n

如果 x=A, 那么工y=y; 如果 y=A, 那么 xy＝工。如果 z=xy, 那么工是 z 的词头， y 是 z

的词尾。如果 x＃之，那么 x 是真词头；如果 y#z, 那么 y 是真词尾。如果 w=xyz, 那么 y

是 w 的子串；如果 y土w, 那么 y 是真子串。

显然，串的连结运算满足结合律，但不可交换。

现在转回到归纳定义。下述两个定义描述的集合对从事计算机工作的人是极为重

要的。

定义 2. 3-1 设 2 是一个字母表， 2 上的非空串的集合3 定义如下：

(1) （基础）如果 a E 4, 那么 a E 2+ 0 

(2) （归纳）如果 x E 2十且 a E 2, 那么釭 E 2十。 (ax 表示串，它由符号 a 和串工连

结组成。）

(3) （极小性）集合 2十仅包含这些元素：它能由有限次应用条款(1) 和 (2) 构成。

集合 2十包含长度为 1, 2, 3, …的串，所以是尤限集合。然而，在 4-1 中没有一个串包

含无限数目的符号，这是极小性条款限制的结果。

例 2. 3 - 3 如果 4 = {a,b} ，那么 2十＝ {a, b, aa, ab, ha, lh, aaa, aab, …}。

2 上的所有有限符号串的集合记为 2` 。集合 3 包含空串，其归纳定义如下：

定义 2. 3 -2 设 2 是字母表，那么 3 定义如下：

(1) （基础） A E 2* o 
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(2) （归纳）如果 x E 2· 和 a E 4, 那么釭 E 3 。

(3) （极小性）没有一个串可以是集合 2骨的元素，除非它能有限次应用条款(1)和条款
(2) 构成。

当然心尸也可这样定义：

2.=2+ U {A} 

例 2. 3 - 4 

(1) 如果 2= ｛ a,b} ，那么 4* = {A,a,b,aa,ab ，…｝。

(2) 如果 4= {0,1} ，那么 2．是有限二进制序列的集合，包括空序列。

归纳定义常用来刻画数学中的合式公式，或叫成形公式 (Well-Formed Formula) 。这

方面我们已见过一些例子。如第 1 章的命题公式定义和谓词公式定义等。现在我们再举一

个算术表达式集合的例子。

例 2. 3 - 5 为简明起见，我们将算术表达式集合限制于仅包含整数，一元运算＋和

一，二元运算十、一、＊和I 。

(1) （基础）如果 D={O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 和 xED十，那么 x 是一算术表

达式。

(2) （归纳）如果 x 和 y 都是算术表达式，那么

CD （十x)是一算术表达式，

@ （一x)是一算术表达式，

Q) (x+y)是一算术表达式，

@ (x-y)是一算术表达式，

® (x* Y)是一算术表达式，

@ (x/y)是一算术表达式。

(3) （极小性）一个符号序列是一算术表达式当且仅当它能得自有限次应用条款 (1)

和 (2) 。

用这个定义刻画的算术表达式集合包括 45,000, （— 321),(3+7),(3*( — 35) ）和

(+（一 (+(7/2) ）））等，不包括诸如十）和十 6十之类的符号串。

有些归纳定义是以其它归纳定义的集合作基础建立起来的，我们称这样的归纳定义为

“二次归纳定义”，二次归纳定义不需要极小性条款，因为基础集合的极小性条款保证了所

定义的集合的极小性。作为基础集合最常见的是自然数集合 N（下一小节即将说明 N 是归

纳定义的集合）。因此，以自然数集合为基础集合的归纳定义常不需极小性条款。

例 2. 3 - 6 设 aER十且 nEN。矿的归纳定义如下：

(1) （基础） a0 =l 

(2) （归纳）anti =a". a 

这个归纳定义的基础集合是 N, 所以不需要极小性条款。

程序设计语言，诸如 ALGOL, 它们的语法也常用归纳定义（以巴科斯范式形式给出）

描述，有了上述知识作基础，相信读者可以自己看懂，我们不举这方面的例子了。

2.3.2 自然数

自然数可应用后继集合的概念归纳地定义。
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定义 2. 3 -3 设 A 是任意集合， A 的后继集合记为 A' ，定义为

A'= A LJ {A} 

例 2. 3 - 7 

(1) {a,b} 的后继集合是{a,b} U { {a,b} }={a,b,{a,b}} 。

(2) {0} 的后继集合是{0}U{{0}}={0,{0} ｝。

定义 2. 3 -4 自然数 N 是如下集合：

(1) （基础）0EN 。

(2) （归纳）如果 nEN, 那么 nU{n}EN 。

(3) （极小性）如果 S~N 且满足条款(1) 和 (2) ，那么 S=N 。

按照这个定义，自然数集合的元素是：

0, 
0U {0}. 

0U{0}U{0U{0}}, 

0U{0} U{0U {0}} U {0U{0} U {0U {0} }}, 

化简后是

O, { O} ,{O, {O} },{ O, {O} ,{ O, {O}}} ,… 

为了书写方便依次记为 o, 1, 2, 3, …。其结构如 。
^ 图 2. 3 -1 所示。

可能有人会想出这样的定义：

(1) （基础）OEN,

v o· o· 

图 z. 3 - 1 

(2) （归纳）如果 nEN，那么 n+lEN,

(3) （极小性）如果 S三N 且满足条款(1) 和 (2) ，那么 S=N 。

以上 3 条一般称为归纳特征，下面可以看到它将帮助我们对论述域 N 讨论归纳证明，

但作为定义则是不完善的。因为自然数的加法定义是建立在集合 N 上，现在又用加法定义

自然数，这就犯了循环定义的错误，所以定义自然数必须不用加法。

可能有人会想：用 n'来表示自然数 n 的”后继者“，把第 (2) 条改为：

(2) （归纳）如果 nEN, 那么 n'EN。这样总是可以了吧！其实这样

也不行，例如，规定 o'=o, 即模型（图 2. 3 - 2) 也符合这个定义，显然

不是自然数。

这些想法也不是完全错的，只要再补上一些条款，也可定义出自

然数集合 N。可这样定义：

oo 
图 2. 3 - 2 

Cl) OEN, 

(2) 如果 nEN, 则恰存在一个 n 的后继者 n'EN,

(3) 0 不是任何自然数的后继者，

(4) 如果 n'=m' ，那么 n=m,

(5) 如果 S 是 N 的子集，使

(DOES; 

＠如果 nES, 那么 n'ES
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那么， S=N 。

这就是有名的皮亚诺(Peano)公设。其中 (2)保证后继者是唯一的，（ 3）保证 0 只作开

端，（4）保证除 0 外的每一个自然数只有一个直接前趋。

常用 (2) 和 (4)来检查一个序列有没有自然数性质。例如，序列

o, 2, 4, ···, 1, 3, 5,... 

不具有自然数性质，因为其中 1 没有宜接前趋。

2.3.3 归纳证明

归纳定义不仅提供了定义无限集合的一种方法，也为证明定理形成某些有效技术的基

础。对于 \/xP(x)形式的命题，如果其论述域 S 是归纳定义的集合，则归纳法往往是有效

的证明方法。归纳法证明通常由基础步骤和归纳步骤两部分组成，它们分别对应于 S 的定

义的基础和归纳条款。

(1) 基础步骤。这一步证明 S 的定义中基础条款指定的每一元素 xES, P(x) 是真。

(2) 归纳步骤。这一步证明如果事物 x,y,z, …有性质 P, 那么用归纳条款指定的方

法，组合它们所得的新元素也具有性质 P 。

归纳定义的极小性条款保证 S 的所有元素仅仅应用基础和归纳条款才能构成，因此证

明了以上两步，就足以推出 \/xP(x) 。

现在举例说明这一方法。回顾定理 1.2-1: 设 A 和 A ．是对偶式。 P1, P2, … ,P. 是

出现千A 和 A ．中的所有命题变元，千是

-,ACP1,P2, … ,pn)台A. (-,P1,-,Pz, …, -,P.) CD 
因为根据对偶式定义，公式 A 中仅含有联结词 I\ 、 V 、-,，因此公式 A 可归纳定义

如下：

(1) P, （ l<l<n)是公式； T 是公式； F 是公式。

(2) 若 A 和 B 是公式，则勹 A 、 (A/\B) 、（AVB)是公式。

(3) 只有有限次运用条款(1) 和 (2)生成的才是公式。

定理 1. 2 -1 是建立在归纳定义的公式集合上，因此可以用上述一般的归纳法证明。

(1) （基础步骤尸 P仁尸 P, （ 1<i<n), -,T台F,-,F已T, 所以当 A 是由一个变元或

常元构成时，公式CD成立。

(2) （归纳步骤）设 Ai (P1,Pz, …， pn) 、儿 CP1,Pz, …， p,, ）对公式CD成立，即

-,A1<P1,P2,···,P,，）已A{ (-,P,,-,P2, …, -,P.) 

-,Ai (P,,P2, …， pn)已A; (-, pl, -,P2, …, -,P.) 

现证明下述三种情况时公式CD也成立。

情况一： (A1 /\A2) 

记(A1 /\A2) 为 A 。

-,(A(P1,P2, …， pn) 台-, (A1 (P1,p2, …, P,,) /\A2CP1,P2, …, P.)) 

已-, A1 (P1,p2, …, P.) V-, 儿 <P1,P2, … ,P.) E11 

台Al. (-,P1,-,P2,···,-,P,,) V 心 (-,P1,-,P2,···,-, R) 归纳前提

台A (-,P1,-,P2,···,-, P,,) 

情况二： ( A1 V A2) 
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方法与情况一类似，留给读者自证。

情况三： -.Al

记勹 A1 为 A 。

勹 ACP1,P2, …， pn)已勹勹 CA1 CP1,P2, …, P")) 

台勹 A; （勹 P1,-. P2, …，勹 P")

台A • （勹 P1,-. Pz, …,-, p n) 

故对 n 个命题变元的一切公式，公式CD成立。

以上证明就是以最一般的归纳法给出的。但通常的归纳证明是涉及自然数的，自然数

具有以下归纳特征：

(1) （基础）OEN 。

(2) （归纳）如果 nEN，那么 n+IEN 。

(3) （极小性）如果 S<;;;;;;N ，且 S 有以下性质：

Ci) OES, 

(ii) 对每－ nEN, 如果 nES, 那么 Cn+l)ES 。

那么， S=N 。

这里，极小性条款是习惯上用于自然数定义中的形式，它叫做数学归纳法第一原理。

我们适当地改变一下这个条款的形式，就可得到以自然数为论述域的 VxP(x)形式的断言

的归纳证明过程。

令 S={nlP(n)}是 N 的子集，于是极小性条款可改为“如果(DPCO) 为真，＠ V n(P(n) 

-P<n+l) ）为真，那么，对一切 n, P(n)为真。”根据这一条款，立即得出归纳证明的过程

如下：

(1) （基础）先证明 P(O)是真。可用任意证明技术。

(2) （归纳）再证明 V n(P(n)-PCn+ l) ）是真。为此，一般先假设“P(n) 对任意 nEN

是真＂，这叫归纳假设（或归纳前提），由此再推出 P(n+l)也真，一旦证明了 P(n)-P(n+l)

对任意 n 是真，用全称推广规则得 V n(P(n)-P(n+ 1) ）。

再根据数学归纳法第一原理得出 V ｀兀P(x) 。

例 2.3 - 8 证明对所有 nEN, ~i = 
n(n+ 1) 

" 
P(n)是断言 ~i= n(n+ 1) 

。

'= 0 
2 

证

(1) （基础）证明 P(O) 。

,l 

因为 ~i=
0(0+ 1) 

，即 O=O ，显然成立。
2 

'=() 

(2) （归纳）证明 V n(P(n)---P(n+l) ）。

假设对一切 nEN, P(n)是真，即 ti=
'= 0 

n(n+l) 
2 

。这里的定理是 V nP(n) 的形式。

，我们希望证明 P(n+l) ，也就是

n+-I 

~i= 
(n+ l) ( n+2) 

'= 0 
2 
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因为
叶1

~i=(n+l)+ti 
i= 0 i =0 

=(n+l)+ n(n + 1) 

2 （根据归纳假设）

(n+l)(n+2) 
= 2 

而 n 是任意的，得出\;/ n(P(n)一P(n+l) ），应用归纳法第一原理得\;/ xP(x) ，即对一切自

然数 n, ~i = 
n(n+l) 

i=O 2 成立。

数学归纳法第一原理，事实上是自然数域上的一个推理规则。用 1. 5 节的符号，规则

的形式如下：

P(O) 

\;/ n[P(n)-P(n+ 1)] 
所以\;/ xP(x) 

规则可以有各种变形，例如，我们通常希望证明对某整数 k, 谓词 P 对所有正?:-k 成

立。这时，基础步骤必须换为证明 P(k) 。千是推理规则是：

P(k) 

Vn[P(n)-+P(n+D] 
所以 V 式（x~k)-+P(x)]

容易证明这两种形式的推理规则是等价的。

例 2. 3 - 9 证明 n>4 时， 2">n2 o 

证

(1) （基础） n ＝ 5 时， 25>52 ，显然成立。

(n娑k)

(2) （归纳）设 n 时，扩＞矿成立，现证 n+l 时命题也成立，这里 n多5 。因为

2•+1 = 2. 2" 

所以，对一切 n>4, 2">n2 。证毕。

>2 • n2 

>矿＋5n

＞矿＋2n+1

=(n+l)2 

（根据归纳假设）

如果令 n=m+5, 上题就成为＂证明对一切自然数 m, 2"'1 厂＞（ m+5)2,' ，这样，本题就

成为基本形式了。

有时命题中含有自然数域上的两个变元，对于这种命题也可用归纳法证明。

例 2. 3 - 10 设矿如例 2. 3 - 6 所定义，试证明 VmVn(a"" •a"=a''.'-1") 。

证设 m 是任意的，对 n 作归纳，证明断言 Vn(a"'•a"=a”门”)。

(1) （基础）如果 n=O, 那么

a"'. a" = am. 矿＝ a"'• 1 = a'" = a"'10 = a"'五

(2) （归纳）设 a"'• a"=a'"1“对任意 n 成立，那么
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a"'• a叶l = am • (a" • a) 

=(am. 矿）• a 

= (a叶n). a 

所以， \I n[a"'• 矿＝am+”] 。

=a (m十n)+l

=a m--\-(n-!-1) 

因为 m 是任意的，由全称推广规则得

a” 的定义

乘法结合律

归纳假设

a” 的定义

加法结合律

\Im \I n[am • a" = am+"] 证毕

自然数域上的归纳法证明还有另一形式，称为数学归纳法第二原理，第二原理作为推

理规则的形式如下：

吓['v'_k[k <_n -_f_(k)]- P(n)] 
所以 \I xP(x) 

应用这一推理规则的证明的归纳假设是

\I k[k < n---+ P(k)] 

即对一切 k<n, P(k)是真。从这一假设出发，我们必须证明 P(n) 。一旦在归纳假设的前提

下证明了 P(n) ，就可得出 VxP(x) 。

应用第二原理仅需我们证明单一的前提，但它通常需要分情况证明。首先证明 n=O

的情况。

n=O 时， k<O 对一切 kEN 常假，所以

\I k[k < 0---+ P(k)] 

常真。所以，证明 \I k[k<O-P(k) ]-P(O)是真，等价千证明 P(O) 是真。

其次证明：对任意 n>O, 如果 P(k)对一切 k<n 成立，那么 P(n)是真。

这样，用第二原理证明和用第一原理证明的唯一不同是：用“对一切 k<n, P(k) 是具”

的归纳假设代替“P(n-l)是真”的归纳假设。

虽然两个数学归纳法原理是不同的，但如果论述域是自然数集 N, 则它们的前提是逻

辑等价的，因此它们也是等效的。但有其它论述域存在，那里第二原理更有效。第 3 章会

看到这方面的例子。

通常，如果证明 P(n+I) 为真，即证明元素 n+I 具有性质 P, 不仅可能依赖于元素 n

的性质，还可能依赖于 n 以前各元素的性质时，应选用第二原理。第二原理和第一原理一

样，也有各种变形。

例 2. 3 - 11 有数目相等的两堆棋子，两人轮流从任一堆里取儿颗棋子，但不能不取

也不能同时在两堆里取。规定凡取得最后一颗者胜。求证后取者可以必胜。

证 对每堆棋子数目 n 作归纳证明。为了便于叙述，设甲为先取者，乙为后取者。

n=l 时，甲必须在某堆中取一颗。于是另一堆中的一颗必为乙所得，乙胜。

设 n<k 时，后取者胜。现证 n=k 时也是后取者胜。

设第一轮甲在某堆先取 r 颗， O<r~k。乙的对策是在另一堆中也取 r 颗。这里有两种

可能。

(1) 若 r<k, 经过两人各取一次之后，两堆都只有 K— r 颗， k-r<k, 现在又是甲先

取，根据归纳假设乙胜。
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(2) 若 r=k, 显然是乙胜。证毕。

本例不仅说明了归纳法第二原理的应用，还说明有些问题虽然与自然数无直接关系，

也可引入自然数作参数，利用有关自然数的归纳法证明。

习题

1. 对下列集合给出归纳定义：

(1) 十进制无符号整数集合，定义的集合将包含 6, 235, 0045 等等。

(2) 十进制的以小数部分为结束的实数集合，定义的集合将包含 5. 3, 453., 01. 2700, 

0.480 等等。

(3) 二进制形式的不以 0 开头的正偶数和 0 所组成的集合，定义的集合包含 O, llO, 

1010 等等。

(4) 把算术表达式中的运算符和运算对象全删去，所得的括号叫成形括号串。例如

[ ]、[[］］、［ ][ ］、［[[ ]][］］等都是成形括号串（例中用[ J代（）是为了明晰），试定义成形

括号串集合。

*2．将皮亚诺公设交替地删去其中第 (5) 条、第 (4) 条或第 (2) 条的唯一性，为这样所得

的公理系统分别构造模型，说明它们都不是自然数。

*3. 我们已经给出的自然数定义仅仅含有“后继者”的概念。自然数论述域上“小于“关

系，加和乘等运算可用”后继者”概念的术语加以定义。例如，加法运算能归纳地定义如下：

CD 对每个自然数 m, m+O=m; ＠对每一对自然数 m 和 n, m+n'=(m+n)' 。

(1) 证明用以上定义的加法是可结合的。

(2) 用类似方法归纳地定义乘法（可以引用上边定义的加法运算）。

(3) 用乘法运算归纳地定义幕运算。

(4) 给出关于“小于＂的一个归纳定义。

4. 用｛ a ｝代替 N 的定义中的0, 但仍用这一定义，可否生成自然数集合？有何不同？

5. 证明成形括号串的左右括号个数相等。

6. 我们有 3 分和 5 分两种不同票值的邮票，试证明用这两种邮票就足以组成 8 分或

更多的任意邮资。

7. 用归纳法证明，对一切 nEI+ ，有

(l + 2 +…＋ n)2=13+23+ …十矿

8. 设 a 是一正数，证明

VmV 社(a勹" = a'叩］，这里 m, n EN 

9. 对所有 nEN, 证明下列每一关系式：

(1) ~i2 = n(n+ 1) ( 2n+ l) 
6 

(2) t(2i+l) = (n+l)2 

(3) 芦沁！）＝ ( n + 1) ! - 1 
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( 4 ) 匀 zr = [了-1(:：l))2产 + r 二: 时时
(5) 1 +Zn<3" 

10. 如果每根直线连接多边形的两个点，且位于多边形上，那么这个多边形叫凸的，

证明对一切 n~3, n 边的凸多边形内角之和等于 (n— 2). 180° 。（提示：多边形能用连结两

个非邻接的顶角划分为两部分。）

11. 找出自然数域上的两个谓词 P 和 Q 以证明归纳证明的基础步骤和归纳步骤是独

立的，也就是没有一个逻辑地蕴含另一个。特别地，要找出一谓词 P 使 p (0) 是真而

'v n(P(n)-+P(n+l) ）是假，和一谓词 Q, 使 Q(O)是假而 'v n(Q(n)-+Q(n+ 1) ）是真。

12. 我们意欲证明，对一切 n 和一切 S, 如果 S 是 n 个人的集合，那么在 S 中的所有人

都有同样的身材。下面”所有人都有同样的身材＂的证明错在哪里？

(1) （基础）设 S 是一空集合，那么对所有的 x 和 y, 如果 xES 和 yES, 那么 x 和 y

有同样的身材。

(2) （归纳）假定对所有包含 n 个人的集合断言是真。我们证明对包含 n+l 个人的集合

也真。任何由 n+1 个人组成的集合包含两个 n 个人组成的不同的但交搭的子集合。用 s'

和 S”表示这两个子集合。那么根据归纳前提，在 S' 中的所有人有相同的身材，在 S'中的所

有人有相同的身材，因为 S' 和 S”是交搭的，所以，所有在 S=S'Us'' 中的人都有相同的

身材。

13. 设｛ A1,A2, …，An}是集合的非空搜集，对 n 作归纳证明下述推广的德·摩根定律：

n 

(1) U A, ＝介 A,
'= l, = l 

n n 

(2) n A;= U A, 
, = l i= 1 

14. 证明所有大于 1 的整数 n 都能写成若干个质数之积。

15. 如果 a*(h*c)=(a*h)*c, 那么二元运算＊称为可结合的。从它可推得更强的

结果，即在任何仅含运算＊的表达式中，括号的位置不影响结果，就是，仅仅出现于表达

式中的运算对象和次序是重要的。为了证明这个“推广的结合律“，我们定义”＊表达式集

合“如下：

(1) （基础）单个运算对象 a 是＊表达式。

(2) （归纳）设 e1 和 e2 是＊表达式，那么 (e1 * e2) 是一个＊表达式。

(3) （极小性）只有有限次应用 (1) 和 (2) 构成的式子才是＊表达式。

推广的结合律陈述如下：

设 e 是一个表达式，它有 a1,a2, … ,a，，个运算对象，且以此次序出现于表达式中，那么

e = (a1 * (az * (a3 * (…( a,. ·I *an)) …))) 

证明这个推广的结合律。（提示：用数学归纳法第二原理。）

* 2. 4 语言上的运算

语言是某些符号串的集合。符号串在计算机科学中扮演着重要角色。计算机程序、实

— 81 -



录的文本、数学公式、形式系统中的定理都是某些语言中的符号串。为了写出处理这些事
物的程序，我们必须有处理单个串和语言的工具。本节介绍处理单个串和语言的重要运
算，为研究计算模型、形式语言等提供数学基础。

前已指出，通常用 2 表示有限字母表心了表示 2 上的有限长的全体符号串集合。 2·
元素上的主要运算是连结。现在定义串的另一种运算 幕运算，即一个串自身连结
n 次。

定义 2. 4 -1 设工是3 的一个元素，对每一 nEN, 串 xn 定义如下：

(1) 工o = A 

(2) x•-+-1 =x" •工

例 2. 4 - 1 

(1) 如果 J; = {a,b心和工＝ac, 那么 x0=A, 工1=ac, 工2 =acac, 工3 =acacac 。

(2) 集合{ 1" 0" I n)'!:O} 表示集合{A, 10, 1100, 111000, …｝。

在串的运算的基础上可以定义语言上的运算。

定义 2. 4-2 设 2 是有限字母表， 2 上的语言是2 骨的一个子集。

例 2. 4 - 2 

(1) 集合 {b,ab,aab,aaab} 是 J:={a,b} 上的一个语言。

(2) 一个由 1 的序列跟随着 0 的序列组成的串的集合 {l" 0勹 n, mEN} 是{ 0, 1} 上的

语言。

(3) FORTRAN 程序的集合是 FORTRAN 字符组成的字母表上的语言。

定义 2. 4-3 设 A 和 B 是 2 上语言， A 和 B 的连结积记为 A•B 或 AB, 是语言

AB= ｛工ylxEA/\yEB} ，即语言 AB 是由 A 的一个元素连结 B 的一个元素所形成的所有

串组成的集合。

例 2. 4 - 3 设 .2 = {a, b}, A={A,a} 和 B= {b,ab} ，那么

AB= {b,ah ，皿b}

BA = {b,ba,ah,al,a} 

从上例可看出，一般地， AB-=l=-BA, 也就是说语言的连结积运算是不可交换的。但有以

下性质。

定理 2. 4-1 设 A 、 B 、 C 和 D 是 2 上的任意语言，那么

(l) AO=gA=g 

(2) A{A}={A}A=A 

(3) (AB)C=A(BC) 

(4) 如果 A三B 和 C三D, 那么 ACc;;;;;;BD

证

(1) 根据定义， A0={xy 巨EA/\yE0} ，但对每一 yE 2长，环已乡常假。所以合取

式 xEA(\yE0对一切工和 y 是假。因为没有元素 x 和 y 满足这谓词，集合 A,0没有成

员，即A0=0。类似地可证0A=0 。

(4) 用直接证明。设 z 是 AC 的任意元素，那么 z=xy, 这里 xEA 和 yEC，因为
A三B 和C三D, 得出 xEB 和 yED。因此 z=xyE BD。因为 z 是 AC 的任意元素身得

ACc;;;;;;BD 。
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(2) 和 (3) 的证明留作练习。

因为每一语言是一集合，前边介绍过的集合运算能应用于语言。语言的连结积对 U 和

n 满足以下定理所说的关系式。

定理 2. 4-2 设 A 、B 、 C 和 D 是 2 上的任意语言，那么

Cl) A(BUC)=ABUAC 

(2) <BUC)A=BAUCA 

(3) A(Bnc)<;;;;;ABnAc 

<4) rnnc)A<;;;;;BAncA 

证

(1) 先证 ABUAC<;;;;;ACBUC) 。

因为 A<;;;;;A, B<;;;;;BLJC 和 C<;;;;;BUC, 由定理 2. 4 - 1 的 (4)得 AB<;;;;;ACBUC) 和 AC竺

A(BUC) 。因此， ABUAC<;;;;;ACBUC) 。

再证 A<BUC)<;;;;;ABUAC 。

如果 z 是 A<BUC)的任一元素，那么 z=xy, 这里 xEA 和 yEBUC。因此， xEA(\

yEB 或 xEA/\yEC，得出 zEAB 或 zEAC。所以， zEABUAC。 z 是任意的，故

A(BUC)<;;;;;AB UAC。

(2) 、（ 3) 、（ 4) 的证明留作练习。

定理 2.4-2(3) 和 (4) 中的包含可能是真包含。例如，如果 A={A.,0,01}, B={Ol,11} 

和 C= {101} 。那么 A(BnC) ＝g ，但 ABnAc= {0101} 。

定义 2. 4-4 设 A 是 2 上的一个语言，语言 An 归纳地定义如下：

(1) A°={A}, 

(2) A"+1 =A" • A, 对 nEN 。

语言 A” 是集合 A 自身连结 n 次。所以，如果 zEA"(n;?l) ，那么 z=x1x2···立，这里

X;EA, l~i,冬n 。

例 2. 4 - 4 设 I= {a,b} 和 A= {A,b,ab} ，那么

A°={A} 

A1 =A= {A,b,ab} 

A2 =A • A= {A,b,ab,bb,bab,abb,abab} 

定理 2. 4-3 设 A 和 B 是 2 骨的子集合，并设 m 和 n 是 N 的任意元素，那么

(l) A'n. An =Am+n 

(2) （ A勹"=A""'

(3) A竺B⇒A"豆Bn

证 (1) 、（ 2)部分留作练习。现用归纳法证明 (3) 。

(i) （基础）n=O 时， Ao= ｛心和 B0={A} ，所以 A”<;;;;;B” 。

(ii) （归纳）设对任一 n, A"<;;;;;B飞现证 A"+1 竺Bn+l 。根据定理 2.4-1(4) ，如果 A'， <;;;;;B"

和 A<;;;;;B, 那么 A" • A<;;;;;B" • B, 即 A"+l<;;;;;B"tl 。证毕。

在语言的幕运算的基础上，我们可以定义语言上的另一种叫闭包的重要运算。

定义 2. 4-5 设 A 是2 的子集，那么集合 A．定义为
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A. = UAn 
nE-N 

= A° U AI U A2 U … 

= {A} U AU A2 U A又．．

集合 A．通常称为 A 的星闭包，读做“A 星”。集合 A十定义为

A+ = U A”= A U A2 U A3 U … n~I 
集合 A十通常叫做 A 的正闭包，读做“A 正”。

闭包运算是语言上的一元运算。注意 xEA十当且仅当对某些正的 nEN, xEA"o 
xEA* ，当且仅当对某些 nEN, xEA” 。

例 2. 4 - 5 

(1) 如果 A={a} ，那么

(2) 

A+ = {a} U { aa } U { aaa } U · · · 

= {a" I n;?:1} 
A. = {A} U A~ 

={a"ln;?:O} 

0· ={A}U0u02u03u …={A} 

0+=0 

如果 2憾的子集 A 取为 2 ，那么 A．就是 2. ， A十就是文。这说明我们把 2 上所有有

限长串的集合记为 2. ，把 2 上不含空串的所有有限长串的集合记为2十，是因为这样的记
法正和闭包运算的定义相一致。

由定义 2. 4 - 5 即得下列定理。

定理 2. 4-4 设 A 是 2 上的语言，且 nEN, 那么

(I) A'={A}LJA+ 

(2) A叹二A. ，对 n~O

(3) A”三Al ，对 n~l

由定理 2. 4-4 可推出下列定理。

定理 2. 4-5 设 A 和 B 是 2 上的语言，那么下列关系式成立：
(1) A~AB* 

(2) A~B'A 

(3) (A~B)⇒(A' 竺甘）

(4) (A~B)⇒(A十三甘）

证

(1) 根据定理 2.4-40), B'={.A}UB-t 。所以， AB" =A< {A} U B+) =AU AB-t ，它

含有 A。类似地可证(2) 。

(3) 如果 xEA薹，那么 xEA", 对某些 n~O, 但 A乙B，所以根据定理 2. 4 - 3 C 3), 
A飞习凡所以 x竺B" 。根据定理 2.4-4(2)得 xEB督，故 A 菁 ~B暑，一个类似的论证使 (4)

成立。证毕。

语言的连结积运算和闭包运算间满足以下关系。

定理 2.4-6 设 A 和 B 是 2 上的语言，那么下列关系式成立：
(I) AA· =A· A= A+ 
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(2) A.EA台A+ =A* 

(3) (A')'=A* A* =A' 

(4) (A')+=(A+)• =A* 

(5) A*A+=A+A'=A+ 

(6) (A* 甘）．＝（AUB)* =(A'UB')* 

证

(1) 我们仅证 A*A=A勹

xEA* A 台x=yz

台x=yz

所以， A*A=A+o

台xEAn. A 

台xEAn+-l

台xEAm

台xEA+

(6) 我们仅证(A. 甘）．＝（AUB) * o 

先证(A. 甘）＊ ~<AUB)* o 

对某 yEA* 和 zEA

对某 yEAn 和 zEA, nEN 

对某 nEN

对某 nEN

对某 mEI+ ，这里 m=n+l

因为 A二AUB, 所以 A飞二 <AUB) *。类似地， B飞二 <AUB) 簧，这得出

A· B* ~<AUB) • <AUB) • 

根据本定理(3)得

A. B· 三(AUB) • 

(A. 甘） ＊三 ((AUB) ．）. =(AUB) * 

再证(AUB) ＊ ~(A* 甘）． 0

根据定理 2. 4 - 4(2), A二A* 。根据定理 2.4-50),A* 竺A*B菁，因此 A~A· 甘。

类似地， B二A* B* 。所以， AUB~A * B* ，再根据定理 2.4-5(3)得

(AUB) ·三 (A· B ·). 

其余部分的证明留作练习。

习题

1. 设 A={il,a}, B={a,b}, C={ab} ，列出下列集合：

(1) A2 

c2) C3 

(3) CAB 

(4) A+ 

(5) C' 

2. 证明定理 2. 4 - 1 的 (2) 和 (3) 部分。

3. 证明定理 2. 4 - 2 的 (2) 、 (3) 、 (4) 部分。

4. 证明定理 2. 4 - 3 的 (1) 、 (2) 部分。

5. 如果 A={il,a ，矿，．．．，矿，…｝， B=A—{ az} ，能推出 A2 ＝甘吗？一般地，若 A"=

B", n>2, 能推出 A=B 吗？
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6. 虽然 A*=A+LJ{A} ，但 A+=A* — {A} 一般不成立。设 2 = {a} ，试找出 2．的最

小子集 A, 使 A+#-A * -{A} 。

7. 设 A 、 B 、 B,(i= 1,2, …）都是语言，证明
C i勹）

0) A(U B;)= U (AB;) 
i-1 i-1 

(2) A. B = U (kB) 
i-0 

8. 证明定理 2. 4 - 6 的 (2) 、（ 3) 、（ 4) 、（ 5)及 (6) 中未证明的部分。

9. 设 A 、 B 、 C 和 D 是语言，证明以下等式成立：

(l) (A. B. ). =(B. A. ) • 

(2) AUBUCc;;;;;A • B* c· 
(3) (A+),=k' 

(4) (AB)· A=A<BA)' 

(5) (A* B* C* D* 尸＝（AUBUCUD)*

10. 设 A 、 B 、 C 是 2 上的语言，举例说明以下等式不成立：

(1) （A 骨）”＝ (A")., nE N 

(2) (AB)• =(BA)• 

(3) (A-B)C=AC-BC 

(4) A* c;;;;;B 骨台Ac;;;;;B

(5) (A)* =<A 升），这里 A= 2· —A 

(6) (A· 甘）A'=(A*UB*)*

(7) A'=A+ A+ 

*11. 证明如果 A#g且 A2=A，那么 A*=A 。

12. 用有限集合和集合运算描述 1: = {a,b} 上的下述语言（例如偶数长度的串的集合

是{aa,ab,ba,bb) •): 

(1) 奇数长度的串的集合。

(2) 恰好包含一个 a 的串的集合。

(3) 或者以一个 a 开始，或者以两个 b 结束，或者两者都具备的串的集合。

(4) 至少含有 3 个连接 a 的串的集合。

(5) 包含子串 "bbab"的串的集合。

2.5 集合的笛卡尔乘积

定义 2. 5 -1 

(1) 两个元素 a1 、 a2 组成的序列记作<a1,a2 〉，称为二重组或序偶。 a1 和 a2 分别称为

二重组如，a2 〉的第一和第二个分量。

(2) 两个二重组<a,b〉和 (c ，心相等当且仅当a=c并且 b=d 。

(3) 设 a1,a2, …， an 是 n 个元素，定义

<a1,a2,...,an >= (( G1,a2,•••,Gn-l >,an >

为 n 重组，这里 n>Z 。
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让我们对定义作些说明：

(1) 由两个二重组相等的定义可以看出，二重组中元素的次序是重要的，例如
(2,3 〉#（ 3,2〉，这一点和集合相等的定义不同，在集合中元素的次序是无关紧要的，例如
{2,3}={3,2} 。

(2) n 重组是一个二重组，其第一分量是 n—]重组。 (2,3 ，切代表 ((2, 3 〉，盼而不代表

(2, （ 3,5 〉〉，按定义后者不是三重组，并且((2,3 〉 ,5 〉 #(2, （ 3,5 〉〉。

(3) 由二重组相等的定义容易推得两个 n 重组 (a1,a2, … ,an 〉和 (b1,b2, ．．．土〉相等当且

仅当 a,=b, ， 1<尽n 。

例如，由二重组相等的定义得((a,b 〉 ,c〉=（（ d,e 〉 ,P 当且仅当 c=f/\(a,b〉=（ d,e〉，再

由二重组相等的定义得(a,b 〉 =(d，心当且仅当 a=d/\b=e。这样，（ (a,b 〉 ,c 〉 =((d,e 〉 ,f〉

当且仅当 a=d/\b=e/\c=f。

我们通常需要由集合族 A1,A2, …，儿的元素生成所有 n 重组，因而有以下定义。

定义 2. 5 -2 

(1) 集合 A 和 B 的叉积记为 AXB, 是二重组集合 {<a,b 〉 |aEA/\bEB} 。

(2) 集合 A1,A2, …，儿的叉积记为 A1 XA2 X … X儿或 XA, ，定义为

n 

X A; = (A1 X A2 X ··· X A汒1) X A" 
'= 1 

这里 n>2 。

叉积又叫做集合的笛卡尔乘积。
n 

由定义可看出， XA，是 n 重组集合
'= 1 

{<a1,a2,···,a,,>| a, E A, (\1 ~ i ~ n} 
n 

另外，对一切 i, A=A 时， xA，可简记为 A” 。
'= l 

例 2. 5 - 1 设 A={a,h}, B={l,2,3}, C={p,q}, D={O}, E=0 。

(1) AXB={(a,l >,(a,2 >,(a,3 >,( h,l >,( h,2 >,( b,3 >}

(2) AXBXC={(a,l,p>, (a, l,q >, (a,2,p >, (a,2,q >, (a,3,p >, (a,3,q >, ( h, 1. p >,
(h, 1,q>, (h,2,p >, (h,2,q>, (h,3,p >, (h,3,q>}

如图 2. 5 -1 所示。

pqpqpq pqpqpq 

图 2. 5 - 1 

(3) CXD={(p,o>,( q,o >}

(4) DX(C2)=DX{(p,p >,( p,q >, (q,p>, (q,q>}

={(O,(p,p>>, ( 0, (p,q >> ,(O,(q,p>>, (0'(q,q>>}
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注意，这里的<o,<p,p〉〉等不能写成<o,p,p〉等，因为按照上述定义，它只是二重组而

不是三重组。

(5) AXE=0 

当 A 和 B 是实数集合，那么 AXB 能代表笛卡尔平面的点的集合。

例 2. 5 - 2 设 A={xll¾X¾2} 和 B={ylO¾y} 。

(l)AXB= ｛位， y 〉 11¾正乓2 /\ O¾y} 

(2) BXA= { (y,x> |l¾X¾2 I\ O¾y} 

(1) 和 (2) 的图像如图 2. 5 - 2 所示。

y 
X 

2 2 

。
2 

3 X 。
2 

3 y 

图 2. 5 - 2 

由例 2. 5 - 2 可看出，集合的笛卡尔乘积运算是不可交换的。另外，结合律也不成立．

因为(A心A2) XAa 和 A心 (A2 XAa) 的元素的形式分别是 ((a1,a2 汃 a3 〉和 <a1, (az,a3 >>,

按定义 2. 5 -1, 二者不可能相等。但二元笛卡尔乘积在并与交上可分配。

定理 2. S -1 如果 A 、 B 和 C 都是集合，那么

0) AX(BUC)=(AXB)LJ(AXC) 

(2) AX<BnC)=(AXB)n(AXC) 

(3) (ALJB) XC=(AXC) LJ (BXC) 

(4) <Anm XC=(AXC) n (BXC) 

证 (I) 设位，沪是 AX(BUC)的任一元素，那么

(x,y> EA X (BU C) 台X E A I\ y E (B u C) 

台X E A I\ (y E B V y E C) 

台xEAl\yEBVxEAl\yEC

台(x,y 〉 EAXBV<:r ， y 〉 E AXC 

台(x,y 〉 E (A X B) U (AX C) 

所以， AX <BLJC)=(AXB) U (AXC) 。

(2) 、（ 3) 、 (4) 部分留给读者自证。

定理 2. 5-2 如果所有 A;(i=l,2, … ,n)都是有限集合，则

I A1 XA2 X … X An I = J A I J • J A2 I … I A" I 

证 n=l 时, IA1l=IA1I 显然成立。对 n~2 用归纳法证明。

n=2 时，设 IA1 I =p, /Az / =q, Ai 中的每一个元素与 A2 中的 q 个不同元素可构成 q

个不同序偶，故共可构成 pq 个不同序偶，所以

I A1 x A2 I= pq =IA, I· I A2 I 
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设对任意 n?2 定理成立，现证 n+l 也成立。

I A1 XA2 X … XA. XA叶1 I = I A1 XA2 X … X A. I• I A叶I I 
= I A1 I· I A2 I … |A. I• I A叶I I 

这里第一步是根据叉积定义和基础步骤，第二步是根据归纳假设。所以，对一切 n?l, 定

理成立。

最后说明一点： n 重组的概念可以推广到 n=l 的情况，称（心为一重组。这主要为了

在一些场合能方便地与多重组统一叙述，它实质上仍代表一个元素。

习题

1. 证明定理 2. 5 -1 中的 (2) 、（ 3) 、（ 4) 。

2. 如果 A={a,b} 和 B={c} ，试确定下列集合：

(1) AX{O,l}XB 

(2) B2 XA 

(3) (AXB)2 

3. 设 A={O,l} ，构成集合 p(A) XA 。

4. 设 A 、 B 、C 和 D 是任意集合，试证明：

(An B) X (C n D) = (AX C) n (BX D) 

5. 试证明： AXB=BXA台A=0VB=0VA=B 。

*6. 指出下列各式是否成立：

(1) (ALJB)X(CUD)=(AXC)LJ(BXD) 

(2) (A —B)X(C—D)= (AXC)-(BXD) 

(3) (AEE)B) X (CEE)D) =(AX C)Ef)(B X D) 

(4) (A-B)XC=(AXC)-(BXC) 

(5) (AEE)B) X C= (AX C)Ef)(B X C) 
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第 3 章 兀关系

给定一个集合，其成员间往往存在某些关系，如对某一家庭集合｛父，母，老大．老二｝，

集合的成员间存在夫妻关系和上下辈关系等。一个集合及其成员上的关系称为该集合所代

表的事物的结构。研究事物的结构主要是研究关系，关系概念的应用十分广泛。关系在计

算机科学中起着重要作用，本章将给以较详尽的介绍。

3. 1 基本概念

3. 1. 1 关系

关系的数学概念是建立在日常生活中关系的概念之上的。让我们先看两个例子。

例 3. 1 - 1 设 A={a, b, c, d} 是某乒乓球队的男队员集合， B={e, f, g} 是女队员
集合。如果 A 和 B 元素之间有混双配对关系的是 a 和 g,d 和 e 。我们可表达为

R = {(a, R >, (d, e>}

这里 R 表示具有混双配对关系的序偶集合。所有可能具有混双配对关系的序偶集合是：

AXB={<:r,y> l:rEA/\yEB}

= {(a, e>, (a, f >,(a, g >,<b, e>,<b, f >, ( b, g)' 

(c, e >,(c, f >, ( l, g >, (d, e >, (d,J>, (d,g>}

例 3. 1 - 2 设学生集合 A1={a, b, c, d} ，选修课集合 A2={H 语，法语｝，成绩等级

集合 A尸＝｛甲，乙，丙｝。如果四人的选修内容及成绩如下：

a H 乙

b 法 甲

C H 内

d 法 乙

我们可表达为

S= { (a, 日，乙〉，（b, 法，甲〉，（ c, B, 丙〉，（ d, 法，乙〉）

这里 S 表示学生和选修课及成绩间的关系。而可能出现的全部情况为

A1 X A2 X A3 = { (X, Y, Z > I X E A1 f\ Y E A2/\ 乏 EA,}

= { (a, H ，甲〉， (a, 8, 乙〉，（ a, 日，丙〉，（a, 法，甲〉，位，法，乙〉，

(a ，法，丙〉，（ b, 日，甲〉，（b, 日，乙〉，（ b, 日，丙〉，（ b, 法，甲〉，

(b, 法，乙〉，（从法，丙〉，（c, 日，甲〉，（l, H, 乙〉，（（， H, 丙〉，

(c' 法，甲〉，（ c, 法，乙〉，（ c, 法，丙〉，（ d, 日，甲〉，（ d ， H ，乙〉，

(d, 日，丙〉，（d, 法，甲〉，（d, 法，乙〉，（d, 法，丙〉｝

考察以上两个例子，现在我们给出关系的数学定义。
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定义 3. I - I 

(l)AXB 的子集叫做 A 到 B 的一个二元关系。

(2) A1 XA2 X … XA" (n~l) 的子集叫做 A1 XA2X … XA" 上的一个 n 元关系。

(3) A"=AXAX … XA(n~l) 的子集叫做 A 上的 n 元关系。
Y' 

n个

从定义可看出，关系是一个集合，所有定义集合的方法，都可用来定义关系。

例 3. 1 - 1 和例 3. 1 - 2 是列举法的例子。

一个谓词 P(x1 ，立，…，工n)可以定义一个 n 元关系 R:

R = { <:r1, x2, … ,Xn > I P(x1, 立，…， x，,) } 

例如，实数 R 上的二元关系＞可定义如下：

>={ (x, y > lxERAyERAx>y}

反之，一个 n 元关系也可定义一个谓词：

P(X1' 立，…， X,，） = { 
1 （真），当 (x1 ，互，…， Xn 〉 ER 时

0 （假），当亿，立，…，立〉 tf. R 时

当 n=l 时， R={(x 〉 IP（工）｝称为一元关系。它是一重组集合，表示论述域上具有性质

P 的元素集合，其意义与 R={xlP（工）｝相同，仅记法不同而已。

例如，设 P(x)表示“x 是质数”，论述域是 N, 则质数集合可表示为

{( x > |P(x)}

或 {x I P(x)} 

关系也可归纳地定义。自然数上的小于关系可定义如下：

(1) （基础）（ o, 1>E<,

(2) （归纳）如果(x, Y 〉 E< ，那么

(i) (x, y+ 1>E<,

(ii) (.r+ 1, y+ ]> E<,

(3) （极小性）对一切 x, yEN, x<y 当且仅当 (x，沪是由有限次应用条款(1) 和 (2)

构成。

如果 S 是 K 个元素的有限集，那么 S 的不同子集有 1p(S)| ＝沪个。如果每个集合 A,

是有限的，且 IA;l=r, ，那么 XA，共有 r1 r2 … r，，个元素，它的不同子集个数是 2'1'2...,. 个。
, - 1 

所以，根据关系的定义， XA，上有 2'1'2 ·••r• 个不同的 n 元关系。
i-! 

定义 3.1 - 2 设 R 是 XA，的子集，如果 R=0, 则称 R 为空关系，如果 R=XA, ，则

称 R 为全域关系。

现在定义关系相等的概念，在关系相等的概念中不仅需要 n 重组集合相等，还需其叉

积扩集也相同。

定义 3.1 - 3 设 R1 是 XA，上的 n 元关系，凡是 XB，上的 m 元关系。那么 R,=R2,

当且仅当 n=m, 且对一切 i, l::(;i::(;n, A;=B, ，并且 R1 和凡是相等的有序 n 重组集合。

在实用中，关系的叉积扩集 A1 XA2X … XA" 中某些 A，可能没有明晰指定，例如，在

关系数据库中。此时，若须处理这些关系，一般都当作它们有相同的叉积扩集。
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3. 1. 2 二元关系

最重要的关系是二元关系。本章主要讨论二元关系，今后术语“关系”都指二元关系。

若非二元关系将用“三元”或“n 元”一类术语指出。

二元关系有自己专用的记法和若干新术语。

设 A={x1,x2, … ,X7 }, £ = { Y1 • Y2, …, YB}, R={(x3, Y1 >, ( X3, Y2 >, ( X4 • Y4 >,

（孔， Y2 〉 },A 到 B 的二元关系 R 可如图 3. 1 - 1 那样形象地表示。 (x3, Yi 〉 ER, 也可写成

X3Ry1 ，称为中缀记法，读做工和 y1 有关系 R。中缀记法常用来表示诸如“=＂、＂<＂、

"＞”等关系，例如 (3, 5 〉 E< ，通常写作 3<5 。
A B 

图 3. 1 - 1 

A 叫做关系 R 的前域， B 叫做关系 R 的陪域。

D(R)={xl 3y«x, y 〉 ER) ｝叫做关系 R 的定义域。

R(R)={yi 3x«x, y 〉 ER) ｝叫做关系 R 的值域。

关系是序偶的集合，对它可进行集合运算，运算结果定义一个新关系。设 R 和 S 是给

定集合上的两个二元关系，则 RUS, Rns. R —s, R 等可分别定义如下：

x(R l'.J S)y 台 .TRy V xSy 

x(R n S)y 台 xRy/\xSy

.T （R-S)y 己 xRy/\x$y

丑y 台戎y

例 3. 1 - 3 平面上的儿何图形是平面 K 的子集，也是一种关系。设（参看图 3. 1 - 2) 

R1 = { <x, y >| (x,y> E R2/\.T2 + y2 ~ 9} 

R2 = { <x, y > I <x, y > E R2/\1~.T~ 3)/\ (O~y~3)} 

R3 = { <x, y >|'(x,y> E R2/\x2 + y2 ~ 4} 

则

R1 U R2 =｛位， y 〉 I <x, y > E R2/\ （工2 + y2 ~ 9 V (1 ~.T~3/\O~y~3))} 

R1 n R3 =｛位， y〉| (x,y> E R2/\ ( .T2 + y2,:(9/\ 工2 + y2 ~ 4)} 

R1-R3={<x,y > I <x, y > E R2/\ ( .T2 + y2,:(9/\ -,( x2 + Y2 ~ 4-))} 

瓦＝ ｛位， y〉|位， y 〉 E R2/\ -,（工2 + yz ~ 4)} 

不仅对二元关系可进行集合运算，而且对多元关系也可进行集合运算。

可把 A 到 B 上的二元关系看成是AUB 上的二元关系，即 <AUB)2 上的关系。有时，

这可简化问题的讨论。
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3-

图 3. 1 - 2 

A 上的二元关系 R={(x, x 〉 |xEA}称为相等关系，常记为儿或 EA.

3.1. 3 关系矩阵和关系图

表达有限集合到有限集合的二元关系时，矩阵是一有力工具。

定义 3.1 - 4 给定集合 A={a1, a2, …, a”,} 和 B= {b1, b2, … ,b.} ，及一个 A 到 B

的二元关系 R ，使

rij = 
｛ 1, 如果 a,Rbl
o, 如果 a,Rbl

则称 MR=[r,;]矩阵是 R 的关系矩阵。

例 3.1 - 4 设 A={a1, a2}, B={b1, b2, b3}, R={(a1, bi >, (a2, bl >, ( a,, b3 >,

(az, b2 〉汃则其关系矩阵为

b1 忧 b3

例 3.1 - 5 

矩阵。

解

:;[: : : ] 
设 A={l, 2, 3, 4}, A 上的二元关系 R={<x, y 〉 |x>y} ，试求出关系

即 MR = [1 0 1] 
1 1 0 

R={(4,l >, ( 4, 2>, ( 4, 3>,(3, 1>, ( 3, 2>,(2, 1>}

MR = [ : : : 
1 1 1 0 

利用关系矩阵 MR, 也可写出关系 R 。

集合 A 上的二元关系也可用有向图表示。具体方法如下：一般用小圆圈标上 a，表示元

素 a, ，小圆圈叫图的结点(node) ，如果 (a, ， a1 〉 ER, 则从结点 a，到 a1 画一带箭头的弧（注

意 a，是始点， a1 是终点，次序不能颠倒）；如果 (a,, a, 〉 ER, 则通过结点 a，画一个叫做自

回路的带箭头的圆弧。称带箭头的弧为弧或边。这样所得的图叫做关系 R 的图示，又称关

系图。正规的说法应该是有向图(A, R〉的图示，所谓有向是指每条边都有方向。
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例 3.1 - 6 设 A={l, 2, 3, 4, 5}, R={(l, 2>, ( 2, 2>, ( 3, 2 >,(3, 4 >, ( 4, 3>},

其图示如图 3. 1 - 3 所示。图中结点 5 叫做孤立点。

利用关系 R 的图示，也可写出关系 R 。
4 

2 3 05 

图 3. 1 - 3 

3. 1. 4 关系的特性

在研究各种二元关系中，关系的某些特性扮演着重要角色，我们将定义这些特性，并

给出它的图示和矩阵的特点。

定义 3.1 - 5 设 R 是 A 上的二元关系，

(1) 如果对 A 中每一 x, xRx ，那么 R 是自反的。即

A 上的关系 R 是自反的台 V x(x E A ___. xR工）

例如， A={l, 2, 3}, R1={(1, 1>, ( 2,2),(3,3 >, (l, 2〉}是自反的。其关系图和关

系矩阵的特点如图 3. 1 - 4 所示。

30 
-- 001 IIO lOO __ 

每钻点十有自回路 ］对角线卜儿系均为 1

图 3. 1 - 4 

(2) 如果对 A 中每一 x, xRx，那么 R 是反自反的。即

A 上的关系 R 是反自反的台 V:r(:rE A__. x8.:r ) 

例如， A={l, 2, 3}, R2={(2, 1>,(1, 3>, ( 3, 2〉}是反自反的，其关系图和关系矩

阵的特点如图 3. 1 - 5 所示。

2/3 
-- IOO OOl 010 __ 

母结点卜都兀 I,I 回路 l对角线卜儿余个为0

图 3. 1 - 5 

有些关系既不是自反的，又不是反自反的（如图 3. 1 - 6) ，例如， R产＝｛（ 1, 1>, ( 1, 2>,

(3, 2>,(2, 3>, ( 3, 3 〉}。
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-I Oll lOl )00 -- 

图 3. 1 - 6 

(3) 如果对每一 x,yEA, 工Ry 蕴含着 yR工，那么 R 是对称的。即

A 上的关系 R 是对称的台\:/ x \:/ y(x E A I\ y E A I\ xRy - yRx) 

例如， A= { 1, 2, 3}, R4 = { 0, 2>,( 2, 1>, ( 1, 3>, ( 3, 1>, ( 1, 1 〉}是对称的。其关系

图和关系矩阵的特点如图 3. 1 - 7 所示。

2 o-- "'() 3 

如果有 a 到 b 的弧，

一定有 b 到 a 的弧

[: : : l 
关十J：对角线对称

图 3. 1 - 7 

(4) 如果对每一 x,yEA, xRy, yRx 蕴含着 x=y，那么 R 是反对称的。即

A 上的关系 R 是反对称的台 't/ x't/ y(x EA/\yEA/\xRy/\yRx -x = y) 

例如， A= { 1, 2, 3}, Rs = { <l, 2>,(2, 3〉}是反对称的，其关系图和关系矩阵的特点

如图 3. 1 - 8 所示。

2 
3 

如果存小． a 到 b 的弧．
就4泊4b 到 a 的弧
（汴总逆命题小成、、1)

l_ OlO lOO ooo -- 

如果 aii=1 ，则 a;,书，这巠 1句

（注，总 ai;=O, 小一定 a"=I)

图 3. 1 - 8 

有些关系既非对称的，也非反对称的。例如、图 3. 1 - 9 所示

的关系。

有些关系既是对称的，也是反对称的，例如空关系。

(5) 如果对每一 x,y,zEA, xRy, yRz 蕴含着 xRz, 那么 R

是传递的。即

A 上的关系 R 是传递的台\/ x \/ y \/ z (x E A(\yEA(\ z 

EA(\xRy(\yRz _. xRz) 

例如， A= {1, 2, 3, 4}, R5 = { < 4, 1>,(4, 3>, ( 4, 2>, ( 3, 2>,(3, 1>, ( 2, 1 〉}是传

递的。其关系图和关系矩阵如图 3. 1 - 10 所示。

2竺 __,,-0 3 

图 3. 1 - 9 
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-- 0000 0001 OOll Olll -- 

3 

图 3. 1 - 10 

关系图的特点是：如果从 a 到 b 存在一条有向路径，则 a 到 b 也存在一条弧。所谓 a 到

b 的有向路径是指存在一结点序列 a=a。 ,a1, a2, ···, a.=b, 对每一 i, O~i~n—1, a，到
a,-t] 都存在一条弧。传递性很难从关系矩阵直接看出，但关系图的特点隐含在关系矩阵中。

例 3.1 - 7 

(1) 任何集合上的相等关系是自反的、对称的、反对称的和传递的，但不是反自反的。

(2) 整数集合 1 上，关系<是自反的、反对称的、可传递的。但不是反自反的和对称

的。关系＜是反自反的、反对称的、可传递的，但不是自反的和对称的。

(3) 设 ~={a, b} ，试考察 2．上的下列关系：

(1) 关系”与……有同样长度”是自反的、对称的、可传递的，但不是反自反的和反对

称的。

@“xRy 当且仅当 x 是 y 的真词头＇＼这里 R 是反自反的、反对称的、可传递的，但不

是自反的和对称的。

Q) "xRy 当且仅当 x 的某真词头是 y 的一个真词尾＂，这里 R 既不是自反的又不是反

自反的，因为 aaRaa, 但 abRab, 既不是对称的也不是反对称

的，并且不是传递的。

(4) 非空集合上的空关系是反自反的、对称的、反对称的

和传递的，但不是自反的。空集合上的空关系则是自反的、反

自反的、对称的、反对称的和可传递的。

(5) 基数大于 1 的集合上的全域关系是自反的、对称的

和传递的，但不是反自反的和反对称的，例如图 3. 1 - 11 所
图 3. 1 - 11 

示的关系。

习题

1. 用列举法表达下列 AXB 上的二元关系 S:

(1) A={O, 1, 2}, B={O, 2, 4}, S={(x, y > Ix, yEAnB} 

(2) A={l, 2, 3, 4, 5}, B={l, 2, 3}, S={(x, y > |X = y2 AXE A A YE£} 

2. 设 A={O, 1, 2, 3, 4} ，试用列举法表达由下列谓词确定的 A 上的 n 元关系。如果

是二元关系，并画出其关系图。

0) P(x) 台 x~I

(2) P(x) 台 3>2
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(3) P(x) 台 2>3

(4) P(x, y) 台 x+y=4

(5) p(x, y) R 3 k<x=kyAk<2) 

(6) P(x, y) 台 (x=OV 2x<3) 

(7) P(x, y, z) 台 x2+y=z

3. 对下列关系 R, 求出关系矩阵 MR:

(1) A={l, 2, 3}, R={(2, 2>,(1, 2 >, (3, 1>}

(2) A={O, 1, 2, 3}, R={<x, y 〉 |x冬2Ay~l}

(3) A={5, 6, 7, 8}, B={l, 2, 3} 

R={<x, y >!xEAAyEBA3~x-y~7}

(4) A={O, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, R={(x, y 〉 |x<yVx 是质数｝

4. 对下列每一个 N 上关系 R 给出一归纳定义，用你的定义证明 xER 。

O)R={(a,b> |a~b}, x = (3, 1>

(2)R={(a,b> |a= 2b}, x = (6, 3 >

(3) R={(a, b, c> |a+b=c}, x=O, 1, 2>

5. 设 A={l, 2, 3, 4}, R={(l, 2>,(2; 4 >,(3, 3 >}, S= { (1, 3 >,(2, 4 >,(4, 2 〉}。

(1) 求出 RUS, Rns, R-S, R 。

(2) 求出 D(R), R(S), D(R US), R(R 门 S) 。

6. 证明对任意集合 A, 和 A 上的任意二元关系 R 和 S, 有

D(R U S) = D(R) U D(S) 

R(R n S)~ R(R) n R(S) 

7. 设 A 是 n 个元素的集合。

(1) 证明 A 上有 2" 个一元关系。

(2) 证明 A 上有 2冗2 个二元关系。

(3) A 上有多少个三元关系呢？

8. 写出图 3. 1 - 12 所表示的关系具有定义 3. 1 - 5 所指出的哪些特性。

(a)~ 

三(c) 

co 

(e) a三d

(b) C尸二汽勹

(d) aob do 

/ (f) 

C d f g 

图 3. 1 - 12 

9. 设 P1(x, y) 台 xy>O, Pz (x, y) 台 lx-yl =4, P3(x, y) 台 x+y=IO,

P4 (x, y) 台 x 整除 y 。试确定由这些谓词所指定的整数集合 1 上的二元关系是否具有定义

3. 1 - 5 中所指出的特性。将结果用 Y(yes) 和 N(no)填入表 3. 1 - 1 中。
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表 3.1 - I 

自反的 反自反的 对称的 反对称的 传递的

P1 

P2 

p3 

P4 

10. 确定整数集合 1 上的相等关系、<关系、＜关系、全域关系、空关系是否具有定义

3. 1 - 5 中指出的特性。试将结果用类似于上题的表列出。

11. 设 A={l, 2, 3, 4}, A 上的下列关系是否可传递？如果是不可传递的，举出反例

证明它，然后找出一个具有最少序偶的关系 R, 使 R 包含原关系并且是可传递的。

(1) R1 = { (1, 1>}

(2) R2 = { (1, 2>, ( 2, 2>}

(3) R3 = { ( 1, 2>, ( 2, 3>, ( 1, 3>, ( 2, 1>}

(4) R4 = { (1, 2>, ( 4, 3>,(2, 2>, ( 2, 1>, ( 3, 1>}

12. (1)找出一个非空最小集合，并在其上定义一个既不是自反的也不是反自反的
关系。

(2) 找出一个非空的最小集合，并在其上定义一个既不是对称的也不是反对称的

关系。

(3) 若 (1) 、 (2) 二题中允许用空集合，结果将怎样？

13. 考虑任意集合 A 上的二元关系的集合，如果某一集合运算施于关系后，所得关系

仍具有相同的性质，那么说一个关系的性质在该集合运算下是保持的。例如自反性质在二

元运算并之下是保持的，因为两个自反关系的并是自反的。然而，自反性质在集合的求补

运算下是不保持的，因为一个非空集合上的一个自反关系的绝对补不是一个自反关系。按

照在指出的集合运算下给出的性质是否保持，填充表 3. 1 - 2 。对每一非 (N) 的回答，给出

反例。

表 3.1 - 2 

并 交 相对补 绝对补

R1UR2 R,nR2 R] - R2 AXA-R, 

自反的 Y N 

反自反的

对称的

反对称的

传递的

14. 在 R2 平面上画出下述关系的图，对每一关系确定定义 3. 1 - 5 中的哪些性质成立。

(l){(x,y> |x=y}

(2) {(x, y >lx2-l=O/\y>O}

(3) {(x, y > 1 lxl~l/\ |Yl~l} 
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3.2 关系的合成

3.2.1 基本概念

前边已经指出，关系是序偶的集合，因此可以进行集合运算。本节介绍一种对关系来
说更为重要的运算—一合成运算。假设 R1 是 A 到 B 的关系，凡是 B 到 C 的关系（参看图
3. 2 -1) 。合成关系 R1凡是一个A 到 C 的关系：如果在关系图上，从 aEA 到 cEC 有一长

度（路径中弧的条数）为 2 的路径，其第一条弧属千 R! ，其第二条弧属千 R2 ，那么 {a, C>E
R1R2 。合成关系 R1凡就是由 {a, C〉这样的序偶组成的集合。

2 R

、

、

、

、

、、.、

、
、

、

、
、

、
、

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ＿，一、

R1R2 -----------------

、

图 3. 2 - 1 

我们把合成关系 R]凡看做是对 R1 和凡执行合成这个二元运算的结果。合成运算的
定义蕴含在合成关系的定义中。

定义 3. 2 -1 设 R] 是从 A 到 B 的关系，凡是从 B 到 C 的关系，从 A 到 C 的合成关

系记为 R]凡，定义为

R1R2 = { (a, c> |a EA/\CE C/\3 b[b E B/\(a, b> E R1/\ ( b, C> E R2]}(l) 
R]凡有时记为 R1 • R2, •表示合成运算。

例 3. 2 -1 

(1) 如果 R1 是关系＂…是…的兄弟“，凡是关系＂…是…的父亲＂，那么 R]凡是关系

"…是…的叔伯"。 R2凡是关系＂…是…的祖父”。

(2) 给定集合 A= {l, 2, 3, 4}, B = { 2, 3, 4}, C= {1, 2, 3} ，设 R 是A 到 B 的关系；

S 是 B 到 C 的关系。

R ={(x, y > |x+y=6}

= { (2, 4>, (3, 3>,(4, 2>}

S={(y,z>| y —z = l} 

= { (2, 1>, (3, 2>, ( 4, 3>}

则 R•S={(2,3 〉, ( 3, 2>, ( 4, 1 〉}，如图 3. 2 - 2 所示。

Q) 合成关系的定义可以扩充到“R1 是 A 到 E 的关系，凡是 D 到 C 的关系，而 EnD=B” 这种
情况，但意义不大，故略。
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则

R s R·S A B C A 

1 0 Io 

：＞勹 • • O O o 2 3 l 

2 

3 0 >< 

4 or 
4 

图 3. 2 - 2 

(3) 设 A={l, 2, 3, 4, 5}, R 和 S 都是A 上的二元关系。如果

R={(l,2 >, ( 3, 4>,(2, 2>},

5={(4,2>,(2, 5>,< 3, 1>,(1, 3>)

R • S= {<I, 5>,(3, 2>, ( 2, 5>}

S•R={(4, 2>, ( 3, 2>, ( 1, 4>}

(R • S) • R={<3, 2>}

R •.(S • R) = { < 3, 2>}

R • R={ <I, 2> ,<2, 2>}

S•S={<4,5 >.,(3, 3>, ( 1, I >}

C 

02 

、) 3 

(4) 设 R 是 A 到 B 的二元关系，儿、儿分别是 A 和 B 上的相等关系，则

IA. R = R. 儿＝ R 
(5) 如果关系 R 的值域与关系 S 的定义域的交集是空集，则合成关系 R•S 是空关系。

下边介绍合成关系的性质。

定理 3.2 - 1 设 R1 是从 A 到 B 的关系，凡和凡是从 B 到 C 的关系，凡是从 C 到

D 的关系，那么

Cl) R1<R2UR3)=R1R2UR,R3 

(2) R1<R2nR3)三R1R2 nR1R3 

(3) （凡 UR3)R4 =R2凡 UR3R4

(4) <R2nR3)R4~凡R4n凡R4

(1) 、（ 3) 、（ 4)部分的证明留作练习，我们仅证明(2) 部分。

证先证明公式。因为
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(a, C >ER1 <R2 n 凡）

台 3 b[ (a, b>ER1 A ((b, C >ER2 nR3)] 

台 3 b[(a, b>ER1 A ((b, C >ER2A<b,c >ER3)]
口 3 b[((a, b>ER1A<b,c>ER2)A((a,b>ER1A(b, C >ER3)]
⇒ 3b[(a, b>ER1 A(b, C >ER2]/\ 3b[(a, b 〉 ER1/\(b,c 〉 ER』

台(a, C>ER1R2/\(a, c>ER1R3

台(a, C >ER1R2 nR1R3 



即

(a, C >ER1 (Rz n凡）今(a, C >ER1R2 nR1R3 

所以， R1 (Rz nR3)~R1R2 nR1R3 o 

那么

再证包含可能是真包含。举反例证明。

如果

A 到 B 的关系：

B 到 C 的关系：

B 到 C 的关系：

A= {a}, B = { b1, b2, b, }, C= { c} 

R1={(a, bi >, (a, b2 >}

R2 = { (b1, C >, (b3, c>}

R3 = { (bz, c>,( b3, C >}

R1 (Rz n凡）＝ 0, R1R2nR1R3={(a, C >}

此时 R1 (Rz n凡）＃凡 R2 nR1R3 。证毕。

从例 3. 2 - 1 可看出合成运算是不可交换的，但合成运算是可结合的，有以下定理。

定理 3. 2 - 2 设 R吓凡和凡分别是从 A 到 B,B 到 C 和 C 到 D 的关系，那么

(R1凡）R3 =R1 (Rz凡）。

证先证(R1 R2) R3 ~R1 (Rz 凡）。

设(a,d 〉 E(R1凡） R3 ，那么对某 cEC, (a,c 〉 ER1凡和 (c, d 〉 ER3 。因为 (a,c 〉 E

R1R2, 存在 bEB 使 (a, b 〉 ER1 和 (b, C 〉 ER2 。因为 (b, C 〉 ER2 和 <c, d 〉 ER3, 得（ b, d >E

R2凡，所以 (a, d >ER1 (Rz凡）。这样，就证明了CR1R2)R3~R1 CR2R3) 。

R1 (Rz 凡）~CR1R2)凡的证明是类似的，留给读者自证。上述证明也可用等价序列

表达。

因为合成是可结合的，因此通常不用括号，如同其它可结合的二元运算一样，括号的

位置对运算结果是不起作用的。

3.2.2 关系 R 的幕

当 R 是 A 上的一个关系时， R 可与自身合成任意次而形成 A 上的一个新关系。在这

种情况下， RR 常表示为 R2, RRR 表示为 R3 等等，我们能归纳地定义这一符号如下。

定义 3. 2 - 2 设 R 是集合A 上的二元关系， nEN, 那么 R 的 n 次幕记为 R"' 定义

如下：

Cl) Ro 是 A 上的相等关系， Ro= ｛位，心 l.rEA} 。

(2) Rn+I =R" • R 。

定理 3. 2 - 3 设 R 是 A 上的二元关系，并设 m 和 n 是 N 的元素，那么

(1) Rm. R" =Rm+.. 

(2) (R勹n=Rmn

可用归纳法证明。请读者自证。

定理 3. 2 - 4 设 IAl=n, R 是集合 A 上的一个关系，那么存在 t 和 j 使 R' ＝R 而

O~i＜芦2壮。
证 A 上的每一二元关系是AXA 的子集，因为 IAXAI =n2, lpCAXA) I =2壮，因此

A 上有 2n2 个不同关系。所以， R 的不同的幕不会超过 2n2 个。但序列 Ro, RI' …， R2'，2 有
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2-'+1 项，因此 R 的这些幕中至少有两个是相等的。证毕。
本定理对无限集不一定成立。例如 A=I 且 (x,y 〉 ER台y＝妇时，位， z 〉 ER七没＝ 2'x,

只要 i=I=j, Ri =i=R;, {R勹 nEN}是无限的。但不管集合 A 是有限或无限，成立以下定理。

定理 3. 2 - 5 设 R 是集合 A 上的一个二元关系。若存在 i 和）， i<j' 使 Ri=R' 。记

d=j— i' 那么

(1) 对所有 k~O, RiH=R;u o 

(2) 对所有 k, m~O, R｀十 md+k =R•+k O 

(3) 记 S={Ro, R1, Rz, … ,R;-1} ，那么 R 的每一次幕是 S 的元素，即对 nEN,

R" ES 。

证 (1) 和 (2)部分用归纳法证明，留作练习。

(3) 设 nEN, 如果 n<] ，那么根据 S 的定义， R"ES。假设 n~j, 那么我们能将 n 表

示为卢－md+k, 这里 k<d, 根据 (2)得 R"=R`十－ k' 因为 i+k<) ，故 R"ES 。

定理中的 t 、 j 在实用时宜取最小的非负整数，以保证 S 中无重复元素。

例 3. 2 -2 设 A={a, b, c, d}, R={(a, b>, ( c, b>,(b, C >, ( c, d>} ，其关系图如图

3. 2 - 3所示，则

R0 = { (a, a >,<b, b>,(c, C >, (d, d >}

R2 = {<a, c>, (b, b>,(b, d >, ( c, c>}

R3 = {<a, b>, (a,d>, (b, C>, ( c, b>, ( c, d >}

R4 = { (a, c), < b, b 5, < b, d >, ( C, C>}

它们的关系图如图 3. 2 - 4 所示。

。 。 a 
a b 

。 。 d 

d C 

R) R2 

a 丿
a 

d 
R飞 矿

图 3. 2 - 3 图 3. 2 - 4 

由千 R4 =R2' 根据定理 3.2-5(3) ，对所有nE N, R" E {R0, R1, R2, R3}, 可见不必

再算了。事实上易证 Rs =R3'R6 =R4 =R2' 用归纳法可得 R2n-J I= R3 和 R2" = Rz, 这

里 n?l 。
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从本例还可看出 Rn 的关系图的意义。因为按照合成关系的定义，如果(a, C 〉 ER2, 则

存在某一结点从使(a, b 〉 ER 和 (b, C 〉 ER。可见在氏的图形上有一条 a 到 c 的弧，则在

R 的图形上从 a 到 c 有一条长度为 2 的路径。一般地，在尺图形上，从 x 到 y 有一条弧，

则在 R 的图形上有一条从 x 到 y 长度为 n 的路径。

3.2.3 合成关系的矩阵表达

定理 3. 2 - 6 设 X={x1,X2, …， Xm}, Y = { Yi • Y2 •… ,Yn},Z={z1,Z2, …, Zp}, 

R 是 X 到 Y 的关系， MR=[a,J]是 mXn 矩阵， S 是 Y 到 Z 的关系， Ms=[b”]是 nXp 矩

阵。则 MR•s=[c;j]=MR • Ms, 这里
n 

C'J = V a;i, /\ b幻
k = 1 

i=l,2, ···,m;j=l,2, ···,p 

证 因为如果存在某 k 使 a士和仇都等千 1, 则 c，,=1 。但 a众和 bk1 都等于 1 意味着

x;Ryk 和 ykS气。所以 x;(R • S)z) 。可见如此求得的 MR•S确实表达了 R•S 的关系。因此

上述等式是正确的。

如果不仅存在一个 K 使 a众和仇都是 1, 此时 g仍为 1, 只是从工，到也不止一条长度

为 2 的路径，但等式仍然正确。上段的论证，已隐含了不止一个 k 的情况。

本定理说明合成关系矩阵可用关系矩阵（布尔矩阵）的乘法表达。

例 3. 2 - 3 设 X={l, 2}, Y={a, b, c}, Z={a, /3}, R={<l, a >, ( 1, b>, ( 2, C >},

S= {<a, /3>, （ b, 份｝，则

MR= [ 
1 1 0 

0 0 1] , 

MR-S = MR • Ms = [~ 
。

即 R•S={(l, 伈｝ （见图 3. 2 - 5) 。

R S 
X - Y-----=----- Z 

二各

\ P 

-- lO 

--

00 

l1O-

- 

ooo_

_ 
-- 

__ 

l10 

__ 

000 -- 

. 

MS 

-- Ol lO 

R·Z x-z 

尸
c 

(a) (b) 

图 3. 2 - 5 

定理 3. 2 - 7 关系矩阵的乘法是可结合的。

证 利用关系合成的可结合性证明。

(MR • Ms) • MT = MR,s • MT = M<R心） ·1 = MR·6·T) 

= MR • Ms,T = MR • (Ms • MT) 

不仅合成关系可用关系矩阵表达，而且关系的集合运算也可用关系矩阵表达。设 R 和
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S 是 X 到 Y 上的二元关系， MR=[a.,], Ms=[b.,], C;; 是运算后所得新关系之关系矩阵的

元素，则

M矿s=MR A Ms 

MRus=MR VMs 

M万

MR-s=MR AM亏

C,J=a ',/\ b', 

C,) = a,JV b,J 

c;] = -, a,J 

C,1 =a,J A (-,{b,J) 

习 题

1. 设 R1 和凡是集合 A={a, b, c, d} 上的关系，这里

R1 = { (b, b>,(b, C>,( c, a >}

R2 = { (b, a >,(c, d >, ( c, a >,(d'C>}

找出 R1R2, R2R1, Ri, R扎

2. 设 R1 和凡是集合 A={O, I, 2, 3} 上的关系，这里

R1 = { (i, j 〉 Jj=i+l 或 j = i/2} 

R2 = { (i, j > |i = j + 2} 

求出 R1R2, R2R1, R1凡R1, Ri, R扎

3. 证明如果 R 是集合A 上的空关系或全域关系，那么 R2=R 。

4. 证明定理 3. 2 - 1(1) 部分。

5. 证明定理 3. 2 - 5 的 (1) 、 (2) 部分。

6. 设 R 由图 3. 2 - 6 所示的有向图代表，试画出 Rn 的有向图， nEN 。

7. 设 A={a, b, c, d, e, f, g}, R 是如图 3. 2 - 7 所示的 A 上的二元关系，试找出最

小的整数 m 和 n' 使 m<n 和 Rm=R勹

丿
d'f 

f g h 
a C 

图 3. 2 - 6 

g 人

图 3. 2 - 7 

...., e 

f 

8. 设 R1 和凡是集合 A 上的任意关系，证明或否定下列断言：

(1) 如果 R1 和凡都是自反的，那么凡凡是自反的。

(2) 如果凡和凡都是反自反的，那么 R1凡是反自反的。

(3) 如果 R1 和凡都是对称的，那么 R1凡是对称的。

(4) 如果 R1 和凡都是反对称的，那么 R1凡是反对称的。

(5) 如果 R1 和凡都是传递的，那么 R1凡是传递的。

9. R! 、凡和凡是集合 A 中的二元关系，试证明如果 R1 <;;:凡，则

0) R1 • R3~凡． R3

(2) R3 • R1~凡． R2
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10. 设 A={l,2, … ,5}, R={0,2 >,(3,4 >,(2,2 >},5={(4,2 >,(2,5 >,(3,1 >,

(1,3 〉}，试求出 MR•So

11. 设 A={l,2,3,4},

MR= 

lOOO 0001 0010 0010 

求 MR•, nEN 。

3.3 关系上的闭包运算

3.3. 1 逆关系

在讨论闭包运算时，要用到逆关系的概念，因此我们先介绍逆关系。

定义 3. 3 - 1 设 R 是从 A 到 B 的二元关系，关系 R 的逆（或叫 R 的逆关系）记为 R,
是一从 B 到 A 的二元关系，定义如下：

R = { (y, X > |(x, y > ER}

若把 R 中的每个序偶的第一和第二成分都加以交换，就可以求得逆关系 R 中的所有

序偶。对千 xEA 和 yEB 来说，这意味着

xRy 台 yRx

将 MR 的行和列交换即可求得MR, 即

MR =M! 

M! 表示 MR 的转置。

颠倒 R 的关系图中每条弧的箭头，就得 R 的关系图。

例 3.3 — 1

(1) I 上的关系＜的逆是＞。

(2) 集合族上的关系二的逆是关系二。
(3) 空关系的逆是空关系。

~ (4) AXB=BXA, 即 AXB 的全域关系的逆等于 BXA 的全域关系。

定理 3.3 -1 设 R 是从A 到 B 的关系，而 S 是从 B 到 C 的关系，则
~ ~ ~ 

R•S=S•R 

证明留给读者作练习。
v 

定理 3. 3 - 2 设 R 、 R 和凡都是从 A 到 B 的二元关系，那么下列各式成立：
二

(1) (R) =R 

~ ~ ~ (2) R1 UR2 =R1 UR2 

~ ~ (3) R亢R2=RInR2

-- - 
~ (4) R=R, 这里 R 表示AXB-R
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~ ~ ~ (5) R1 —R2=R1-R2 

~ ~ 
(6) R1 二R2⇒凡己R2

证

(1) 设 <a, b〉是 R 的任一元素，那么

~ "" (a, b 〉 ER 台 (b, a >ER{=:} <a, b>E(R)
二

所以，（R)=R 。

~ 
(2) (a, b>E (Ri UR2) 台 (b, a >ER1 UR2 

台 (b, a >ER1V<b,a >ER2

~ ~ 
台 <a, b>ER1V<a,b>ER2

~ ~ 
台 (a, b>ER1 UR2 

(4) (a, b 〉 ER台 (b, a >ER

台 (b, a >flR

~ 
台 (a, b>tlR

云

台 <a, b>ER

(5) 由千 R1-R2=R1n瓦，所以

R1 —R2 = R1 n R2 = R1 n Rz = R1 n R2 = R1 —R2 

(3) 和 (6) 部分的证明留作练习。

定理 3. 3 - 3 设 R 是 A 上的二元关系，那么 R 是对称的当且仅当 R＝兑
证明留作练习。

3.3.2 关系的闭包运算

关系的闭包运算是关系上的一元运算，它把给出的关系 R 扩充成一新关系 R' ，使 R'

具有一定的性质，且所进行的扩充又是最”节约＂的。

定义 3. 3 - 2 设 R 是 A 上的二元关系， R 的自反（对称，传递）闭包是关系 R' ，使

(DR'是自反的（对称的、传递的）。

@ R勹2R 。

＠对任何自反的（对称的、传递的）关系 k'，如果 R''~次，那么 K';;;2R' 。

R 的自反、对称和传递闭包分别记为 r(R) 、 s(R) 和 t(R) 。由定义可以看出， R 的自反

（对称、传递）闭包是含有 R 并且具有自反（对称、传递）性质的最小关系。如果 R 已经是自

反的（对称的、传递的），那么，具有该性质并含有 R 的最小关系就是 R 自身。下一定理说

明这一点。

定理 3. 3 - 4 设 R 是集合 A 上的二元关系，那么

(1) R 是自反的当且仅当 r(R) =R 。

(2) R 是对称的当且仅当 s(R)=R 。

(3) R 是传递的当且仅当 t(R) =R 。

证 (1) 如果 R 是自反的，那么 R 具有定义 3. 3 - 2 对 R'所要求的性质，因此 r(R)=
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R。反之，如果 r(R) =R。那么，根据定义 3. 3 - 2 的性质CD, R 是自反的。

(2) 和 (3) 的证明是类似的，略。

构造 R 的自反、对称和传递闭包的方法就是给 R 补充必要的序偶，使它具有所希望的

特性。下面我们用关系图来说明如何实现这一点。

一个有向图代表一自反关系当且仅当它在每一结点上有自回路。这样，如果 G 是集合

A 上二元关系R 的有向图，我们给 G 中没有自回路的结点加上自回路后，就得到 R 的自反

闭包 r(R) 的有向图。下一定理体现f这一想法。

定理 3. 3 - 5 设 R 是集合 A 上的二元关系。那么， r(R)=RUE（这里 E 是 A 上相等

关系，在本节中均如此）。

证 设 R'=RUE。显然， R'是自反的且R'二尺余下只需证明最小性。现假设 R”是A

上的自反关系且 R''-;;;,.次。因 R'，是自反的，所以 R'';;2E' 又 R'';;2R' 所以 R'';;2RUE=R' 。这

样，定义 3. 3 - 2 都满足。所以， R'=r(R) 。证毕。

设 G 是集合 A 上二元关系 R 的关系图。我们把 G 的所有弧都画成“有来有往“，即如

果有从 a 到 b 的弧，那么也有从 b 到 a 的弧，就得到了 R 的对称闭包的有向图。下一定理

体现了这一想法。

定理 3. 3 - 6 设 R 是集合 A 上的二元关系，那么 s(R)=RUR 。

证设 R'=RUR, 显然 R'-;;;,.次。又K=RUR=RUR=RUR=R' ，根据定理 3. 3 - 3 

知 R'是对称的。现假设尺＇是对称的且 R＇， :;;;2R, 我们证明尺＇;;2R' 。设 (a, b 〉 ERUR, 如果

<a, b 〉 ER, 那么根据前提有 (a,b 〉 ER''。如果(a,b 〉 ER, 那么 (b,a 〉 ER, 所以 (b,a 〉 ER",

但R'，是对称的，所以 <a, b 〉 ER''，这得出 RUR~尺＇。这样，定义 3. 3 - 2 都满足。所以，

s(R)=RUR。证毕。
设 G 是集合 A 上二元关系 R 的关系图， G＇是 R 的传递闭包 t(R) 的关系图。如果 G 有

从 a 到 b 的非零长度 n 的路径，那么 G'有一条从 a 到 b 的弧。上节已指出该弧出现在 R" 的

关系图中，因此传递闭包 t(R)可用 R 的幕的术语表达出来。

定理 3. 3 - 7 设 R 是集合 A 上的二元关系，那么
，心

t(R) = U R'= R U R2 U R3 U ··· 
'= 1 

证证明分两部分。

°' 
0) UR'豆t(R) 。

i=I 

我们首先用归纳法证明对每一 n>O, R九 c;;;;;t(R) 。

(i) （基础）从定义 3. 3 - 2 第＠条．立即得到 Rc;;;;;t(R) 。

(ii) （归纳）假设 R”三t(R) ， n多 l 。设 (a, b 〉 ER•+l 。因为 R•+I =R·. R, 存在 cEA, 使

(a, C 〉 ER" 和 (c, b 〉 ER。根据归纳前提和基础步骤，（a, C 〉 Et(R) 和 <c, b 〉 Et(R) 。因为

t(R)是传递的，得 (a, b 〉 EtCR) 。这证明了 R"11c;;;;;tCR) 。所以对一切 n>O, R”三t(R) 。再

者，若(a, b 〉是回R 的任一元素，则存在一 n ，使（ a, b 〉 ER", 但 R飞二 t (R) ，所以

<a, b 〉 Et(R) 。这样，就证明了 UR'~t(R) 。
i-1 
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<30

(2) t(R)三 UR; 。
1= 1 

我们首先证明 UR 是传递的。设<a, b〉和 (b, C 〉是 UR' 的任意元素，那么对某整数
i-1 

s~l 和 t多1, （ a,b 〉 ER' 和 (b,c 〉 ER勹那么，（a,c〉 ER'R' ，而 RSR=Rs＋勹这样，（a,c 〉 E

UR' ，所以 UR' 是传递的。因为 t(R)包含千每一含有 R 的传递关系中，故得出 t(R) 三
i=l i=l 

c 

UR' 。证毕。
:= 1 

例 3. 3 - 2 

(1) 整数集合 1 上的关系＜的自反闭包是<,对称闭包是关系＃，传递闭包是关系＜

自身。

(2) 整数集合 1 上的关系<的自反闭包是自身＇对称闭包是全域关系，传递闭包是

自身。

(3) E 的自反闭包、对称闭包和传递闭包都是 E。

(4) ＃的自反闭包是全域关系，对称闭包是＃，土的传递闭包是全域关系。

(5) 空关系的自反闭包是相等关系，对称闭包和传递闭包是自身。

(6) 设 R 是 1 上的关系， xRy 当且仅当 y=x+I, 那么 t(R)是关系＜。

当 A 是具有 n 个元素的有限集合，从定理 3. 2 - 4 和定理 3. 2 - 5 可得出 t(R)= UR', 

但这个结论可以改善。

定理 3. 3 - 8 设 R 是集合A 上的二元关系，这里 A 有 n 个元素，那么 t(R)= UR' 。
i= 1 

证 设位， y 〉 Et(R) ，于是必存在最小的正整数 k, 使位， y 〉 ER• 。现证明 k<n。若

不然，存在 A 的元素序列 x=a。 ,a1, a2, ···, a女－ I'ak = y 使 xRa1, a1Ra2, …， a良一 tRY。因

k>n, a0, ai, …， a• 中必有相同者，不妨设 a, =a;'o<i<尸三K 。千是

xRa1, a1Ra2, ···, a,-1Ra,, a;Ra计I' …， ak---1Ry

成立。即 (x, y 〉 ER', 这里 s=k — (j-i) 。但这与 K 是最小的假设矛盾，于是 k<n, 又

位，沪是任意的，故定理得证。

例 3. 3 - 3 设 A={a, b, c, d}, R 如图 3. 3 - Ha)所示，则 t(R)=RUR2 UR3 UR4, 

如图 3. 3 - l(b)所示。（本例即是例 3. 2 - 2 。)

二b
a 

d 

(a) 

图 3. 3 - 1 

定理 3.3 - 9 

(1) 如果 R 是自反的，那么 s(R) 和 t(R) 都是自反的。

(2) 如果 R 是对称的，那么 r(R) 和 t(R)都是对称的。
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(3) 如果 R 是传递的，那么 r(R)是传递的。

以上条款都不难证明，故从略。

定理 3. 3 - 10 设 R 是集合 A 上的二元关系，那么

(1) rs(R) =sr(R) 

(2) rt(R) =tr(R) 

(3) ts(R)二st(R)

证

~ 0) sr(R) =s(R UE) = <RUE) U (RUE) 

=RUEURUE=RURUE 

=r(R UR) =rs(R) 

(2) 注意到 ER=RE=R 和对一切 nEN, E"=E, 可得

n 

(R U E)" = E U U R' 
i= 1 

千是

tr(R) = t(R U E) = U (R U E); = U (EU U R;) 
;=] 

= E U t(R) = rt<R) 

(3) 不难证明如果 R1;;;:;2凡，那么 s(R1);;;:;2s(R2) 和 t(R1);;;;2t(Rz) 。现相继地应用这一

结论千对称闭包的性质： s(R ） ;;;;2R, 得

ts(R) ;;;:;2 t(R) 和 sts(R);;;:;2 st(R) 

但根据定理 3. 3 - 9, ts(R)是对称的，有 sts(R) = ts(R) 。因此， ts(R);;;:;2st(R) 。证毕。

一般地， st(R)=/=ts(R) ，例如，整数集合 1 上的关系＜。

st(<)=s(<）＝＃（即 st(<）是不等关系），而 ts(<)=t(=/=)=IXI（即 ts(<）是全域

关系）。

通常用 R十表示 R 的传递闭包 t(R) ，读做“R 正”；用 R. 表示 R 的自反传递闭包

tr(R) ，读做“R 星”。在研究形式语言和计算模型时经常使用 R十和 R· 0 

习题

1. 试证明定理 3. 3 - 1 。

2. 试证明定理 3. 3 - 2(3) 、 (6) 部分。

3. 试证明定理 3. 3 - 3 。

4. 试证明如果关系 R 是自反的，则 k 也是自反的；如果 R 是可传递的、反自反的、对

称的或反对称的，则 R 亦然。

5. 如果关系 R 是反对称的，则在 RnR 的关系矩阵中有多少个非零记入值。
6. 设 A={a, b, c}, R 、 S 是 A 上的二元关系，其关系矩阵是

1 1 0 

MR = [0 1 0] 
0 0 1 

-- OOl lll 100 -- 

__ MS 
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试求出 MR 、 Ms 、 M令飞和 M~扣

7. 找出图 3. 3 - 2 中每个关系的自反、对称和传递闭包。

。 。 C 
(a) (b) (c) 

图 3. 3 - 2 

8. 设 R 是 A={l,2,3,4}上的二元关系，其关系矩阵是

1 。 1 。

。 。 1 1 
MR= I 

1 。1 。

1 。 1 。

试求出： ( 1) Mr(R); (2) M,(R); (3) M氐、 M矿、 MR• 和 Mr(R) o 

9. 设凡和凡是集合 A 上的关系且R l ;;;2凡，证明下列各式：

(1) rCR1);;;2r(Rz) 

(2) sCR1) 三sCR2)

(3) t(R1) 二t(Rz)

10. 设 R1 和凡是 A 上的关系，证明下列各式：

Cl) rCR1 UR2)=r<R1)Ur<R2) 

(2) s<R1UR2)=s<R1)Us<R2) 

(3) tCR1 UR2);;;2t(R1) U t(R2) 

(4) 用反例证明 t(R1 U R2) #-tCR1) U t(Rz) 

11. 找出 n 个元素的集合A 和 A 上的关系 R, 使 Rl'R2. R3' …， R" 都是不相交的，

以表明定理 3. 3 - 8 给出的界限是不可改善的。

12. 找出 n 个元素的集合A 和 A 上的二元关系 R, 使 R1, R2,..., R", R•+I 都是有区

别的，这可能吗？如有可能试举出例子，并说明该现象为什么与定理 3. 3 - 8 不矛盾。

13. 证明定理 3. 3 - 9 。

14. 设 A={a, b, c, d, e}, R 是 A 上如图 3. 3 - 3 所示的二元关系。

d 

a ＜二二>, b 

c e 

图 3. 3 - 3 

(1) 画出 t(R);

(2) 画出 tsr(R) 。

15. (1) 用反例证明语句“如果 R 是传递的，那么 s(R) 是传递的”是假。
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(2) 举一实例证明即使 R 是一有限集， st(R) 和 ts(R) 也可以不相等。

16. 设 R 是集合A 上的一个任意关系，证明下列各式：

(1) (R勹十＝R+

(2) RR* =R+ =R* • R 

(3) (R*) * =R* 

* 17. 设 A={a尸＝ （ a"ln~O},B 是单元素集合 B = {z} ，这里 z 是 a 的无限串，即

B= {aaa···} ，设 R 是AUB 上的关系，定义如下：

(x, y 〉 ER 台 y = xa 

证明或否定<A, z>ER-1 o 

3.4 次序关系

次序关系是集合上的传递关系，它提供了比较集合元素的工具。本节将讨论各种形式

的次序关系。

3.4. 1 偏序集合

定义 3. 4 - 1 如果集合 A 上的二元关系 R 是自反的，反对称的和传递的，那么称 R

为 A 上的偏序，称序偶 <A, R〉为偏序集合。

如果 R 是偏序，（A,R〉常记为 (A, <>, <是偏序符号，由千<难以书写'通常写作

<，读做“小于或等于“，因为“小于或等千”也是一种偏序，故不会产生混乱。 R 是偏序时，

aRb 就记成 a,s:;;b 。

如果 R 是集合 A 上的偏序，则 k 也是A 上的偏序；如果用<表示凡可用娑表示 Ro
(A, <〉和 (A, >〉都是偏序集合，并互为对偶。

例 3. 4 - 1 

(1) (I,,s:;; 〉是偏序集合，这里<表示整数中的“」司诅戈等千＇'!k~"

(2) (p(A) ，二是偏序集合，这里三是集合间的包含关系。

(3) A={2, 4, 6, 8}, D 代表整除关系， M代表整倍数关系，则

D={(2, 2>, (4, 4 >, ( 6, 6>,(8, 8>,(2, 4>, ( 2, 6>, ( 2, 8>,(4, 8>}

M={(2, 2>, ( 4, 4 >, ( 6, 6>, ( 8, 8>,(4, 2>,(6, 2>, (8, 2>, ( 8, 4>}

(A, D〉、 (A, M〉都是偏序集合，且互为对偶。

偏序集合可以用关系图表示。如例 3.4-1(3) 中 <A, D〉可表示为图 3. 4 - Ha) 。然而，

习惯上偏序集合用哈斯 (Hasse) 图表示。图中不明晰地表示偏序中的所有序偶，仅画出符合

条件”x,s:;;y, x-=I= y, 且不存在其它元素 z 使 x<z,z<y” 的那些序偶（x,y〉,即仅表示出

(R')'=rt(R')=R 的最小关系 R' 。这样，哈斯图中不存在表示自反特性的自回路，也不

表示由传递性所蕴含的边，即仅当没有其它元素 c 使 a<c 和 c<b 时，才有一条从 a 到 b 的

弧。最后，由偏序的反对称性，哈斯图中没有有向回路。按照惯例，哈斯图的每条弧都向上

画，并把箭头略去。用哈斯图表示偏序集合比用有向图显得更简明，我们可自由地使用

它们。
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4 6 

2 

(a) (b) 

图 3. 4 - 1 

例 3.4-1(3) 中 <A, D〉的哈斯图见图 3.4-l(b) ，将图 (b) 的边方向朝上，构造它的自

反传递闭包，可将图 (b)还原为图 (a) 。

例 3. 4 - 2 

0) P={l, 2,-3, 4}, <P, ~〉的哈斯图为图 3. 4 - 2 。

(2) A={2, 3, 6, 12, 24, 36}, <A, 整除〉的哈斯图为图 3. 4 - 3 。

(3) A={l, 2, …, 12}, <A, 整除〉的哈斯图为图 3. 4 - 4 。

4 

24 3 

2 

2 

36 
8 

12 

II 

3 

图 3. 4 - 2 图 3. 4 - 3 图 3. 4 - 4 

现在介绍偏序集合的子集的特异元素。它们不仅是进一步讨论次序关系所必需的，而

且在第 7 章格论中还将扮演重要角色。

定义 3. 4 - 2 设<A,¾〉是一偏序集合， B 是 A 的子集。

(1) 元素 bEB 是 B 的最大元素，如果对每一元素xEB, x¾b 。

(2) 元素 bEB 是 B 的最小元素，如果对每一元素xEB, b¾x 。

例 3. 4 - 3 考虑在偏序“整除“下整数 1 到 6 的
集合，其哈斯图为图 3. 4 - 5 。

(1) 如果 B={l, 2, 3, 6} ，那么 1 是 B 的最小元

素， 6 是 B 的最大元素。

(2) 如果 B={2, 3伈因为 2 和 3 互相不能整除，

那么 B 没有最小元素和最大元素。

(3) 如果 B={4} ，那么 4 是 B 的最大元素，也是

5 

图 3. 4 - 5 

B 的最小元素。

定理 3. 4 - 1 设 <A',s;; 〉是一偏序集合且 B竺A, 如果 B 有最大（最小）元素，那么它
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是唯一的。

证 假设 a 和 b 都是 B 的最大元素，那么 a~b 和 b~a。从<的反对称性得到 a＝从
当 a 和 b 都是 B 的最小元素时，证明是类似的。

定义 3.4 — 3 设<A,~〉是一偏序集合， B 是 A 的子集。

(1) 如果 bEB, 且 B 中不存在元素 x, 使 b=/:-x 且 b~x，那么元素 bEB 叫做 B 的极大

元素。

(2) 如果 bEB, 且 B 中不存在元素 x ，使 b=/:-x 且 x~b, 那么元素 bEB 叫做B 的极小

元素。

定义 3. 4 - 4 设<A,~〉是一偏序集合， B 是 A 的子集。

(1) 如果对每－ bEB, b~a，那么元素 aEA 叫做B 的上界；如果对每一 bEB, a~b, 

那么元素 aEA 叫做 B 的下界。

(2) 如果 a 是一上界并且对每－ B 的上界矿有 a~a' ，那么元素 aEA 叫做 B 的最小

上界，记为 lub; 如果 a 是一下界并且对每－ B 的下界 a'有 a'~a, 那么元素 aEA 叫做 B

的最大下界，记为 glb 。

注意， B 的最大（小）元素和极大（小）元素都必须是子集 B 的元素，而 B 的上界（下界）

和最小上界（最大下界）可以是也可以不是 B 的元素。在定义中并没有保证这些元素的存

在。在许多情况下它们是不存在的。

例 3. 4 - 4 

(1) 考虑偏序集合({(1, 1>, ( 1, 0>, (o, 1>,(0, 0 〉}，<〉，这里<按

(a, b>~ (c, d〉台 a~cf\b~d

规定，其哈斯图如图 3. 4 - 6 所示。

如果 B={<l, O 〉}，那么 (1, 0 〉是 B 的最小

和最大元素，也是 B 的极大和极小元素。 B 的上

界是(1, 0 〉和 (l, 1>, （ 1 ，们是最小上界。 B 的下 (I, 0>

界是 (0, 0 〉和 (1, 0 >,(1, 0〉是最大下界。

(2) 考虑偏序集合(I,~〉，设 B={2巾EN},

那么 B 既没有最大元素和极大元素，也没有上界

和最小上界。 B 的最小元素和极小元素是 o, B 

的下界集合是 {i Ii EI A i~O}, o 是最大下界。

(3) 考虑偏序集合({ 2, 5, 6, 10, 15, 30 }, 

整除〉，其哈斯图如图 3. 4 - 7 所示。

6 

2 

(I, I >

(0, I >

图 3. 4 - 6 

30 

15 

设 B 是全集合{2, 5, 6, 10, 15, 30} ，那么 2

和 5 都是 B 的极小元素，但 B 没有最小元素。集 图 3. 4 - 7 

合 B 没有下界，所以没有最大下界。元素 30 是 B 的最大元素、极大元素、上界、最小

上界。

上边给出的例子说明：极大元素和上界可以存在也可以不存在，且当它们存在时，既

可能是唯一的也可能是不唯一的，对极小元素和下界类似的陈述成立。但对非空有限偏序

集合，其极大元素和极小元素总是存在的。

定理 3. 4 - 2 如果(A, <〉是非空有限的偏序集合，则 A 的极小（大）元素常存在。

5 
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证明留作练习。

最大下界和最小上界也可能存在或不存在，但如果它们存在，则是唯一的。

定理 3.4 - 3 设 <A,,:_;;:;〉是偏序集合且 B~A, 如果 B 的最小上界（最大下界）存在，

那么是唯一的。

证明留作练习。

下述定理描述了存在千诸特异元素之间的某些关系。

定理 3.4 - 4 设<A,~〉是偏序集合， B 是 A 的子集。

(1) 如果 b 是 B 的最大元素，那么 b 是 B 的极大元素。

(2) 如果 b 是 B 的最大元素，那么 b 是 B 的 lub 。

(3) 如果 b 是 B 的一个上界且bEB, 那么 b 是 B 的最大元素。

证明可由最大元素、极大元素和 lub 的定义直接得出，故略去。另外，读者不难给出表

达最小元素、极小元素和 glb 间关系的定理。

3.4.2 拟序集合

定义 3.4 - S 如果集合 A 上的二元关系 R 是传递的和反自反的，那么 R 叫做A 上的

拟序。 <A, R〉称为拟序集合。常借用符号＜表示拟序。

拟序是反对称的，虽然定义中没有明确指出，但容易证明这一点。因为如果 xRy

和 yRx 可由 R 的传递性得 xRx, 但这与 R 的反自反性矛盾，所以 xRy /\yRx 常假，千是

xRy/\yRx-x=y 常真，即 R 是反对称的。

例 3. 4 - S 

(1) 实数集合中的＜是拟序关系。

(2) 集合族中的真包含是拟序关系。

拟序集合和偏序集合是紧密相关的，唯一区别是相等关系 E。下述定理将说明这一点。

定理 3. 4 - S 在集合 A 上，

（ 1) 如果 R 是一拟序，那么 r(R)=RUE 是偏序。

(2) 如果 R 是一偏序，那么 R-E 是一拟序。

证明留作练习。

由于拟序和偏序之间的类似性，这就为使用同样的哈斯图表示两者提供了方便。

3.4.3 线序集合和良序集合

如果<是＿偏序＇或年氢咽戈 b~小我们说＂和 b 是可比较的。偏序集合中的元素不＿

定都可比较，所以叫“偏“序。下面介绍的都是可比较的情况。

定义 3. 4 -6 在偏序集合(A, <)中，如果每－ a, hEA, 或者 a~b. 或者 b~a, 那么

<：叫做 A 上的线序（或全序），这时的序偶 (A, <〉叫做线序集合或链。

如果 A 是有限集合，我们能在 A 的元素上构造一线序，方法是将 A 的元素列表。如果

在表中 a 位于 b 之前，则指定 a<b。这样，每一有限集合都能使之成为线序集合。

如果<A,,:_;;:;' 〉是非空有限的偏序集合，我们能在 A 上构造一个线序,:.;;:;,使得每当a<'b

有 a<b。这个过程叫拓扑分类，方法如下：

选取 A 的极小元素 x （定理 3. 4 - 2 保证这是可能的），使这个元素是 <A,,,_;;:; 〉列表表示
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中的第一个元素。现在对子集 A－位｝重复这一过程（习题第 10 题 (2)保证 <A — {x}, ~'>
是一偏序集合），每次一新的极小元素被找到，它在<A,~〉的列表表示中成为下一元素。
重复该过程，直到 A 的元素被抽完。

线序集合的哈斯图是一竖立的结点序列，每一对毗邻

结点都用一条弧连通。

例 3. 4 - 6 

(1) P={0, {a}, {a, b}, {a, b, c}}, <P, ~〉是线
序集合，其哈斯图如图 3. 4 - 8(a)所示。

(2) (I, ~〉是线序集合，其哈斯图（不完全）如图

3.4-8(b)所示。

(3) 设 S 是区间套的集合{[O, a) laER十伈则 <S, ~>

是线序集合。

(4) ({l, 2, 3, 6 伈整除〉不是线序集合；如果 A 是多

. 2 

{a,b,c} 

{a,b} 
。

{a} -I 

。
-2 

(a) (b) 

图 3. 4 - 8 

于一个元素的集合，那么 <p(A) ，三〉不是线序集合。

例 3. 4 - 7 某慈善基金会的一个分会共有 7 个会员，按照总会规定需要给每个会员排

定在分会中的座次，以便需要时按座次分配权益。排定座次的主要依据是两项：会龄 a 和
捐款额 b 。如甲和乙的会龄和捐款额分别是 (a1, b1 〉和< a2'b2 汃若 a彦迈2 并且 b1~b2, 则
甲的座次不能低于乙。已知分会的 7 名会员的会龄和捐款额如下：

会员

会龄（年）

捐款额（万元）

Al3-5 B c 
E 

10 

15 

4-2 

D-8-7 

4-6 

F-5-10 

试问一个怎样的座次是允许的？

解 容易看出，若甲的会龄和捐款额不都高于等于乙，或不都低于等于乙，则甲、乙

座次不能确定。因为主要条件仅能确定一个偏序，而座次是线序，本题就是要把这个偏序

扩展为线序，即拓扑分类。拓扑分类最简捷的方法是给出偏序集合的哈斯图。上表给出的

偏序集合的哈斯图如图 3. 4 - 9 所示。

从图中可以看出，它有两个极小元素 C(4, 2 〉和

A(3, 5 〉，二者可任意排序，我们不妨把 C(4, 2〉排在

左侧（左低右高）得如下序列

C(4, 2 >,A<3, 5>

删去这两个极小元素后， G(4, 初是余下图中唯一的

极小元素。把 G(4, 3 〉加入已排序的序列得

C(4, 2>,A<3, 5>,G<4, 3 >

如此以往，相继出现的元素是 E(4, 6 〉、 D(8, 7 〉和

F<5, 10〉，最后是 BOO, 15 〉。删除 BOO, 15〉后成为

空图，完成拓扑分类，所得的序列是

F(5,lO >

图 3. 4 - 9 

C(4, 2>,A(3, 5>,G(4, 3), E(4, 6>,D<B, 7>,F(5, 10>,BOO, 15 >

这个序列符合要求，但不是唯一的。
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定义 3. 4 - 7 如果 A 上的二元关系 R 是一线序，且 A 的每一非空子集都有－最小元

素，那么 R 叫做A 上的良序，序偶 (A, R〉叫做良序集合。

定理 3. 4 - 6 (N, <〉是良序集合。

证 我们必须证明 N 的每一非空子集 S, 在关系<之下＇都有－最小元索 0 因为 s 非

空，所以在 S 中可以取一个数 n' 显然， S 中所有不大千 n 的数形成非空集 T<;;;:S。如果 T

有最小数，那么这最小数就是 S 中的最小数，但从 0 到 n 只有 n+I 个自然数，于是 T 中所

含的数最多是 n+I 个，所以 T 有最小数。因此定理成立。

例 3. 4 - 8 

(1) 每一有限线序集合是良序的。

(2) 线序集合 (I, <〉不是良序集合，因为 1 的某些子集（诸如 1 自身）不包含最小元素。

(3) 关系<是实数集 R 的线序，但不是良序。例如子集 A＝（趴 U无最小元素。如果 A

中的 a 是最小元素，那么号也在 A 中，而令<a 且不相等。这与假设 a 是线序关系<下 A

的最小元素矛盾。

3.4.4 词典序和标准序

由已知的线序和良序集合可以诱导出新集合 S 上的线序和良序。常见的有以下几种

方法。

(1) 首先，使集合 S 上的每个元素与集合 N（也可选其它已知的良序或线序集合）的唯

一不同的元素对应，然后应用 N 上的良序<定义 s 上的良序 R 。

定义方法如下：

如果 a, bES, 且 a 对应千 n 1, b 对应千 n2 ，那么 aRb 台 n1 ~如。

例如， i<O 时，把 1 的元素 i 对应千 21 i 1-1, i?O 时，对应于 21 i I 。即

N · 0 1 2 3 4 5 6 

I: 0 -1 1 -2 2 -3 3 

可诱导出 1 上的良序 R,R 用式子表示是

aRb 已 I a I< I b I V < I a I= I h I I\ a< b) 

(2) 应用 N 上的良序定义出 N" 上的良序。

例如 n=2 时， N2 上的次序关系可如下定义：

<a, b><<c, d〉台 a<c V (a=c I\ b<d) (N2, <〉是良序集合。

关系”严格小于“可如下定义：

(a, b><(c, d〉台 (a, b><;(c, d〉八 (a, b>#( c, d >

类似地，应用 l 上的线序能定义出线序集合 (I勹<〉。

(3) 应用字母表 2 上的线序，可定义出 2计上的通常叫词典序的线序。

定义 3.4-8 设 2 是一有限字母表，指定了字母表序（线序）。如果艾， y E 2·, 

(1) x 是 y 的词头，或

(ii) x=zu 和 y=zv, 这里 zE3 是工和 y 的最长公共词头，且在字母表序中 u 的第

一个字符前于 v 的第一个字符，那么 x<y。冬叫做词典序。
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(4) 由千 (N, ~〉和有限线序集合都是良序集合，可应用它们定义出 2骨上的一个良

序，通常叫标准序。

定义 3. 4 - 9 设 2 是一有限字母表，指定了字母表序， II XII 表示 xE4餐的长度，如

果 x 、 yE4骨，有

(i) II X II < II y II ，或

(ii) II X II = II y II 且在 2骨的词典序中 x 前千 y 。那么 x<y, <叫做标准序。

下面说明 141>1 时，为什么词典序仅是线序而不是良序，而标准序是良序。

对心．，标准序〉的任意非空子集 S, 可取出其中一个元素 x, 把 S 中长度小千等于

II XII 的所有元素（含 x)组成集合 T。因定长的串的个数有限，因而不长千 II XII 的元素个

数也有限， T 是个有限集。所以，在标准序下， T 中存在最小元素，它就是 S 中的最小元

素。实际上它就是集合 S 中的最短元素，且是在3 的词典序中最早出现者。这就证明了标

准序是良序。

要证明词典序非良序，只需找出一个 2黄的子集，它没有最小元素即可。例如， 4=

{a, b}, a<b 时，｛ b, ab, aab, aaab, ．．分就是。

不论在词典序还是标准序下， 2. 的每一元素都有直接后继者。设 4={a, b, c} 且

a~b~c, xE 4" o 

在标准序下， xa 和动的直接后继者分别是 xb 和 xc;

XC 的直接后继者是 ya, 这里 y 是 x 的直接后继者。

在词典序下， x 的直接后继者是 xa 。

在标准序下，动和 XC 的直接前趋分别是 xa 和 xb;

xa 的直接前趋是 ye, 这里 y 是 x 的直接前趋。

在词典序下， xa 的直接前趋是 X, 非 a 结尾的串都无直接前趋，例如 b, ab, aab, …, 

但有无限个前趋。

由千标准序有较好的结构，在科学中获得较多的应用。

* 3. 4. 5 数学归纳法的推广

前章我们把数学归纳法第一、第二原理看做是自然数域上的一个推理规则，本小节我

们将把它推广到一般的良序集合。

对任一个自然数 n, 我们先取 o, 如果 n=,cO, 取 0 的后继者 1, 如果 n#1 ，再取 l 的后

继者 2，如此进行下去，最终会得出 n 。

给定一个良序集合，如果对它的任一元素 x, 我们先取该集合的最小元素 m。，如果

工＃m。,取 m。的后继者 m] ，如果工＃加，再取 m1 的后继者 m2' 如此以往，最终会得出 x,

那么就称这样的良序集合是“像自然数”的。

例 3. 4 - 9 

(1) 设 4 = {a, b} ，良序集合心．，标准序〉是像自然数的。因为定长的串的个数有限，

给定任一个串 x, 在 x 之前的串的个数有限，所以从 A 开始，反复取后继者，终可得出工

(2) 良序集合(NXN, ~〉不像自然数，这里<按上－小节规定。因为有许多元素没有

直接前趋，例如 (5, 0〉就是这样，因而有无限个元素前千 (5, 0 〉，所以，从 (0, 0〉开始，反
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复地取后继者，不可能取得(5, 0 〉。

像自然数的良序集合，可以应用数学归纳法第一原理。因为第一原理是建立在后继运

算上，而这种良序集合的每一元素都可通过重复地取后继者得到，设 m。是该良序集合

(S, <〉的最小元素， S(x)是元素 x 的后继者，则推理规则如下：

P(m。)

V x[P(.:t ) -P(S(x))] 
所以 V x P (x) 

这样，如果我们能证明 m。有性质 P, 和当 x 有性质 P 时，则 S(x)有同样性质，那么我们

能得出 S 的每一元素有性质 P 。

对不像自然数的良序集合，不能应用数学归纳法第一原理，因为这种良序集合的有些

元素不能由后继运算得到。但对它可应用数学归纳法第二原理。第二原理是建立在良序集

合上的，适用于一切良序集合。设(S, <〉是良序集合，＜表示<—E （即 x<y 表示 x<y

且 x#-y) ，则推理规则如下：

V x[Vy(y < x - P(y)) - P(x)] 
所以 V x P(x) 

这样，若每一小于 x 的元素有性质 P ，如果我们能证明任意元素 x 有性质 P, 那么我们能

得出 S 的每一元素有性质 P 。

下面证明良序集合上这个推理规则是有效的。

假设我们能证明前提 V x[ V y(y<x - P(y)) - P<x)］，并假设 T 是 S 的子集，由 S

中没有性质 P 的所有元素组成。因为 S 是良序的，如果 T#O ，那么 T 必有最小元素 m;

这得出对所有 x<m, P(x) 是真。可是，前提断言如果对所有 x<m, P(x) 是真，那么

P(m)是真，导致矛盾，我们得出 T 必须是空。因此，第二原理结论 V xP(x)是真，这得出

对任意良序集合(S, <〉，数学归纳法第二原理是有效的推理规则。

最后，必须指出数学归纳法第二原理不能应用于非良序集合。

例 3.4-10 (Q+,<〉是线序集合。现说明在此线序集合中第二原理不是有效推理

规则。

设谓词 P(x)表示“x 小于或等千 5” 。

(i) 当 x<5 时， Vy[y<x - P(y)]是真， P（ x)也真。所以

V x[ V y(y < x - P(y))- P(x)] 

是真。

(ii) 当 x>5 时，由于 x>5 ，所以存在有理数 y。，使 5<y。＜工。这样 P(y。)是假，因而

V y(y < X - P(y)) 

是假，所以

Vx[Vy(y<x- P(y)) - P(x)] 

是真。

综合 (i) 和 (ii)得：在论述域 Q十上， V x[ V y(y<x 一 P(y) ）一 P(x)］是真，但结论

V xP(x)是假。这说明第二原理不能应用于线序集合<Q+'< 〉。
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习题

1. 图 3. 4 - 10 中给出了偏序集合<A, R〉的哈斯图，这里 A={a, b, c, d, e} 。

b 

(1) 下列关系式哪个是真？

aRb, 

bRe, 

dRa, 

aRa, 

cRe, 

bRc, 

e 

图 3. 4 - 10 

dRe 

(2) 把哈斯图改为有向图。

(3) 求出 A 的最小元素和最大元素，如果不存在，则指出不存在。

(4) 求出 A 的极大元素和极小元素。

(5) 求出子集 {b, c, d} 、｛ c, d, e} 和 {a, b, c} 的上界和下界，并指出这些子集的 lub

和 glb, 如果它们存在的话。

2. 对下述每一条件，构造有限集和无限集的例子各一个：

(1) 非空偏序集合，其中某些子集没有最大元素。

(2) 非空偏序集合，其中有一子集存在最大下界，但没有最小元素。

(3) 非空偏序集合，其中有一子集存在上界，但没有最小上界。

3. 证明定理 3. 4 - 2 。

4. 证明定理 3. 4 - 3 。

5. 说明图 3. 4 - 11 的有向图哪些代表偏序集合，拟序集合，线序集合，良序集合？哪

些不属于以上 4 种集合？

(a) 

(c) 

0 0 

a二C
(e) 

(b) 

(d) 

Q 
Q 
a 

Qb c~ 
c 

(f) 

图 3. 4 - 11 
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6. 将上题(e) 、（f) 两个有向图改成哈斯图。

7. 下述 4 个集合哪些是拟序集合、偏序集合、线序集合、良序集合？

(1) (p(N), C >

(2) <p(N) ，豆〉

(3) (p({a}) ，三〉

(4) (p(0) ，三〉

8. (1) 对集合 IXI 构造一良序。

(2) 对集合 IXI 构造一拟序。

9. 证明下列断言：

(1) 如果 R 是拟序，那么 R 也是拟序。

(2) 如果 R 是偏序，那么 R 也是偏序。

(3) 如果 R 是线序，那么 R 也是线序。

(4) 存在一集合 S 和 S 上的关系 R, 使（ S,R〉是良序集合，但<S, R〉不是。

10. 设 R 是集合 S 上的关系， S＇是 S 的子集，定义 S'上的关系 R'如下：

R'= R n cs'x s'> 
确定下述每一断言是真还是假：

(1) 如果 R 在 S 上是传递的，那么 R'在 S'上是传递的。

(2) 如果 R 是 S 上的偏序，那么 R'是 S'上的偏序。

(3) 如果 R 是 S 上的拟序，那么 R'是 S'上的拟序。

(4) 如果 R 是 S 上的线序，那么 R'是 S'上的线序。

(5) 如果 R 是 S 上的良序，那么 R'是 S' 上的良序。

11. (1) 证明 R 是一拟序当且仅当 RnR=0且 R=R1 。

(2) 证明 R 是一偏序当且仅当 RnR=E 且 R=R 髻 0

12. 证明定理 3. 4 - 5 。

13. 证明下述断言：

(1) 对任意线序集合，每一子集的极小元素是一最小元素，每一极大元素是最大元素。

(2) 一线序集合的每一非空有限子集有一最小和最大元素。

14. 设（A,=:(〉是非空有限线序集合， IA/?2, R 是AXA 上的关系，根据 R 的不同定

义，指出 (AXA, R〉是拟序集合、偏序集合、线序集合、良序集合，还是其它集合？

对任意 <a1, bi 汃 (az, b2 >EAXA,

(l) (a1, bl >R<a2, b2 〉台 a1 冬a2 I\ b]<伈

(2) <a1, b1 >R<a2, b2 〉台 a1 <a2 V a1 =a2 I\ bi 冬b2

(3) <a1, b1 >R(a2, b2 〉台 a1 ~a2 

(4) <a1, b1 >R<a2, b2 〉台 a1 <a2 

15. 设 1:= {a, b, c} ，规定 a~b~c 。

(1) 求出心尸，词典序〉中下列各串的直接后继者和直接前趋者，如果它们存在的话。

Q).r = abc CZ) y=abaa @ z=bb 
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(2) 对心．，标准序〉重复(1) 。

* 16. 设~= {a, b} ，规定 a~ b, <~簧，词典序〉是一线序集合，但不是良集序合。在论

述域 2骨上找出谓词 P, 以证明在该域上，应用词典序则数学归纳法第二原理不是一个有效

的推理规则。

3.5 等价关系和划分

3. 5.1 等价关系

二元关系的另一重要类型是等价关系，其定义如下：

定义 3. 5 - 1 如果集合 A 上的二元关系 R 是自反的、对称的和传递的，那么称 R 是

等价关系。

设 R 是 A 上的等价关系， a 、 b 、 e 是 A 的任意元素。如果 aRb（即（ a, b 〉 ER) ，通常我

们记作 a~b, 读做“a 等价千 b” 。

(1) 因为 R 具有自反性，所以 A 上每一元素都和自己等价。反映到 R 的有向图上，每

一结点都有一自回路。

(2) 因为 R 具有对称性，所以如果 a 等价于 h, 则 b 也等价于 a' 反映在有向图上，如

果有从 a 到 b 的弧，那么也有从 b 到 a 的弧。

(3) 因为 R 具有传递性，所以如果 a 等价千 b, b 等价千 C' 则 a 等价于 c 。反映在有向

图上，如果从 a 到 c 有一条路径，则从 a 到 c 有一条弧。

综上所述，等价关系的有向图的每一分图是完全图（指每一结点有自回路，每两结点

间有两条不同方向的边的图形）。

例 3.5 - 1 

(1) 同学集合 A={a, b, c, d, e, f, g}, A 中的关系 R 是＂住在同一房间”。这是等价

关系，因为

CD 任一个人和自己同住一间，具有自反性。

＠若甲和乙同住一间，则乙和甲也同住一间，具有对称性。

＠若甲和乙同住一间，乙和丙同住一间，则甲和丙也同住一间，具有传递性。

现假设 a 和 b 同住一间， d 、 e 、 J 同住一间， c 住一间，则

R={(a,a >, (a, b>, (b, a >, (h, h>, (c, C >, (d,d>, (e, e>, (f, J>, (d, e>,

(e, d >, (e, f >,(f, e>, (d,f>, (f, d >}

其有向图如图 3. 5 - 1 所示。

cO 

图 3. 5 - 1 
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(2) 数中的相等关系、集合中的相等关系、命题演算中的台关系等都是等价关系。

(3) 空集合O中的二元关系 R 是等价关系，因为

(i) \/:r( .rEO-:rRx) 

(ii) \/:r\/ y[:rE0/\yE0/\:rRy-yR:r] 

(iii) \/:r\/ Y \/ z[:rE0/\yE0/\zE0/\:rRy/\yRz-:rRz] 

都无义地真，所以 R 是等价关系。集合 A 上的全域关系 R=AXA 是等价关系。

模数等价是整数域或其子集上的等价关系，并且是等价关系中极为重要的一类。

定义 3. 5 - 2 设 k 是一正整数而 a,bEl。如果对某整数 m, a —b=m • k, 那么 a 和 b

是模 k 等价，写成

a 三 b (mod k) 

整数 K 叫做等价的模数。

定理 3. 5 -1 模 k 等价是任何集合A~I 上的等价关系。

证 如果 A=0, 例 3. 5 - 1(3) 已指出它是等价关系。如果 A#-0, 则

(i) 自反的。因为对任－ a, a-a=O • k, 得出 a圭a (mod k) 。

(ii) 对称的。因为 a圭b (mod k)时，存在某 mEI, 使 a—b=m • k, 千是 b—a= —m • k, 

因此 h==a (mod k) 。

(iii) 传递的。设 a==b(mod k) 和 b圭c (mod k) ，那么存在 m1,m2EI, 使 a—b=m心和

b—c=mz • k, 将两等式两边相加，得 a-c=(m] 十mz) • k, 所以 a==c (mod k) 。

例 3. 5 - 2 

(1) 若 R 是 1 上模 4 等价关系，则

[0]4 = {···— 8' — 4, 0, 4, 8,...) 

[l]4 = {·••-7, —3, 1, 5, 9, ···) 

[2]4 = {...— 6, -2, 2, 6, 10, ···} 

[3]4 = {...— 5, -1, 3, 7, 11,... } 

每一集合中的数相互等价，例如 4 和 8 、— 3 和 1 、 -2 和 2 等等是模 4 等价的。

(2) 若 R 是 1 上模 2 等价关系，则

每一集合中的数相互等价。

[0]2 = {...— 4, - 2, 0, 2, 4,... } 

[1]2 = {...— 3' — 1, 1, 3, 5,... } 

(3) 时钟是按模 12 方式记数的设备， 13 点钟和 1 点钟有相同的记数。

模 k 等价概念在一些科学领域（如编码）和日常生活中应用十分广泛，这里不多举例

了。我们在习题中（第 22 、 23 题）给出两个例子，可参阅。

定义 3. 5 - 3 设 R 是集合 A 上等价关系，对每一 aEA, a 关于 R 的等价类是集合

{:r|:rRa} ，记为［a]R, 简记为[a] ；称 a 为等价类[a]的表示元素。如果等价类个数有限，则

R 的不同等价类的个数叫做R 的秩；否则秩是无限的。

对每一 a EA, 等价类[a]R 非空，因为 aE [a]R a 
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例 3. 5 - 3 

(1) 如图 3. 5 - 2, 设 A={a, b, c, d, e, f}, R={(a, a >, (b, b>, ( c. c>, ( a, b>,

(b, a >, (a, C>, (c, a >,(b'C >,(c, b>,(d, d >, (e, e>,(d, e>, (e, d >, （ f,f〉}，则等价

关系 R 的等价类如下：

等价关系 R 的秩是 3 。

[a]=[b]=[c]={a, b, c} 

[d]=[e]={d, e} 

[f] = {f} 

图 3. 5 - 2 

fo 

(2) I 上模 4 等价的等价类是[0]4 、 [1]4 、 [2]4 、 [3]4 （参看例 3.5-2(1)),1 上模 2 等

价的等价类是[O主、［ 1]2 （参看例 3.5-2(2) ）。

(3) 集合 A 上相等关系的秩等于 A 的元素个数。

定理 3. 5 - 2 设 R 是非空集合 A 上的等价关系， aRb 当且仅当[a]=[b] 。

证充分性。因为 aE [a]=[b] ，即 aE [b] ，所以， aRb 。

必要性。已知 aRb, 考虑[a]的任意元素工，有 :rRa 。根据 R 的传递性，有 xRb, 因此

:rE[b] 。这就证明了 [a]<;;;;;:[b] 。类似可证明 [b]三[a] ，所以 [a]=[b] 。证毕。

本定理说明一个等价类中的任一元素都可作为此等价类的表示元素，因为对同一等价

类中的任两个元素 a 和 b' 都有 aRb 。

定理 3. 5 - 3 设 R 是集合 A 上的等价关系，则对所有 a,bEA, 或者[a]=[b] ，或者

[a]n[b]=0 。

证 如果 A=0, 断言无义地真，现设 A#g 。若[a]n[b]#-0, 则存在某元素cE [a] 

和 cE [b] 。根据定理 3. 5 - 2 得 [a]=[c]=[b] 。又因 [a] 和 [b] 都非空，［a]n[b]=0

和[a]=[b]不能兼得。因而定理得证。

本定理说明不同的等价类是不相交的。

定义 3. 5 - 4 给定非空集合 A 和非空集合族兀＝｛A1, Az, …， Am} ，如果 A=UA;,

那么称集合族穴是 A 的覆盖。

下一定理说明 A 上等价关系 R 的等价类集合是A 的覆盖。

定理 3. 5 - 4 设 R 是集合 A 上的等价关系，则 A= U ［式。
工EA

'= l 

证 先证 U ［辽~A。设 cE U 巨］，那么对某 aEA, cE[a] ，因为[a］三A, 得 cEA 。
xEA.rEA 

所以， U 巨］~A。再证 A~ U [x] 。设 cEA, 那么 cE [c] 三 U 巨］。所以 A~ U 巨］。
工E A 氏A.rEA,·EA

证毕。
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下一定理说明不同的等价关系诱导出不同的等价类集合。

定理 3. 5 - 5 设 R] 和凡是集合 A 上的等价关系，那么 R1 ＝凡当且仅当 {[a]R1laE

A}={[a]R2 laEA} 。

证 必要性。因为 R1=R2, 所以对任意 aEA, 有

[a]R1 = {x I xR心＝位 I xR心＝ ［a］凡

故 {[a]凡 laEA}={[a]R, laEA} 。

充分性。因为 {[a]凡 laEA}={[a]构 laEA} ，得[a]R, = [a]R2, 所以，对任意 xEA,

有

或 I a 台 x E [a]凡台 x E [a]灼台 xR2a

又 a 是任意的，故 R1=R2 。证毕。

定理 3. 5 - 6 设 R 是 A 上的二元关系，设 R'= tsr(R) 是 R 的自反对称传递闭包，

那么

(1) R'是 A 上的等价关系，叫做 R 诱导的等价关系。

(2) 如果 K'是一等价关系且 R＇，:2R, 那么尺＇:2R' 。就是说， R＇是包含 R 的最小等价

关系。

证

(1) 根据闭包运算的定义和定理 3. 3 - 9 可得

r(R)是自反的，

sr(R)是自反的和对称的，

tsr(R)是自反的、对称的和传递的。

因此， R'=tsr(R)是 A 上的等价关系。

(2) 设 K'是任意的包含 R 的等价关系，那么 K'是自反的和对称的，所以 K':2RURU
E=sr(R) 。因为 K'是传递的且包含 sr(R) ，所以 K'包含 tsr(R) 。证毕。

例 3. 5 - 4 设 A={a, b, c} 且 A 上的二元关系 R 如图 3. 5 - 3 所示，则 tsr(R) 如图

3. 5 - 4 所示。

oa 厂 Oa ° 图 3. 5 - 3 图 3. 5 - 4 

tsr(R) 的等价类是 {a} 和 {b, C伈诱导出的等价关系的每一等价类是<A, R〉有向图的

一个分图的结点集合。

3.5.2 划分

定义 3. 5 - 5 给定非空集合 A 和非空集合族冗＝｛A1, A2, … ,Am} ，如果
m 

(i) 穴是 A 的覆盖，即 A=UA,,
i-1 

(ii) A. nA, = 0或 A;=A,(i, j=l, 2, … ,m) 

那么集合族亢叫做集合A 的一个划分。
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划分的元素 A，称为划分穴的块，如果划分是有限集合，则不同块的个数叫划分的秩。

若划分是无限集合，则它的秩是无限的。划分的秩就是划分的大小。

例 3. 5 - 5 

(1) 设 S= {l, 2, 3} ，有

A={{l, 2}, {2, 3}}, B={{l}, {l, 2}, {1, 3}} 

C={{l}, {2, 3}}, D={{l, 2, 3}} 

E={{l}, {2}, {3}}, F={{l}, {1, 2}} 

则 C 、 D 、 E 都是 S 的划分，它们的秩分别是 2 、 1 、 3, A 、 B 是 S 的覆盖但不是划分， F 不

是 S 的覆盖也不是 S 的划分。

(2) 将一张纸撕成几片，则所得的各个碎片是该纸的一个划分（参看图 3. 5 - 5) 。

亢＝｛ A1, A2, A3, A4} 是 A 的划分，秩是 4 。

A 二 A3 

A2 

图 3. 5 - 5 

(3) 集合族{ {x, -x} lxEI} 是 1 的秩无限的一个划分。

(4) 设 A 是非空集合，那么 p(A) — {0}是非空集合族，这个集合族是 A 的一个覆盖，

而不是 A 的划分，除非 A 是单元素集合。

根据划分的定义和定理 3. 5 - 3 、定理 3. 5 - 4 立即可得下述定理：

定理 3. 5 -7 设 A 是非空集合， R 是 A 上的等价关系。 R 的等价类集合 {[a]RlaEA}

是 A 的划分。

定义 3. 5 - 6 设 R 是非空集合 A 上的等价关系，称划分 {[a]R la EA} 为商集 AIR,

也叫 A 模 R 。

由商集的定义和定理 3. 5 - 5 立即可得下述定理：

定理 3. 5 - 8 设 R 和凡是非空集合 A 上的等价关系，那么 R1 ＝凡当且仅当

A/R1 =A/Rz o 

以上两定理说明 A 上的等价关系可以诱导出 A 的划分，且是唯一的。反之， A 的划分

也可诱导出 A 上的等价关系。即划分和等价关系可相互诱导。

定理 3. 5 - 9 设丁是非空集合 A 的一个划分，则 A 上的二元关系：

R=UBXB 
JJe, 

或写成

aRb 台 3B[B E 冗 I\ a E B I\ b E BJ 

是 A 上的等价关系。

证

(1) R 是自反的。因为 A 的每一元素是在穴的某块 B 中，所以，对每一 aEA, aRa 。

(2) R 是对称的。假设 aRb，那么有某块 BE 丁，使 aEB 和 bEB。所以 bRa 。
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(3) R 是传递的。假设 aRb 和 bRc ，那么存在 B1E 穴和 B2 Err, 使 a, bE 比和 b, cE 

B2, 即 bEB1nB2, 由划分的定义，要么 B1 nB2=0, 要么 B1=B2, 所以 B1=B2 。因此，

cEB1, aRc 。

综上所述， R 是等价关系。证毕。

定理 3. 5 - 10 设穴是非空集合 A 上的划分， R 是 A 上的等价关系，那么，六诱导出

R 当且仅当 R 诱导出穴。

证 必要性。假设穴诱导出 R,R 诱导出记。

设 a 是A 的任一元素，并设 B 和 B'分别是穴和记的块，使 aEB 和 B' 。那么对任－ b,

有

b EB 台 aRb R 的定义

台 [a]R = [b]R 定理 3. 5 - 2 

台 b E B'b E [b]R = [a]R = B' 

所以， B=B/ 。因为 a 是 A 的任一元素，而六和记都是 A 的覆盖，故亢＝记。

充分性。假设 R 诱导出穴，亢诱导出等价关系 R' 。那么对任意 a 、 bEA

aRb 台 [a]R = [h]R 

台 a 、 b E [a]R 

台 3B(B E 冗 A a EB Ab EB) 

台 aR'b

因此， R=R' 。证毕。

定理 3. 5 - 2 

b E [b]R = [a五和 a E [a]R 

上一行的改述

R' 的定义

例 3. 5 - 6 设 A={a, b, c, d, e}, R={(a, a >, ( a, b>,(a, C >,(b, b>,(b, a >,

(b, C>, ( c, C>, ( c, a >, ( c, b>,<d, d >,<d, e>, ( e, e>, ( e, d〉}，其有向图如图 3. 5 - 6 

所示，则 R 诱导的划分 rr={{a,b,c}, {d,e} ｝。反之，若 A 的划分穴＝｛｛ a,h,c}, {d,e}}, 

则冗所诱导的等价关系 R={a, b, c}X{a, b, c}LJ{d, e}X{d, e}={(a, a >,(a, b>, (a, 

c>, ( b, b>, ( b, a >, ( h, C >,(c, C >, ( c, a >, ( c, b>,(d, d >, (d, e>, (e, e>,(e, d 〉}。

图 3. 5 - 6 

从以上讨论可以看出，除了等价关系可以对空集定义，而划分不能外．等价关系和划
分是相同概念的不同描述，它们紧密相连。

3.5.3 划分的积与和

定义 3. 5 - 7 设穴和记是非空集合 A 上的划分。如果记的每一块都包含于穴的一块

中，那么说记细分穴，或说穴责巨的细分。如果记细分穴，且兀＃矿，那么说穴飞妇r 的真

细分。
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例 3. 5 - 7 

(1) 设 A={a, b, c},,r={{a, b}, {c}}, 亢'＝ {{a}, {b}, {c}} ，则记细分穴。

(2) 把一张纸 A 撕碎得 A 的划分穴，再撕碎，就是将冗细分，所得之矿仍是 A 的划分

（参看图 3. 5 - 7) 。

A2 儿
A 

＝今 = A3 A4 
A 

冗 冗'

图 3. 5 - 7 

(3) I 上模 4 等价诱导出的划分{[OL'[1]4'[2]4'[3]4} 细分模 2 等价诱导出的划分

{ [0]2'[1]2} 。因为[0]4 和 [2]4 两者包含于[O玉中，［1]4 和 [3上两者包含于[1]2 中。

定理 3. S - 11 设穴和记是非空集合 A 上的划分，并设 R 和 R'分别是由穴和记诱导

的等价关系。那么记细分冗当且仅当 R'~R 。

证 我们首先证明如果亢＇细分穴，那么 R'二R 。

假设 aR'从那么有穴＇的某块 B'使 a,bEB' 。因为记细分穴，有穴的一块 B 使 B'~B 。

所以 a, bEB。这得出 aRb，因此 R'~R 。

其次证明如果 R＇三R, 那么记细分冗。

设 B'是记的一块，且 aEB' ，那么 B'= [a]R, = {x I xR'a} 。但对每一 x, 如果 xR'a, 那

么 xRa, 因为 R'~R。所以 {xlxR'a} 三位 lxRa} ，即 [a]R'~[a]R; 用 B 表示［a]R, 那么 B

是穴的一块且 B＇巨B, 这证明了矿细分亢。

等价关系的大小，由该关系所含的序偶个数计算；划分的大小，由划分的秩计算，本

定理说明大的等价关系诱导出小的划分。大的划分诱导出小的等价关系，但这是在记细分

亢或 R'~R 的条件下才能成立，如无此条件，一般不成立。

定理 3. S - 12 设 F 是非空集合 A 上划分的族，则关系细分是 F 上的偏序。

证明留作练习。

定义 3. 5 - 8 设穴1 和穴2 是非空集合 A 的划分。穴1 和 m 的积，表示为穴1 ．亢2' 是 A

的划分穴，它使

(i) 穴细分穴1 和 m 两者。

(ii) 如果记细分穴1 和兀，那么记细分穴。

本定义概括地说就是穴I •穴2 是细分穴1 和穴2 的最小划分。

下述二定理表明两个划分的积常存在且是唯一的。

定理 3. S - 13 设 R1 和凡是非空集合 A 的划分穴］和穴2 所诱导出的等价关系。那么

R=R门凡诱导出穴1 和穴2 的积的划分穴。

证

(i) 因为 R=R1 nR2, 得出 R ］ :::2R 和 R2 :::2R, 所以根据定理 3. 5 - 11, 穴细分穴 1 和 m 。

(ii) 假设穴，细分穴 1 和 n:2 两者，如果矿诱导出 R' ，那么根据定理 3. 5 - 11, R1 二R' 和

R2二R' ，那么 R1 nR2:::2R' ，所以 R二R' ，记细分穴。
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以上结果满足了定义 3. 5 - 8, 所以穴是穴］ .'lr:2 。证毕。

定理 3. 5 - 14 设穴］和兀2 是非空集合 A 的划分，则穴］和穴2 的积是唯一的。

证 假设六和记都是六］和冗2 的积划分，那么从定义 3. 5 - 8 知六和记彼此细分，根据

定理 3. 5 - 12 ，关系“细分”是反对称的，所以，冗＝矿。

例 3. 5 - 8 假定一张纸画上红线和绿线，按红线剪开得划分 T] ，按绿线剪开得划分

穴2' 那么按红线和绿线剪开产生积划分穴］．冗2 （见图 3. 5 - 8) 。

。
冗I 兀2 冗，．气

图 3. 5 - 8 

定义 3. 5 - 9 设穴1 和穴2 是非空集合 A 的划分，丁1 与穴2 的和记为穴1 ＋亢2' 是一划分

冗，它使

(i) 穴 1 和亢2 细分穴。

(ii) 如果穴，是 A 的划分，使穴1 和穴2 细分亢＇，那么兀细分忙。

本定义概括地说就是 m+穴2 是穴1 和亢2 所细分的最大划分。

下述二定理表明二划分之和常存在且唯一。

定理 3. 5 - 15 设 R 和凡是非空集合 A 上的划分穴1 和穴2 所诱导出的等价关系。定

义关系 R 是 R心凡的传递闭包。

R=<R1 UR2)+=t(R1 URz) 

那么， R 是 A 上的等价关系，划分 AIR 是穴 1 和穴2 的和。

证 R1U凡是自反的和对称的，因为并运算保持这些特性。所以根据定理 3. 5 - 6, 

R = t(R1 U R2) = tsr(R1 U R2) 

是包含 R1 和凡的最小的等价关系。因为 R:2R1 和 R:2R2, 穴1 和亢2 两者细分 AIR。再者，

任何被穴1 和 T2 所细分的划分诱导出的等价关系包含 R 和 R2, 因为 t(R1UR2)是最小这

样的等价关系，这得出 AIR 细分所有的这样的划分。所以， AIR 是冗 1 和 m 之和。

定理 3. 5 - 16 设穴1 和穴2 是非空集合 A 的划分，穴1 和 TC2 的和是唯一的。

证明留作练习。

例 3. 5 - 9 假定一张纸上的红线表示划分穴I' 绿线表示划分穴2' 那么，按既是红线又

是绿线的线剪开就产生和划分穴1 ＋亢2( 图 3. 5 - 9) 。

兀， 兀2 冗，十气

图 3. 5 - 9 
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习题

1. 设 R 是 A 上的等价关系，将 A 的元素按照 R 的等价类顺序排列，则等价关系的关

系矩阵 MR 有何特征？

2. 证明集合 A 上的全域关系 R=AXA 是等价关系。

3. 假设 A 是 n 个元素的有限集合(nEN) ，问：

(i) 有多少个元素在 A 上的最大等价关系中？

(2) A 上的最大等价关系的秩是什么？

(3) 有多少个元素在 A 上的最小等价关系中？

(4) A 上的最小等价关系的秩是什么？

4. 设 R和 R'是集合A 上的等价关系。

(1) 证明 RnR'是 A 上的等价关系。

(2) 用例子证明 RUR'不一定是等价关系，要尽可能小地选取集合 A 。

本题说明等价关系的交运算保持自反、对称和传递特性，并运算保持自反和对称特性

但不保持传递特性。

5. 设凡和凡是非空集合 A 上的等价关系，确定下述各式，哪些是 A 上的等价关系，

对不是的举例说明。

(1) AXA-R1 

(2) R1-R2 

(3) R~ 

(4) r(R1 —Rz) (R! －凡的自反闭包）

(5) R1 • Rz 

6. R 是整数集合 1 上的等价关系，将 R 中的每一序偶(x, 沪标在 IXI 笛卡尔平面上，

所得图形有何特点？ （提示：联系笫一题思考。）

7. 应用上题的结论说明下述 1 集合上的二元关系是否是等价关系，对不是的说明为什

么，并找出 R 诱导的等价关系。

0) R=< 

(2) R={(a, b> |(a>O I\ b>O) V (a<O /\ b<O)} 

(3) R={<a, b>| (a;;?:O I\ b>O) V (a<O A b~O)} 

(4) R={<a, b>13:r[xEI/\ lOx<a<lO(:r + 1) /\ lOx~b<lO(x+l)J} 

(5) R={(a, b 〉 |a 整除 b}

8. R 是集合A 上的二元关系。对于所有的 a 、 b 、 cEA, 如果 aRb, bRc 则 cRa, 那么称

R 是循环关系。试证明 R 是自反和循环的当且仅当 R 是一等价关系。

9. 下述论证意味着每一个对称的和传递的关系是一等价关系。设 R 是一对称的和传

递的关系。

(i) 因为 R 是对称的，如果(x, y 〉 ER, 那么 (y,:r 〉 ER 。

(ii) 因为 R 是传递的，如果位， y 〉 ER/\(y,:r 〉 ER, 那么位，心 ER, 所以 R 是自反

的。这得出 R 是一等价关系。

这个论证有什么错误？
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10. 设 A={a,b,c} ，作出 A 的所有划分；设 A 的所有划分构成的集合是 P, 画出

(P, 细分〉的哈斯图。

11. 假设 A={a, b, c, d} ，六1 是 A 上的划分，亢1={{a, b, c}, {d} ｝。

(1) 列出亢1 诱导出的等价关系的序偶。

(2) 对划分

做同样工作。

冗2 = {{a}, {b}, {c}, {d}} 

兀3 = {{a, b, c, d}} 

(3) 画出偏序集合（｛亢I' 穴2, m} ，细分〉的哈斯图。

12. 设 Tr] 和穴2 是非空集合 A 的划分，说明下列各式哪些是 A 的划分，哪些可能是 A

的划分，哪些不是 A 的划分。

(1) 穴1U 冗2

(2) 冗1n 穴2

(3) 穴 l —穴z

(4)[亢1n(亢2 —冗l)]U 穴］

13. 设｛A1, A2, … ,Am}是集合 A 的划分，若 AnB"#-0, i=l, 2, … ,m, 试证明

{A1 nB, A2nB, ···, A.,,nB} 是 AnB 的划分。

14. 设 A 是 n 个元素的有限集，假设穴1' 亢z' …，亢k 是 A 上划分序列，使穴，十］真细分

穴，，找出最大可能的序列长度。

15. 证明定理 3. 5 - 12 。

16. 设 A=I. 定义 A 上的 R1 、凡、凡如下：

aR1h 仁 a==b (mod 3) 

aR少台 a圭b (mod 5) 

aR心已 a圭b (mod 6) 

(1) 对偏序集合({A/R1, A/R2, A/R3} ，细分）画出哈斯图。

(2) 描述以下各式所诱导的等价关系。它们的秩是什么？

(A/R1) • (A/R2), (A/R1) + (A/R3), 

(A/R1) • CA/R3), (A/R1)+CA/R2) 

17. 设凡表示 1 上模）等价，凡表示 1 上模 k 等价。

(1) 证明 1／凡细分 1/R) 当且仅当 k 是）的整倍数。

(2) 描述划分 I/R1+J/Rko

(3) 描述划分 1/Rj. 1/Rk 0 

18. 证明如果穴1 细分亢2 ，那么穴！．亢2= 穴1 和 7r1 +rr2= 穴2 0 

19. 证明定理 3. 5 - 16 。

20. 设 P 表示非空集合A 的所有划分的集合，考虑偏序集合<P, 细分〉，设亢1 和穴2 是

P 的成员。

(1) 证明穴I.m 是集合｛穴I• 穴2} 的最大下界。

(2) 证明 m+亢2 是集合｛ TC1, 冗2} 的最小上界。

* 21. 设 R 是集合A 上的二元关系，如果 R 是自反的和对称的，则称 R 是相容关系。设
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A= {316, 347, 204, 678} 

R={<x,y 〉 lxEA/\yEA/\x 和 y 有相同的数字｝

(1) R 是相容关系吗？

(2) 画出 R 的关系图。

(3) 所有等价关系都是相容关系吗？

(4) 相容关系的关系图和等价关系的关系图有何不同？

22. 每本书都有书号，《中学数学用表》的书号是 ISBN 7 - 107 - 00334 - 8 。 ISBN 是国

际标准书号 <International Standard Book Number) 的缩写。数字分 4 组，第一组 7, 表示此

书是汉语国家或地区出版的，第二组 107 是出版单位号，第三组 00334 是该书的标识号（由

出版单位指定），笫四组 8 是校验码。校验码由以下方法得出，即书号的前 9 位数字分别乘

以 10 、 9 、 8 、 7 … 2 所得积再加上校验码所得的和应当被 11 整除（即模 11 等于 0) 。设置校

验码是为了便于检出复制或传输过来的书号是否有误。请核对书号 ISBN 7 - 5606 - 0459 -

5, 它是否符合上述规则。（书号有不同编法，这是最常见的一种）。

23. 公元 2010 年 3 月 21 日是星期几？ （提示： CD 根据闰年规律 每 4 年一闰，每

100 年不闰，每 400 年要闰和公元 1 年 1 月 1 日是星期一，你可以想出一个公式，它能计算

出公元 x 年 1 月 1 日是星期几。＠计算出公元 2010 年 1 月 1 日是星期儿后，再计算出 3

月 21 日是星期几。）
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第 4章函数

函数是具有特殊性质的二元关系。我们可以把函数看做输入、输出关系；它把一个集

合（输入集合）的元素变成另一个集合（输出集合）的元素，例如计算机中的程序，可以把一

定范围内的任一组数据变化成另一组数据。它就是一个函数。

函数是许多最有效的数学工具的基础，在计算机科学中，获得了广泛地应用。本章我

们将定义一般函数类和各种特殊子类，而侧重讨论离散函数。

4. 1 函数的基本概念

4. 1. 1 函数的定义

函数亦称映射或变换，其定义如下：

定义 4.1-1 设 X 和 Y 是集合，一个从 X 到 Y 的函数 J 记为 J: X-Y, 是一个满足
以下条件的关系：对每一 xEX, 都存在唯一的 yEY，使（x,y 〉 EJ。

(x, y 〉 EJ 通常记作 f(x)=y, X 叫做函数 J 的前域， Y 叫做 J 的陪域。在表达式

f(x)=y 中， x 叫做函数的自变元， y 叫做对应于自变元 x 的函数值。

从定义可看出， X 到 Y 的函数 J 和一般 X 到 Y 的二元关系的不同有以下两点：

(1) X 的每一元素都必须作为 J 的序偶的第一个成分出现。

(2) 如果 J(x)=y] 和 J(x)=yz, 那么 y]=y2o

通常我们也把函数 J 看做是一个映射（变换）规则，它把 X 的每一元素映射到（变换

为）Y 的一个元素，因而 f(x)又叫做 x 的映象。

在定义一个函数时，我们必须指定前域、陪域和变换规则，变换规则必须覆盖所有可

能的自变元的值。例如

J: 1-1, f(x)=O, 如果 x¾O; J(x)=x— 1, 如果 x>O

定义了一个函数。

如果函数的前域是有限的，那么可以通过列表或画有向图表述变换规则。例如

g: {a, b, c, d}-{l, 2, 3} 

g(a) = 1 

g(b) =2 

g(c) =2 

g(d) = 1 

定义 r－函数。
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表示函数的有向图的特征是：有且仅有一条弧从表示前域元素的每个结点射出。因此
如图 4. 1 -1 所示的有向图不是函数，而是一个关系。

a 

://勹
2 

3 

od 

a 

b 

C 

d 

图 4. 1 - 1 

定义 4.1-2 设 J: X---Y, g:W---Z, 如果 X=W, Y=Z, 且对每一 xEX 有 J丘）＝

g(x) ，则称 f=g 。

函数相等的定义和关系相等的定义是一致的，它们必须有相同的前域与陪域和相等的

序偶集合。例如

函数 J: 1---1, J(x) =x2 

和

函数 J: {I, 2, 3}---1, J(x)=x2 

是两个不同的函数。

定义 4.1-3 设 J 是从 X 到 Y 的函数， X＇是前域 X 的子集，那么 f(X')表示 Y 的子

集， J(X')={yl 3x(xEX'/\y=J<x) ）}叫做函数／下 X'的映象。整个前域的映象 J(X)

叫做函数 1 的映象（或叫 J 的值域）。

对任何函数 f: X---Y, 定义 4. 1 - 3 含蓄地指定了另一函数 F, F: p(X)---p(Y) ，对任

- X勺二X, F(X')={yl 3x(xEX'/\y=f(x) ）｝。 J 和 F 显然不是相同的函数， J 的前域

和陪域是集合 X 和 Y,f 映射 X 的元素到 Y 的元素； F 的前域和陪域是集合p(X) 和p(Y)'

F 映射 X 的子集到 Y 的子集，如图 4. 1 - 2 所示。

- 3 

I 

F 

图 4. 1 - 2 

但通常仍将 F(X' ）写成 f(X'），因为自变元已指明 J 是代

表原函数 f, 还是代表诱导出的函数 F, 不仅不会产生二义性，

还有指明诱导者的优点。

例 4. 1 - 1 

(1) 假定 f:{a, b, c, d}---+{1, 2, 3, 4} 用图 4. 1 - 3 定义。

那么

f({a})= { 1} 

f({a, b}) = { 1, 3} 

f({a, b, c}) = { 1, 3} 

a 

b 

c 

d 

3 

4 

图 4. 1 - 3 
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f({a, b, c, d})={l, 3, 4} 

J(0)=0 

(2) 设 f: 1---+I, x~O 时， f(x)=O; x>O 时， f(x)=x-l, 那么

f( —1) = 0, f({ - 1}) = { 0} 

f(O) =O, 

J(l)=O, 

f(2)=1, 

f(3) =2, 

f(4) =3, 

f({ 0}) = { 0} 

f({ 1}) = { 0} 

f({l, 2, 3, ···})=N 

f({2, 4, 6, 8, ···})={1, 3, s, 7, ···} 

f({O. -1, —2, …}) = {O} 

通常用 YX 表示从集合 X 到集合 Y 的所有函数的集合，应用这样的符号有其方便之

处，因为如果 X 和 Y 都是有限集合时，设 IXl=m, IYl=n, 则 IY叮＝ n'"=IY[IXI 。这是

因为对每个自变元，它的函数值都有 n 种取法，故共有矿种从 X 到 Y 的函数。

函数的前域 X 时常是某个集合叉积。具有前域 X=XX，的函数 f 叫做 n 个变元的函

数，在位！，立，…， Xn 〉上的 f 值用 f (x1, X2, ···, x.)表示，这里x,EX, 。算术运算，诸如

加、减、乘等都是二元函数的例子。这些函数通常用固定的符号表示。例如加法可表示为

+(x, y八或 x+y 。

为加深对函数概念的理解，下边我们举一些例子。

例 4.1 - 2 

(1) 设 X={a, b, …, z}, Y={Ol, 02, … ,26}, /: X-Y。 f(a) =01, f(b) =02, …, 

f(z) =26 。 f 是一个简单的编码函数。

(2) S: N-N, S(n)=n+l 。 S 叫皮亚诺后继函数。

(3) X 和 Y 是非空集合， P: XXY-X, P(x, y)=x 。 P 称为投影函数。

(4) X 和 Y 是非空集合，/: X-p(XXY), f(x)= {x} XY。函数值{x}XY代表 XXY 在

x 处的截痕， f 叫截痕函数。

(5) 如果 X=0, Y 是任意集合，那么空关系是从 X 到 Y 的无义的函数，叫空函数。

如果 X#g而 Y=0, 那么从 X 到 Y 的唯一关系是空关系，但这空关系不是从 X 到 Y 的

函数。没有一个函数，它有非空的前域和空的陪域。

4.1. 2 合成函数

关系可以合成。函数是关系，也可以合成，下述定理将证明由合成所得的关系确是一

个函数。合成是获得新函数的常用方法之一，因为直接去定义一个具有一定性质的函数，

有时不如利用两个具有一定性质的已知函数合成得出来得方便。

定理 4.1-1 设 g: X-Y 和 J:Y-Z 是函数，那么合成函数 f•g 是从 X 到 Z 的函

数觅对一切 xEX, (f • g)(x)=f(g(x) ）。

证 因为 f 和 g 都是关系， f•g 是从 X 到 Z 的关系。所以我们只须证明对每一

叩 g: X-Y 和 J,w-z 且 Y竺W 时，如果需要也可定义合成函数 f · g, 不一定要求 Y=W 。
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xEX, 有一个唯一的 zEZ 使(x, z >El· g, 那么 f•g 就是函数了。

因为 g 是函数，对每一 :rEX, 有一 yEY 使 g(x)=y。因为 J 是函数，对每一 yEY,

有一 zEZ 使 f(y) =z。因为 (x, Y >E g, (y, z 〉 EJ, 这得出 (x, z 〉 Ef•g。再者，由千 g

和 J 都是函数， x 唯一地确定 y,y 唯一地确定 z, 千是 x 唯一地确定 z 。所以，（x, 心是以

工为第一分量的合成关系 f•g 的唯一序偶。这样， f•g 是一函数，而(f. g) 位）＝ z=
f(y) = f(g(x) ）。证毕。

注意 g 和 J 的合成函数记为／g ，记法中的次序与关系不一致，其原因是习惯上放置

自变元千函数符号的右侧，近自变元的函数先发生作用。

例 4.1 - 3 

(1) 设 g: {a, b, c}-{A, B, C, D} 和 f: {A, B, C, D}-{l, 2, 3 伈用图 4. 1 - 4 定

义，那么 f•g:{a,b,c}-{1,2,3} ，如图 4. 1 - 5 所示。

a 
g A 

:>二

A 

B 2 

oD 

:///3 

图 4. 1 - 4 

a 

b 

c 

2 

图 4. 1 - 5 

(2) 设 g: {O, 1, 2}-N 定义为 g(工)=工+1, J: N-N 定义为 f（工）＝ 3x+2, 则合成

函数 g•f 没有定义，因为 g 的前域不等于 J 的陪域。然而，合成函数 f•g 是有定义的：

f•g:{0,1,2}-N, J•g（工）＝釭＋ 5

定理 4.1 -2 函数合成是可结合的。即 f、 g 和 h 都是函数，那么(fg)h= f(gh) 。

本定理是定理 3. 2 - 2 的一个特殊情况。另外附带指出，今后讨论一个合成函数时，我

们总是假定它是有定义的，对此不再说明。

如果对某集合 x. J: x-x. 那么函数 f 能同自身合成任意次。 J 的 n 次合成定义

如下：

(1) 广（工）＝工，

(2) 广＋ 1 （工）＝ f(广 (x)), nEN 。
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4.1. 3 归纳定义的函数

当函数的前域是用归纳定义的集合时，归纳法也是指定函数的方便和有效方法。函数

的定义随着前域的定义自然地得出。

例 4.1 - 4 

(1) 阶乘 n! 的归纳定义如下：

f: N-N 

(i) （基础）f(O)=l 。

(ii) （归纳）f(n+D=(n+l)J(n) 。

注意这里极小性条款是不必需的，函数已经随着 N 的归纳定义而在整个前域上定义。

(2) N 上的算术运算能利用后继函数归纳地定义。例如加法运算可如下定义：

+,NXN-N 

(i) （基础）＋（m,O)=m, 对任一 mEN 。

(ii) （归纳）＋（m,S(n))=S(+(m,n) ），或写成十 (m,n+l)=+(m,n)+l,m, nEN 。

(3) 斐波那契 (Fibonacci)序列

o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... 

它具有如下性质，即第二项之后的每一项都是前两项之和。它能作为 N 上的函数 F 归纳地

定义。

F,N-N 

(i) （基础） F(O)=O, F(l)=l 。

(ii) （归纳） F(n+Z) =F(n+D + F(n) ，对所有 nEN 。

以上都是归纳定义的例子，例子的归纳步骤中函数值都用较“早“变元的函数值指定。

对 k=l=n, f(n)用 f(k)表达的式子叫递归公式，用递归公式定义叫递归定义。递归定义时 K

不一定都小千 n 。例如以下著名的麦克卡茜(McCarthy)" 91 函数”是递归地（但不是归纳地）

定义的。

例 4.1 -5 J: N-N 

f(x·) =x- 10, 对 x>lOO

f(:r ） =f(f(x+ll) ），对立至100

这个函数有如下特性，对所有 O:(;x:(;100, f(x)=91, 其它情况 f(x)=x-10 。

在归纳定义的集合上用递归（包括归纳）方法定义一函数，所得未必是函数。特别，当

前域的归纳定义允许某些元素能用多种方法构造时，更易出现这一情况。如果定义得满足

函数定义，我们说这函数是良定的。当一函数是递归定义时，常需证明它是良定的。

例 4. 1 - 6 设 }:={a, b, c}, 2十定义如下：

(1) （基础） aE};+, bE4+, cE4 卜；

(2) （归纳）如果袄心尸和 yE2'一，那么 :ryE 1:+; 

(3) （极小性） 2十是满足条款(1) 和 (2) 的最小集合。

上述 2十的定义允许用多于一种方法构造某些元素，例如 abc, 在归纳步骤中，可以让

x 是 a,y 是 be ，再形成 abc; 也可以让 x 是 ab, y 是 C' 再形成 abc 。

现在 2一，上如下地定义一函数 J:
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J: ~+-N 

(i) （基础） f(a)=l, J(b)=2, J(c)=3; 

(ii) （归纳）如果“心尸和 yE~十，那么 f(xy)= f位） f(y) 。

这个函数不是良定的，例如，

f(bac) = f(b)f(ac) = 2f(a)fG) =213 = 2 

f(bac) —f(ba)f(c) = (f(b)f(u))f(d = (21)3 =8 

如果 2十像 2.3 节那样定义，那么以上这样定义的函数就是良定的了。

递归定义的函数常能写出计算程序。

4.1. 4 偏函数

有时函数 J: X'-Y 的前域 X'没有明晰指定，但 X'~x 和 X 却是明确的。对千这种

情况，有以下定义。

定义 4.1-4 X 和 Y 是集合， X＇~x, 从 X＇到 Y 的任一函数J 称为具有前域X、陪域

Y 的偏函数。而对任一 xEX— X' ，说 f(x) 无定义。

X'=X 时，也符合以上定义，故函数也可看做偏函数。有时为了强调此种情况而称为

全函数。但通常仍称全函数为函数，仅当 x'cx 时称为偏函数。

例 4.1 - 7 

(1) 求实数方根的运算是从 R 到 R 的偏函数｛乙对 x<O 无定义。

(2) 从 R 到 R 的偏函数 f(x)=-,l x(x-1) ，对自变元工＝0 和工＝ 1 无定义。

(3) 计算机程序是偏函数，此偏函数的自变元是程序的输入，偏函数的值是程序的输

出，如果输入使程序不终止或不正常终止，则对这样的输入偏函数无定义。

有关函数的术语和定理都可应用千偏函数，这里不重复了。

4. 1. 5 函数前域的扩大和缩小

有时我们需要缩小所给函数的前域，或扩大所给函数的前域以创建新的函数。为此有

以下定义。

定义 4.1-5 设 J,X-Y,X'~x, J 到 X'的限制是一函数，记为 fix', 定义如下：

fix,: X'-Y 

f|X' 位）＝f(x)

定义 4.1-6 设 J: X'-Y, g, X-Y 而 X'~x。如果 glx,=f, 那么， g 是／到前域

X 的开拓。

例 4. l - 8 设 f: N-N, f(:r )= 2x, g, I-N, g(x) =｛幻，彦0 时，那么， J 是 g
1,:r＜0 时

到 N 的限制，即 f=glN; g 是 J 到 1 的开拓。

习题

1. 由有向图（图 4. 1 - 6)指定的关系，哪些是从 X={a, h, c} 到 Y={0,1,2} 的函数。

对这些函数找出子集 {a, b} 的像；对不是函数的，说明函数的什么性质不满足。

~ 137 ~ 



a 

b 

c 

a 

b 

c 

。

2 

。

o I 

02 

ao oO 

bo 0 1 

CO 

a 

b 

c 

02 

。

2 

图 4. 1 - 6 

2. 给出前域 A 和陪域 B, 试指出以下关系是否构成函数，如果是函数，并指出其值域。

(1) A=N, B=N, {<x, y > |xEA/\yEB/\x+y<IO}

(2) A=R, B=R, { (:r, y > |xEA/\yEB/\x2 =y} 

(3) A={l,2,3,4}, B=AXA,{<1,(2,3 >>, ( 2, (3,4 >), (3,(1,4 >>, ( 4, （ 1 ，心〉｝

(4) A={l. 2, 3, 4}, B=AXA, {<I, (2, 3>>, ( 2, (3, 4>>, ( 3, (2, 1>>}

3. 设 J: u-c 是函数， A 、 B 、是 U 的子集，试证明：

0) J<AUB)=f(A)UJ<B) 

(2) J<AnB)二f(A) nJ(B) 

(3).f(A) —f(B)~f(A —B) 

4. 考虑下述从 R 到 R 的函数：

f(x) =2x+5, 

g(x)=x+7, 

h(x) =x/3, 

k(x)=x-4 

试构造 g • f, f • g, f • f, g • g, f • k, g • h 。

5. 设 X={O, 1, 2} ，找出 xx 中满足下式的所有函数。

(I) 广 (x) = f(x) 

(2) 广 (x)=x

(3)/3(:r)=x 

（满足 .f=f 的函数称为等幕函数。）

6. 设 J 是从 X 到 X 的函数，证明对于所有 m, nEN，广． j气＝ j'"+” 。

7. 设 2 是有限字母表。

(1) 串 x 的长度 II XII 归纳地定义如下：

(i) II A II =O 。

(ii) 如果 xE:S餐和 aE:S, 那么 II ax II= II x II +1 。

试证明\/ x \/ y[ (xE :s•/\yE :s·)- II xy II = II 工 II+ II yl\] 。
(2) 串 xE~骨的反向记为王，归纳地定义如下：

~ 
(i) A=A 。

~ (ii) ax＝元a, 这里 aE4 和 xE3 。
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试证明 VxVy ［釭Ez·/\yE~·)-;;＝对］。
8. 定义 f: N2-N 如下：

(l) j、CO, n)=l, 对所有 nEN 。

(2) f(m+I, n)= f(m, n) • n 。

找出 J 的代数表达式，用归纳法证明它代表 f。

9. 用加法归纳地定义一个函数 f: N2-N 使 f位， y) =x • y 。

10. 对例 4. 1 - 4 的 91 函数，

(1) 证明 f(99) =91 。

(2) 对从 0 到 100 的一切工，证明 f(x)=91 。

(3) 请递归地定义一个类似于 91 函数的函数。

11. 考虑从 R 到 R 的下述偏函数：

g釭）＝ 1 ／x

h(x) ＝丘

k(:r）＝石

对下述每一个合成偏函数，刻画出偏函数有定义的 R 的子集，给出偏函数的代数表达

式，刻画出偏函数的象。

(1) g. g 

(2) h • k 

(3) k • h 

12. 考虑函数 J: A-B, 这里 A={-1,0,1)气且

(1) f 的值域是什么？

o, 
f伍，立）＝｛

工1+立，

(2) 用序偶集合表达出 J 到{ 0, 1 尸的限制。

(3) 有多少同 J 具有同样的前域和值域的函数？

X心2>0

X心、2~0

13. 递归方法能用来定义增长很快的函数。下面定义的阿克曼 (Ackermann) 函数就是

这样。

A, N2-N 

A(n, O)=n+l 

A(O, m+l)=AO, m) 

A(n+l, m+l)=A(A(n, m+l), m) 

试计算 A(n, 1), A(n, 2), A(n, 3), A(4. 4) 。

4.2 特殊函数类

本节介绍具有一定性质的函数，因为今后应用中遇到最多的正是它们。

定义 4. 2 -1 设 J 是从 X 到 Y 的函数。

(1) 如果 f(X)=Y, 那么 J 是满射的（映到的）。
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(2) 如果 x#-x'蕴含着 f(x)#-f(x') （即 f(x) = f(x'儿那么 x=x' ），那么 f 是单射的

（一对一的）。

(3) 如果 J 是满射的且是单射的（一对一和映到的），那么 J 是双射的。

具有这些性质的函数分别叫做满射函数、单射函数和双射函数。

如果 J: X-Y 是满射的，那么每一元素 yEY 是在 f 的象中。如果 J 是单射的，那么

前域不同的元素映射到陪域不同的元素。如果 J 是双射的，那么 Y 的每一元素 y 是且仅是

X 的某个元素 x 的映象，常称双射为一一对应。

图 4. 2 -1 用以说明定义 4. 2 -1 中各类函数的概念，函数的前域和陪域分别用左边的

和右边的一列小圆圈表示。图 (a)是单射的但不满射，图 (b)是满射的但不单射，图 (c)是双

射的。显然，如果 J是满射的，那么至少有一条弧终止于陪域的每一个元素。如果 J 是单

射的，那么终止于陪域的每一元素的弧不多于一条。如果 J 是双射的，那么有且只有一条

弧终止千陪域的每一元素。

。

(a) 三图 4. 2 - 1 

>< (c) 

例 4. 2 - 1 

(1) 皮亚诺函数 S: N-+N, S(n)=n+l 是单射函数但不满射， S 的映象是 N 的真子集

{1, 2'... }。

(2) g: [O, l]-[a, b] ，这里 a<b, g(x) = (b—a)x+a 是双射函数。

(3) h: R-+R, f(x)=x3+2x2 是满射函数但不单射。因

为每一水平线横截图形至少一次，而有些地方多千一次（参

看图 4. 2 - 2) 。

定理 4. 2-1 设 g: X---Y 和 f: y__.z 是函数， Jg 是合

成函数。

(1) 如果 J 和 g 是满射的，那么 Jg 是满射的。

(2) 如果 J 和 g 是单射的，那么 Jg 是单射的。

(3) 如果 J 和 g 是双射的，那么 Jg 是双射的。

证 (1) 任取 zEZ, 因 J 是满射的，存在 yEY, 使

y 

X 

图 4. 2 - 2 

f(y)=z; 又因 g 是满射的，存在xEX, 使 g(x) = y。千是 fg(x) = f(g(x)) = f(y) =z, 

所以 zE Jg(X) 。因为 z 是任意的，这就证明了 (1)部分。

(2) 设 X1 、 X2 是 X 的两个不同的元素，因为 g 是单射的，推得 g(x1)-::/=g(xz) ；又因 J

是单射的且 g(x1)-::/=g(xz) ，推得 fg(x1)-::/=fg(x2) 。所以， X1 -:f=x2 蕴含着 Jg(x1)-::/=

Jg(xz) 。这证明了 (2)部分。

(3) 因为 J 和 g 是双射的，它们都是满射和单射的。从(1) 和 (2) 得 Jg 是满射和单射

的，所以是双射的。证毕。
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例 4. 2 - 2 

(1) 设 E 是偶整数集合， M是奇整数集合。双射函数 J 和 g 定义如下：

g: I-E, g(x)=2:r 

f: E-M, f(x)=x+l 

因为 J 和 g 都是双射函数，故合成函数

Jg, I-M, fg(x)=2x+l 

也是双射函数。

(2) 设

g: [O, IJ-[ 0 ，上］， g(x) ＝号

[o, ½] J, Io, — -(0, 1), f(x)=x+ — 
2 4 

则 g,f 都是单射函数，千是

压 [O, 1]-(o, I), fg(x)＝于叶

也是单射函数，其值域[ 1 3 
4 4 

］包含于(0, 1) 中。

定理 4. 2 -1 的每一部分的逆定理都不真，但有下述”部分逆定理”。

定理 4. 2-2 设凡是合成函数，

(1) 如果 Jg 是满射的，那么 J 是满射的。

(2) 如果凡是单射的，那么 g 是单射的。

(3) 如果 Jg 是双射的，那么 J是满射的而 g 是单射的。

证明留作练习。

定义 4. 2 - 2 对函数 J: X-Y，如果存在 yEY 使对每一 xEX 有 f(x)=y, 即

J(X)={y} ，那么 f 称为常函数。

定义 4. 2-3 如果函数 J: x-x 对一切 :rEX 有 f（工）＝ x, 则称 f 为 X 上的恒等函

数，通常记为 1Xo

恒等函数是双射函数。

定理 4. 2 -3 设 J: X-Y 是函数，那么， f= f • lx = ly • f。

证明留作练习。

本定理说明， X 上的恒等函数是 J 的＂右么元”, Y 上的恒等函数是 f 的“左么元”。

定义 4. 2 -4 X 上的双射函数称为 X 上的置换或排列。

例 4. 2 - 3 

(1) 一集合 X 上的恒等函数是一个置换，并被称作么置换，或恒等置换。

(2) 函数 J: {1, 2, 3}-{1, 2, 3} ，这里 j(1)=2, f(2)=1, f(3)=3 是一置换。

(3) 函数 f: 1-1, f(x)=x+5, 是整数集合上的一个置换。

当集合 X 是无限集时， X 上的置换称为无限次的，当集合 X 是有限集时，若 IXI =n; 

则 X 上的置换称为 n 次的。 n 次置换常写成

p = (:I 工2 … x”归） P（x2) … P亿））
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的形式（可以任意交换列的次序）。如例 4.2-3(2)可写成

p = ( 
2 

2 1 3) 

定理 4. 2-4 在 n 个元素的集合中，不同的 n 次置换有 n! 个。

证 用归纳法。为了叙述方便，我们把 P: X-X 记成 P:X-Y。

当 n=l 时， X＝亿｝， Y={y1} ，于是 X王Y 的双射函数的数目等于 l! =1 。

设从 n 个元素的集合到 n 个元素的集合的双射函数的数目等于 n! 个。现在考察 X=

亿，立，…，立，立＋1}, Y={y1, Y2• …, Yn • Yn+l} 。我们可以把从 X 到 Y 的所有双射函

数分割成如下 n+l 个不相交的集合，第 1 个集合 (i=l, 2, …， n+l)将包括 P:X-Y 而

P(x.+1)=y，的每一双射函数，其数目等千集合{x1 ，立，…，xn} 到集合 {y1 •Y2 • ••• •Yn •Yn+l} —{y,} 

的所有双射函数的数目，根据归纳假设它等千 n! 。对每一 i(i=l, 2, …, n+l) 

有 n! 个函数，所以共有(n+Dn! =(n+l) ！个函数，故定理得证。

例 4. 2 - 4 设 A={l,2,3} ，则 A 上的所有置换为：

pl=(} 二二）， P2= （｝二二）， p3=(; ：二）

P4=(: : :),P5= (: ：了）， P6=G ~二）
因为置换是双射函数，而双射函数的合成是双射函数，所以置换的合成是置换。换言

之，置换在合成运算下封闭。例如

1 2 3 1 2 3 1 2 3 
P冷P3=(1 3 2伈 (2 1 3) =( 2 3 1) =P5 

令表示合成。注意这里的记法 P2令p3' 其次序习惯上仍与关系相同。

显然，置换的合成是可结合的。

为了把集合和函数联系起来，现在我们研究{ 0, 1 杻类型的函数。

定义 4. 2-5 设 U 是全集合（论述域），对每－ A己U, 函数 wA = u-{o, 1} 定义为

炉）＝｛ 1 如果 xEA

0 如果 X ft A 

称它是集合 A 的特征函数。

特征函数也 (x) 的前域 U 一般隐含在讨论的问题中，不明确指定。

例 4. 2 - 5 

(1) 设

U= {a, b, c, d}, A= {b, d} ，也： u-{o, 1} 

则

也(a)=O ，也（b)=l, 也（c)=O, 也 (d)=l

(2) 设

U=[O, l], A= ［李， l] ，也：尸{ 0, 1} 

则
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（参看图 4. 2 - 3) 炉）＝［： ：［二：：
特征函数建立了函数与集合间的一一对应关系。于是，可

通过函数的计算去研究集合上的命题，这有利于计算机处理集

合上的命题。

定理 4. 2-5 设 A 和 B 是全集合 U 的任意两个子集，千

是，对所有 xEU, 下列关系式成立。

(1) \/x('IJ.l'A(x)=O)臼A=0

(2) \/ x('IJ.I'从x)=l ）臼A=U

(3) \f x('IJ.l'A (工)<卫tn(X) ）台A~B

(4) \/x('IJ.l'A(x)='IJ.l'a(x))已A=B

(5)'1"万 (x)=}-'\]_l'A(x)

(6)'IJ.l'AnB(x)='IJ.I'从x) *'\]_I'认x)

(7)'\]_I'AUB(x) ＝也 (x) ＋叽 (x) 一也nB （工）

(8)'IJ.l'A-B(x)='IJ.l'An万 (x) =,P-从工）－ VAnB(x)

证 只证(6) ，其它留作练习。

忆(x)

0 I 1 l x 
2 

图 4. 2 - 3 

当 xEAnB 时， xEA 且 xEB, 所以也nB(x) ＝ 1 ，也（x) = 1, 也 (x)=l, 公式

成立。

当 xfl:AnB 时， xftA 或门tB, 所以也nB(x)=O, 也（工）＝ 0 或 'IJ.l'B(x) =O, 公式也

成立。证毕。

例 4. 2 - 6 

(1) 利用特征函数证明集合上的命题。

CD 证明冗＝A 。

证

所以

妇（工）＝ 1 — V邧:r) = 1 — (1 — V从工））＝寸从心

A=A 

＠证明 An (BLJC)=AnBUAnc。

证也nrnuc)(x) ＝也（x)* 也uc(x)

＝也（x) ＊（也 (x) ＋叽 (x) 一也 (x) ＊叽 (x))

＝也 (x) ＊也 (:r) ＋也（x) *叽 (x) 一也（x)* 也 (x) ＊叽 (x)

＝也nB(x) 十也ncCx) －也n阳((x)

＝也nB(X) ＋也n(、 (x) — '¥(AnB)n(A尔） (x) 

='\[l'AnBUAnc<:r ) 

所以， An <BUC)=AnBUAnc 

(2) 若 f（艾）只有有穷个值，则称 f(x)是简单函数，可用特征函数表达简单函数。

设 f: A-B 是函数，而 B= {h1, b2, …, b.}, h1, 62, …, bn 互不相同。

定义 A, ＝｛直（x)=b;}, 1~冬n。显然 A=，心IA, ，而 1为时A;nA尸心。这样 f(x)
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可表示为

归）＝立，＊也，（x)
i= 1 

习题

1. 下述函数哪些是满射的、单射的和双射的？求出 f(S), S 是前域的子集合。

(1) f: N-N 

f(x)=2x 

S={l, 3, 5} 

(2) f: N-{o, 1} 

f(i) = { 
1 i 是奇数

0 i 是偶数

S={2, 4, 6} 

(3) f: R-R 

f(x)=x2+2x-15 

S=[-1, 1] 

(4) f: NXN-N 

f(m, n)=m" 

S={(O, 1>, ( o, 2>, ( 1, 0 >,(2, 0 >}

(5) f: R-R+ 

f(x) =3工

S=[O, l] 

2. (I) 设 J: X-Y 是函数而 X=O ，问 f 可能是单射函数吗？可能是双射函数吗？

(2) 在什么条件下， 2. 到 N 的长度函数是双射的？

3. 证明存在一个从 X 到 p(X) 的单射函数，这里 X 是任意集合。

4. 设 A 是一任意集合， nEI+ 。定义 S 是从 {O, 1, 2, ···, n-1} 到 A 的所有映射的集

合，定义 T 是 A 的元素的所有 n 重组集合。

T = {<a。 ,a1' …， a.--, 〉 |a; EA} 

证明存在一从 S 到 T 的双射函数。（由于这个双射函数，有的书上符号 A" 既用于表示 T,

又用于表示 s, 即用 n 表示集合{O,l,2,···,n— 1} 。）

5. 设 A 和 B 都是有限集合，假定 A 有 m 个元素， B 有 n 个元素，说明使下述断言为

真， m 和 n 之间必须成立的关系。

(1) 存在从 A 到 B 的单射函数。

(2) 存在从 A 到 B 的满射函数。

(3) 存在从 A 到 B 的双射函数。

6. (1) 证明：对一切 nEN, 如果 fEAA 和 f 是单射的（满射的，双射的），那么广也

是单射的（满射的，双射的）。

(2) 找出一集合 A 和函数 f'gEAA' 使 j、是单射的， g 是满射的，但都不是双射的，

选用 A 尽可能地小。
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7. 对下述每一组集合 X 和 Y, 构造一从 X 到 Y 的双射函数。

(1) X=(O, 1) 

(2) X=I 

(3) X=N 

(4) X=IX I 

(5) X=R 

(6) X=(-1, 1) 

(7) X = p({a, b, c}) 

(8) X=N 

(9) X=[O, 1) 

8. 证明定理 4. 2 - 2 。

9. 证明定理 4. 2 - 3 。

10. 若

Y=(O, 2) 

Y=N 

Y=NXN 

Y=N 

Y=(O, =) 

Y=R 
y = { Q, 1} {a, b, c) 

Y=~• ，这里~= {a, b} 

Y= （¼,主］

1 2 3 4\ tl 2 3 4 
pl= (2 4 1 3),p2= (43 l 2) 

求出 P1 令P2, P2令Pi, p1 令Plo （注意置换的合成一般不可交换。）

11. 设 X 是线序集合，如果工I ::=;;;:r2 蕴含着 J(x,),:=;;;J(x2) ，称函数 J: x-x 是单调增

加的。如果 x,<x2 蕴含着 J(工I)<J(:r2) ，则称 J 是严格单调增加的。现设 J 和 g 是 R 上

的单调增加函数。

(1) 证明 J+g 是单调增加的。

(2) 证明合成函数 Jg 是单调增加的。

(3) 证明 J 和 g 的积可以不是单调增加的。

12. (1) 证明如果 J: X-Y 是单射的， X＇是 X 的任意子集，那么 fix': X'-Y 是一单
射函数。

(2) 假定 J: X'-Y 是一满射函数。证明如果 g 是 J 到 x;:::;2x' 的开拓，那么 g: X-Y 
是一满射函数。

(3) 证明如果 J: X-Y 是一满射函数，那么存在 X＇ t:;;;;;X, 使 fix,: X'-Y 是一双射

函数。

13. 证明定理 4.2-5(1) 、 (3) 、 (5) 、 (7) 、（ 8) 。

14. 设 S=<AnB)LJ （万nC)U(Bnc) ，试用也（x) 、也 (x) 、叽 (x)表达也 (x) 。

4.3 逆函数

4. 3.1 基本概念

给定一个关系凡颠倒 R 的所有序偶，得到逆关系 R。给定一个函数 f，颠倒 J 的所有序

偶，得到的关系 J却未必是函数。例如， X={l, 2, 3}, Y={a, h, c}, f={O, a >,(2, a >,

(3, C〉}是一函数。而 f={<a,l 〉, (a, 2>, ( c, 3 〉}不是从 Y 到 X 的函数。但如果 J 是从 X
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到 Y 的双射函数，则定理 4. 3 -1 说明 f 是 Y 到 X 的双射函数。

定理 4. 3 - l 设 f: X-Y 是一双射函数，那么 f 的逆关系］是一双射函数，

f": Y-X 。

证 考虑对应千 J 和 J 的序偶集合

f= {( :r , y > |xEX/\yEY/\f(:r)=y}

f={(y,x > |(x, y >Ef}

因为 J 是满射的，每一 yEY 出现千一序偶 (x, y 〉 EJ 中，因此，出现于一序偶 (y, X >El

中。再者，因．f 是单射的，对每一 yEY, 最多有一个 xEX 使 (x, y 〉 EJ, 因此，仅有一个

:rEX 使 (y, X 〉 EJ。这两断言就证明了 f 是一函数且 f:Y-X 。

因为每一 xEX 都有 (x, y 〉 Ef，因而有 (y, X 〉 El, 所以 f 是满射的。再者，对 Y 的

任意两个不同元素 y1 和 y2 ，有（Y1, X! 〉和 (y2, x2 〉 El, 因而有 (x1, Yi 〉和 (x2, Y2 >Ef, f 

是双射函数，所以 x! ＃立， f 是单射的。故 f 是双射的。证毕。

定义 4. 3 -1 设 J:X-Y 是双射函数，称逆关系 f 为 f 的逆函数0，记为 1-1' 称 f
足可逆的。

注意仅当 f 是双射函数时逆函数才有定义。

定理 4. 3 -2 设 J:X-Y 是可逆的，则 f-I. f=1m f • f-l=1Yo 

证设 x 是 X 的任一元素，如果 f(x)=y, 则 /-1 (y) =x 。

r1. f(x)=r1<J(x))=F1(y)=x 

所以，、f、 1 • f=lx 。

类似地，设 y 是 Y 的任一元素，如果 j l(y)=x, 则 f(x)=y 。

f • F1(y)=f(F1(y))=f(x)=y 

所以， f • f- 1=lY o 

注意：合成 f 和 f]得恒等函数，但其前域可以是 X 或 Y, 决定千合成的次序。

定理 4. 3-3 如果 f 是可逆的，那么 (f-l)-l=f。

证明留作练习。

"'· 3. 2 规范映射

设 J: X-Y 是一函数， X＇~X,Y'~y。前已介绍过 f(X'）的意义，现在建立 f-1 <Y') 

的心义。

定义 4. 3 -2 设 f: X---Y 是函数且 Y＇三Y, 那么

f-1(Y' ）＝｛工订位） EY'}

表 /r、 X 的子集，叫做 f 下 Y'的逆象或前象。

这样，符号 f-1 有两种用途，一是用来表示双射函数 f 的逆函数，一是用来表示在任

心函数 f 下一个集合的逆象。与 J 类似，主要由自变元来区分，当自变元是 Y'三Y 时， f、 1

u 习惯上称为反函数，但按数学术语中“逆”和“反＂的意义，此处用“逆”为是。
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表示一个从 p(Y) 到 p(X) 的函数，不过当自变元 Y'是陪域的一个子集又是陪域的一个元素

时，符号 f寸有二义性，使用时应注意。

例 4. 3 -1 

(1) 考虑图 4. 3 - 1 表示的函数，那么 r1<{o})={b},

r 1 ({ 0, 1 }) = { a, b, c}, 1-1 ({ 2, 3 }) = { d }, r 1 ({ 2, 4 }) = 

g。注意 f 没有逆函数。

(2) 假定 J: X-Y，这里 X={O, l}, Y={0, {0}}, 

f(0)=0, f0)={0} ，那么 f-1 用作双射函数 f 的逆函数时

a 

b 

。

02 

F1({0})=1 

但是用作诱导出的从 p(Y) 到 p(X) 的函数时

1-1({0})={0} 

如上所述这种场合 f-1 有二义性，使用时要注意。

如果函数 J: X-Y 的前域 X 非空，那么集合族{f-1({y})|yEY/\f— l({y})#-0} 形

成 X 的一个划分，与此划分相关联的等价关系 R 可如下定义：

；二：
图 4. 3 - 1 

x1Rx2仁f(x1) = f(xz) 

容易证明 R 符合等价条件。我们称 R 为 f 诱导的等价关系。

定义 4. 3-3 设 R 是一集合 X 上的等价关系，函数

g: x-XIR, g(x)=[x]R 

叫做从 X 到商集 X/R 的规范映射。

例 4. 3 - 2 设 X= {a,b,c,d}, Y= {0,1,2,3,4}, /: X-Y, f(a) =l, f(b) =O, /Cc)= 

1, f(d)=3, 那么 J 诱导的 X 上的等价关系 R 有等价类 {a,c} 、 {b} 和 {d} （参看图 4. 3 -1) 。

从 X 到 X/R 的规范映射是函数 g 。

g: {a, b, c, d}-{{a, c},{b},{d}} 

g(a)={a, c}, g(b)={b}, g(c)={a, c}, g(d)={d} 

从这个例子可以看出，给定一个函数 f: X-Y, 可以在 f 自身前域 X 上诱导出一个等

价关系，对此等价关系可以定义一个规范映射。在计算机科学上这些概念有许多应用。

4.3.3 单侧逆函数

定义 4. 3 -4 设 h: X-Y 和 k: Y-X, 如果 kh=1X ，那么 k 是 h 的左逆元（或左逆函

数）， h 是 K 的右逆元（或右逆函数）。

业已证明：如果 J:X-Y 是双射函数，那么函数 f]存在且 J1. J=lx 和 f·f] ＝ 1Yo

因此， f一］既是 f 的左逆元又是f 的右逆元，为了强调也称它为双侧逆元。仅双射函数才有

双侧逆元，而某些其它函数仅有单侧逆元。下一定理说明单射函数存在左逆元，满射函数

存在右逆元。

定理 4. 3 -4 设/: X-Y, X-=1=0, 那么

Cl) f 有左逆元当且仅当 f 是单射的。

(2) f 有右逆元当且仅当 f 是满射的。

(3) f 有左逆元和右逆元当且仅当 J 是双射的。

(4) 如果 J 是双射的，那么 f 的左逆元和右逆元相等。
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证 (1) 必要性。假设 g 是J 的左逆元，那么 gf=lx 是单射的，根据定理 4.2-2(2),

J 是单射的。

充分性。用构造性证明。选取任意元素 X。 EX, 定义 g 如下：

g: Y-X 

g(y) =x 如果 yEJ(X)和 f(x) = y 

g(y) =x。如果 y(/:f(X)

函数 g 是良定的，因为对每一自变元 yEY 恰有一个值被指定。再者，如果 f位）＝y, 那么

gf(x) = g(f(x)) =g(y) =x。所以 g 是 J 的左逆元。证毕。

由左逆元的构造方法可知，左逆元不唯一。例如在图 4. 3 -2 中，函数 g 和 h 都是 J 的

左逆元。

a 
f 

一＾。 。
h 

a 

b 

：二”o I 

；二ob2 2 b 

(a) (b) (c) 

图 4. 3 - 2 

(2) 必要性。假设 g 是 J 的右逆元，那么 fg=ly 是满射的，根据定理 4. 2 - 2(1), f 

是满射的。

充分性。用构造性证明。定义 g 如下：

g: Y-X, g(y) ＝工

这里的 x 是满足 f(x)=y 的任意一个确定的 x 。函数 g 显然是良定的。再者，如果 f（:r) = 

y ，那么 fg(y)= f(g(y))= f(x)=y。所以 g 是 J 的右逆元。证毕。

由以上构造方法可知，右逆元也不唯一，请读者自己举出例子。

(3)部分从(1) 和 (2)立即得出，现在证明 (4)部分。

(4) 假定 J 是双射的，具有右逆元 h 和左逆元g; 那么 g. f=lx 和 f • h=ly, 根据定

理4. 2 - 3, 有 g=g • ly=g • f • h=lx • h=h。证毕。

定理 4. 3 - 5 设 f: X---+Y 和 g: Y-x. rl 存在且 g=f 1 当且仅当 g•f=lx,

f · g=ho 
证 必要性是显然的，因为 1-1. f=lx 和 f • f-l=1Y 。现证明充分性。

g 是 1 的左逆元，所以 J 是单射的； g 是 J 的右逆元，所以 J 是满射的。因而 J 是双

射的， rl存在。再者

g=lx. g=<r1. f)g= r1. (f. g)= r1. ly= r1 

证毕。

本定理说明逆函数是唯一的。

定理 4. 3-6 设 J:X-Y 和 g:Y---+Z 且 J 和 g 都是可逆的，则

(g • f) I = r I O g- l 

证明留作练习。
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习题

1. 对下述每一函数确定：

(1) 函数是单射的、满射的还是双射的。

(2) 给定的集合 S 的逆象。

(3) 函数诱导出的等价关系。

CD/: R---R+, f(x) =2工， S= { 1, 2} 。

® f: 1---+N, f(x)= lxl, S={O, 1} 。

® /: R---R, f(x)=3, S=N 。

1 @ f: [O, =)---R, f(x) =—-,S= {o, — 1 
l+x 2 }。

® f: {a, b}*--+{a, b}*, f(x)=xa, S={il, b, ba} 。

1 @ /: (0, 1)---(0, =), f(x)=~, S=(O, 1) 。

2. 求出下列各函数的逆函数：

(1) J: R-+R, f(x)=x 。

X 

1 3 
(2) f: [O, 1]- ［丁＇了]• f(x) 飞＋十。
(3) f: R-+R, f(x) =x3 — 2 。

(4) f: R-+R;., f(x)=2气）

3. 置换是双射函数，双射函数的逆函数存在且仍为双射函数，置换的逆函数叫逆

置换。

(1) 已知 P= （ l 23) ，求逆置换 P l 

3 1 2 

(2) 若 P= (P(x;,) ;;… xn) ，求 P
P(x1) P(xz) … P(x") 

4. 设 A={l, 2, 3, 4} 。

1 和 P令p-1 0 

(1) 试作一函数 J: A--+A, 使 J=rl 且 j#lA 。

(2) 试作一函数 f: A-A，使广＝J 且 fc:/=lA 。

5. J, A---B, C~A 和 D三B, 证明或否定以下各等式，否定时要举出反例。

(1) 1-1 (B—D)=A—J-1(D) 。

(2) J(cnJ-l(D) ）＝J(C)nD 。

(3) J<r'(D)) =D 。

(4) f-'(f(C)) =C。

6. 证明定理 4. 3 - 3 。

7. 设 j.l 、八、八、儿是从 N 到 N 的下述函数：
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f1 (x) = { 
1 

。

儿 (x) =x 

庐）＝厂
。

f,(:r)=O 

设 E，是函数 f，诱导出的等价关系。

(1) 画出一有向图代表下述偏序集合：

({N/E1, N/E2, N/E3, N/E4} ，细分〉

(2) 对每一 i' 找出在从 N 到 NIE, 的规范映射下 3 的象。

8. 设 J 是从X 到 Y 的函数，这里 X 有 n~2 个元素，说明 Y 和 J 上的必要条件，如果

要使 J 诱导出的 X 上的等价关系的秩是

(1)1, (2)2, (3)n 。

9. 设 R 是集合 X 上的等价关系，在什么条件下，规范映射 g, X---XIR 是双射函数。

如果 x 是质数

如果工不是质数

如果工是奇数

如果 x 是偶数

10. 设 f:X-Y，定义 X 上的关系 R 如下：

x1Rx2已f(x1) = f(x2) 

证明 R 是等价关系。

11. 对图 4. 3 -3 所表示的函数确定其左或右逆元，如果它们存在。指明函数诱导的前

域上的等价关系，并构造规范映射。

12. 证明定理 4. 3 - 6 。

a 

b 

c 

。

2 

a 

b 

c 

。 a 。

(a) (b) 

二二
(c) 

a 。 a 。

：二：
(d) 

：二l
(e) 

图 4. 3 - 3 
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第 5 章无限集合

许多有趣的和重要的集合，诸如自然数集合和所有 ALGOL 程序集合，都不是有限
的。探讨无限集合的目的是使我们进一步明确这些集合和它的元素的结构，以便我们去证
明数学中和计算机科学中的许多理论问题。

5. 1 可数和不可数集合

5. I. I 有限和尤限集合

我们首先定义有限集和无限集。

定义 5. 1 - l N 的初始段是前 n 个（包括 0 个）自然数的集合 {O, 1, ···, n-1} 或 N

自身。

定义 5. 1 - 2 如果有从 N 的初始段{ 0, 1, …， n-l} 到 A 的双射函数，那么集合 A 是

有限的，具有基数 nEN。如果集合 A 不是有限的，那么它是无限的。

定理 5. l - l 自然数集合 N 是无限的。

证 为了证明 N 不是有限的，我们必须证明没有 nEN 使从 {0,1,2,···,n — l} 到 N

的双射函数存在。设 n 是 N 的任意元素， J 是任意从{ 0, 1, …, n — 1} 到 N 的函数，令
k=l+max{f(O), j(l), …， f(n — 1)} ，那么 kEN, 但对每一 xE{O, 1, 2, … ,71- 1}' 
f(x)=l=k 。这说明 J 不是一个满射函数，所以 J 不是一个双射函数。因为 n 和 J 都是任意
选取的，我们得出 N 是无限的。证毕。

定理 5.1 - 2 有限集合的每一子集是有限的。

证 设 S 是有限集 T 的任一子集，

(1) 如果 S 是空集，那么存在0到 S 的双射函数 空函数，根据定义 5. 1 - 2, S 是
有限的。

(2) 如果 S 是非空集，那么 T 也是非空集。因为 T 是有限的，所以存在双射函数使 T
的每一元素和某个 N 的初始段中的数对应。我们把和数 1 对应的元素就记为 a, ，于是 T 的
元素是

ao, al'az, "', an--1 
现在我们要构造出一个双射函数 g, 使某－ N 的初始段和 S 的元素对应。构造方法如下：

G) 置 i=O, j=O 。

＠先检查 a，是否在 S 中，如果在 S 中，转第＠步；否则转第＠步。
＠使 g勺）＝a，，把 J 的值加 1 ，把 1 的值加 1 ，加 1 后如果 i<n 转第＠步，否则结束。
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＠把 i 的值加 1 ，加 1 后如果 i<n 转第＠步，否则结束。

容易看出这样构造的函数 g 是从初始段{ 0, 1, 2, … ,j-1} 到 S 的双射函数。按定义

5. 1 - 2, S 是有限集。

推论 5.1 - 2 设 S 是T 的子集，如果 S 是无限集，那么 T 是无限集。

本推论是上一定理的逆反。

例 5. 1 - 1 设 A 表示永不停机的 ALGOL 程序集合，我们通过构造永不停机的程序

集合 A 的一个子集 A' ，证明 A 是无限集合。

begin 

B: go to B 

end 

这个程序我们记作 p。，是 A 的一个元素。在紧接千 begin 的后边，我们插入语旬

go to B 

我们得到一个不同的程序 p! ，它也在 A 中。考虑程序 pn ，它是由 p。插入 n 个语句“go to 

B”于 begin 之后得到的。那么 A'={p。 ,P1, Pz, …｝是 A 的一个无限子集，因此，根据推

论 5.1-2,A 是尤限集合。

我们能用类似的结构去证明总要停机的 ALGOL 程序集合也是无限的。

5.1.2 可数集合

度量集合大小的数叫基数或势。为确定有限集的大小，我们把称作 N 的初始段的集合

{O, 1, ···, n — l} 作为“标准集合”，用双射函数做工具，对它们进行比较。当且仅当从

{O, 1, 2, ···, n-1}到集合 A 存在一双射函数时，称集合 A 具有基数 n, 记为 IAl=n, 这

就是日常生活中的数数的概念。现在我们将这种想法加以推广。通过选取一些新的”标准
集合“，建立无限集合的基数的概念。

第一个选作“标准集合”的无限集，就是定理 5. 1 - 1 已证明了是无限的自然数集 N 。

定义 5.1 - 3 如果存在一个从 N 到 A 的双射函数，那么集合 A 的基数是次。，记为

/Al ＝次。。

显然，存在从 N 到 N 的双射函数，所以， INI ＝次。。次。读做阿列夫零，次是希伯来文

第一个字母。

例 5.1 - 2 

(1) I I+ I ＝次。：

函数 J: N-1+, f(x)=x+I 是一双射函数。

(2) I I I ＝决。：

函数 f:N-1, f(x)=[/+1 当 x 是偶数时，是一双射函数。
———-，当 x 是奇数时

如果存在从 N 的初始段到集合 A 的双射函数，则示意 A 的元素是可“数”的，虽然

“数”的过程可能不终止。这导致了以下定义。
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定义 S. l - 4 如果存在从 N 的初始段到集合 A 的双射函数，则称集合 A 是可数的或

可列的；如果 IA| ＝次。，则称集合 A 是可数无限的；如果集合 A 不是可数的，则称集合 A

是不可数的或不可数无限的。

可数和枚举的概念十分密切，下边介绍枚举的概念。

一个集合 A, 如果它的元素可列成表，我们说这个集合是可枚举的。这个表可以是有

限的也可以是尤限的， A 的元素也可以在表中重复出现，即不要求表中的所有项都是有别

的。如果一张表列出集合 A, 那么表的每一项是 A 的一个元素，而 A 的每一元素是表的一

项。这些思想概括成以下定义。

定义 S. l - S 设 A 是一集合， A 的枚举是从 N 的初始段到 A 的一个满射函数 f。如

果 f 也是单射的（所以是双射的），那么 f 是一个无重复枚举；如果 f 不是单射的，那么 f

是重复枚举。

枚举函数 f 通常是用给出序列 (f(O), f(l), f(2), …〉含蓄地指定。

例 S.1 - 3 

(1) 如果 A=0, 仅有一个 A 的枚举，它是空函数。

(2) 如果 A={x, y伈那么(x, y, 心和 (y, 心都是 A 的有限枚举，第一个是重复枚

举，第二个是无重复枚举。

(3) 设 A 是非负的 3 的整倍数集合，那么 (0, 3, 6, …〉和 (3, o, 9, 6, 15, 12, …〉都

是 A 的无重复枚举，后者的枚举函数是

f(n) = { 
3(n+ 1) , 如果 n 是偶数

3(n-1) , 如果 n 是奇数

定理 S. l - 3 一个集合 A 是可数的当且仅当存在A 的枚举。

证 必要性。如果 A 是可数的，那么根据定义，存在一从 N 的初始段到 A 的双射函

数，这证明了存在 A 的枚举。

充分性。我们考虑两种情况：

情况一：如果 A 是有限的，那么根据有限集合的定义和可数集合的定义， A 是可

数的。

情况二：假设 A 不是有限的而 f 是 A 的枚举，枚举 f 必须以 N 的全集作为它的前域。

如果 f 是双射函数，那么根据可数无限集合的定义， A 的基数是次。而 A 是可数的。如果 f

不是双射函数。我们可利用下述办法，根据枚举 f构造一个从 N 到 A 的双射函数 g, 以证

明 A 是可数的。构造的方法类似千定理 5. 1 - 2 证明中所用的，不过这里的过程是不终

止的。

CD 置 g(O)=f(O), i=l, j=l 。

＠检查 f(i)是否已出现在 S={g(O), g(l), ···, g(j-1)} 中，如果 f(i) 不在 S 中，

转第＠步，否则转第＠步。

＠置 g(j) = f(i) ，把 j 的值加 1 ，把 1 的值加 1, 然后转第＠步。

＠把 i 的值加 1, 再转第＠步。

如此进行下去，就可得出任意 nEN 的 g(n)值。因为 A 的每一元素是某整数 t 的对应
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值 f(i) ，这得出 A 的这个元素是函数 g 对某自变元1 的值 g (j汃这里 j~i 。因此 g 是满射

的。又根据构造方法， g(O) 、 g(l) 、 g(2) …中无重复的，另外，因为 A 是无限的， g 的前域

将是整个集合 N。所以 g 是 N 到 A 的双射函数。这证明了 IAI ＝次。和 A 是可数的。

例 5.1 - 4 

(1) 设 I={a, b} ，则 2．是可数无限的。不妨设 a~b, 这样， 2．的元素能用标准序列

出， 2．的枚举是

(A, a, b, aa, ab, ba, 比， aaa, aab, …>

所以， 2' 是可数无限的。

对任何有限字母表 4' 以上结论均成立。但注意，如果 IIl>l ，那么 2．不能按词典序

枚举。

(2) 正有理数集合 Q十是可数无限的。显然 Q尸不是有限的，因为其真子集正整数集合

L是无限的。可如图 5. 1 - 1 那样，对 Q十进行重复枚举，枚举的次序用有向路径指出。所

以， Q+ 是可数无限的。

分子

1 2 3 4 5 6 

I 
Jtl/ 

2/1 一 3/1 4/1 一 5/1 6/1 

/ / / / 
2 1/2 2/2 3/2 4/2 5/2 

/ / / / 
3 1/3 2/3 3/3 4/3 

分母 L/ / / 
4 1/4 2/4 3/4 

/ 
2/5/ 5 1/5 

i/ 
6 1/6 

图 5. 1 - 1 

图 5. 1 - 2 给出 Q 的另一种枚举次序。

分子

2 3 4 5 6 

!~211『3/1『4/l『5/1『6/1『
2 1/2 2/2 3/2 4/2 5/2 6/2 

2). 
3 l/3 2/3 3/3 4/3 5/3 6/3 

分母 @ 
4 )/4 2/4 3/4 4/4 5/4 6/4 

1)' 
5 1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 615 

3 
6 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 6/6 

图 5. 1 - 2 
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定理 5.1 - 4 可数个可数集合的并是可数的。

证 设 S 是 N 的初始段，集合 A= l/A, ，这里每－ A, 是可数的。如果 S=0或对旬
iES 

- iES, A,＝肛那么 A=0, 结论成立。现在假定 S#-0且至少有一非空集合 A, ；小失

一般性，我们假定 A。 #0。我们用非空集合的枚举构造一无限数组。如果 A,#0 ，那么数

组第 i 行是A，的枚举；如果 A，是有限的，我们用无限重复枚举。如果 A;=0, 我们饶第 l

行等千第 1— 1 行。这样，数据包含所有 A 的元素而无其它元素。 A 元素的一个枚举山图

5. 1 - 3 中的有向路径指定。从定理 5. 1 - 3 得出 A 是可数的，千是定理得证。

A。: aoo - ao1 ao2 - ao3 

/ / / 
A1: a10 a11 a12 a13 

L/' / 
A2: a20/ a21 a22 a23 

A3: a30 a31 a32 a33 

图 5. 1 - 3 

定理 5.1 - 5 设 A 和 B 是可数集合，那么 AXB 是可数集合。

证明留作练习。

例 5. 1 - 5 上述定理能用来证明下列每一个集合都是可数无限的。

(1) N2 = { (n1'nz 〉 /n;EN} 。

(2) I"={ （丸，立，…， xn 〉 :r,EI} （整数分量的 n 重组集合）。

(3) Q"={ （立， x2, …， :rn 〉 lx;EQ} 。

(4) 有理系数的所有 n 次多项式集合。

(5) 有理系数的所有多项式集合。

(6) 以有理数为元素的所有 nXm 矩阵集合。

(7) 以有理数为元素的任意有限维的所有矩阵集合。

定理 5.1 - 6 如果 A 是有限集合， B 是可数集合，那么 BA 是可数的。

证若 A 是空集，则 IBA I =l, 是可数的；若 A 非空，而 B 有限（包括是空煤）．则

/B勺＝ IBI IAI 有限，因而是可数的。剩下只需证明 IAI =n>O, 且 B 是可数无限的情况。设

B 的无重复枚举函数是 g: N-B, 对每一正整数 kEN 定义集合凡如下：

Fk = {J I f E BA I\ f(A) ~ g({ 0, 1, 2,..., k - 1})} 

那么凡包括所有这样的函数，其象是包含在 B 的枚举的前 k 个元素组成的朱合中；

IF. I =k” 。因为 A 是有限的．对每一函数 J: A-B 存在某 mEN, 如果取 k>m ．那么

fEF,; 所以 BA= u Fk 。但每一集合凡是有限的，因而 BA 是可数的。证毕。
kE N 

5. 1. 3 基数 c

不是所有无限集都是可数无限的，下一定理说明需要新的无限集基数。

定理 5.1 - 7 实数的子集[o, 1]不是可数无限的。
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证 设 f 是从 N 到 [O, 1] 的任一函数，我们将证明 J 不是满射函数，从而证明了对

[O, l]没有枚举存在。

我们把每一 xE [O, 1]都表示为无限十进制小数，于是 f(O), f(l), f(2) …可表示为

f(O): · Xoo X。 l X。2 X。3

f(l): • X10 工 ll 工 12 X13 

f(2): . x20 X21 X22 X23 

f(n): .x “° X nl X n2 X n3 

这里 xm 是 f(n)小数展开式的第 1 个数字。现在我们指定实数 yE [O, 1]如下：

Y =. Yo Y1 Y2... 

这里

l 如果 x"# l 

y, = {2 如果 xn = 1 
数 y 是决定于数组对角线上的数字。显然， yE[O, 1] ，然而， y 与每一 f(n) 的展开式至少

有一个数字（即第 n 个数字）不同。因此，对一切 n, y# J(n) 。我们得出映射 f: N---+[O, l] 

不是一个满射函数。所以 J 不是[O, 1]的枚举。因为 J 是任意的，这证明 I [O, 1]| ＃次。。

这个定理和证明是康脱给出的。这种证明方法叫“康脱对角线法”，被广泛地应用千可

计算理论。

现在我们选[O, 1]作为新的“标准集合“，并给出以下定义。

定义 5.1 - 6 如果有从[O, 1]到集合 A 的双射函数，那么 A 的基数是 c 。

选用字母 e 是根据集合[O, 1]常叫做连续统(Continuum)这个事实。

例 5.1 - 6 

Cl) l[a, b]l=c。这里[a, b]是 R 中的任意闭区间， a<b。注意到 f(x) = (b-a)x+a 

是从[O, 1]到 [a, b] 的双射函数，即可证明。

(2) l(O, Dl=l[O, 1]| 。这两个集合的不同仅在千区间的两端点；为了构造从[o, 1] 

到 (0, 1) 的一个双射函数，我们必须在(0, 1) 中找出 0 和 1 的象而保持映射是满射的。定义

集合 A 是{ 0, 1, 
1 1 歹＇了'…,—... }，定义映射 J 如下：n 

J: [O, 1]---+(0, 1) 

f(O)=~ 

f(l__) ＝」一，对畛l
n) n+2 

f(x)=x, 对 xE [O, 1] —A 

那么 J 是双射函数。所以 l(O,l)l=c 。

图 5. 1 - 4 是函数 J 的图示。
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1-3 
l

一4

1

一5

1-6 

。

。 1-3 
1

一4

1

一5

1-6 1-2 

图 5. 1 - 4 

(3) IRI =c。我们定义一个从(0, 1) 到 R 的双射函数如下：

1 —— x 
g(x) = 2 

x(l —x) 
g: (0, 1) _. R, 

因为前例中的 J 是从[O, 1]到 (0, 1) 的双射函数，而 g 是 (0, 1) 到 R 的双射函数，合成函

数 gf 是从[O, 1]到 R 的双射函数。因此 IRl=c 。

习题

1. 用定义 5. 1 - 2 证明集合[O, 1]是无限集合。

2. 若 A 和 B 都是无限集合， C 是有限集合，回答下述问题。对肯定的答复要讲出理

由，对否定的答复要举出反例。

O)AnB 是无限集合吗？

(2) A— B 是无限集合吗？

(3) AUC 是无限集合吗？

3. 确定下述集合哪些是有限的，哪些是无限的。如果集合是有限的，对它的基数找出

表达式。

(1) 在 {a, b} ｀中，质数长度的所有串的集合。

(2) 在 {a, b, c尸中，长度不大于 K 的所有串的集合。

(3) n 个结点的所有关系图集合。

(4) 矩阵的项取自{ 0, 1, 2, …, k} 的所有 mXn 矩阵集合，这里 m, n, k 是给定的正

整数。

(5) 命题变元 P 、 Q,R 和 S 上所有命题公式集合。

(6) 从 {O, 1} 到 1 的所有函数集合。

(7) N° o 

4. 证明定理 5. 1 - 5 。

5. 证明下述每一个集合是可数无限的。

(l) 2. ，这里 4={a} 。

(2) {（孔，立， X3 〉 Ix.EI} 。

(3) {a, b尸的所有有限子集的集合。

(4) 所有整系数的一次多项式集合。
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(5) 具有自然数结点的所有关系图集合。

* 6. I+ XI十集合用图 5. 1 - 2 那样元重复地枚举，试写出其枚举函数和逆函数。

7. 构造从[O, 1]到下述各集合的一个双射函数以证明它们有基数 c 。

(1) (a, b) ，这里 a<b, a,bER 。

(2) {xlxERAx~O} 

(3) (0, l] 

(4) { (x, y > |x, y ER A x2 + y2 = 1} 

8. 设 !Al =c, !Bl =c, ID! ＝次。， !El =n>O, 这里 A,B,D 和 E 是彼此不相交的，

证明下列各式：

0) IAUBI =c 

(2) !AUDI =c 

(3) IDXEI ＝次。

9. 证明由 0 及 1 构成的序列的集合，其基数是 c 。

* 10. 试找出一集合 S, 使 IP(S)l ＝次。，如果你不成功，描述所遇到的困难。

11. (1) 在定理 5. 1 - 7 的证明中，假设对 f(i) 用二进制展开式并定义 y 的数宇为

y, = {0 如果 x,, = 1 
l 如果 x,, = 0 

证明可能存在某 jEN, 使 y= f(j) 。

(2) 由于 [O, 1] 中某些数的十进制表示的非唯一性，能否产生类似上边 (1) 中的问题？

在定理 5. 1 - 7 的证明中，应如何定义 y 才能避免？

12. 以下是从 N 到 N 不存在双射函数的证明。试指出其错误。

假设 J 是从 N 到 N 的一个双射函数， f(k)=ik 。对每一 h ，颠倒 ik 的数宇并放小数点

于左边以构成一个在[O, 1] 中的数。例如若 ik=l23, 则被构成． 32100··· 。这样，定义了一

个从 N 到 [O, 1]的单射函数 g。例如

g(l23) =. 321000… 

应用康脱对角线技术于数组

g • f(O) =.Xoo X。 1 Xo2 ••• 

g. 八 1) =. X10 XII 工12···

来构造数 yE [o, 1] 。现在把 y 的数字颠倒，并把小数点放在右边。其结果是一个不出现在

表 f(O) 、 f(l) 、 f(2) …中的数，这与断言 J 是满射函数矛盾。因此，从 N 到 N 没有双射函

数存在。

5.2 基数的比较

前边我们已介绍了基数的直观意义和两个最常见的无限集基数。现在我们要在集合的

基数上建立相等关系和次序关系，并证明它们有类似千实数上通常次序关系的性质。
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5.2. 1 基本概念

我们知道，如果 A 和 B 是有限集， IAI =n, IBI =m, 那么
(1) 如果存在一个从 A 到 B 的双射函数，那么 n=m 。

(2) 如果存在一个从 A 到 B 的单射函数，那么 n~m 。

(3) 如果存在一个从 A 到 B 的单射函数，但不存在双射函数，那么 n<m 。

现在我们把函数和基数之间的这些关系自然地推广到任意集合。

定义 5. 2 - 1 设 A 和 B 是任意集合。

(1) 如果有一个从 A 到 B 的双射函数，那么称 A 和 B 有相同的基数（或等势），记为

IAl=IBI 。

(2) 如果有一个从 A 到 B 的单射函数，那么称 A 的基数小于等千 B 的基数，记为

IAl~IBI 。

(3) 如果有一个从 A 到 B 的单射函数，但不存在双射函数，那么称 A 的基数小于B 的

基数，记为 IAl<IB| 。

现在我们先考虑定义 5. 2 - 1 的 (1) 部分。

因为在合成运算下双射函数是封闭的，双射函数的逆函数是双射函数，因此等势关系

有以下性质。

定理 5. 2 - 1 等势是任何集合族上的等价关系。

证明留作练习。

从以上定义和定理，我们可得出一个有理论意义的和一个有实用意义的结论。

(i) 等势是集合族上的等价关系，它把集合族划分成等价类，在同一等价类中的集合

有相同的基数。因此可以说“基数是在等势关系下集合的等价类的特征“，或者干脆说“基

数是在等势关系下集合的等价类的名称“，这实际上就是基数的一般定义。例如， 3 是等价

类 {{a, b, c}, {O, 1, 2}, {r, s, t}, …}的名称（或特征），次。是 N 所属等价类的名称。

（心要证明一个集合 S 有基数 a' 只需选基数为 a 的任意集合 S' ，证明从 S 到 S'或从

S到 S 存在一双射函数。选取集合 S'的原则是使证明尽可能容易。

例 5. 2 - 1 

(1) 设 E 是正偶数集合，考虑 E 的基数。因为

j、 :It- E, f(x) = 2x 

是从 L 到 E 的双射函数，所以， IEI = II+ I ＝次。。

(2) 设 4={a,b},S 是 2 上以 a 带头的有限串集合，考虑 S 的基数。因为

J, 4. - S, f(x) = a:r 

是一个双射函数，所以，飞l=lrl ＝次。。

现在我们考虑定义 5. 2 - 1 的 (2) 和 (3) 部分。

我们选用符号＜和<,是因为上述定义的次序关系具有这些符号的通常性质。然而，

要证明这些性质是冗长和复杂的。我们将不加证明地引入说明这些性质的两个定理。第一

个定理叫做三歧性定律。

定理 5. 2 - 2(Zermelo) 设 A 和 B 是集合，那么下述情况恰有一个成立：
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0) IAl<IBI 

<2) IBl<IAI 

(3) IAl=IBI 

第二个定理断言关系<是反对称的。

定理 5. 2 - 3(Cantor-Schroder-Bemstein) 设 A 和 B 是集合，如果 IAl<IBI 和 IBl<A,

那么， IAl=IBI 。

这个定理对证明两个集合具有相同的基数提供了有效方法。如果我们能够构造一单射
函数 J:A-B, 以证明 IAl<IBI; 构造另一单射函数 g:B-A, 以证明 IBl<IAI ，则按照

定理即可得出 IAl=IB| 。注意 f 和 g 不必是满射的。这样，定理 5. 2 - 3 实际上等价千“若

存在从 A 到 B 和从 B 到 A 的单射函数，则存在从 A 到 B 的双射函数”。通常构造这样的

两个单射函数比构造一个双射函数要容易。

有r 以上两个定理，就容易得出：

定理 5. 2 - 4 设 S 是一基数集合， S 上的次序关系<是＿线序 o s 上的次序关系＜是

一拟序。

证明留作练习。

例 5. 2 - 2 

(1) 证明 i(O, Dl=l[O, l]I 。

证因为 J: (O, D-[o, l], f(x) =x 是单射函数，所以 l<O, l)[<l[o, l]I 。又

g: [O, l]-(0, 1), g(x) =—+ —是单射函数，所以，几o, 1] 匡; I <o, 1) 伈故 i(O, OI= 2. 4 

I [o, l] I 。

(2) 证明 J(O, l]l=c 。

证 作函数 f: (0, 1)-(o, l], f(x) ＝工。这是单射函数，所以， c< I <o, l] I 。

作函数 g: (0, l]-[O, l], g(x)=x。这也是单射函数，所以， 1 ( 0, 1] 匡红。故

l(O, I]l=c 。

定理 5. 2 - 5 设 A 是有限集合，那么 IAI ＜次。＜e 。

证假定 IAl=n。我们证明对每－ n, 有 I { o, 1, 2, … ,n-l}l<INl<l[O, l]I 。

作函数 J: {O, 1, 2, …, n-1}-N, f(x) ＝工。这是一单射函数，所以， l{o,1,2, …，

n— Ul<INI 。定理 5. 1 - 1 已证明没有从 N 到{ O, I, 2, … ,n-1} 的双射函数，所以，

I {O, 1, 2, …， n-l}l#-JNJ, 故 I { o, 1, 2, … ,n-1} J<JNI, 即 n<~。。

作函数 g: N-[o, l], f(x) = 
x+1 

，这也是一单射函数，所以， INl<l[O, 1]| 。定理

5. 1 - 7 已证明 INl#-J[o, l]I ，所以， IN 匡习 [o, l] I ，即次。 <c 。

* 5. 2. 2 应用举例

例 5. 2 - 3 证明 /p(N) I =c 。

证

心作函数 h: p(N)-[o, 1] 。 h 的变换规则是：对每一子集 S已N,
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h(S)=.x。 X1XzX3 …（十进制小数）也

工，＝｛｝
例如， h(0) =O 

h(N) =O. 111… 
h({l, 4, 5})=0.010011 

h 是单射的，所以， lp(N)l<l[O, 1]| 。

iES 

i ff: s 

＠作函数 k: [O, l]-p(N) ，设 x= ．工。功 X2 …是 xE [O, I] 的二进制表示（如果 x 没有

唯一表示，可任意选取其中之一）。 K 的变换规则是

k<x)={ilx;=l} 

例如，

k(0)=0, k(l)=k(0.111 …) = N, k(0.01101)={1, 2, 4} 

I 则 k 是单射的（注意不满射，例如一如果用 0. 1 表达，则其象是 {O} ，如果用 0. 0111…表达，2 

则其象是 {1, 2, 3, …｝，两者不能兼得），所以，店臼p(N) I 。

由心和＠得 p(N)=c 。

例 5.1 - 4 证明 lp<4·) I =c, 这里 4={a,b} 。

证 上例已证明 lp(N) I =c, 我们只需证明 lp(4') I= lp(N)| 。

O 作函数 j、:r-N, f 的变换规则是把3 中的字符串变为{ 1, 2 尸中的字符串，串
中的 a 变 1, b 变 2, 然后将所得串作为 N 中的自然数，例如 j、 (aab) = 112, J(abab) = 

1212, …另外定义 f(A)=O 。

f 把 2 ．中不同字符串映射到 N 中不同自然数， f 是单射的。因而 J 诱导的函数（仍记

为 f) J: p心.) - p(N) 也是单射的，所以 lp(4*)l<lpCN)I 。

＠作函数 g: N--+-4* ，设 nEN 用二进制表示，表示式中除 0 外均由 1 打头，例如 5 写

成 101 不能写成 0101 等。 g 的变换规则是：把 n 看做 {O, 1} 上的字符串，再把串中的 0 变
a 、 1 变 b, 得出 2 上的字符串，例如 g(O) =a, g(lOl) =bab 。

g 把 N 中不同的自然数变为 4. 中不同的串， g 是单射的，因而 g 诱导的函数（仍记

为 g) g: p(N)--+- p(4') 也是单射的，所以 /p(N)l<lp(4*)I 。

由 O和＠得出 Ip心*)l=lp(N)I 。

例 s. 2 - S 证明 /NNl=c 。

证 0 作函数 F: NN-+-(0, 1) ，设 J 是 NN 的元素，对每一变元 iEN, J(i)=x, ，这里

x，是二进制数，应用数字“2”作函数值的间隔符，我们定义

F(J) =. X。 2x12.r22…

并解释 F(f)为对应千自变元 J 的三进制小数。例如，若 h: N-N, h(x)=2x, 那么hENN,

而

心 这里不能作为二进制小数，不然 h((O})=O.l; h({l, 2, ···, n, ···})=0.0111 …而 O.l=O.Olll

…，函数 h 不是单射的。
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F(h) =. 0210210021102… 

F 是入射函数，所以， IN叮 ,s;;c 。

＠作函数 G: (0,1)-NN, 设 x 是 (0, 1) 的一个元素， x=.x。 X1X2 …是 x 的无限十进

制展开式，定义

G(x) = f 

其中 JENN, f(O) =x。 ,J(l) ＝立，…， f(n)=立,…。 G 是从 (0, 1) 到 NN 的入射函数。

所以 c~IN门。

由 CD和＠得出 INNI =c 。

例 5.1 - 6 对一个数 xE co, 1) ，如果存在一个 ALGOL（或 PL/1, 或 FORTRAN 等

等）程序 P, 当给出任一非负整数 i（作为输入），经过有限但可任意长的时间，它恰好输出 x

的十进制展开式的第 i 个数字后停机，则称 x 是可计算的。所谓数 x=.x。 X1X2 …是可计算

的，意指存在程序 P 能用来确定 x 到任意精确度，或产生 x 的展开式的任意一位数字。反

之，则称数 xE co, 1)是不可计算的。例如，循环小数． 5141414…是可计算的，因为存在以

下计算它的过程。

Procedure Comp(i) 

if i= 1 then return 5 

else 

if i兰O(mod 2) then return 1 

else return 4 

现在我们证明区间 (0, 1) 中存在不可计算的数。所用的证明方法叫基数论证，是非构造性

的，将涉及以下集合：

~: ALGOL 的字符集合，

A: 所有 ALGOL 程序集合，

C: 计算 (0, 1) 中某个数的 ALGOL 程序集合，

S: 在（ 0, 1) 中能被某 ALGOL 程序计算的数的集合。

因为 2 是一有限集合，字母表 2 上非空串的集合有基数次。，即 II+| ＝次。。因为任何

ALGOL 程序是 2 上的有限串，所以

IAl,s;; 口寸 I

因为 C 是 A 的真子集，所以

ICl,s;;IAI 
忏一程序 P 至多能计算 S 的一个元素的数字，但不同程序能计算同样数的数字。这得出

1s1,s;;1c1 
这样，我们有

1s1,s;;1c1 冬 IA k二次。

但在 5. 1 节中，我们已证明 l(O, l)l=c, 本节中已证明次。<c。因此， ISl<l(O, 1)| 。即

仆 (0, 1) 中某些数是不可计算的。
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5.2.3 无限集合的特性

定理 5. 2 - 6 每一无限集合包含一可数无限集合。

证 设 A 是无限集合，应用选择公理。于 A 的子集的序列，我们构造一无限序列

(a。 ,al' 气，…〉如下：

从 A 中 选取 a 。

从 A-{a。}中 选择 al

从 A — {a。 ,al }中 选择 a2

从 A — {a。 ,a1,a2} 中 选择 a3

集合 A-{a。，生， a2, …， an} 的每一个都是无限的。若不然， A 将等千两个有限集合

A — {a。 ,al' …， an} 和 {a。 ,al' …, an} 的并，而两个有限集合的并是有限集合，与 A 是无

限集合矛盾。这样，我们能从 A-{a。 ,a1, ·:·, a.} 中选取一个新元素生＋l, 从而能够构造

一无限序列 a。 ,al' 生，…而没有重复。这个序列的元素组成一个A 的可数无限子集B 。于

是定理得证。

定理 5. 2 - 7 ~。是最小的无限集基数。

证 根据定理 5. 2 - 6 ，如果 A 是无限集合，那么 A 包含一可数无限子集 B 。因为映射

J,B-A,J位） = x, XE B 

是从 B 到 A 的单射函数，这得出 IBl~IAI ，而 IBI ＝次。，我们得次。~IAI 。证毕。

定理 5. 2 - 8 集合 A 是无限集合，当且仅当存在一单射函数 J,A-A, 使 f(A)是 A

的真子集。

证 必要性。为减少叙述，我们应用定理 5. 2 - 6 的符号和结果。

记 A'=A-{a。}。作函数 f: A-A', f(x) =x, 当口t:B 时； f(x)=x，口，当 xEB

时，显然， A＇是 A 的真子集， J 是 A 到真子集 A' 的单射函数。

充分性。我们要证明“如果存在单射函数 f: A--+-A, 使 J(A)是 A 的真子集，那么 A 是

无限集＂。用逆反证明法，即要证明“如果 A 是有限集，那么不存在单射函数 f: A-A, 使

f(A)是 A 的真子集＂。但这是显然的，因为 A 的元素个数多于真子集 f(A) 的元素个数，

函数 f 至少要把 A 的两个元素映射到 f(A) 的同一元素，所以 f 不是单射函数。证毕。

本定理说明了无限集的最基本的特性，有的课本就是用本定理作为无限集的定义。应

用这一定理能很容易地证明许多集合是无限集。

例 5. 2 - 7 

(I) 证明 N 是无限集。

函数 J: N-N, f(x)=2x 是单射函数，它的象是偶数集合，是 N 的真子集，所以 N 是

无限集。

CD 选择公理：如果 C 是非空集合族，那么存在一集合 T, 使 T恰好包含每个集合 SEC 中的一个元

素工选择公理有多种叙述形式，以上是最易明了的一种叙述。

-- 163 — 



(2) 证明 2长是无限集，这里 4= {a, b} 。

函数 f:4 关 -4•, f(x) =ax 是单射函数，它的象是以字母 a 开头的所有有限串，它

是 2．的真子集，所以 2．是无限集。

5.2.4 基数的无限性和连续统假设

我们首先说明没有最大的基数和没有最大的集合。

定理 5. 2 - 9 (Cantor)设 A 是一集合，那么 IAI < lp<A> I 。

证容易看出，函数

J: A- p(A), f(a) = {a} 

是单射的。所以， IAl<lp<A) I 。

下面我们证明 I A I =I= I p<A) I 。

设 g: A-p<A)是任意函数，我们要证明 g 不是满射的，因而不是双射的。

函数 g 映射 A 的每一元素工到 A 的子集 g(x) ，元素 x 可能在子集 g （心中，即

xEg(x) ，也可能 x 茫 g(x) 。定义集合

S= 位 I x (i g(x)} 

S 是 A 的子集。

现在证明对任－ aEA, g(a)=l=S。用反证法，假设 g(a) =S, 则

aES 台aE 釭 lxf/::g(x)} 根据 S 的定义

台a (i g(a) 根据定义 S 的谓词

台”t:S 根据假设 g(a)=S

这是一个矛盾，所以 g(a)=S 是假。因为 a 是任意的，这得出 g 不是满射函数，因此不是

双射函数。又 g 是任意函数，这证明了没有双射函数存在，所以 I A I =I= I p<A> I 。证毕。

应用本定理我们能够构造一个可数无限的无限基数的集合。其中每一个都大于它前边

的一个。

IN l<I p(N) l<I p(p(N)) I< … 

下边介绍连续统假设。

如果集合 A 有 n 个元素，则 p(A)有 2" 个元素，例 5. 2 - 3 证明了 lp(N) I =c, 于是人

们认为 c=zlNI =2~(）。 A 是有限集时， 1 小和 lp<A) I 之间存在着其它基数，千是康脱提出

沁和 c 之间是否也存在其它基数？连续统假设断言不存在这样的基数。从前已经知道连续

统假设和集合论公理是一致的。但 1963 年科恩(Paue Cohen)证明了连续统假设的反命题也和

集合论公理一致，即连续统假设和集合论公理是独立的。这就给我们带来一个问题，例如，我

们要证明所给集合 A 有基数 c, 如果接受连续统假设，那么我们只需证明 IAl<c

和 IAI>料。如果拒绝这一假设，那么这样的证明是不充分的，可能有次。<|Al<c。我们

应避开使用这一假设。

习题

1. 证明如果 A＇~A, 那么 IA'l<IA| 。

2. 证明如果 IA 匡习团和 ICl=IAI, 那么 ICl<IBI 。
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则

3. 设 J: A-B 是一单射函数，假设 A 是无限的，试证明 B 是无限的。

4. 设 A 和 B 是集合， A 是无限的，试应用上一题的结果，证明

(1) p(A)是无限的。

(2) 若 B#-0, 则 AXB 是无限的。

(3) 若 B#g ，则 AB 是无限的。

5. 证明如果存在一个从 A 到 B 的满射函数，那么 IBl:s;;;IAI 。

6. 设穴1 和穴2 是 A 的划分，使兀！细分兀，证明 1 穴2 I :s;;; I 穴 I I 。

7. 证明定理 5. 2 - 1 。

8. 证明定理 5. 2 - 4 。

9. 证明 l[O, l]X[O,l]l=c 。

提示：作函数 f(x, y)=z, 这里若

x=.x。 X1X2 … （二进制数）， y=. YoY1Y2 … （二进制数）

z=.x。 2y。 2x12y12… （三进制数）

10. 找出下述集合的基数，并证明之。

(1) Q（有理数集合）。

(2) RXR 。

(3) X 坐标轴上所有闭区间集合。

11. 找出下述集合的基数，并证明之。

(1) p(Q) 

(2) R-Q 

* 12. (1)证明存在一个不可计算的数在任何两个有理数之间，此二有理数在[O, 1] 中。

(2) 证明所有在[O, 1] 中的有理数都是可计算的。

13. 证明如果 A 是有限集， B 是无限集，那么 IAl<IBI 。

14. 证明可数集合的每一无限子集是可数的。

* 15. 证明集合 A 是无限集的充分必要条件是对于从 A 到 A 的每个映射 f, 有 A 的非

空真子集 B, 使 f(B)~B 。

16. 如 p([O, l]) I 为 2`．，找出其它集合有基数 2' 的例子。

17. 证明或否定下列各式：

0) IAl=IB| ＝习 p(A) I= lp(B) I 

(2) <IAl<IBI/\|Cl<ID| ）⇒ IACl<IB[J| 

(3) <IAl<IBI/\|Cl=ID| ）＝习 AXCl<IBXDI

(4) <IAl<IBI/\ |Cl<ID| ）⇒ IAUCl<IBUDI 

18. 设 A 是非空集合， IBl>l, 证明 IAl<IB'1I 。

* 5. 3 基数算术

本节我们对基数定义一个算术，包括加法、乘法和幕运算，并介绍基数算术的若干基
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本性质，其中大多数类似千普通算术中的性质，是易记的，但证明它们是复杂的，我们不

予证明。

定义 5. 3 - 1 设 a 和 b 是基数， A 和 B 是使 IAl=a 和 IBl=b 的两不相交集合。 a 和

b 之和定义为

a+b=IAUBI 

定理 5. 3 - 1 基数的加法是可交换的和可结合的。

证 根据和的定义和集合并的性质直接得出。

定理 5. 3 - 2 设 a 、 b 、 d 和 e 是基数，那么

(1) 如果 a<b 和 d,s;;:e, 则 a+d,s;;:b+e 。

(2) 如果 a<b 和 d<e, 则 a+d<b+e 。

证 (1) 设 A 、 B 、 D 和 E 都是集合。 IAl=a, IBl=b, IDl=d, IEl=e, 且 AnDU

BnE=0。因为 a,s;;:b, 有一单射函数 J: A-B; 因为 d<e, 有一单射函数 g: D-E。定义

映射 h 如下：

h: AUD-BUE, h IA= f, h lo= g 

因为 AnD=0, 映射是良定的。因为 BnE=0且 f 和 g 两者都是单射的，得出 h 是单射

的。因此， IAUDl<IBUEI, 所以 a+d<b+e 。

(2)部分不予证明。

本定理说明，在加法运算下次序关系冬和＜都保持。

定理 5. 3 - 3 设 a 和 b 是基数， a 是无限基数且 b<a, 那么 a+b=a 。

我们不证明这一定理，然而 a=c 和 b ＝次。的特殊悄况却容易从前两节已有的结果得

到证明。

设 A= ｛义:lxER/\ 1冬x冬2}, E={¼zlnEN} ，那么 IAl=c, IE| ＝次。，而 A雇＝

g。根据 AUB~[o, 2] ，得 IAUE 因沁但 IAUB 彦习 Al=c, 所以， IAUEI =c＋次。 =c 。

现在考虑基数乘法。

定义 5. 3 - 2 设 a 和 b 是基数， A 和 B 是集合，使 IAl=a 和 IEI =b, 那么 a 和 b 的

积记为 a • b, 定义如下：

a•b=IAXBI 

定理 5. 3 - 4 基数的乘法是可交换的和可结合的，在加法上可分配，即 a(b+d) = 

ab+ad 。

证明留作练习。

定理 5. 3 - 5 设 a 、 b 、 d 和 e 是任意基数。

(1) 如果 a<b 和 d,s;;:e, 那么 ad<be;

(2) 如果 a<b 和 d<e, 那么 ad<de 。

(1) 部分的证明留作练习，（ 2）部分不证。

本定理说明乘法运算也保持次序关系<和＜°

定理 5. 3 - 6 设 a 和 b 是基数， a 是无限基数， b#O 且 b<a, 那么 ab=a 。

和定理 5. 3 - 3 一样，我们不作一般证明。仅对 a=c 和 b＝次。的特殊情况证明本定理
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成立。

设 A=(O, 1) 和 B=N, 那么 IAl=c 和 IB| ＝次。。我们证明 IAXBI =c。作函数

J: AXB-R+ (R1 是正实数集合）

f(:r , n) = x + n 

J 是单射函数。因为 IR+ I =c, 得出 1AXBI<e。再者，映射

g: (0, 1)-----.AXB, g(:r ) = <.r, 0 >

是单射的，得出 c冬 IAXBI 。因此 IAXBI =c 。

定理 5. 3 - 3 和定理 5. 3 - 6 说明基数算术在含有无限基数时，不同于普通算术。

最后我们讨论幕运算。

定义 s. 3 - 3 设 a 和 b 是基数， A 和 B 是使 IAl=a 和 IBl=b 的集合，那么 a 的 b 次

幕记为 a1' ，定义如下：

ab = I A8 I 
这个定义的直接推论是 IA叮＝ IA I I/JI 0 

例 5. 3 - I 考虑函数 f: N-{o, 1} ，它把 N 的元素划分为两部分，一部分对应千 o,

一部分对应于 1 。这个函数可用指定 N 的一个子集（对应于 0)来确定。因此，此种函数的个

数 I {O, 1}门相等千 N 的子集的个数 [p(N) I ，但 [p(N) I =c, 按定义 5. 3 - 3 得 2次 0 =c 。这

就证明了上节我们曾提及的公式 c=2次勹

基数的幕也成立指数定律。

定理 5. 3 - 7 设 a 、 b 和 d 是基数，那么

(1) abld=ab. ad 

(2) (ab)d =ad •矿

(3) (ab)d =a以

证 (1) 设 A 、 B 和 D 是集合，使 IAl=a 、 IBl=b 和 IDl=d, 且 BnD=0。设 j、:B-A

和 g: D-一A ，因为 B 和 D 不相交，存在一映射 h: BUD-A, 使 h 是 J 和 g 的一个开拓。

这样，我们能定义函数 F 如下：

F:A8XAD-AHUD, F(<J,g>) = h 

这里 h[B=f 和 h lv=g。函数 F 是单射函数，因此 IABXAD 匡习 ABUD I 。再者，我们定义函

数 G 如下：

G: ABUD ----All XAD, G(h) = <h IH, h|[)>

这也是单射函数（容易证明 G=F1) 。因此

I ABUD l~I AH XAD I 

我们得到

I ABUD\=\ All XA/J I 

(2) 和 (3) 部分的证明是类似的。

幕运算也保待次序关系。

定理 5. 3 - 8 设 a、从 d 和 e 是基数，那么

(1) 如果 a~b 和 d~e, 那么 a长二b';
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(2) 如果 a<h 和 d<e, 那么 ad<b勹

(1) 部分的证明留作练习，（2）部分不予证明。

习题

1. 设 IAl=IBI 、 |Dl=IEI 且 AnD=BnE=0, 试证明 !AUDI= IBUEI 。

2. 设 IAl=IBI 和 IDl=IEI ，试证明 IAXDl=IBXE| 。

3. 确定下列表达式的值，字母 n 表示 N 的任一元素。

(1) n＋次。

(2) ~。十决。

(3) n • C 

(4) C • C 

(5) 0 决。

(6) le 

(7) ~~ 

(8) ~~ 

(9) ~:o 
(10) c0 

(11) c3 

(12) c+(~。• c+3 次。）

4. 找出下述每一集合的基数：

(1) RUR2" 

(2) SX2. ，这里 ISi =n, nEN 。

(3) 元素在 R 中的所有mXn 矩阵的集合。

(4) 整数分量的所有 n 个分量的向量集合。

(5) 所有从 3 到 N 的函数集合。

(6) 所有从 IXI 到 1 的函数集合。

(7) 有理数元素的所有 nXn 矩阵集合。

5. 对基数我们没有定义减法。试证明下述定义不是良定的。

定义：设 A 和 B 是集合，使 IAI =a, IBI =b 和 B竺A, 那么 a-b= IA-Bl 。

6. 证明下列各题：

(1) 如果 A 是无限集合， B 是可数集合，则 IAUBl=IA| 。

(2) 如果 A 是不可数集合， B 是可数集合，则 IA—Bl=IAI 。

(3) [O, 1] 中的无理数的集合，其基数是 c 。

7. 设 a 、 b 和 d 是基数，

(1) 证明如果 a:;(b, 那么 a+d:;(b+d 。

(2) 用反例表明 a<b 不蕴含着 a+d<b+d 。

(3) 证明如果 a:;(b, 那么 ad:;(bd 。
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(4) 表明 a<b 不蕴含着 ad<bd 。

8. 证明定理 5. 3 - 4 。

9. 证明定理 5. 3 - 5 的 (1) 部分。

10. 证明对任一整数 n~2, n次。＝ c 。

11. 证明定理 5. 3 - 8 的 (1) 部分。
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第 6章代数

代数，也称代数结构或代数系统，是指定义有若干运算的集合。例如，整数集合，在其

上定义乘法和加法，就成为一个代数系统。用抽象方法研究各种代数系统的性质的理论学

科叫“近世代数”。所谓抽象方法是指它并不关注组成代数系统的具体集合是什么，也不关

注集合上的运算如何定义，而只假设这些运算遵循某组规则，诸如结合律、交换律、分配

律等，然后根据这样的抽象代数系统，来讨论和研究该系统应有的性质，使所得结论具有

普遍意义。所以，近世代数又称“抽象代数”。

近世代数的应用十分广泛，它不仅是数学专业的一些分支，如数论、范畴论等的基础，

也为某些其它专业，如原子物理、系统工程等所必需。在计算机和信息科学中，也常需引

用近世代数的内容，它已成为这一领域中科技人员必须掌握的基本工具。

本章介绍的内容和近世代数相似，主要有代数结构的一般概念和半群、独异点、群、

环、域儿类代数。但我们不用“近世代数”而用”代数”作章名，是因为我们的侧重点和近世

代数有所不同。我们的目的主要是使研究计算机和信息科学的读者获得应用代数概念和方

法的能力，并为他们深造提供基础。因此，我们仅侧重于和数学模型、形式语言和自动机、

数据安全、编码等学科有关的部分，以及各种学科经常引用的基本概念和方法部分。

6. 1 代数结构

6. 1. 1 代数的构成和分类方法

代数通常由下述三部分组成：

(1) 一个集合，叫做代数的载体。

载体是我们将处理的数学目标的集合，诸如整数、实数或符号串集合等，一般是非空

集合，我们不讨论载体是空集的代数。

(2) 定义在载体上的运算。

定义在载体 S 上的运算是从 Sm 到 S 的一个映射，自然数 m 的值叫做运算的元数。从

S 到 S 的映射，诸如给定一个实数 x 求[x] ，给定一个整数 y 求 IYI' 叫做一元运算；从 S2

到 S 的映射，诸如数的加法和乘法，都是二元运算。常见的是一元和二元运算，但理论上

可定义任意的 m 元运算，例如语句 if x=/=O then y else z, 可定义为运算对象是 x 、 y 、 z 的三

元运算。
(3) 载体的特异元素，叫做代数常数。

代数常数是联系丁某些运算的特异元素，在下一小节我们要作专门论述。但有些代数
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不含常数。这里所谓“不含“只是说我们研究该代数时并不关注这些特异元素，不一定见贞

的没有。

代数通常用载体、运算和常数组成的 n 重组表示。

例 6. 1 - 1 

(1) 整数、加法和常数 0 可构成一个代数。

叩载体是整数集合 I= （…，— 3' — 2. — l,0,1,2,3, …）。

＠定义在 1 上的运算是加法（记为十）。

＠常数是 0 。

这个代数可记为 (I, 十， 0 〉。

(2) 幕集合 p(S) 、并、交、补、 g和 S 可构成一个代数。

CD 载体是 S 的幕集合 p(S) 。

＠定义在载体上的运算是：两个二元运算 U 和门、一个一元运算一。

＠常数是g和 S 。

这个代数可记为 (p(S), U ，门，， 0, s) 。

在不产生误解的情况下，标示代数的记号可以简化，不一定将所有成分都写出．钉时

常数可以不写，有时仅用载体标记该代数。

通常我们不去研究单个具体的代数，而是一个种类一个种类地去研究。为此．我们首

先要知道什么样的两个代数是同一种类的。

第一，要有相同的构成成分。如果两个代数包含同样个数的运算和常数，且对应运符

的元数相同，则称两个代数有相同的构成成分。

例 6. 1 - 2 

(1) 代数 (N, •, 1 〉和 (I,-, 0) 有同样的构成成分，因为都有一个二兀运符和 个

常数。

(2) 代数 <{O, 1), V, A, O, 1 〉和 (p(S), U, n, 0, S〉有相同的构成成分。

两个代数有相同的构成成分，还不一定有本质的联系，如例 6.1-2(1) 就是这杆。

因此

第二，要有一组相同的称为公理的规则。这里每一公理是用载体元素和代数运符的符

号写成的方程。

具有相同构成成分和服从相同公理集合的代数称为同种类的。对同一种类的代奻．根

据它的公理推出的一切定理，对该种类的一切代数都成立。

例 6.1 - 3 

(1) 考虑具有(N, 十． O〉形式的构成成分和下述公理的代数类。

CD a+b=b+a 

@ (a+h)+c=a+(h+c) 

Q) a+O=a 

那么 (I'.'1 〉, (p<S), U, 0 〉和 (R, min, 十～〉（这里 R 是包含十这，的非负实数队）＇贮

都是这一种类的成员。关千这一类证明了的定理，对这些特定的代数都成订。
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(2) 考虑具有 (I, 十、.'一， 0, 1 〉形式构成成分和下述公理的代数类（这里”-”是一

元运算）。

心 a+b=b+a

笠） a•b=b•a

® (a+b)+c=a+(b+c) 

@ (a • b) • c=a • (b • c) 

®a• (b+c) =a• b+a • c 

@a+ (—a)=O 

(j)a+O=a 

®a• l=a 

那么(Q, 十，.'一， o, 1 〉和 (R, 十，.,— ,o, 1〉是同类代数，但<p(S), U, n, -, 0, S >,

（这里”-”表示集合的非）是不同类的，因为公理＠对这个代数不成立。

6. 1. 2 么元和零元

前边已指出代数常数是联系千某些运算的特异元素，具体地说是指下边要介绍的么元

和零元。

定义 6. l -1 设＊是 S 上的二元运算， l1 是 S 的元素，如果对 S 中的每一元素工，有

11 *X =:r 

则称 11 对运算＊是左么元。 S 中的元素 0[ ，如果对 S 中的每一元素 x, 有

01 * X = 01 

则称 01 对运算＊是左零元。

类似地可定义出右么元 L 和右零元 0产

在不发生混乱时，运算可以不指明。

例 6.1 - 4 代数 A=({a,b,c} ，分用表 6. 1 - 1 

定义，表中位于 :r 行和 y 列交叉点的元素是 :r0 y 

的值。可以看出 a 和 b 都是右零，无左零； b 是左

么，无右么；运算。既不能结合也不能交换。

定义 6.1-2 设＊是 S 上的二元运算， 1 是 S

的元素，如果对 S 中的每一元素 m 有

l*x=x*l=x 

表 6. 1 - 1 

。 a 

a a 

h a 

C a 

则称 l 对运算＊是么元。 S 中的元素 0, 如果对 S 中的每一元素 x, 有

o*:r = :r * 0 = 0 

则称 0 对运算＊是零元。

例 6. 1 - 5 

(1) 代数 (I, •,1,0〉，这里·表示乘法，有一个么元 1 和零元 0 。

(2) 代数 (N, 十〉有一个么元 o, 但无零元。

b C 

b b 

b C 

b a 

(3) 代数(K, max, 十oo 〉,这里 K 是非负实数集合与{+=}之并，有一个么元 o, 有

一个零元十OO 。
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(4) 代数(N, min〉有一个零元 0 ，但无么元。

(5) 设 S 是非空有限集合，代数<p<s), U, n, 0, s〉中有两个二元运算，对运算 U,

O是么元， S 是零元。对运算 n. 0是零元， S 是么元。

下述定理说明么元和零元的最重要性质。

定理 6.1-1 设＊是 S 上的一个二元运算，具有左么元 L 和右么元 1,' 那么 ll=1r,

这元素就是么元。

证 因为 L 和 L 是左么元和右么元。

1, = 1, • 1, = 1, 证毕

定理 6.1-2 设＊是 S 上的二元运算，具有左零元 01 和右零元 0,, 那么 01 =O,, 这元

素就是零元。

证明类似千定理 6. 1 -1 。

以上两定理有下述直接推论。

推论 6.1-2 一个二元运算的么元（零元）是唯一的。

6. 1. 3 逆元

如果在一代数中存在么元，那么可定义逆元。

定义 6.1-3 设＊是 S 上的二元运算， 1 是对运算＊的么元。如果工＊ y=l, 那么关

千运算＊， x 是 y 的左逆元， y 是 x 的右逆元。如果 X*y=l 和 y*x=l 两者都成立，那

么关千运算＊， x 是 y 的逆元(y 也是 x 的逆元）。工的逆元通常记为 x-10

存在逆元（左逆元、右逆元）的元素称为可逆的（左可逆的、右可逆的）。

例 6.1 - 6 

(1) 代数 A=({a,b,c}, *〉由表 6. 1 - 2 定

义。可以看出， b 是么元。 a 的右逆元是 C'b 的逆元

是自身， e 的左逆元是 a 。

(2) 代数 (I, 十〉有么元 o. 每一元素 xEI, 关

千运算十有一逆元一工，因

工＋ (— x) = 0 

表 6.1 - 2 

* a 

a a 

l) a 

C a 

b C 

a b 

b l. 

l` (· 

(3) 代数(N, 十〉中仅有么元 0 有逆元，逆元是自身。但在代数 (R, •〉中，除零元 0

外，所有元素都有逆元。

(4) 设 T 是m 和 n 间的整数集合，这里 m<n，且 m 、 n 包含在 T 中，那么 (T, max〉有

一个么元 m, 仅有 m 有逆元。

(5) 考虑在函数的合成运算下，集合 A 上的所有函数的集合 F。那么恒等函数 lA 是么

元。每一双射函数有一逆元。每一满射函数有右逆元，每一单射函数有左逆元，左右逆元

可以不唯一。

(6) 设凡是前 k 个自然数的集，这里 k>O,

Nk = { 0, 1, 2, …, K—l} 

定义模 k 加法＋k 如下：对每一 x,yEN女，有

x+ky = {x+y 
x+y-k 

如果 x+y<k

如果 x+y~k
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那么，十上是一可结合的二元运算，具有么元 0，凡的每一元素有逆元。 0 的逆元是 0, 每一

非 0 元素 x 的逆元是 K —工。

(7) 设凡是前 k 个自然数的集，这里 k~2, 定义模 K 乘法 X; 如下：

XX; y = Z 

这里 zENk, 且对某一 n, xy— z=nk。那么，对运算 Xk, 1 是么元。元素 xE凡在凡中有

逆元仅当 x 和 K 互质。

定理 6.1-3 对千可结合运算，如果一个元素 x 有左逆元 l 和右逆元 r' 那么 l=r（即

逆元是唯一的）。

证设］对运算。是么元，于是

l 。 X = X 。 r = 1 

根据运算。的可结合性，得到

l = l 。 1 = l 。 (x 。 r) = (l 。 x) 。 r = 1 。 r = r 

与逆元概念密切相关的是可约性概念。

定义 6.1 -4 设＊是 S 上的二元运算， aES, 如果对于每一 r,yES, 有

(a*x=a*y) V (x*a=y*a) ⇒ 釭＝ y)

则称 a 是可约的或可消去的。

证毕

定理 6.1 -4 设。是 S 上的可结合运算，如果元素 aES 是可逆的，则 a 也是可约的。

证 设 x, yES 是任意元素且 a 。x=a0y （x0a= y0a 时证明是类似的，故略），由于。

是可结合的且 a 是可逆的，记 a 的逆元为 a-I• 千是

a 。 (a 。 x) = (a 。 a) 。 .r =.r 

a-1 。 (a 。 y) = (a l 。 a) 。 y = y 

但 a-1 。 (a 。 x) = a-1 。 (a 。 y) ，所以， .r=y, 即元素是可约的。证毕。

应该注意，如果元素是可约的，但未必是可逆的。例如，在整数集合 I 中，对于乘法，

任何非 0 整数都是可约的，但除 1 外，都不是可逆的。

习题

1. 定义二元运算符＊的意义如下：

(l)x*y=xY, 它是正整数集合中的运算吗？

(2) X * y = X— y, 它是正整数集合中的运算吗？它是整数集合中的运算吗？

2. 证明如果＊是定义在集合 S 上的可交换运算，那么左么元和右么元就是么元。

3. 证明定理 6. 1 - 2 。

4. 给定一张二元运算的运算表，你如何去判

定这个运算是可交换的？可结合的？存在么元？存

在零元？如果存在么元，如何找出每个元素的逆

元？试对表 6. 1 - 3 作以上各项的判定。

5. 设函数 g:IXI-1 定义为

g(x,y) = X * y =工 +y-xy

试证明二元运算＊是可交换的和可结合的。求出么

元，并指出每个元素的逆元。
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" a 

b b 

(. l. 

b C 
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6. 考虑代数系统<R, *〉，这里 R 是实数集合，＊定义如下：

(1) a1 *a2= la1-a2l 

1 
(2) a1 *a2= 了 (a1 +a2) 

试分别讨论运算＊的可交换性和可结合性， R 有否么元，对于运算＊，每个元素的逆元是什么？

7. 设＊是自然数集合 N 中的二元运算，并定义工＊ y＝工。试证明·)(-不可交换但可结

合。有么元和逆元吗？

8. 设＊是正整数集合 I" 的二元运算，且 x*y=x 和 y 的最小公倍数。试证明＊是可

交换和可结合的。求出么元，并指出哪些元素是等幕的（即符合公式 X*X＝工）。

9. 设（ s, *〉是一代数，＊是可结合的，并且对所有工， yES, 若 x;i-y=y*:1.. ，则

.r=y。试证明对一切 :rES 有 X*X＝工。

10. 设 A={a,b},S 是 A 上的所有函数集合， S＝｛儿， f2 ，八，八｝，其中

八 (a) = a 

儿 (a) = a 

八 (a) = b 

f4 (a) = b 

于是 (S, 分是一代数，。是函数的合成运算，

试制出运算。的运算表，考察运算。是否有么

元，哪些元素有逆元。

11. S={a, b), ＋和 X 两个二元运算定义

如表 6. 1 - 4 所示。在代数 (S, 十， X 〉中，十

对 X 可分配吗？ X 对十呢？

/1(b) = b 

儿 (b) = a 

八 (b) = b 

八 (b) = a 

表 6. 1 - 4 

+ a 

a a 

b b 

b X a b 

b " a a 

a b a b 

12. 在代数 (2情，连结， A〉中，这里 ~={a,h} ，消去律成立吗？哪些元素有逆元？

6.2 子代数

在分别讨论不同种类的代数以前，我们将一般地介绍代数中最重要的概念，诸如子代

数、同态、同余、商代数和积代数等，以便用类似的手法应用这些概念去研究不同种类的

代数。在作一般介绍时，我们常采用典型的代数构成成分<S,0,!::c,,k〉,这里。是 S 上的

二元运算， A是 S 上的一元运算， k 是代数常数。这是为了消除在探讨任意个数的运算和

常数时所遇到的麻烦，以简化描述。但这并不影响所得的定义和概念的普遍性，因为很容

易把它们推广到具有不同构成成分的代数。本节我们介绍子代数。

为了介绍子代数的概念，我们首先定义一个集合对某运算封闭的概念。

定义 6. 2 -I 设。和A是集合 S 上的二元和一元运算， S＇是 S 的子集。如果 a,bES';

蕴含着 a 。 hES' ，那么 S'对。是封闭的。如果 aES'蕴含着Da ES' ，那么 S'对么是封

闭的。

例 6. 2 - 1 考虑整数集合 I, 设 S'={O, 1, 2, 3, 4) ，对加法 S1不封闭，因为 4+4=8,

8gs1 。然而对 max 和 min, 求绝对值诸运算是封闭的。

因为对具有载体 S 的一个代数而言，每一运算是定义为从 S” 到 S 的函数，所以一个
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代数的载体对定义于其上的运算总是封闭的。

定义 6. 2-2 设 A=<S,0,L'::::.,k〉是一代数，如果

Cl) s'~s 
(2) S'对 S 上的运算。和丛封闭

(3) kE S' 

那么 A'=<S', 0,,6., k 〉是 A 的子代数。

如果 A'是 A 的子代数，那么 A'和 A 有相同的构成成分和服从相同的公理。 A 的最大

可能的子代数是它自己，这个子代数是常存在的。如果 A 的常数集合在A 的运算下是封闭

的，那么它组成 A 的最小子代数。这两种子代数称为 A 的平凡子代数，其余子代数称为真

子代数。

例 6. 2 - 2 

(1) 设 E 表示偶数集合，那么 (E, 十， 0 〉是 (I,+, 0〉的一个子代数。

(2) 设 M 表示奇整数集合，那么 (M,.'1)是(I,.'1 〉的子代数。但 <M, 十〉不是

(I，十〉的子代数，因为奇整数集合 M对加法不封闭，例如 1+1=2 。

(3) ({O, 2} ，十4'0〉是 ({O, 1, 2, 3} ，－十 4'0〉的一个子代数。

习题

1. 设论述域是整数 I, 按照列于表 6. 2 - 1 左侧的集合在列于顶行的运算下是否封闭，

在相应处填上是(Y)或非 (N) 。

表 6. 2 - l 

+ 巨－ YI 1:r| 
一元减法. max mm 

(1) I 

(2) N 

(3) 位·| 0<正至 10}

(4) {xi -s<正三5}

(5) 位 1-10,;;;;工,;;;;o}

(6) {2xl.rEI} 

2. 设 B={O, a, b, 1}, S1={a, l}, S2={0, l}, S3={a, b} ，二元运算＠和＊定义如

表 6. 2 - 2 所示。

表 6. 2 - 2 

@ 。 " b 1 * 。 a b 1 

。 。 a b 1 。 。 。 。 。

a a a 1 1 a 。 a 。 a 

b b 1 b 1 b 。 。 b b 

1 1 1 1 1 1 。 a b 1 

试问 (S1, l(-,O〉是代数吗？是(B, *, EB, 1, 0〉的子代数吗？ （ S2'*'EB'1'0〉是

(B, *, EB, 1, 切的子代数吗？ ( S3, *,＠〉是代数吗？说明理由。
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6.3 同态

什么样的两个代数在结构上是一致的呢？大致地说，有以下三点要求：

(1) 两个代数必须有相同的构成成分；

(2) 两个代数的载体必须有相同的基数；

(3) 两个代数的运算和常数必须遵循相同的规则。

这种结构上的一致性，数学上叫同构，可以用联系千运算和常数的一个双射函数来精

确地刻画。为了便千表述，我们暂时仅讨论形如 A=<S, *,6.,k 〉和 A'=<S',* 勹 6.',k' 〉

的代数。这里＊和＊，是二元运算，丛和A'是一元运算， k 和 K'是常数。

定义 6. 3-1 代数 A=<S, *, 6., k 〉和 A'= (S', *', 6.', k勹是同构的，如果存在

一双射函数 h, 使

(1) h: S - S' 

(2) h(a * b) = h(a) *'h(b) 

(3) h(L,.a) = 6.'h(a) 

(4) h(k) = k' 

这里 a 、 b 是 S 的任意元素。映射 h 叫做从A 到 A'的同构， A＇叫做A 在映射h 下的同构象。

条件(2) 和 (3) 常简述为“在函数 h 的作用下， A 的每一运算保持“。

上述定义被推广到具有任意构成成分的代数后就是：如果双射函数 h 是从代数 A 到

A'的同构，那么

(1) A 和 A'必须有相同的构成成分；

(2) 在函数 h 的作用下， A 的每一运算保持；

(3) 函数映射 A 的每一常数到 A'的对应常数（若 A 不含常数时．不须考虑这一条）。

如果 A 和 A'是同构的代数，它们基本上是不同名的相同结构；简单地调换符号就能

从 A 得到代数 A' 。

例 6. 3 - 1 

(1) 设 R, 表示正实数集合，那么<R+,.'1) 同构于 (R, 十， 0〉。作映射

h: R卜- R, h(x) = log工

CD 对数函数单调增加，所以 h 是单射的；对立＞0, 方和 logx=y 常有解工＝ 2y' 所以

h 是满射的。因此 h 是双射的。

@ h(a • b) = log(ab) = loga+ logb=h(a) +h(b) 

@ h (1) = log 1 = O 

所以，（R+, •, 1 〉同构千 (R, +, 0 〉。

(2) 集合 A=(l. 2, 3, 4) ｀函数／： A-A,

/={(1,2 >, ( 2, 3>, ( 3, 4 >, ( 4, 1 >)

若用广表示 A 上的恒等函数， f1 表示 f, 广表示合成函数 j、. j、，广表示广． f, 广表示

j、:1. j，则 f ＝广。设 F= ｛广，广，广，广），则代数<F'.' 广〉可以用运算表 6. 3 - 1 （左）

给定，这里广是么元。
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表 6. 3 - 1 

. 广 f1 f2 f' +4 。 1 2 3 

j小 广 II f2 f3 。 。 1 2 3 

fl fl f2 f3 广 1 1 2 3 。

f2 j·2 f3 广 fl 2 2 3 。 1 

f3 f3 广 f1 f2 3 3 。 1 2 

集合 N4 = { 0, 1, 2, 3}, 九是模 4 加法，代数 (N4' 十4'0〉用运算表 6. 3 - 1 （右）给

定，这里 0 是么元。

作映射 h: F - N4 

h(f) = i (i=O, 1, 2, 3) 

对比两张运算表容易看出， h 保持了运算（参看图

6. 3 - 1) ，并使常数对应。所以，代数< F,., 广〉和

<N1, 十 ·1' 切同构。

(3) 代数 (N, 十〉和< I+, •〉是不同构的。我们用反

证法给出证明。假设 h 是从 (N, 十〉到 (I+, •〉的一个同

构。 l 中有无限多的质数，因为 h 是从 N 到 L 的一个双

FXF 

h I I h 

N4XN4 

。

+4 

h 

F

，
凡

图 6. 3 - 1 

射函数，必有 xEN（这里 x~2)和某质数 p（这里 p~3) ，使 h(工）＝ p, 如果 h 是从(N, 十〉

到Ii'. 〉的同构，那么

叩 p=h(x) =h(x+O) =h(x) • h(O) 

@ p=h(x) =h((x —D+l)=h(x-1) • h(l) 

但囚为 p 是一质数，唯一的因子是 p 和 1, 所以，根据CD, 有 h(x)=l 或 h(O)=l; 根据＠，

ti'h(l)=l 或 h(x-l)=l, 因为 O<l~x-l<x, 这得出在映射 h 下， 1 至少是两个元素

的象．我们得出 h 不是双射函数，因此(N ，十〉和 (I+ ，·〉不同构。

定理 6. 3 --1 设 C 是代数集合， A 、 A'是 C 的任意元素， R 是关系，定义 ARA'当且仅

、!1 A 同构于 A' ．那么 R 是 C 上的等价关系。

训明留作练习。

有些代数，虽然结构上不完全一致，但在一定范围内，有其相似性。为了刻画这种关

系．找们放弃同构定义中， h = s---s'必须是双射函数的要求，但仍保持其它条件，这就得到

（奻学卜同态的概念。

定义 6. 3 -2 设 A=(S, *, 6, k 〉和 A'=<S', *1, 61, k勹是具有相同构成成分的

代数｀ h 是一个函数。如果

Cl) h: S 王 SI

C2) h(a*b) = h(a)*1h(b) 

(3) h(6a) = 61h(a) 

(4) h(ll) = k1 

这甲 CI 、 b 是 S 的任意元素，则称 h 是从 A 到 A' 的同态，（h(S). * 1, 61, k' 〉称为 A 在映

1,l] ／，卜的同态象。
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这一定义也能推广到具有任意构成成分的代数，除无“双射“要求外，其它陈述和同构
相同，不再重复。

图 6. 3 - 2 描绘了两个代数如何用同态联结。图中阴影部分代表 h(S) ，是在 h 下 S

的象。

s 

s' 

图 6. 3 - 2 

设 h 是从 A 到 A'的同态，如果 h 是单射的，那么称 h 是单一同态；如果 h 是满射的，
那么称 h 是满同态；只有 h 是满同态时，才称 A 和 A' 同态；如果 h 是双射的，即是定义
6. 3 -1 的同构。如果 A=A' ，那么称 h 是自同态；如果 A=A'且 h 是同构，那么称 h 是自

同构。

例 6. 3 - 2 

(1) 映射 J: I - I, f(x) =kx, 这里 kEI, 是从 (I, 十， 0 〉到 (I, 十， 0〉的自同态，因为

CD f(x+y) = k(x+y) ＝妇十ky = f（立十f(y)

@ f(O) = 0 

成立。如果 k=faO, f 是单射的， J 是单一同态；如果 k=1 或 k= — 1, f 是双射的， J 是自

同构。

(2) 设 f: R- R, f(x)=2勹由千
O f. ( :r+ y) = 2 （叶 y) = zx • 2y = f <:r). f(y) 

@ f(O) = 2° = 1 

成立，且 J 是单射函数，所以 J 是从(R, 十， 0 〉到 (R, •, 1 〉的单一同态。

(3) 设 J: N - Nk(k>O), f(x) ＝工（ mod k)叭 J 是从 (N, 十， 0〉到 (Nk' 十 K ， 0 〉的满
同态，因为

CD f(x+y) = ( :r + y)(mod k) = x(mod k)+ky(mod k) = f(x)+J(y) 

@ f(O) = 0 

成立，且 J 是满射的。

(4) 设 2 是有限非空字母表，并设 II XII 表示串工 E 1: ．的长度，函数 h 定义为

h,2·-N, h(:r ) = ||XII 

CD a 至 b(mod k) 是指 a — b = nk; a= b(mod k) 是指 a= r, 这里的 r 是 b 除以 K 所得余数，即 b=

nk + r, 0 <; r < k 。 a,b,n,k,r 都代表整数。
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由千

叩 h(:ry) = II:ry II = II X II + II y II = h (.1·)+h(y) 

(2) h(A) = 0 

且 h 是满射的，所以 h 是从心',连结， A〉到 (N, +, 0〉的满同态。如果 2 是单元素集合，

则 h 是同构。

下一定理说明 A 的同态象和代数 A'的关系。

定理 6. 3-2 设 h 是从A=<S, *, 6, 伈到 A'=<S', *', !:::,.', k' 〉的同态，那么 A

的同态象(h(S), *', 6', k勹是 A'的子代数。

证 为了证明< h (S), *', 6', k勹是 A' 的一个子代数，必须证明下述条件：

(1) h(S)三S' 。这从 h: S- S' 的事实得出。

(2) 常数 K' 是 h(S) 的一个元素。根据同态的定义， h(k) =k' ，因为 kES, 得出 k'=

h(k) Eh CS) 。

(3) 在运算＊，下集合 h(S)是封闭的。因为如果 a,bEh(S) ，那么存在元素 .1`,yES,

使h(x) =a和 h(y)=b，由千 x·*y=zES，所以 a*'b=h(:r ） *, h (y) =h ( X * y) = 

h(z)Eh(S) 。

(4) 在运算心下集合 h(S) 是封闭的。因为如果 aEh(S) ，那么存在元素 :rES, 使

h位）＝a, 由于A工ES, 所以

!::,.'a = !:::,.'h(:r ) = h(6.:r ) E h(S) 证毕

下一定理说明 A 的同态象和代数 A 的关系。．这个关系概括地说就是 A 的同态象是代
数 A 的缩影。 A 中有关运算和常数的重要性质在A 的同态象中被保持下来。

定理 6. 3-3 设 h 是从代数 A= (S, *, X 〉到 A'=<S', ®,＠〉的同态，这里＊、

＠、 X 、@都是二元运算， A"=<h(S), ®,＠〉是 A 的同态象。

(1) 如果＊是可交换和（或）可结合的，则在 A”中，＠也是可交换和（或）可结合的。（对

X 和＠可重复这一断言，为了简便，略去。在下述(2) 和 (3) 中亦如此，以后不再声明。）

(2) 对运算＊，如果 A 有么（零）元 e, 则对运算＠，代数 A”中有么（零）元 h(e) 。（注

意：在不含（指不关注）常数的代数结构中，由于不要求常数对应，此时 h(e) 不一定是代数

A'中的实际么（零）元，除非 h 是满同态。）

(3) 对于运算＊，如果一个元素工ES 具有逆元 x-1 ，则对于＠，在代数 A”中，元素

h(.1_·)具有逆元 h(工-1) 。（注意：在和 (2)相同的情况下，这个逆元是对 A”中么元 h(e) 而言

的。不一定是对 A'中么元而言，除非 h 是满同态。）

(4) 如果运算＊对运算 X 是可分配的，则在 A”中运算＠对运算＠也是可分配的。

证

(1) h(x,) ® h(x2) = h(x1 ·*工2) = h(:r2 *:r1) = h(x2) ® h(x,) 

(h(x1) @ h(x2)) @ h(x1) =h（九＊ x2) @h(x3) 
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=h( （九＊．r2) * :r3) = h ( X1 *（凸·* X:1)) 

=h(x1)@ h （屯＊ X:1)

=h(.11)@ (h(x2) @h(.1`3)) 



心

所以，＠是可交换的和（或）可结合的。

(2) e 是么元时，有

h(.r) ® h(e) = h(x * e) = h(x) 

e 是零元时，有

h(x) ® h(e) = h(x * e) = h(e) 

所以， h(e) 是 A”中的么（零）元。

(3) h(x) @ h(x-1) = h (x*x-1)=h(e) 

h(x-1) ® h(x) = h(x-1 *x) = h(e) 

因为 h(e)是 A”中的么元，这就说明 h(x-1)是 h（心的逆元。

(4) h(x1) ® (h(x2)@h(x3)) = h(x1) ® h(工2 Xx3) 

=h( x1 * (x2 Xx:i)) 

= h((x」 *X2) X （功＊ XJ))

=h（丸＊ x2)@h（丸＊ X3)

= (h(x1) ® h(x2))@(h(x1)@h(x3)) 

(h( 工2)@h(工3)) ® h(x1) = h(x2 X 工3) ® h仇）

= h((x2Xx:i) *x1) 

= h((x2 *x1)X （凡＊ X1))

=h ( x2 * x1)@h（丸＊ x,)

= (h(x2) ® h(x1))@(h(:i:·3) ® h(x1)) 

所以，在 A”中分配律成立。证毕。

例 6. 3 - 3 

(1) 定义映射 h:R---R 为 h (x) = eI, 那么 h 是从代数A= (R, 十， 0 〉到 A'=

(R, •, 1 〉的同态，在 h 下 A 的同态象<R-+ ，., 1 〉是 A' 的子代数。

(2) 设 S={a, h} ，对于幕集集合代数和开关代数，有

A = (p(S), U, n,—,0, s>

B=({0,1} ，十，．，一， 0, 1 >

下述函数 h 是从 A 到 B 的同态：

h: p(s) _. { 0, 1} 

h(T) = { 
1 S 的子集 T 含有 a 时

0 S 的子集 T 不含有 a 时

注意 h(0)=0 和 h(S)=l, 满足了映射一个代数的常数到另一个代数的对应常数的条件。

代数 B 是代数 A 的缩影。

(3) 设 S = { a, b, c, d}, S'= { 0, 1, 2, 3 }，代数 A= (S, *〉和 B= （ S' ，@〉由表

6. 3 - 2 定义。
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表 6. 3 - 2 

* a b C d @ 。 1 2 3 

a a b C d 。 。 1 1 。

h b b d d 1 l l 2 1 

C C d C d 2 1 2 3 2 

d d d d d 3 。 1 2 3 

可以验证函数 h: 5_..5', h(a) = O, h(b) = 1, h(c) = O, h(d) = 1 保持运算。由千代数构

成成分中不考虑常数，因此，它是 A 到 B 的同态。同态象({0,1},® 〉保持代数 A 的可交

换性和可结合性，但代数 B 却是不可结合的。代数 A 中有么元 a 和零元 d, 因此 h(a) =O 

和 h(d) = 1 分别是同态象的么元和零元，但它们不是代数 B 的么元和零元， B 中的么元是

3' 无零元。

习题

1. (1) 证明两个代数不是同构的，如果它们的栽体有不同的基数。

(2) 举例证明具有相同构成成分的两个代数，甚至它们的栽体有相同的基数，也可以

不同构。

2. 对具有 (S, *, k 〉形式的构成成分的代数证明定理 6. 3 - 1 。这里＊是二元运算， k

是常数。

3. 考察代数系统 A=(N, X 〉和 B=({O, l}, X 〉，其中 N 是自然数集合， X 是一般乘

法。给定函数 J: N _.. {O, 1} 

f(n) = { 
1 如果 n = 2气 k ?- 0) 

0 其它情况

试证明 J 是从 A 到 B 的同态。

4. 代数系统 A=<S, *〉和 B=<P ，句〉，

由运算表 6. 3 - 3 给定，试证明 A 和 B 同构。

5. 设 A={a,b,c} ，代数系统 <{0, A}, 

U, 们和 <{{a, b}, {a, b, c}}, U, n 〉是否
同构。

6. 假定 h 是从< s, 兴〉到< s', *,〉的同
态，这里＊和＊＇是二元运算。

表 6. 3 - 3 

* a b 

a " b 

h b b 

( C b 

(1) 证明 (h(S) ，*＇〉的么元，可以不是<S'' 兴＇〉的么元。

(2) 证明 (h(S), *＇〉的零元，可以不是<S''*' 〉的零元。

C 巳 1 2 3 

C 1 1 2 1 

C 2 1 2 2 

(. 3 I 2 3 

(3) 证明 (h(S), *1 〉中， /z (:r ）的逆元 h(:r l) ，这里 xES, 可以不是 <S'' ＊'〉中的

h (:r）的逆元。

7. (1) 证明恰好存在 1 个从(N, ，十', 0〉到它自己的同态。（提示：证明它到自身的同
态都有 J(x) = p:r(mod i) 形式。）

(2) 描述从 (N, 十， 0 〉到 (N, ，十 ;'0〉的所有同态集合。
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(3) 描述从 <N2' 十 2 ， 0 〉到 (N3' 十3'0〉的所有同态集合。

8. 设 h 是从A=<S, *, k 〉到 A'= (S''*I'k' 〉的同态，证明如果 <T, *I. k' 〉是 A'

的子代数，那么<h - l (T)'*'k 〉是 A 的子代数。

9. 设八和八都是从代数(S, *〉到 (S'' ＊＇〉的同态，＊和＊，都是二元运算，且＊，是

可交换和可结合的，证明函数

h: S ___. S' 

h 釭） ＝．f1 釭） *' J2 （工）
是从 (S, *〉到 (S'' ＊勹的同态。

10. 如果九是从代数 (S, *, 6, k 〉到< s', *', t:c.', k' 〉的同态；凡是从代数

<S''*I' 心， k' 〉到 <S', *", 6”，亡的同态。试证明 h2 ．九是从代数(S, *, 6, k 〉到

< s', * ", t:c.", k"〉的同态。

6.4 同余关系

为了叙述简便，本节我们经常把代数 A=<S, *, L.〉作为讨论对象。其实，所有的定

义和结论都可推广到具有任意构成成分的代数。同以往一样，＊是 S 上的二元运算， A是

S 上的一元运算，我们并把 a*b 写成 ab 。

设～是代数 A= (S, *, 6〉的载体 S 上的一个等价关系，＂、 b 、(是 S 的任意元素，

(1) 当 a~b 时，若有 ac~bc 和 ca~cb, 那么我们说，等价关系～在运算＊下具有置换

性质。即置换一个运算对象为等价类中另一个，不变更结果的等价类。或者说，等价关系

～在运算＊下仍能保持。

(2) 类似地，当 a~b 时，若有L.a~＾从那么我们说等价关系～在运算A下具有置换

性质，或者说，等价关系在运算A下仍能保持。

定义 6. 4 -1 在代数载体上的等价关系 R, 如果在代数运算。下，仍能保持，那么称

R 是关于运算。的同余关系。

图 6. 4 -1 给出了关于二元运算和一元运算的同余关系的示意图。图中每个小方格代

表一个等价类。

a 
b 

c 

a还

b*C 

a 
b 

公a

公 b

图 6. 4 - 1 

例 6. 4 - 1 

(1) 我们定义一个分数为整数序偶<P,Q〉，写作 P/Q, 这里 Q#O。设 F 是所有分数的

集合，＊和—是普通乘法和一元减法。我们建立 F 上的等价关系如下：
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p R 
Q s —～一台 PS= RQ 

对 F 中的任意元素

P. R T 
a=Q, b = S'c = U 

因为

p R 
Q S 
一～一今 PS= RQ 

⇒ PT • SU = RT • QU 

PT RT 
⇒ 忒～郖

⇒ (f)· (&) ~ (f)· (&) 
所以，当 a~b 时，有 ac~bc。又乘法可交换，故等价关系～是关千乘法运算的同余关系。

又有

p R 
Q s 一～一· ⇒ PS= RQ 

⇒ -PS= -RQ 

—P -R 
⇒ 百～ 5

所以，等价关系～是关千一元减法的同余关系。另外，也可证明等价关系～是关千加法运

算的同余关系。

(2) 给定代数 A=<I, —〉和 1 上的模 k(kE 11)关系～，即

x~y 当且仅当 x = y(mod k) 

现在证明～是关于运算一的同余关系。由定理 3. 5 -1 知～是等价关系，因此只需证明

若a~b, 则 a—c~b— c 和 c-a~c-b。设 a～从那么

a-b=kn (nEI) 

千是

(a-c) - ( b—c)=kn 

因此

a-c~b--c 

又
得

(c-a)-(c-b) =— kn 

c—a~c-- b 

所以，～是关千—的同余关系。

也可以证明模 k 关系～是 1 上关千乘法、加法及一元减法的同余关系。

(3) 给定代数 A=<I,6 〉, A是如下定义的一元运算：

八a = a2 

和上题一样，设～是 1 上模 k 等价关系。因为

a~b 台 a-b = nk(n E I) 

于是
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a2 -h2 = (a-b)(a+b) = k • n • (a+h) 

所以 a2 ～矿，即6.a~i'c,.b。故～是关千运算A的同余关系。

定义 6. 4 - 2 设一是代数 A=<S, *,6〉的载体 S 上的等价关系，对－切元素

a, b, cES, 

(1) 若 a~b, 则 ac~hc 和 ca~cb,

(2) 若 a~b, 则^a~l'c,.b,

都满足，则～称为代数 A 上的同余关系。～的等价类叫做关系～的同余类。

代数 A 的载体 S 上的等价关系～是代数 A 的同余关系当且仅当～关千 A 的每一运算

是同余的。仅当～是代数(S, *〉上的同余关系时，才和断言”～是关于运算＊的同余关系”

等效。

例 6. 4 - 2 

(1) 相等关系是任何代数上的同余关系（证明留给读者作练习）。虽然同余——有相同

余数 是源千模 k 等价的概念，但同余关系却是相等概念的扩展，即每个同余关系都是

经某些运算后，仍能保持“从某种角度看是相等的＂一种关系。例如例 6. 4 - 1 (1)是从“分数

角度看”是相等的，（2 ）、 (3)是从“模 k 等价角度看”是相等的。

(2) 考虑代数 A=<N, 0, 1 〉和等价关系

.T ～ y 台 [(.T 是偶数和 y 是偶数） V.T = y)] 

这里，。表示普通乘法。我们证明～是 A 上的同余关系。

因为乘法是可交换的，因此只需证明如果 .T~y ，则 k.T～ky 就可以了。

假定．r~y, 那么，存在 m,nEN, 使 .T＝ 2m, y=2n ；或者 .T=y 。

情况 l ：如果 .T=2m 和 y=Zn, 那么对任一 kEN, k.T ＝ 2km 和 ky=Zkn, 因此妇～ky 。

情况 2: 如果 .T=y, 那么 k.T＝ ky, 所以 K.T～ky 。

这得出～是 A 上的同余关系。其同余类是 {{2.T1.TEN}, {1}, {3}, {5}, …｝。

(3) 考虑由表 6. 4 - 1 定义的代数和表 6.4 - 2 给出的等价关系 R, 其中 aRh, 但 c成'cb,

所以， R 不是该代数的同余关系。

表 6. 4 - 1 表 6. 4 - 2 

* a b C d R a b C d 

a a a d C a V V 

b b a d a b V V 

C C b a b C V V 

d C d b a d V V 

下一定理给出关千一个二元运算的同余关系的另一种刻画。

定理 6. 4 -1 等价关系一关于二元运算＊是一个同余关系当且仅当 a~b 和 c~d 时，

有 ac~bd 。

证

必要性。设～是关千运算＊的同余关系，并假设 a~h 和 c~d 。 a~b 蕴含着 a( ～bc 而

c~d 蕴含着 bc~bd。根据～的传递性，得出 ac~hd 。
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充分性。假定～是一等价关系，当 a~b 和 c~d 时， ac~bd。因为 c~c, 得出如果

a～从那么 ac～机。类似地，如果 a~b, 那么 ca~cb。这得出～关于运算＊是一同余关系。

证毕。

从具有载体 S 的代数A 到具有载体 S1 的代数 A' 的任一个同态 h 可诱导出一个 S 上的

自然等价关系，这一关系定义如下：

a~b 当且仅当 h (a) = h(b) 

下一定理证明如果 h 是一同态，那么诱导出的等价关系是 A 上的同余关系。

定理 6. 4 -2 设 h 是从A=<S, *, 6〉到 A'=<S', ＊勹 A勹的一个同态。那么 h 诱

导出的 S 上的等价关系～是代数 A 上的同余关系。

证 为证明这是 A 上的同余关系，我们必须证明：

(1) 如果 a~b, 那么6a~6b 。

如果 a~b, 那么 h(a) =h(b) ，所以

61h(a)=61h(b) 

但 h 是一同态， h(6a)=61h(a)和 h(6b) = 61h (b) ，所以

h ( 6a) =h(f'c.b) 

因此!'c.a~ !'c.b。这证明了～关于运算A是同余关系。

(2) 如果 a~b 和 c~d，那么 ac~bd 。

假设 a~b 和 c~d, 那么 h(a)=h(b) 和 h(c)=h(d) ，所以

h(a) *'h (c) =h(b) * 1h (d) 

因为 h 是同态， h(a * c)=h(a) * 1h(c) 和 h(b*d)=h(b) *1h(d) ，于是

h(a*c)=h(b*d), a*c~b*d 

因此～是关于运算＊的同余关系。

综上所述，～是代数 A 上的同余关系。证毕。

本定理简单地说就是“一个同态可以诱导出一个同余关系”，其逆”一个同余关系可以

诱导出一个同态”将在下一节给出。

例 6. 4 - 3 如果定义从代数心．，连结， A〉到 (N, 十， 0 〉的同态 h 为 h (x) = II.r II, 

则 h 诱导出的等价关系～如下：

x~y 台 h(x) = h(y) <=} II.r II = II Y II 

因为 h 是同态，等价关系工～y 台 II XII= II y II 是 2计上关千连结运算的同余关系。这得

出，如果 II XII = II y II 和 II zll = llwll, 那么 II 工z II = II yw II 。证毕。

习题

1. 设 F 是本节定义的分数集合，证明关系 P/Q~R/S 台 PS=RQ 是 (F，十，—,一〉

上的同余关系，这里笫一个“一”号是二元减法运算，第二个“—”号代表一元减。（注意：首

先必须证明～是一等价关系。）

2. 对任一代数 A= (S, *, 1) ，证明相等关系和全域关系 SXS 两者都是 A 上的同余

关系。

3. 考虑代数 A= （ I ，十〉，对 1 上如下定义的每一二元关系，证明或否定它是 A 上的同

余关系。
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(1).r～y 台 (x<O (\ y<O) V (x~O(\y~O) 

(2) x~y 己巨—Yl<O

(3) x~y 台 (x·= y=O) V (x=/=O /\ y=/=0) 

(4).r～y 台 x~y

4. 设代数 A=<I, *〉，其中 1 是整数集合，＊是如下定义的一元运算：

* (i) = /(mod m) (m>O,k>O) 

关系～定义为

ii ~ i2 台 1] 三 i2 (mod m) 

～是 A 中的同余关系吗？

5. 在分数集合 F 上定义一元运算A为

丛
p \ p 
飞） = d 

定义 F 上的等价关系～为

P/Q~ R/5 台 PS= RQ 

试证明关于运算6, ～不是同余关系。

6. 设代数 A=(I ，十， X 〉， 1 是整数集合，十、 X 是一般加法和乘法，定义 1 上的关系

～为

艾～ y 己 IX I= I y I 
对运算＋，～是同余关系吗？对运算 x, ～是同余关系吗？

7. 仿照图 6. 4 -1 ，作出定理 6. 4 -1 的示意图。

* 8. 考察代数 A=(N3 ，十"'X3 〉，这里 N3 = {O, 1, 2} ，十 3 是模 3 加法， X3 是模 3 乘

法，～是 N3 中任一等价关系。

(1) 试证明如果～对十3 满足置换性质，则对 X, 也满足置换性质。

(2) 如果～对＼满足置换性质，则对＋j 却未必满足置换性质。

* 9. 设 k 是一自然数，描述({ 0, 1, 2, …, k), max〉形式的代数上所有同余关系类。

10. 试证明在代数（ S, *'八〉中任意两个同余关系的交也是一个同余关系。

11. 试证明在一个代数中两个同余关系的合成未必是同余关系。

* 12. 说明～是代数（ S, 口〉上同余关系的条件，这里口是 S 上三元运算。在运算对象 a 、

b 、 c 上运算口的结果为口 (a, b, c) 。

6.5 商代数和积代数

从已有的代数可以构造出新的代数，本节将讨论两种主要构造方法。虽然我们仍然只

对典型的代数结构<S,*,6,k〉进行讨论，这里＊是 S 上的二元运算， A是 S 上的一元运

算， k 是代数常数，但所得的结论同样可推广到有不同构成成分的代数。

6.5.1 商代数

首先，让我们回顾一下第三章的约定：如果～是集合 S 上的等价关系，那么［式表示工

所属的等价类， S／～表示关系～下 S 的商集，即 S/～是关系～的等价类的栠合。
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定义 6. 5 -1 设一是代数 A=<S, *, Le,., k 〉上的同余关系， A 的关于～的商代数，

记为 A/～．是代数<SI~, * I, D.1, [k] 〉。这里＊，和A' 的定义如下：

对所有[a] 、 [b]ES/～，有

[a]*'[b] = [a*b]，心[a] = [Lc,.a] 

为证明上述系统确实是一个代数，我们必须证明运算＊＇和A'都是良定的。这需要证

明应用＊，或＾＇的结果不依赖用千参加运算的等价类中的表示元素。证明如下：

(1) 证明A'是良定的，即证明如果[a]=[b] ，那么Lc,.'[a] = Lc,.'[b] 。

如果[a]=[h] ，那么 a~b。因为～是同余关系， l:c,.a~Lc,.b, 所以 [Lc,.a] = [Lc,.b] 。因为

心[a]=[l:c,.a]和 Lc,.'[b]=[l:c,.b] ，这得出 Le,.'[a]= Le,.'[b] 。这样，运算A'是良定的。

(2) 证明运算＊，是良定的。即证明如果[a]= [b] 和 [c] = [d] ，那么 [a] *'[c]=[h] 

*'[d] 。

如果[a]=[h]和[c]=[d] ，那么 a~h 和 c～小因为～是一同余关系， a* c~b * d。所以，

[a* c]= [b * d] 。因为 [a]*'[c]=[a * c] 和 [b] *'[d]=[b * d] ，得[a]*'[c]=[b] *'[d] 。

所以，＊，是良定的。

综上所述， A＇和＊，都是 S/～上良定的运算，因此 A/～是具有与 A 相同构成成分的

代数。证毕。

一个商代数的运算和常数保留许多原代数的性质。例如，如果运算＊是可交换的，那

么＊，也是可交换的，因为

[a]*'[b] = [a* b] = [b * a] = [b] *'[a] 

类似地，如果＊是可结合的，＊，也如此。如果 k 是对＊的么元，那么[k] *'[a]=[k * a]= 

[a] ，所以 [k]是对＊＇的么元。类似地，如果 k 是对＊的零元，那么 [k]是对＊＇的零元。通

常，代数的所有公理性性质在商代数中仍能保持，代数 A 和商代数 A/～是同种类的代数。

例 6. 5 -1 设 F 是上节定义的分数集合，代数 A=<F, 十，一，—〉。如果等价关系～

定义为

p R 
Q s —~—台 PS= RQ 

那么 F/～就是有理数集合 Q, 例如有理数一，实际上就是

片］ = ｛...二：，二；＇½, ¾,亭，…｝
～是代数 A=<F, 十，一，－〉的同余关系，商代数 A/～就是 A'=<Q, 十，—，—〉。 A 和

A'具有相同的公理性性质。

回顾 4.3 节，如果～是集合 S 上的等价关系，那么从 S 到 S/～的规范映射定义为：

J: S __. S/ ~, J(a) = [a] 

如果这里的 S 是代数 A 的载体和～是 A 的同余关系，下一定理证明这个规范映射是

从 A 到 A/～的同态。

定理 6. 5 -1 如果～是代数 A=<S, *,l:c,.,k〉上的同余关系，那么规范映射 h, s---s/~ 

是从代数 A 到商代数 A/~ =<SI~, ＊勹 Le,.'. [k]) 的同态，称为与～相关的自然同态。

证 设 h 是从 S 到 S/～的规范映射，根据商代数的定义有

(l) A 和 A/～有相同的构成成分。
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(2) [a] J<-'[b] = [a* b]和心[a]= [!:,.a] ，因而

h(a*b) = [a*b] = [a]*'[b] = h(a) *'h(b) 

h(6.a) = [6.a] ＝心[a] ＝心h(a)

h 保持rA 的运算。

另外，根据规范映射的定义有 h(k) =[k] 。因此， h 是从 A 到 A/～的同态。证毕。

本定理说明：一个同余关系可以诱导出一个同态。这个同态如图 6. 5 - 1 所示。

s a 
b 

吽b C 6.c 

SI~ 

图 6. 5 - 1 

例 6. S -2 设代数 A=<I, 十，一， 0〉,这里“十”是通常加法，＂－“是一元减法， A 上

的同余关系～定义如下：

x~y 台工圭 y(mod k) (k 是正整数）

商代数为

Al~= <I/～，十，一，［0］〉

这里

[x]+[y] = [x+y] 

-[x] =［－工］

则规范映射 h: I - I/~, h(x) ＝［式是从代数(I, 十，—， 0〉到商代数(I/～，十．一，［0］〉

的一个自然同态，自然同态都是满同态。

下一定理说明商代数和同态象之间的关系。

定理 6. S -2 设 J是从A=<S, *, 6, 心到 A'=<s', *', L', k' 〉的同态，～是 A
上由 J诱导的同余关系，那么，从 A/~=(S/~, *", 6", [k] 〉到 <J(S), *1,61,k' 〉存

在同构 h 。

证定义h: Al~ -、f(S), h([x]) = J(x) 。

(1) 证明 h 是良定的，即如果[:r] ＝ [y] ，那么， h （巨］）＝h([y]) 。

如果[x]=[y] ，那么 :r~y, 所以， f(x) = f(y) 。因为 h （巨］） ＝ f(x) 和 h([y])=

f(y) ，这得出 h([x])=h([y] ）。所以， h 是良定的。

(2) 证明 h 是双射函数。

对任意 X1,X2ES, 如果 f亿）＝f（．r2) ，则 X1 ～工2 ，巨］＝［I2] 。所以， h 是单射的。

J(S)上的任一元素均可写成 J（工）．千是存在［叶使 h([x])= f（立，所以， h 是满射的。

(3) 证明 h 保持运算。

h（巨]*"[y]) =h([x*y]) = f釭＊ y)

=f釭） * If (y) = h < [ X J) *'h < [y J) 
h(L'，巨］） ＝h([L立］） = j .(A.T) 

=L'J(x) ＝心h( ［叶）
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(4) 证明常数对应。

h([k]) = JU) = k' 

这样， h 是一同构。证毕。

图 6. 5 - 2 给出了本定理的示意图，图中 g 是从 A 到 A/～的自然同态。

A 

g 

(/(S)，又心， k＇〉

图 6. 5 - 2 

6.5.2 积代数

应用笛卡尔乘积的概念能把两个代数 A1和 A”组合成积代数A'XA” 。

定义 6. 5-2 设 A'=< s', *', D'. k' 〉和 A” ＝心”， *”,D11, k'勹是代数，这里＊ ／和

＊”是二元运算， DI和A”是一元运算， A＇和 A”的直接乘积是代数

A'X A" = <S'XS', -x, D, <k', k'勹〉

这里，对 S/xS'中的任意元素 (a, C 〉和 <b, d >

(a, C >* (b, d >= (a,c.'h, c -l<- 11d >

丛 (a, C>= （心a, A',c >

代数 A'XA”也叫 A'和 A”的积代数。

由定义可知，仅当代数 A'和 A”具有相同构成成分时，才能定义积代数，且积代数与原

来代数有相同的构成成分。

如果两个原代数是同种类的，那么积代数也是同种类的。

例 6. 5 - 3 

(1) 设 A=<I, X, 1 〉和 A'=<I+, X, 1 〉，那么 AXA'=<IXI-,. *, <I, 1 〉〉；积代数

的运算＊由下式定义：

(a, C> *<b, d > =<aXb, cXd>

(2) 设 A= （ N2 ，十2'0 〉和 A'=<N3, 十 3. 0 〉,这里 N2 = { 0, 1}, N3 = { 0, 1, 2} ，十 2

和五分别是模 2 加法和模 3 加法。积代数 AXA'是 (N2 XN,i, 十，（(), 0 〉〉。 AXA'的载体

是集合{ <o, o>, ( o. 1>, ( o, 2>, ( 1, 0>,( l, l >, ( 1, 2 〉}。积代数的运算＋是成对模数加

法；这样，（ 1, 1 〉十 <I, 1>=( 0, 2 〉，积代数的常数是序偶< 0, 0 〉。请读者证明 AXA' 同构

于 <N6' 十 (;'0 〉。

至此，我们已综合地介绍 f代数结构中最基本的概念和方法。本章后半部分将应用这

些基本概念和方法，逐个讨论最常见的 5 个代数类一一半群、独异点、群、环和域。

习题

1. 给定代数系统 A=<S, *,^〉，其中 S={a1, 生， a3, a4, a,,}, ＊和丛都是一元运

算．运算表如表 6. 5 - 1 所示。
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表 6. S - 1 

1. * (x) A(.r ) 

al a4 “' 
a, a1 a, 

a, a4 “l 

a4 a2 “i 

a5 al a 户' 

R 是 S 中的一种关系，能产生 S 的划分{ {a1'a3}' ｛少， a, ｝，｛＂4} ｝。试证明 R 是 A 的

同余关系。用构造运算表的方法写出商代数 AIR, 并求出从 A 到 AIR 的满同态。

2. 设 h 是从 A= <S., 十〉到 A'= <S'", 十〉的同态。

h: sk ~ s,,,, h 釭） = n:r 

这里 Si= {:r|:rEI/\:r多j}, j,k,m,nEN 并满足nk~m。令～表示由 h 诱导的 A 上的同余

关系，描述商代数 A/～。

3. 设 h 是从 A=<S, *,6,k 〉到 A'= <S', *', 6', k' 〉的一个满同态．～是由 h 诱

导的 S 上的等价关系

:r ~ y 仁 h(:r ） = h(y) 

证明 A/～同构于 A' 。

4. 设 A=< { 1, 2, 3}, max, 1>,A'=< { 5, 6}, min, 6 〉，试构造一运算表以表示其积

代数。

5. 设 A'=<S''* I ，心， k' 〉和 A” ＝心”， *”,6", k',〉，这里＊＇和*”都是二元运算，

心和A”都是一元运算，考虑积代数 A1XA11=(S1XS1, *, 6, (k'. k” 〉〉。

(1) 证明如果 A' 和 A”的二元运算都是可交换的，那么积代数的二元运算也是可交

换的。

(2) 证明如果 A' 和 A”的二元运算都是可结合的，那么积代数的二元运算也是可结

合的。

(3) 证明如果 A'和 A”的常数关于二元运算是么元，那么积代数的常数关于二元运算

是么元。

(4) 证明如果 A'和 A”的常数关于二元运算是零元，那么积代数的常数关于二元运算

是零元。

* 6. 设 A 和 A'是具有非空载体的代数，定义积代数 AXA'上的关系如下：

(w, 1、〉~ （ y, 心已 w=y

(1) 确定何时～是 AXA'上的同余关系。

(2) 证明如果上述关系～是一同余关系，那么 (AXA'）／～同构于 A 。

7. 设 Aj=<N,, 十］， 0〉，这里 Ni= { 0, 1, ···, j-1} 和十］表示模）加法。

(1) 证明 A2 XA3 同构于 A60

* (2) 描述 A2XA3 上同余关系的集合。

* (3) 描述 A,,, 上同余关系集合，这里 rn EI+ o 

-- 191 — 



6.6 半群和独异点

半群和独异点虽是简单的代数结构，但已形成了丰富的理论，在计算机科学的形式语

言和自动机理论中得到应用。

6.6. 1 半群、独异点和它们的子代数

定义 6. 6 -1 具有构成成分(S, ＊汃这里＊是二元运算，并满足结合公理

a* (b*c) = (a*b) *c 

的代数称为半群。

定义 6. 6-2 具有构成成分 (S, *, 1 〉，这里＊是二元运算， l 是么元，并满足结合

公理

a*(b*c) = (a*b)*c 

的代数称为独异点，也称含么半群。

把本章 6.2 节中子代数的定义具体地应用到半群和独异点，就得到以下定义。

定义 6. 6-3 如果 (S, *〉是半群， T竺S 且关于运算＊封闭，那么 (T, *〉是 <S, *>

的子代数，称(T, *〉为 <S, ·*〉的子半群。

定理 6. 6 -1 子半群是半群。

证 子半群是子代数，关于运算＊封闭，结合律是继承的，所以是半群。证毕。

定义 6. 6-4 如果 <S, *, 1 〉是独异点， T~S, 且关千运算＊封闭， lET，那么，

< T, *, 1 〉是 (S, *, 1 〉的子代数，称 (T, ＊， D是 (S, *, 1 〉的子独异点。

定理 6. 6 -2 子独异点是独异点。

证 子独异点是子代数，关千运算＊封闭，含有么元，结合律是继承的，所以是独异

点。证毕。

例 6. 6 - 1 

(1) 设 K泛0, Sk ＝位1xEIAx泛k} ，那么，（ s.. 十〉是半群，因为这里十是普通加法

可结合，且斗关于＋封闭。注意，如果 k<O, S. 在十运算下不封闭，（ s.' 十〉不是一个

代数。

(2) 代数 (I, －〉和 (Rt, ／〉不是半群，因为减法和除法不可结合。

(3) 如果·表示乘法，代数([O, 1], •〉、 ([O, 1),. 〉和 (N,. 〉都是半群，且都是

(R,. 〉的子半群。

(4) 设 S= {a, b} ，定义运算＊使 a 、 b 都是右零。

a*a=b*a=a 

a*b=b*b=b 

s t的运算＊是可结合的，因为对任意 x, y, 之 ES

x*(y*z)=x* 之 =z = Y* 乏= ( X * y) *之

因此代数(S, *〉是一半群，叫做两元素右零半群。

(5) 代数 (R, •, 1 〉是一独异点，因为普通乘法·是可结合的， l 是乘法么兀。

(N, ·, 1 〉和 ([O, 1], •, 1 〉都是 (R, •, 1 〉的子独异点。 (I,.. 0〉不是，因为 0 不是指
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定运算的么元。

(6) 如果 2是有限非空字母表，那么 (2斗，连结〉是半群，（2黄，连结， A〉是独异点。如

果 A~4• ，那么 (A长，连结， A〉是心．，连结， A) 的子独异点。

(7) 如果 S 是含有下界 m 的任一实数集合，那么 (S, max, m〉是独异点；如果 S 是含

有上界 n 的任一实数集合，那么 (S, min, n 〉是独异点。

(8) 代数(Nk' 十 K ， 0 〉和 (Np Xp 1 〉都是独异点。

(9) R 是 S 上的二元关系，那么< {R" I nE N} ，合成运算， Ro 〉是独异点。

(10) 亢(S)是集合 S 的所有划分的集合，心｝表示最小划分，｛＄｝表示最大划分，那么

（亢(S)'. ，心｝〉和饭(S) ，十，｛ S} 〉都是独异点。

如果 <S, *, e〉是独异点，则< S, *〉是半群；但反之不真，因为有些半群含有么元，

有些不含么元，例如 (N ，十〉有么元，（ It ，十〉尤么元。常能用增添新元素的方法把一个半

群 (S, ＊〉改变为独异点，假设 e 是不在 S 中的元素（如果需要我们能重新标记 S 的兀素使

e(J:S) ，我们能扩展运算＊到 SU {e} ，使对一切 xESU{e}, :r*e=e*:r=:r，于是

(SU{e}, *, e} 是独异点。把这个进程叫做“增添一么元”到半群(S, *〉。注意，甚至 1 是

(S, *〉的么元，也可以使它不是独异点 (SU{e}, *, e〉的么元，因为

l*e=e-*l = l=/=e 

上边例 6.6 -1(6) 中，独异点心．，连结， A〉就是从半群心十，连结〉增添么元 A 得出。

定义 6. 6-5 在半群（独异点）中，若运算是可交换的，则称此半群（独异点）为可交换

半群（可交换独异点）。

定理 6. 6 -3 在任何可交换独异点心，＊，心中， S 的等幕元素集合 T 可构成子独

异点。

证 e*e=e, e 是等幕元素，所以， eET。设 a,bET, 有

(a* b) * (a* b) =(a* h) * (b *a) =a* (h * b) * a =a * b * a =a ·* a * b=a * b 

所以， a* bE T, 故（ T, *, e〉是子独异点。证毕。

本定理对可交换半群也成立。

下面我们定义独异点 (S,,<- ， e〉中任意元素 a 的幕。用归纳定义：

(1) （基础） a ()= e 

(2) （归纳） a""1= a" *a (nEN) 

由千独异点中，运算＊是可结合的，容易证明如此定义的 u 的幕满足以下指数定律：

(1) a' * a) =a' -I-J (i,jEN) 

(2) (a')1 — a'·1 (i, jEN) 

定义 6. 6 - 6 设 (S, *，心是独异点，如果存在一个元素 gES, 对于每一个兀素

aES, 都有一个相应的 hEN 能把 a 写成 gh, 即 a ＝＆冲，则称此独异点为循环独异点。并称

元索 g 是此循环独异点的生成元，又可说此循环独异点是由 g 生成的。

定理 6. 6 -4 每个循环独异点都是可交换的。

证 设 (S, *, e〉是循环独异点，其生成元是 g, 对任意 a,bES, 存在 m,nEN, 使

a=g'” 和 b=g飞因此

a*b = g"'*g" = g"'1" = g"1"'= g'，关 g"'= b * a 证毕

类似地，可定义半群(S, 口的任意元素的；；；、循环半群等概念，也可得出循环半群是
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可交换的结论。但注意，如果<S, ＊〉不含么元，则不存在 ao, 与此有关的地方要作相应修

改，例如，归纳定义的基础条款须改为 a1=a 。

例 6.6 - 2 

(1) 代数(N, +, 0 〉是由 1 生成的无限独异点。 0 是么元， O=l勹

(2) 表 6. 6 - 1 给出的代数是个循环独异点，生成元是 c（也可以是 b) ，因为

c0= l 

C = C 

c=c*c=a 

c3 = c2 * c = a * c = b 

c4 = c3 * c = b * c = 1 = c0 

表 6. 6 - l 

* 1 a b C 

1 I a b C 

a a 1 C b 

b b C a 1 

C C b 1 a 

生成元的概念可以扩展，设(S, 口是半群， 2 三 s, 定义一个集合 2+ 如下：

(1) 如果 a E 4, 则 aEI勹

(2) 如果 x,y E 2十，则 X* y E 2-+ 0 

(3) 只有有限次应用条款(1) 和 (2) 生成的元素才属千 3勹

显然心十.'*〉是 (S, *〉的子半群，我们称它为由 2 生成的子半群， 2 叫生成元集合。

如果心十，＊〉不含么元，我们给(2-+, *〉增添一么元 e, 则称心十 U {e}, *, e〉是由 2

生成的独异点。

当 2 是单元素集合时，生成的半群（独异点）就是上述循环半群（循环独异点）。

例 6. 6 - 3 

(1) 表 6. 6 - 2 给出的半群由 {a, b} 生成，因为

a= a 

b = b 
b * 

2 

aa --
l 

ap 

表 6. 6 - 2 

* a b a p 

a B a b " 
b b b b b 

" a a " a 

µ a b a p 

- 194 -



(2) 表 6. 6 - 3 给出的半群中取 2 为生成元，可生成半群({0,2,4},* 〉。

表 6. 6 - 3 

* 。 1 2 3 4 5 

。 。 1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5 。

2 2 3 4 5 。 I 

3 3 4 5 。 1 2 

4 4 5 。 1 2 3 

5 5 。 1 2 3 4 

(3) (I+ ，十〉是半群，取元素 6 为生成元，可生成循环半群({ 6n I nE I十｝，十〉。取元素
3 和 5 组成生成元集合 {3, 5} ，可生成半群({ 3, 5, 6} U { n I n?8} ，十〉。

6.6.2 半群同态和独异点同态

现在我们将本章 6. 3 节同态的定义具体地应用到半群和独异点，得出以下半群同态和

独异点同态的定义。

定义 6. 6 -7 设 A=<S, *〉和 B=(T, ®〉是两个半群。映射 h: s- T, 对任意元

素 a,bES 有

h(a * b) = h(a) ® h(b) 

称 h 为从A 到 B 的半群同态。

定义 6. 6 -8 设 A=<S, *, e〉和 B=<T, ®, 1 〉是两个独异点。映射 h: s- T, 对任

意元素 a,hES 有

h(a * b) = h(a) @ h(b) 

且 h(e)=l, 那么称 h 为从A 到 B 的独异点同态。

例 6. 6 -4 映射 h: N - N4, h(a) =a(mod 4)是从半群(N, 十〉到 (N4' 十 4 〉的半群同

态。因为

h (a + b) = (a + b) (mod 4) 

=a(mod 4) +4 b(mod 4) 

=h(a) 十4 h(b) 

注意， h(O) =O, 所以，它也是从独异点 (N, 十， 0 〉到 (N4, 十4'0〉的独异点同态。

给定集合 S, 从 S 到 S 的函数集合 S' ，在合成运算下构成一个半群(S勹分。任意半群

(S, *〉和这个半群有以下关系。

定理 6. 6 -5 设 <S, *〉是给定半群，（ S＄，分是从 S 到 S 的函数集合在合成运算下构

成的半群，则存在半群同态h: S-S勹

证定义函数 fa(x)=a*X, faES' 。

作映射 h: s- S', 

h(a) = fa 

h(a*b) = f" 长 I,
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由于

所以

fa•b(x) = (a*b)*x=a*(b*x)=fa(fb(x))=(f" •f6)(x) 

h(a*b)=f.. b=fa. 儿＝h(a) • h(b) 证毕

例如，若(S, *〉由表 6. 6 - 4 给定，则 h: S--+- S', h(x)= J., 是一同态。这里

h(a) = f. h(b) = fb 

f.(a) = a fa(b) = b 

儿 (a) = b 儿 (b) = C 

f, (a) = c f, (b) = a 

h(S) = {f., 儿， f』<:;;;;; s勹

表 6.6 - 4 

* a 

a a 

b b 

C C 

b 

b 

C 

a 

h(c) = J, 
几 (c) = C 

儿 (c) = a 

JJc) = b 

C 

C 

a 

b 

注意，映射 h: S- h(S)是满射的，但不能保证是单射的，因为当 S 的运算表有两行

相同时， a#-b 不能得出 h (a)#-h(b) 。只有 (S,.* 〉是含么半群时，由千有么元，运算表没有

两行全同，在这种情况下，如 s- h(S)才是双射的，即 h: S - h(S) 是一同构。于是有以

下定理。

定理 6. 6-6 设(S, *, e〉是独异点，则存在一子集 T~S勹使得(T, 0, 1, 〉同构千

(S, *, e〉。这里 L 是 S 上的恒等函数。

本定理通常叫独异点表示定理。

商代数和积代数的概念也可引入到半群和独异点中。由此得出商半群、商独异点、半

群的积代数、独异点的积代数等概念和有关性质。但它们只不过是定义 6. 5 - 1 、 6. 5 - 2, 

定理 6. 4 - 2 、 6. 5 -1 、 6. 5 - 2 的简单重复而已，所以就不具体罗列了。

习题

1. 试给出一个半群，它拥有左么元和右零元，但它不是独异点。

2. 用运算 max 构造一独异点，它无零元而有一个无限栽体。

3. 设 1:={a,b} 是宇母表， A 是 1:· 中含有 A 的所有以 a 开头的宇符串集合，试证

<A，连结，心是独异点。

4. 设 S= {a, b} ，试证明半群(S勹分不是可交换的。这里。是函数的合成。

5. 设（ S, *〉是一个半群， zES 是个左零元。试证明，对于任何 xES 来说， x* 之也

是一个左零元。

6. 设（ s, *〉是一个半群，对于所有的工,yES, 如果有 a*x=a*y⇒工＝ y, 则称元

素 aES 是左可约的。试证明，如果 a 和 b 是左可约的，则 a*b 也是左可约的。

7. 试证明独异点的左可逆元素（或右可逆元素）的集合，能够形成一个子独异点。

8. 求出 <N6, 十 6 〉的所有子半群，然后证明独异点的子半群可以是一个独异点，而千
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是一个子独异点。

9. 代数<S, *〉由表 6. 6 - 5 给定。

(1) 试证明此代数是一个循环独异点，并求出生成元。

(2) 试把这个独异点的每一元素都表示成生成元的幕。

(3) 列出这个独异点中所有等幕元素。

表 6. 6 - 5 

* a 

a a 

b h 

(` C 

d d 

10. 代数(S, *〉由表 6. 6 - 6 给定，

(1) 它是半群吗？

(2) 它是独异点吗？

(3) 它是循环独异点吗？

表 6. 6 - 6 

兴

a 

b 

C 

d 

a 

C 

b 

a 

d 

b C 

b C 

C d 

d " 
a b 

b C 

h a 

b h 

b C 

b d 

d 

d 

" 
b 

C 

d 

d 

b 

d 

b 

11. 设（ S, *〉是一个半群，证明对于 S 中的 a 、 b 、 c, 如果 a*c=c*a 和 b * c=c-x-b, 

那么，（a-><b)*c=c*(a*b) 。

12. 设（｛ a, b), *〉是半群，这里 a* a=b, 证明

Cl)a*b=b*a 

(2) b * b=b 。

* 13. 设（ S, *〉是一个半群，而且在 S 中有一个元素 a 使得对于 S 中的每一个元素义．

存在着 S 中的 u 和 v 满足关系式

a*u=v*a=.T 

证明在 S 中有一个么元。

14. 把定理 6. 3 - 2 和定理 6. 3 - 3 应用到半群或独异点，可否得出以下结论：

(1) 独异点 A 在 h 下的同态象是独异点 A'的子代数。

(2) 半群在 h 下的同态象是半群。

(3) 可交换独异点在 h 下的同态象是可交换独异点。

15. 设 h 是从半群<S, *〉到 <T, ＠〉的同态，若 a 是 S 中的等幕元素，试证明 T 中也

存在等幕元素。
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* 16. 设 2 是一有限字母表，（~·'连结， A〉是一独异点，（ S, *, 1 〉是任意独异点。对
任一映射 h:~ 一 s, 证明存在同态 h 簧:~·一 s. 它是 h 唯一的开拓。

17. 试把定理 6. 4 - 2 和定理 6. 5 - 2 改写成针对独异点而言的定理。

* 18. 设 A=<S, *〉由表 6. 6 - 7 定义，～是 A 的同余关系，由表 6. 6 - 8 给出。试用表

给出A/～。

表 6. 6 - 7 表 6. 6 - 8 

* a b C d ~ a b C d 

a a b C d a V V 

b b C d a b V V 

C C d a b C V V 

d d a b C d V V 

6.7 群

本节研究群。群论是抽象代数中得到充分发展的一个分支，并已广泛地应用千数学、

物理、通信和计算机科学。我们将介绍它的基本概念和基本性质，并给出应用较多的若干

重要定理。

6.7. 1 群的定义和性质

定义 6. 7 -1 群 (G, ＊〉是一代数系统，其中二元运算＊满足以下 3 条：

(1) 对所有的 a,b,cEG

a* (b*c) = (a*b) *c 

(2) 存在一个元素 e，对任意元素 aEG, 有

a*e=e*a=a 

(3) 对每一 aEG, 存在一个元素 a勹，使

a-1 * a = a* a-1 = e 

简单地说，群是具有一个可结合运算，存在么元，每个元素存在逆元的代数系统。

由千结合律成立，由定理 6. 1 - 3 知，每个元素的逆元是唯一的。所以可看成是一种一

元运算，故一个群的构成成分可看成是<G, *'— 1, e汃这里一 1 是求逆运算。但通常为了

简便仍记为 (G, *〉。

如果 G 是有限集合，则称(G, ＊〉是有限群；如果 G 是无限集合，则称 (G, ＊〉是无限

群。有限群 G 的基数 IGI 称为群的阶数(j) 。

群中的运算＊一般称为乘法。如果＊是一个可交换运算，那么群(G,* 〉就称为可交

换群，或称阿贝尔群。在可交换群中，若运算符＊改用＋，则称为加法群，此时逆元 a 1 写

成—a 。

(j) 不限千群，凡是载体是有限的代数，载体的基数都称为该代数的阶数。
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例 6. 7 -1 

(1) 代数(l，十，—， 0〉是一个阿贝尔群，这里十表示加法，—表示一元减法。

(2) 代数<Q+, •, -1, 1 〉是一个阿贝尔群，这里·表示乘法，一 1 表示一个有理数的

倒数运算。

(3) 设 A 是任一集合， P 表示 A 上的双射函数集合，结构 (P, o, -1, IA) 是一个群，

这里。表示函数合成， f-1 是 J 的逆函数，通常这个群不是阿贝尔群。

(4) 运算 max 和 min 一般地不能用作群的二元运算，因为如果载体多于一个元素，逆

运算不能定义。

(5) 代数<Nk' 十k'-1,0〉是群，这里 x-·1=k－工。但代数<N., xk 〉不是群，因为 0 元

素没有逆元。

群是半群和独异点的特定情况，有关半群和独异点的性质在群中也成立，现在介绍群

的性质。

定理 6. 7 -1 如果<G, *〉是一个群，则对于任何 a,bEG,

(1) 存在一个唯一的元素 x, 使得 a*x=b 。

(2) 存在一个唯一的元素 y, 使得 y*a=b 。

证 (1) 至少有一个 x 满足 a* x=b, 即 x=a·-I * b ，因为

a* (a-1 *b) = (a*a-1) *b = e*b = b 

如果 x 是 G 中满足 a*x=b 的任意元素，则

x = e * x = (a-1 *a)* x = a-1 *(a* x) = a-1 * b 

所以， x=a-1*b 是满足 a*x=b 的唯一元素。

类似地可证明 (2) ，于是定理得证。

定理 6. 7 -2 如果(G, *〉是一个群，则对于任何 a,b,cEG,

(1) a* b = a* c ⇒ b = c 

(2) b * a ~ c * a ⇒ b = C 

证 因为群的每一元素都有逆元，根据定理 6. 1 - 4, 本定理显然成立。

定理 6. 7-3 么元是群中唯一等幕元素。

证 如果 x 是等幕元素，则

e = x-1 * x = x-1 * (x * x) =(x-1*x)*x=e*x= 、r 证毕

定理 6. 7-4 群 (G, *〉的运算表中的每一行或每一列都是 G 中元素的一个置换。

证 首先，证明运算表中的行或列所含 G 的一个元素不可能多千一次。用反证法，如

果对应于元素 aEG 的那一行中有两个元素都是 k, 即假定 a * b1 = a * b2 = k, 而 b1#b2' 但

根据定理 6. 7 - 2 有 b1 =bz' 得出矛盾。对于列也一样可以证明。

其次，要证明 G 的每一个元素都在运算表的每一行和每一列中出现。还是考察对应千

元素 a 的那一行，现设 b 是 G 中的任一元素，由千 b=a * (a·1 *b) ，所以 b 必定出现在对

应千 a 的那一行中。对千列也可同样证明。

最后，因为<G, 口中含有么元，所以没有两行或两列是完全相同的。

综合以上结果便得出：运算表中每一行都是 G 的元素的一个置换，并且每一行都是不

同的置换。同样的结论适合千列。证毕。
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定理 6. 7 -5 如果<G, *〉是一个群，则对千任何 a,bEG,

(a*b)-1 = b-1 *a-1 

证由千

(a*b) * (a*b)'= e 

和

(a* b) * (b-1 * a-1) =a* (b * b-1) * a-1 

=a* a - = e 

而逆元是唯一的，所以 (a*b)--1=b-1 *a-1 。证毕。

由以上性质可得出以下结论。

(1) 一阶群仅有一个（同构的群认为是相同的，以下不再说明），如表 6. 7 - 1 所示。

(2) 二阶群仅有一个，如表 6. 7 - 2 所示。

(3) 三阶群仅一个，如表 6. 7 - 3 所示。

表 6. 7 - 1 

表 6. 7 ~ 3 

* '} 

e e 

表 6. 7 - 2 

* e a 

e e a 

a a e 

兴 e a b 

e e a b 

a a b e 

b b f a 

(4) 四阶群仅有两个，如表 6. 7 - 4 和表 6. 7 - 5 所示。

表 6. 7 - 4 表 6. 7 - 5 

* e a b C 

e e a b C 

a a b C e 

b b C e a 

C C e a b 

* e a b C 

e t a b C 

a a e C h 

b b C e a 

C C b " e 

(5) 五阶群仅有一个，如表 6. 7 - 6 所示。

表 6. 7 - 6 

* e a b C d 

e f a b C d 

a a b r d e 

b b l d « a 

C C d e a b 

d d e a b C 

(6) 六阶群仅有两个，如表 6. 7 - 7 和表 6. 7 - 8 所示。
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表 6. 7 - 7 表 6. 7 - 8 

* e a b C d f * e a b C d f 

e e a b C d f e e a b C d f 

a a b C d f e a a e d f b C 

b b C d f e a b b f e d C a 

l. C b f e a b C C d f e a b 

d d f e a b C d d C a b f e 

f f e a b C d f f b C a e d 

四阶以上的群核实以上结论都较繁，这里不给证明，列出的目的是便千读者查阅。

从以上列出的群可知：一阶群到五阶群全是阿贝尔群，但六阶群不全是。

为了继续介绍群的性质，我们首先定义群(G, 口的任意元素 a 的幕。如果 nEN, 则
。

a = e 
叶 1a~'=a"* a 

a-•=(a-l)n 

由以上定义可知，对任意 m,kEI,am,ak 都是有意义的，另外群中结合律成立，不难

证明以下指数定律成立：

am* ak = a"'tk (m,k E D 

(a勹k=a呻 (m,k E D 

定义 6. 7-2 设(G, *〉是一个群，且 aEG, 如果存在正整数 n 使 a"=e, 则称元素的

阶是有限的，最小的正整数 n 称为元素 a 的阶。如果不存在这样的正整数 n, 则称元素 a 具

有无限阶。

显然，群的么元 e 的阶是 1 。

定理 6. 7 -6 如果群<G, *〉的元素 a 拥有一个有限阶 n ，则 ak =e, 当且仅当 k 是 n

的倍数。

证设 k, m 、 n 是整数。如果 k=mn, 则，

ak = a'"" = (a")"'= em = e 

反之，假定 ak=e, 且 k=mn+t, O~t<n, 千是

a'= ak-mn = ak * a--mn = e * i- m = e 

由定义可知， n 是使 a"=e 的最小正整数，而 O~t<n, 所以 t=O, 得 k=mn。证毕。

这样，如果 a"=e, 并且没有 n 的因子 d(l<d<n)能使 ad=e, 则 n 是元素 a 的阶。例

如，如果 a8 =e, 但 a2 #-e, 矿＃e, 则 8 必定是 a 的阶。

定理 6. 7 -7 群中的任一元素和它的逆元具有同样的阶。

证设 aEG 具有有限阶 n' 即 a"=e, 因此
(a-1)" = a--)•n =(a")-)= e--) = e 

如果(a-1) 的阶是 m，则 m¾n。另一方面 ', 

矿＝［（a-I)m厂＝ e·1 = e 

因而 n¾m, 故 m=n 。
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定理 6. 7 -8 在有限群(G, ＊〉中，每一个元素具有一有限阶，且阶数至多是 IGI 。

证 设 a 是 (G, *〉中任一元素。在序列 a, a气矿，…， alGl+I 中至少有两元素是相等

的。不妨设 a'=a勹这里 1::::;;s<r::::;; IGI +1 。因为
e = a0 = ar-r = a'* a-r = a'* a-, = ar-' 

所以， a 的阶数至多是 r-s~IGI 。证毕。

6.7.2 置换群和循环群

本小节介绍两种最有代表性的群—一置换群和循环群。先介绍置换群。

给定集合 A={l,2},A 上的置换有两个：

P1 =（}勹， p2 = (：勹
给定集合 A={l,2,3} 。 A 上的置换有 6 个：

P1=＝(}二二）， P2 = (: ：二）， p3 = (: : :) 
1 2 3\ tl 2 3 

P4 = (), P5 = () 1 2 3 
1 3 2 2 3 1, P6 = (3 1 2) 

一般地说，若 IAl=n, 则 A 上的置换有 n ！个。记 A 上的所有置换的集合为 S"' 足标

n 表示集合 A 的基数。

置换可以进行合成运算。记号。一般表示左合成，例如p尸 P2 ，表示先进行 p2 置换，再

进行 P1 置换。记号令一般表示右合成，例如 P1◊P2, 表示先进行 P1 置换，再进行 P2 置

换。我们在下面的例子中均采用令。给定集合 A, 则 A 上所有置换对运算O而言是可结合

的，具有么元——恒等置换。每个置换有逆置换，所以 (S"' 令〉是一个群。例如群 <S2' 令〉

如表 6. 7 - 9 所示。群 (S3 ，令〉如表 6. 7 - 10 所示。不仅如此，某些部分置换也可构成群，

例如在 53 中，（｛ P1, Pz} ，令〉，< {pl'p3}, 令〉，（｛ P1, P4} ，令〉和< { P1, Ps, P6 }, ~〉都

是群。

表 6. 7 - 10 

令 p, P2 P3 P4 Ps p6 

表 6. 7 - 9 P1 pl P2 P3 P4 P5 p6 

◊ PI Pz Pz P2 P1 P, p6 P3 P4 

P1 pl P2 P3 P3 p6 P1 p :, P4 P2 

P2 P2 pl P4 P4 P5 p6 pl P2 P3 

PI P5 P4 P2 P3 P6 P1 

p6 p6 P3 P4 P2 P1 P5 

定义 6. 7-3 给定 n 个元素组成的集合A.A 上的置换所构成的群称为 n 次置换群；

A 上所有置换构成的群称为 n 次对称群。
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对称群是置换群的特殊情况，例如<S3'◊〉是三次对称群； <{pl'pJ'◊〉是三次置换群。

例 6. 7 - 2 

(1) 给定正三角形 123 （如图 6. 7 -1) ，将三角形围绕重心 0 旋转，分别旋转 00 、 120° 、

240° 。可以把每一旋转看成是三角形的顶点集合 {1, 2, 3} 

的置换，于是有
111213 I\

(\̀ (

_L  ̀

______ 
P
l

住

P
s

222321 
\
）
、
·

333132 
（旋转 00)

（旋转 120°)

（旋转 240°)

,3 B
夕

2

\ 
,
＇I
/

，
'
，
'
，
'
(
＇
，

o
、

i
'
t
l
l
i
A

、、
、

}2 , 

C\ 

再将三角形围绕直线 1A 、 2B 、 3C 翻转。又得到顶点集合

的置换如下：
图 6. 7 - 1 

121311 (\,'_\̀ /'\̀  ______ 
九
九
九

212223 \!\!\! 333132 

（绕 3C 翻转）

（绕 2B 翻转）

（绕 lA 翻转）

正三角形的旋转和翻转在合成运算下可构成群，（S3, ~〉就代表这个群。

(2) 正四边形通过旋转和翻转也可以形成四个顶

点集合{1,2,3,4} 的置换（见图6.7-2):

1 2 3 4 
pl = (2 3 4 1) （旋转 90°)

131411141211 I1\I'

\̀ ,'_\̀ / 

____________ 
p
z

九
九

P
s

九
九

242122232124 313233323433 \ 424344414342 
（旋转 180°)

（旋转 270°)

B 1 1 4 B 

I 土

c2 33 

（旋转 360°)
图 6. 7 - 2 

（绕 AA' 翻转）

（绕 BB' 翻转）

（绕 13 翻转）

1 2 3 4 
P8 = (3 2 1 4) 

正方形的翻转和旋转在合成运算下可构成群，如表 6. 7 - 11 所示。

（绕 24 翻转）
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表 6. 7 - 11 

令 PI P2 P3 P4 P5 p6 p? P, 

P1 P2 P3 P4 PI P8 P7 P5 p6 

P2 P.3 P4 pl P2 p6 P5 P8 P7 

P3 P4 PI p, P3 P7 P8 p6 P5 

P4 pl P2 P3 p, P5 p6 p? P8 

Ps P7 p6 P8 Ps P4 P2 P1 P3 

p6 P8 P5 P7 p6 P2 P4 P3 P1 

p? P6 P8 P只 P7 P3 P1 P4 P2 

P8 P5 P7 p6 P8 P1 P3 P2 P4 

这不是对称群，元素没有 4! 个，是一置换群。一般地说，在合成运算令作用下， n 边

正多边形的所有旋转和翻转的集合构成一个 n 次的 2n 阶的置换群，这类群通称两面体群。

下边我们讨论循环群，循环群是较简单地了解得较透彻的一类群。
定义 6. 7 -4 设<G, 口是一个群， 1 是整数集合。如果存在一个元素 gEG, 对于每

一个元素 aEG 都有一个相应的 iEI，能把 a 表示成 g' 形式，则称(G, *〉是一个循环群。

或说循环群是由 g 生成的， g 是(G, *〉的生成元。

定理 6. 7 -9 每个循环群是可交换群。

证明方法与定理 6. 6 - 4 相同，故略。

定理 6. 7 -10 设(G, *〉是由 gEG 生成的有限循环群，如果 IGl=n, 则 g"=e,

G = {g, 矿，旷，…， g" = e} 

且 n 是使 g"=e 的最小正整数。

证 （ 1) 假定有正整数 m<n 使 gm=e, 则对 G 中任一元素 g*, 设 k=mq+r, o:::;;;r<m, 

千是

g* = g叩＋ y = (g勹 q * gr = gT 

这意味着 G 中每一元素都可写成 g' 形式，但 r<m, 所以 G 中至多有 m 个不同元素，这与

IGl=n矛盾，所以 g'"=e 而 m<n 是不可能的。

(2) {g, 矿， g3' …， g”} 中的元素全不相同。若不然有 g' ＝矿，不妨设 i<j, 千是

旷 '=e。但 j — i<n, 所以这是不可能的。

由千 <G, *〉是群，其中必有么元，由 (2) 得 G={g, 矿，旷，…， g”} ，因此，由 (1) 得

g三＝ e。证毕。

例 6. 7 - 3 

(1) （ I ，十，一， 0〉是无限循环群， 0 是么元， 1 或－ l 是生成元。（注意生成元不

唯一。）

(2) (N., 十"'一］，［O]〉是有限循环群。这里 k>O, Nk={[O], [l], … ,[k —1 J} 。

凸定义为：巨］＋.[y] ＝巨＋ y] 。巨］是 1 中模 k 等价类。例如 k=4 时，这个群如表

6. 7 - 12 所示，其中 [O]是么元，［ l］或[3]是生成元。
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无限循环群都同构于例 6. 7 - 30) ；有限循环

群都同构千例 6.7-3(2) （见下一小节）。如果这两

个群已完全清楚了，那么一切循环群都已清楚了。

循环群的结构比较简单，有限和无限循环群可

如图 6.7-3(a) 和(b) 那样表示，图中结点代表元

素．有时元素就用牛成元的幕表示。有向边

”-”表示＊ g,g 是生成元。路径表示从始点元
素变成终点元素的过程。

表 6. 7 - 12 

+4 [OJ [l] [2] [3] 

[O] [O] [l] [2] [3] 

[l] [1 J [2] [3] [OJ 

[2] [2] [3] [OJ [l] 

[3] [3] [OJ [l] [2] 

e=g 。

\ 
I 

., gI'_

` 

__ k 

、 、 、 l 

g g g g 

b=g2 
d=g一2 c=g一） e=g0 a=g b=g2 

,,- 3 ~_,.- c=g ---
(a) (b) 

图 6. 7 - 3 

6.7.3 子群和群同态

将子代数的定义具体地应用千群，就得到子群的定义。

定义 6. 7-5 设<G, *〉是一个群， S 是 G 的非空子集，并满足以下条件：

(1) 对任意 a,bES 有 a* bES; 

(2) 对任意 aES 有 a 1ES; 

(3)eES,e 是 (G, *〉的么元，

则称(S, *〉是 (G，口的子群。

子群也是一个群，因为结合律是继承的，再有以上 3 条，符合了群的定义。

定义中的 3 条不是都必需的，如果 (G, ＊〉是有限群，则只需第 (1) 条满足就可以了；

如果<G, ＊〉不是有限群，则只需第 (1) 、（ 2)两条满足就可以了。这个断言陈述在以下两定

理中。

定理 6. 7 -11 设(G, *〉是个群， S~G，如果

(1) 若 a,bES, 则 a*bES;

(2) 若 aES, 则 a-1ES,

那么，（S，＊）是<G, *〉的子群。

证对任意元素 a ES, 由（ 2 ）得 a ·I ES, 再由 (1) 得 a*a-1=eES。所以， <S, *〉是

(G，天〉的子群。

定理 6. 7 -12 设 (G, ＊〉是一个有限群．如果对任意元素 a,hES, 有 a*hES, 那

么，（ s, *〉是 <G,* 〉的子群。

证 设 a 是 S 的任一元素，则 aEG, 根据定理 6. 7 - 8, a 具有阶数 r' 由于 S 对运算

＊的封闭性，所以 a, 矿，…， ar 全在 S 中，特别是：
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r-1 r.. -I.. - I a.-1 = a'*a-1 = e*a-1 = a-·I 

也在 S 中，这就证明了若 a ES，则 a-1 ES。根据上一定理，得出 <S, ~-〉是 (G, *〉的子

群。证毕。

例 6. 7 - 4 

(1) (I, 十〉是一个无限群， N 对＋封闭，但对求逆元不封闭，所以 (N, 十〉不是

(I, 十〉的子群。

(2) < S3 ，令〉（参看例 6.7-2(1) ）是有限群，｛ P1, P4} 对令封闭，所以，（｛ P1, P4}, ~>

是 (S3, ~〉的子群。类似地，（｛ p1, P5, P6} ，令〉也是子群。

设(G, *〉是一个群， T 是 G 的任意非空子集，我们定义集合 T欠如下：

心如果 aET, 则 aE T* o 

＠如果 :r 、 yET耸，则 :r-1 ET· 和 :r*yET* o 

＠只有有限次应用0和＠构造的元素才属千 T勹

根据定理 6.7-11, (T·, *〉是 <G, *〉的子群，我们称(T''* 〉为由 T 生成的子群。

T 叫做< T*'* 〉的生成元集合。特别地，取 T 为单元素集合 {a} ，则< T*'* 〉是由 a 生成

的 <G, ~-〉的循环子群。例如，在例 6.7-2(2) 中， P1 生成子群（｛ P1, P2, p3, p4} ，令〉，生

成元集合{ Ps, P6} 生成子群< { P2, P4, Ps, P6}, ~〉。

定义 6. 7 - 6 设 <G, *〉和 (H, @〉是两个群，映射 h:G-H 称为从 <G, *〉到

(H没初的群同态，如果对任意 a,bEG,

h(a * b) = h(a) @ h(b) 。

和代数系统同态的定义 6. 3 - 2 比较，可以看出群同态的定义中省去了两条：

h(ec) = eH @ 

h(a-1) = [h<a) ]1 @ 

这里 eG 和 ef1 分别是 <G, *〉和 (H, ＠〉的么元。

我们证明由于群的结构，条件式O已蕴含了条件式＠和＠，省去是合理的。

h(eG) = h(eG * ec) = h<ec)@ h(ec> 

可见 h(eG)是(H, ＠〉中等幕元素，但群中只有么元是等幕的，所以 h(e(；） = eHo 

h(a) G h(a-1) = h(a *a-1) = h(er;) = eu 

h(a-1) G) h(a) = h(a-1 *a)= h(er;) = ell 

所以， h(a-1) = [h(a)r1 。证毕。

由此可见，群同态的定义实质上和代数系统同态的定义是一致的，关于同态象的结论

也适用千群同态象。由定理 6. 3 - 2 可直接得出如下定理：

定理 6. 7 -13 设 h 是 (G, *〉到 <H, ®〉的群同态，则 (G, *〉在 h 下的同态象

(h(G) ，@〉是<H, ®〉的子群。

由定理 6. 3 - 3 可直接得出如下定理：

定理 6. 7 - 14 设 (G, *〉是一个群，（ H, ＠〉是一代数系统，如果存在满射函数

h: G- H, 对任意 a, bEG 

h(a * b) = h(a).@ h(b) 

则 (H. ＠〉必是一个群。
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同前面一样，根据 h 是单射的、满射的和双射的，群同态分别称为单一同态、满同态

和同构。从群(G, *〉到自身的同态称为自同态，从群<G, *〉到自身的同构称为自同构。

例 6. 7 - 5 

(1) 在 (N5,x5 〉中，记 N; =N5 — {[O] ｝。作映射 h: N,-N5' 

h([O]) = [1], h([l]) = [2] 

h([2]) = [ 4], h([3]) = [3] 

对照两者的运算表，容易看出 (N4' 十 4 〉和 (N5•, x5 〉同构； （ N4 ，十4 〉是群，所以

(N,*, X5 〉也是群。

(2) 每一个 K 阶循环群<G, *〉都同构千 (NK ，十 K 汃因为，如果 a 是 <G, *〉的生成元，

则 G={a, 矿，…， a'=e} ，作映射

h: Nk - G, h([i]) = a'(i = O, 1, …, k —1) 

由千

h([i] 书［八） = h ([i 五日）

= a'+,i = a'* a1 

= h([i]) * h([j]) 

所以， <G, *〉和 (N户书〉同构。

定理 6. 7 -15 每一个 n 阶有限群，同构于 n 次置换群。

证 设(G, ＊〉是一个 n 阶群，由定理 6. 7 - 4 知道，（G, ＊〉的运算表中每一行和列都

是 G 的一个置换。对应于元素 aEG 的列的置换是

P. (.r) =.r * a 

记对应于 G 的所有元素的列的置换集合为 P, 现证明 <P, 令〉是一个群。

(1) 对任意元素 a,hEG,

(P.◊P6)(x) =(x*a)*b 

=x* (a*b) 

=p户 b (x) 

所以， P 对运算O封闭。

(2) 设 e 是 <G, 口的么元， aEG 是任一元素，

peOp" = p“Opr = p” 

所以， P, 是么元。

(3) 对任意元素 aEG, 存在元素 a-, EG, 

Pa\ ◊Pa= P"令p,,--1 = p, 

所以，对任－ p" 存在逆元 Pa-I o 

(4) 置换的合成满足结合律。

现证明 (G, *〉和（ P, 令〉是同构。

作 h: G- P 

h(a) = P" 

这显然是双射函数。再将已证明的等式CD改写为

h(a * h) = h(a) 令h(b)

这样就证明了同构。

CD 
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本定理是 1854 年由凯莱(Arthur Cayley)得出，叫凯莱表示定理。它说明抽象群的研

究可归结千置换群的研究，如果一切置换群研究清楚了，那么一切有限群就都清楚了，可

见置换群的重要。但经验告诉我们，研究置换群并不比研究抽象群容易，所以，通常又不

得不直接地研究抽象群。

定义 6. 7 -7 设 h 是从<G, *〉到 (H,@ 〉的群同态。如果 G 的一个子集 K 的每一元

素都被映入 H 的么元 e,/ ，再没有其它元素映入 ef/ ，则 K 称为同态 h 的核，记为 ker(h) 。

定理 6. 7 -16 从群<G, *〉到群(H,@〉的同态 h 的核 ker(h)形成群 (G, ＊〉的子群。

证 （ 1) 如果 a,bE ker(h) ，那么

h(a) = h(b) =eu 

h(a * b) = h(a) ® h(b) = eH® eH = eH 

所以， a* bE ker(h) ，即 ker(h)对运算＊封闭。

(2) 如果 aEker(h) ，则

h(a -i) = [h(a) ]- 1 ＝矿＝ eII 

所以， a-1 E ker(h) 。

根据定理 6. 7 -11, 所以， ker(h)形成(G, *〉的子群。

6.7.4 陪集和拉格朗日定理

设<H. ＊〉是群(G, ＊〉的子群，我们称集合 aH = { a * h I h E H} 为元素 aEG 所确

定的子群 (H, *〉的左陪集。元素 a 称为左陪集 aH 的表示元素。我们称集合 Ha=

{h * a I h E H} 为元素 aEG 所确定的子群(H, *〉的右陪集。元素 a 称为右陪集 Ha 的表

示元素。

以下只讨论左陪集，所得结论对右陪集也平行地成立。

定理 6. 7 -17 设<H, *〉是群 (G, *〉的子群， aH 和 bH 是任意两个左陪集，那么，

或 aH=bH 或 aHnbH=0 。

证 假定 aH 和 bH 不是不相交的，那么必有一个公共元素 f, 于是存在 hI' 凡 EH,

使 f=a * h, =b ＊儿，因此． a=b*h2 *h;1 。设工是 aH 中任一元素，于是存在 h3EH 使

.r = a ＊儿，因而 .r=b * h2 * h;- i * h3 ，因为 h2 * h~ I ＊凡是 H 中一个元素，所以工是 bH

中的一个元素。类似地可证 bH 的任一元素是 aH 中的一个元素。这样， aH=bH。又 aH

和 bH 都是非空集合， aH=bH 和 aHnbH=0不可兼得。所以定理得证。

定理 6. 7 - 18 H 的任意陪集的大小（基数）是相等的。

证 设 a 是 G 中任一元素，九和 h2 是 H 中任意元素，若 h! ＃h2, 则 a* h1 #a.门儿。

所以， aH 中没有相同的元素， aH 和 H 的大小一样，因此， H 的所有陪集的大小相等。

证毕。

有了以上两个定理，另外，由于< H, *〉是 (G, *〉的子群，么元 eE H, 所以，

aEaH, UaH = G。因而我们可以断定 H 的左陪集集合构成 G 的一种划分，且这种划分
“eG 

中的块的大小是一样的。换句话说， G 的大小等于 H 的不同左陪集的个数乘以 H 的大小。

于是成立以下拉格朗日定理。

定理 6. 7 - 19 一个有限群的任意子群的阶数可以除尽群的阶数。
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推论 6. 7 -19 

(1) 质数阶的群没有非平凡子群(({e}, ＊〉和 <G, *〉叫做群 (G, ＊〉的平凡子群。）

(2) 在有限群(G, ＊〉中，任何元素的阶必是 IGI 的一个因子。因为如果 aEG 是 r 阶

的，则 ({e, a, 矿，．．．， ar··I}, *〉是 (G, *〉的子群， r 必除尽 IGI 。

(3) 一个质数阶的群必定是循环的，并且任一与么元不同的元素都是生成元。

注意，拉格朗日定理的逆定理并不成立，换句话说，如果 IGl=n, m 是 n 的因子，则

阶数为 m 的子群未必存在（这样的实例在后边例 6. 7 - 8 中可看到），但对循环群来说，却

是成立的。

上面证明了 H 的左陪集集合是 G 的一个划分，由此划分必然可导出一个相应的等价

关系，我们称它为 H 的左陪集等价关系，它使每一等价类就是 H 的一个左陪集。为了定义

H 的左陪集等价关系，我们先证明以下定理。

定理 6. 7 -20 设(H, ＊〉是群 (G, *〉的子群，于是 bEaH, 当且仅当 a-1 *bEH 。

证 bEaH, 当且仅当存在某－ hEH, 使 b=a * h, 即 a·1 *b=h, 因而当且仅当

a·1 *bEH。证毕。

由这一定理可知， H 的左陪集等价关系～可如下定义：

a~b 台 a-1 * b E H 

因为这一定理保证了同在一个陪集中的元素必然有～关系；反之，有～关系的，必在同一

陪集中。另一方面，也容易直接验证～具有自反性、对称性和传递性，因此～是一等价关

系。因为

心 a-1 *aEH, 所以 a~a。这里 a 是 G 的任一元素。

＠若 a~b, 则 a-'*bEH，所以， b-1 *a=(a-1 *b)-1EH, 故 b~a 。

＠若 a~b 和 b~c, 则 a-1*bEH, b-1 *cEH, a··I *c=a·-I ·* (b*b-·1) *c=(a-1 * 

b) * (b-1 *c)EH。故 a~c 。

另外， a~b 习惯上写成 a三b（模 H), 表示是由 H 诱导出的左陪集等价关系。

本小节的中心思想说的是：子群(H, *〉可以诱导出由 H 的左陪集集合构成的G 的一

个划分和由这个划分可以诱导出 G 的一个左陪集等价关系。

例 6. 7 - 6 我们来考察（ S,l, 令〉（表 6.7-13):

表 6. 7 - 13 pl=(} 
2 

3 3) 
2 

令 P1 P2 P3 P4 P5 p6 

PI PI P2 P3 P4 P, P6 
P2=(2 1 

2 
3 3) 

1 

p, P2 pl P5 p6 P3 p4 P3 = (3 1 
2 

3 1) 
2 

P3 P3 pb P! P5 P, P2 

P4 P4 P5 p6 P1 P2 P3 P4 = (1 l 
2 

3 2) 
3 

P5 P5 P4 P2 p3 p6 pl 

p6 p6 p3 P4 P2 P1 Ps 
P5=(2 1 

2 
3 1) 

3 

p6= (3 1 
2 

3 2) 
1 
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(1) 取 H={pp p4}, (H, 令〉是<S3, ~)的子群。

左陪集是：

Pi H = P4 H = { P1, p4 } 

Pz H = P6 H = { Pz, P6 } 

P3 H = Ps H = { P3'Ps } 

{{pi, p4}, {pz, p5}, {p3'Ps} ｝是 S3 的一个划分。

右陪集是：

Hp]= Hp4 ={pl'p4} 

Hpz = HPs = {pz, Ps} 

Hp3 = Hp6 = {p3, P6} 

{ { Pi, P4}, { Pz, Ps}, { P3'P6} ｝也是 S3 的一个划分。

注意，表示元素相同的左陪集和右陪集未必相等，例如 P2H#HP2 。左右陪集确定的

等价关系也未必是<G, *〉的同余关系，例如， p3 ~ Ps, Pz ~ P6, P3 ◊ Pz + Ps 令p60

(2) 取 H= { P1, Ps, P6 }, < H, 令〉是 (S3' 令〉的子群。

左陪集是：

Pi H = Ps H = P6 H = { P1, Ps, P6 } 

PzH = p3H = p4H = {pz, p3, p4} 

{{pi, Ps, p5}, {pz, P3'P4} ｝是 S3 的一个划分。

右陪集是：

Hp1 = Hps = Hp6 = {Pi, Ps, P6} 

Hpz = Hp3 = Hp4 = {pz, p3, p4} 

这里，表示元素相同的左陪集和右陪集是相同的。容易验证 H 的左陪集等价关系也是一个

同余关系。

6.7.5 正规千群和商群

为了由群(G, 口构造商代数－－商群，必须找出群 (G, *〉上的同余关系。由上一小

节的例子可以看出， H 的左陪集等价关系可以是(G, ＊〉上的同余关系，也可以不是。现在

研究在什么情况下它一定是同余关系，为此给出以下定义。

定义 6. 7 -8 设<H, *〉是群 (G, *〉的子群，对任意元素 aEG, 如果 aH=Ha, 则

(H, ＊〉称为正规子群。

定义中的 aH=Ha 是指对每一九 EH, 都存在 h2EH, 使 a* h1 =h2 *a, 并不要求对

每一 hEH 有 a*h=h*a。对正规子群来说，左陪集和右陪集相等。所以，可以简称陪集。

显然，所有阿贝尔群的子群都是正规子群；所有平凡子群都是正规子群。

现在我们来证明正规子群的不同陪集都是 G 的同余类。设 aH 和 hH 是两个陪集， a I 

是 aH 中任一元素， L 是 bH 中任一元素，现证明 a I ＊仇全都在 H 的同一陪集中。设

a1 = a* h1 

b1 = h * h2 

九和凡是 H 中某一元素，以下的 h, 也是 H 中某一元素，不再声明。
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a1 * b1 = (a * h1) * (b * h2) 

= (a * h1) * (h3 * b) 

=a*h4*b 

=a*b*h5 

因此，所有 a] ＊仇都在陪集(a* b) H 中。再者，容易证明 a1,a2 EaH 时有 a; 1, a; 1 E a I H。

因此由正规子群 H 诱导出的陪集关系是同余关系。

设<H, *'— 1, e〉是群 A=<G, *, -1, 心的正规子群。 H 的陪集关系记为～，则根

据商代数的定义 6. 5 - 1 有

这里

A/~ =,c <GI~,@, -1, H >

GI ~ = { aH I a E G} 

aH @ bH = (a* b) H 

[aH]-1 = a-1 H 

为了表明～是 H 的陪集关系，习惯记为

A/H= (G/H,@ >

称为群<G, *〉关于正规子群<H, *〉的商群。

商群的阶数等千群<G, 口的阶数除以 <H, ＊〉的阶数。根据商代数的性质，商群也是

一个群。

例如，在例 6.7-6(2) 中，（ S3, ~〉关于正规子群< { P1, Ps, P6) ，令〉的商群是

({ { PI'p5'P6}'{ pz, PP p4) ），＠〉，＠的运算表如表 6. 7 - 14 所示。

表 6. 7 - 14 

@ {Pi, p5, P,} {p2,P3,p4 } 

{P1, Ps • P,} {pj,P1,P6 } {p,, P,, P,} 

{p,, P,, P,} {p,, P,, P,} {P1, Ps, P,} 

作映射 h: G___.G/ H, h(a) =aH, 根据定理 6. 5 - 1, h 是从群 G 到商群的自然同态。

以上说明从正规子群可得出陪集同余关系和群同态。下一定理说明从群同态可得出陪

集同余关系和正规子群。

定理 6. 7 - 21 设 h 是从群 (G, *〉到群 (G', ＊勹的同态，那么

(1) h 诱导的 G 上的等价关系是群(G, 口的同余关系。

(2) h 的核 K 是 <G, *〉的正规子群。

(3) K 的陪集就是上述同余关系的同余类。

证 （ 1) 应用定理 6. 4 - 2 可直接得出。

(2) 根据定理 6.7-16, K=ker(h) = {alaEG/\h(a)=eG,} 是 (G, *〉的子群。对任

意的 aEG 和任意的 kEK,

h(a 1 *k*a) =h(a1) *'h(k) *'h(a) 

=h(a-1) *'e<J, *'h(a) 

=h(a-1)*'h(a) = e,;' 
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所以，存在一个 k1 ，使 a-1 *k*a=kp 即 ka=ak! 。所以， Ka~aK。类似地可证 aK三

Ka, 故 aK=Ka, K 是正规子群。

(3) 设 a 、 b 属于同一陪集，则

a·1 *bEK, 

h(a-1)*'h(b) = eG', 

h(b) =h(a) 

所以， a 、 b 在同一同余类中。

反之，设 a 、 b 在同一同余类中，则

h(a) =h(b) 。 h(a -i * b) =h(a -i) *'h (b) = h(a -i) *'h (a) =ec, 

所以， a·1*bEK, 故 a 和 b 在同一陪集中。证毕。

下一定理说明群<G, *〉的同态象和商群(G/K, ®〉间的关系。

定理 6.7-22 设 h 是从群<G, 口到群(G, *'〉的同态， K 是同态 h 的核，则(G/K, ®>

同构千(h(G), *'>o 
根据定理 6. 5 -2 和定理 6. 7 - 21 就直接得到本定理。

6.7.6 群的直接乘积和群的图示

定义 6. 7-9 设<G, *〉和 (G', ®〉是两个群，两个群的直接乘积是一个代数系统

(GXG', 。〉，其中 GXG'上的二元运算。定义为：

对任意 (gl • g伈和 (g2'g伈 EGXG'有

(gl'g'l > o (g2, g'2 >= ( gl * g2'g'l ® g\ >

不难看出，两个群的积代数是一个群，因为：

(1) (er;, eG' 〉是 (GXG' ，分的么元，这里 eG 和 eG' 分别是群(G, *〉和 (G',@ 〉的么元。

(2) 任意元素 (g, g' 〉 EGXG'都有逆元(g-1'g'·l 〉。

(3) 运算。的可结合性可从运算＊和＠的可结合性得出。

(4) GXG'对运算。封闭，因为 G 对＊， G＇对＠封闭。

子集 {(a,eG' 〉 |aEG} 和{ <ec, b 〉 |bEG' 伈它们分别是(GXG' ，分的子群，分别同构千

群 <G, *〉和 (G' ，＠〉。

应用直接乘积可以形成高阶的群。

例 6. 7 - 7 

(1) 群 ({e, a}, *〉自身的直接乘积为表 6. 7 - 15 给出的群。

表 6. 7 - 15 

* (e, e> (e, a > (a, e>

(e, e> (e, e> (e, a > (a, e>

(e, a) (e, a > (e, e> (a, a >

(a, e> (a, e> (a, a > (e, e>

位， a 〉 (a, a > (a, e> (e, a >
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(2) 群 ({ep a},* 〉和群< {ez, b, c}, *〉的直接乘积为表 6. 7 - 16 给出的群。

表 6. 7 - 16 

* (e1, e2 > (e1, b> (e,, C > (a, e2 > (a, b> (a, C >

(e1, e2 > (e1, e2 > (e1, b> (e1, C > (a, e2 > (a, b> (a, c>

(e1, b> (e1, b> (el, C > (e1, e2 > <a, b> (a, C > (a, e2) 

(el, C > (el, C> (e1, e2 > (e1, b> (a, c、〉 (a, e, > (a, b>

(a, e2 > (a, e2 > (a, b> (a, l、〉 (e1, e, > (e1, b) (e,, C >

<a, b> (a, b> (a, C > (a, e, > (e1, b> (el, C > (e1, e2 >

(a, C > (a, C > (a, e2 > (a, b> (e1, C > (e1, e2 > (e1, b>

下边我们介绍群的图示，分三种情况说明。

(1) 如果一个群 G 是循环群（例如阶数是质数的群），则 G 的图在 6. 7. 2 小节中已介绍

过。那里说明过的结点、弧、路径以及它们标记的意义，下面仍延用，不再重复。

(2) 如果一个群 G 可分解成两个低阶群 GI 和 G2 的直接乘积，则我们可先作出因子群

Gl 和 G2 的图，然后组合成 G 的图。组合方法是使得因子群图中的每个结点上恰有另一个

因子群的图，而总结点数等于 G 的阶数，以例 6. 7 - 7 中的 (1) 、（ 2) 为例，说明如下：

叩群< {e, a}, *〉的图如图 6. 7 - 4 (a) 所示，自身的直接乘积的图如图 6. 7 - 4 Cb) 所

示。为了简明，通常用一条无向边代替两结点间相向的两条有向边，则这个直接乘积的图

如图 6.7-4(c)所示。

由一条路径中的边的标记按序所组成的字称为该路径的字，从 <e, 心到每一结点所得

的字，表示该结点的元素由什么生成元组成。例如， <a, a 〉 =ab=ba, 表示元素 <a, 吵由

a*b 或 b*a 生成。

a 

a e <二>a
a 

b 

(e,a> =b a (a,a> =ab=ba

b b 

a 

(e,e> (a,e> =a
a 

(a) (b) (c) 

图 6. 7 - 4 

CZ) ({e1, a},* 〉的图上边已给出，（｛也， b, c}'* 〉的图如图 6. 7 -5(a)所示。因此这

个直接乘积的图如图 6.7-5(b)所示。

注意内三角形的旋转方向不一定和外三角形一致，需要检查 b*a 和 a*b 是否相等，

图中是相等的情况。

(3) 如果一个群 G 不可分解成两个群的直接乘积，则可找出两个低阶子群，使其阶数
之积等于群的阶数。先画出两子群的图，然后组合成群的图，组合方式类似于（2). 下边举

例说明其过程。
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c=b2 

e2 b 
b 

(e.,e2) 

(a) 

图 6. 7 - 5 

例 6. 7 - 8 记

P1=G 1 
2 3 

44 \ ), p2 = (tl 1 
2 3 

4 ;). p3 = ( 3 1 
2 3 3 4 

P4= (2 1 
2 3 

4 l),p5=(2 1 
2 3 

44 ),P6 = (2 1 
2 

4 3 3 1 1 

P厂 (41 
2 3 

4 1),p9=(1 1 
2 3 

43 ), P. io= ( 4 l 
2 

3 2 4 2 2 

P12 = ( 3 1 
2 3 

4 :), S = {p;li=l, 2, ···, 12} 
1 2 

群 G=(S, 令〉的合成表如表 6. 7 - 17 所示。

表 6. 7 - 17 

令 P1 P2 P3 P4 P5 p6 p? 

P1 P1 P2 p3 P-t p, p, P7 

P2 P2 P9 P7 P5 p6 P4 P12 

P3 P3 P8 P10 P7 P2 P11 P9 

P4 P4 P3 p6 P11 P7 P2 P10 

P5 p, P7 P4 p, P12 P9 P11 

p6 p6 P12 Ps Pm P, P1 P8 

P7 P7 P10 P11 P12 P9 P8 P1 

P8 P8 P4 P9 P2 P11 P7 p6 

P9 P9 P1 P12 p6 p, p5 P, 

P,o P10 p$ PI P9 P8 P12 PI 

pll P11 p6 P2 P1 PIO P3 P,' 

P12 P12 Pu P8 P3 P1 P10 P2 
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(e"c)=b2 

b 

(b) 

2 

2 

3 

4 

3 

1 

P8 

P8 

plI; 

p5 

P12 

P3 

P7 

p6 

P1 

P11 

P2 

P9 

P., 

3 

4 

b2a = bab = ab2 

b 
\ 

ab=ba 

(e,,b)=b 

:), 

勹， p7=G 2 3 

4 1 

4 3) , pll =(4 1 
2 

1 

P9 P10 P11 

P, P10 P11 

P1 PII p, 

P, PI pi2 

p, P5 pl 

PIO P, P2 

P11 P4 p, 

p,, P2 P3 

P:i P12 p,. 

P, P8 PIO 

P7 P:i P, 

P12 P7 P4 

p6 P9 P7 

:), 

3 

:)' 3 

P12 

P12 

P, 

p6 

P9 

P1 

P2 

P, 

P,o 

P7 

P11 

P8 

P5 



下列集合构成群 G 的 8 个真子群：

{ P1, Pz, Pg), 

{P1• p., pll), 

{pl'p5), 

{p1,p8} , 

{P1 • p3 •Pio} 

{ P1, Ps, P12} 

{pl'P1} 

{ Pt, P6, P1, Pa } 

但这个群没有六阶子群，是拉格朗日定理的逆定理不成立的例子。我们可选一个四阶子群

和任一三阶子群，不妨选({pl'P2'p9} ，令〉，先画出图。< { P1, P6, P1, Ps} ，令〉的图如图

6.7-6(a)所示，（｛ P1 • P2, Pg} ，令〉的图如图 6.7-6(6) 所示。因此，（ S, 令〉的图如图

6. 7 - 7 所示。要注意内部四边形和中间四边形如何标记，例如 a◊p=p◊b= P12, 所以我们

给图中 P12 的结点标以 P12并给 P2 到 p12 的边标以 b 。

P7 =b a P, =ab=ba 

b 

PI 
a 

b 

P. =a Pi 

P9 =p 2 

P2 =p 

(a) (b) 

图 6. 7 - 6 

P1 =b p, =ab=ba a 

b b 

pl a p6 =a 

图 6. 7 - 7 

群的图示也是群的一种表示方式，这个方式的优点是使我们对群的结构有一个形象、直

观的认识，并使代数和图论两个数学分支建立了联系。但群的图示不唯一。如例 6.7-7(2),

如取 (a, b〉为生成元 g, 则它的图示如图 6. 7 - 8 所示，不同千图 6.7-5(6) 。
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(eI,b >=g•

(e1,e2 >= g 。

(a,e2 >=g3

图 6. 7 - 8 

习题

(a,b >=g

(e"c >=g2

1. 下列代数(S, *〉中哪些能够形成群？如果是群，指出其么元，并给出每个元素的

逆元。

(1) S={l, 3, 4, 5, 9}, ＊是模 11 的乘法。

(2) S=Q, ＊是一般的加法。

(3) S=Q, ＊是一般的乘法。

(4) S=I, ＊是一般的减法。

(5) S= {a, b, c, d}, ＊如表 6. 7 - 18 所定义。

表 6. 7 - 18 

* a b C d 

a h d a C 

b d C b a 

(` a b C d 

d C a d b 

(6) S~{a, b, c, d}, ＊如表 6. 7 - 19 所定义。

表 6. 7 - 19 

关 a b C d 

a a b C d 

b b a d C 

C C d a a 

d d C b h 

2. 设（ S, *〉是有限可交换独异点，若对于所有的 a,b,cE S, 有 a*b=a*c⇒b=c 。

试证明 (S, *〉是一个阿贝尔群。

3. 在群<G, *'— 1, e〉中，

(1) 如果对任意元素 aEG 有矿＝e, 则 (G, *'— 1, 心是阿贝尔群。

(2) 如果对任意元素 a,bEG, 有（a*b)2=a2 ＊矿，则 (G, *'— l, e〉是阿贝尔群。

4. 设 a 是群<G, *〉的一个元素，试用归纳法证明，对于 i,jE I 有

(l) a' * a) = a'+J 

(2)(a;)'=a,J 

5. 设（ S, *〉是群，试证明对群中任一元素 a 有 (a-1)-1=a 。若 (S, *〉是独异点，对

S 中任一元素成立(a--1)-1=a 吗？

6. 试在 (S3 ，令〉中，求出元素 a, bE S3, 能使

(1) (a◊b)2#(a2令b2)

(2) a2 = e 
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(3) a3= e 

7. 求出 (N5, ＋ 5 〉和 <N12, 十 12 〉的所有子群。

8. 设（G, *〉是一个群，且 aEG, 如果对于每一个 xEG, 有 a*x=x*a, 则由这样

的元素 a 可以构成一个集合 S 。试证明 (S, *〉是群<G, *〉的子群。

9. 试证明，如果(G, ＊〉是一个循环群，则 (G, *〉的每一个子群，都必定是个循环

子群。

10. 设（G, 口是一个群， H 是 G 的非空子集，如果对任意元素 a,hEH, 有 a*h-1EH,

则 (H, *〉是一个子群。

11. 设（G, *〉是一个群，这里 G 有偶数个元素，证明 G 中存在一个元素 a-::/=e, 使
2 

a =e 。

1 0\,-1 0 —1 0\ tl O 12. 考察群((1, i' — 1, — i}'* 〉和({ (。 ~),(。 - l), ( 。 l), （。 -1) }，。〉,
这里＊是复数乘法，。是矩阵乘法。作出它们的运算表并判别是否同构。

13. 设（G, *〉是一个群，且 aEG。定义一个映射 f, c-c, 使得对于每一个 xEG,

有 f(x)=a*x*a-1, 试证明 J 是(G, *〉的群自同构。

14. 设 h 是从代数G 到 G'的满同态， G 是一个循环群，证明 G'也是一个循环群。

15. 证明群(G, *〉的任意元素 a, 都有 a"=e, 这里 n=IGI 。

16. 设（ H, *〉和 (K, *〉都是群(G, *〉的子群，

HK = { h * k I h E H /\ k E K} 

证明当且仅当 HK=KH 时(HK,* 〉是 (G, *〉的子群。

17. 设（G, *〉是一个偶数阶的群，设 <H, *〉是 (G, *〉的一个子群，这里 IHI=

IGl/2, 证明 (H, *〉是正规子群。

18. 设 (G, *〉是一个群， H={alaEG/\ 对所有 bEG, a*b=b*a} ，证明 <H, *〉是

正规子群。

19. 证明如果(H, *〉和 (K, *〉都是群<G, *〉的正规子群，那么 <H 门 K, *〉也是一

个正规子群。

20. 具有关系 i2 =/=k2 =— 1, (-1)2=1, ij=k=-ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik 

的八元素集合G={l, -1, i, 一 i,j,-j,k, — k} 可构成群(G, *>,

(1) 试列出运算表。

(2) 证明 (H, *〉是正规子群，这里 H={l, -1, j, — j} 。

(3) 写出关于 H 的陪集划分。

(4) 写出商群(G/H,@ 〉

21. 作出六阶群(S3'◊〉的图。

22. 作出例 6. 7 - 2(2)八阶群的图。

6.8 坏和域

前边讨论了具有一个二元运算的代数系统，本节进而讨论具有两个二元运算的代数

系统。
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6.8. 1 环、整环和域

定义 6. 8-1 若代数系统<R, 十，·〉的二元运算＋和·具有下列三个性质：

(l) （ R ，十〉是阿贝尔群（加法群），

(2) <R, •〉是半群，

(3) 乘法·在加法十上可分配，即对任意元素 a,b,cER, 有

a • (b + c) = a • b + a • c 

(b + c) • a = b • a+ c • d 

则称(R ，十，·〉是个环。

定义中第三个性质的作用是使·和十联系起来，使加法么元成为乘法零元（参看定理

6. 8 -1(1) 的证明）。

例 6. 8 - 1 

(1)(1,+,. 〉是个环，因为 (I, 十〉是加法群， 0 是么元，（I'. 〉是半群，乘法在加法

上可分配。

(2) (Nk, 十k'xk 〉是个环，这里 Nk = {O, 1, …， k-1 〉 ,k>O, 十k 和 x. 分别是模 k

加法和模 k 乘法。因为 (Nk' 十k 〉是阿贝尔群， 0 是么元，（Nk'xk 〉是半群，对任意元素

a,b,cE Nk, 有

a x.(b+kc) =a x.[<b+c)(mod k)] 

=[a X (b+c)(mod k)] 

=(a X b+a X c)(mod k) 

=[(a X b)(mod k)] +k[(a X c)(mod k)] 

= (a x. b) +k (a xk C) 

又 Xk 可交换，所以乘法在加法上可分配。

(3) (M,,, +, •〉是个环，这里 M,，是 1 上 nXn 方阵集合，十是矩阵加法，·是矩阵乘

法，因为 (M" ，十〉是阿贝尔群，零阵是么元，（M,,, •〉是半群，矩阵乘法对加法可分配。

(4) (R( 工). +，·〉是个环，这里 R(工)是所有实系数的工的多项式集合，十和·分别

是多项式加法和乘法。

下面介绍环的性质，我们将 a+(-b)写成 a-b 。

定理 6. 8 -1 设<R, 十，·〉是个环， 0 是加法么元，则对任意元素 a,b,cER 有

(l)a•O=O•a=O 

(Z) (—-a) • b = a• (-b) =— (a • b) 

(3) (-a) • (-b) = a• b 

(4)a•(b—c) = a• b—a • C 

(5) (b-c) • a=b • a —C • a 

证

(1) O=a • O-a • O=a • (O+O)-a • O=a • O+a • 0 —a•O=a•O 

类似地可证： O=O • a 。

(2) (-a)• b =a• b+(-a) • b-(a • b)=(a+(-a)) • b—(a • b) 

=O•b-(a·b) —o—(a•b)=-(a•b) 
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类似地可证 a •(— b) =— (a • b) 。

(3) 、（4) 、 (5) 的证明留作练习。

定义 6. 8 -2 <R, 十，·〉是一个环，如果对于某些非零元素 a,bER, 能使 a• b=O, 

则称<R, +,.〉是含零因子环， a 、 b 称为零因子，无零因子的环称为无零因子环。

定理 6. 8 -2 环<R, +,.〉是无零因子，当且仅当 <R, +,.〉满足可约律。

证设 a,b,cER 是任意元素，且 a=l=O 。

先证必要性。如果 a•b=a•c，那么 a• b-a • c=O, a• (b —c) =O, 由于无零因子，

所以 b—c=O, 即 b=c。可见 <R, +,.〉满足可约律。

再证充分性。如果 b•c=O 且 b=l=O ，那么 bc=b • 0, 由千满足可约律，所以 c=O。又如

果 b • c=O 且 c=/=O ，那么 b•c=O•c, 由千满足可约律，所以， b=O。可见 <R, 十，·〉无零

因子。证毕。

定义 6. 8 -3 给定环<R, 十，·〉,如果<R'. 〉是可交换的，称 <R, +,.〉是可交换

环；如果<R'. 〉是含么半群，称<R, 十，·〉是含么环。如果 <R, +,.〉是可交换的，含

么而无零因子环，则称它是整环。

例 6. 8 - 2 

(1) （ I ，十，·〉是整环。因为·可交换， 1 是乘法么元，可约律成立。

(2) （ N6 ，十 6 ， x6 〉不是整环，因为 3X62=0, 3 和 2 是零因子，（ N7 ，十 7 ， x7 〉是

整环。

定义 6. 8-4 如果(F, 十，·〉是整环， 1 们＞1, <F—{ 0}'. 〉是群，则 (F, 十，·〉

是域。

域的定义也可这样叙述：满足以下条件的代数系统<F, 十，·〉称为域。

(1) <F' 十〉是阿贝尔群，

(2) (F-{O), •〉是阿贝尔群，

(3) 乘法对加法可分配。

例 6. 8 - 3 

(1) 设 Q 表示有理数集合， R 表示实数集合， C 表示复数集合，则 (Q, +..〉、

(R, +'•〉、 (C, 十，·〉都是域。我们在中小学里学过的加、减、乘、除就是这三个域的

运算。而且减法并不真正是一个“独立的”运算，因为它等价于加上一个元素的加法逆元，

同样地，除法等价于乘上一个元素的乘法逆元。

(2) <Nk, 十 K ， xk 〉是一个域，当且仅当 k 是质数。

证 必要性。若 k 不是质数，那么 k=l 或 k=a• 从 k=l 时， NI ={O} 。只有一个元素

不是域； k=a • b 时，则 aXk b=O, a 、 b 是零因子，所以 <Nk' 十 K ， xk 〉不是域。

充分性。

O 证明 <Nk — {o}, xk 〉是群：

(i) 对 Nk — {O} 中任意元素 a 和 b, aXkb=l=O, 所以 Nk-{O}对 Xk 封闭。

(ii) X k 是可结合运算。

(iii) 运算 Xk 的么元是 1 。

(iv) 对每一元素 aENk — {O} 都存在一逆元。

证明如下：设 b=/=c 是 Nk-{O} 中任二元素，现证 a X /J=/=a X kc 。用反证法，若 aXkb=
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aXkc, 则

不妨设 h>c, 于是 n>m,

ah= 成十 r

QC= mk + r 

a/J-ac=nk-mk 

a (b —c) = (n —m)k 

因 a 和 b — e 都比 k 小而 K 是质数，心式不可能成立。这样就证明了若 b#l，则

a X kb =/::a X kc 

心

千是 a 和 Nk-{O} 中的 k-1 个数的模 K 乘法，其结果都不相同，但又必须等千{ 1, 2, …, 
k-1} 中的一个，故必存在一元素 b, 使 aXkb=l。这就证明了任意元素 a 存在逆元。

(v) ＼是可交换的。

由 (i)~(v)得 (Nk — {O}, X; 〉是阿贝尔群。

＠显然(Nk'+; 〉是阿贝尔群。

＠乘法又对加法飞可分配，在例 6.8-1(2) 中已证明。

综上所述，当 k 是质数时，（Nk, 十户＼〉是域，称为模 K 整数域。证毕。

在域中，乘法么元通常表示为 l, a 的逆元表示为 a l 或 l/a, b • a 1 就写成 b/a 。

环、整环和域的关系如图 6. 8 -1 所示。

可交换环 含么环

图 6. 8 - 1 

6.8.2 子环和理想

定义 6. 8 -s 给定一个环<R, 十，·〉,代数系统 (S, + •.〉满足以下条件，则称为
<R, 十，·〉的子环。

(1) s呈R;

(2) 若 a,bES, 则 a+bES, -aES; 

(3) 若 a,bES, 则 a• bES 。

由千条件(1) 和 (2)保证了 (S, 十〉是阿贝尔群，条件(3)保证尸s,. 〉是半群，分配律

是继承的夸所以子环是一个环。

定义 6. 8 -6 设 (R, 十，·〉和 <S, 句， O 〉都是环，如果映射 h, 对于任何 a,bER.

有
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则称 h 是从(R, +,.〉到 <S, EB, 0 〉的环同态。
定义中第一个条件是保证 h 是从<R,+ 〉到 (S, ＠〉的群同态，第二个条件是保扯 I，是

从<R'. 〉到 (S, O 〉的半群同态，并且这两个条件和环的可分配性质是协调的，例如，对
千任意 a,b,cER,

h[a • (b+c)] =h(a)0h(b+c) 

=h(a)0[h(b) EB h(c)] 

=[h(a)0h(b)] EB [h(a)0h(c)] 

=h(a • b) EB h(a • c) 

=h(a • b+a • c) 

定义 6. 8-7 设(D, 十，·〉是 <R, +,.〉的子环，对果对于所有的 aER 和 dED,
ad 和 da 都属于 D, 则称<D, 十，·〉是(R, 十，．〉的理想。

如果 D=R 或 D={O} ，则 (D, +,.〉也是 <R, 十，·〉的理想，称为平凡理想，非平

凡理想称为真理想。

例 6. 8 - 4 

Cl) <{miliEI} ，十，·〉是环(I, 十，·〉的理想。这里 rn 是某一非负整数。

(2)({0,2,4} ，十 6, x6 〉是环 (N6 ，十”又〉的理想。

定理 6. 8-3 设 (D, 十，·〉是环<R, 十，·〉的理想，由 D 产生的加法陪集划分所确

定的等价关系是<R, +,.〉的同余关系。

证 (D，十〉是(R，十〉的正规子群，所以，由 D 产生的加法陪集划分确定的等价关系

～是(R, 十〉的同余关系。现在只需证明这个等价关系～，对运算·也满足置换性质。

设 a尸仇和 a2 ~b2, 千是存在 d1,d2ED, 使

a1=b1+d1 

a2 = b2 + d2 

a1 • a2 = (bi +di) • (b2 + d2) 

= di • d2 + b1 • d2 + di • b2 + b1 • b2 

d, •d2+b1 •d2+di •b2ED。所以 a1 • a2 ED飞飞，故

a1 • a2 ~b1 • b2 

因此，～是(R, +, ·〉的同余关系。证毕。
设(D，十，·〉是环 A=<R, 十..〉的理想，由 D 产生的陪集关系记为～，则根据商

代数的定义 6. 5 -1, 有

这里

Al~= <RI~, EB, 0 >

RI~ = LD I a ER} 

(“+ D) @ ( b-\D) = ("+ 1,) + D 

C1 D)0 （叶 D) = ••HD 

为了表明～是由 D 产生的陪集关系，习惯上记为

AID = <RID, EB, 0 >

称为环(R, +,.〉关千理想(D，十，·〉的商环。

商环的阶数等千环(R，十，·〉的阶数除以理想 <D，十，·〉的阶数。根据商代数的性

--- 221 



质，商环也是一个环。

例 6. 8 - S (N6, 十 6 ， x6 〉关于理想({ o. 2, 4} ，十 6, x6 〉的商环是 ({{O, 2, 4}, 

{1, 3, 5}}, EB, 0 〉，这里e和O 由表 6. 8 - 1 定义。

表 6. 8 - 1 

@ {O, 2, 4} { 1 、 3, 5) 。 {O, 2, 4} { 1, 3, 5} 

(0, 2, 4} {O, 2, 4} { 1. 3, 5) {O, 2, 4} { 0, 2, 4} {O, 2, 4} 

{ 1, 3, 5} {l, 3, 5) {O, 2, 4) { 1, 3, 5} {O, 2, 4} { l, 3, 5 } 

作映射 h: R---R/D, h(a) =al D, 根据定理 6. 5 - 1, h 是从环 <R, +,.〉到商环

<RID, EB, 0 〉的自然同态。
以上说明从理想可得出陪集同余关系和环同态，理想在环中的作用就如正规子群在群

中的作用。下一定理说明从环同态可得出陪集同余关系和理想。

定理 6. 8-4 设 h 是从环 (R ，十，·〉到环 (S, EB, 0 〉的环同态，那么，
(1) h 诱导的 R 卜的等价关系是环<R, 十，·)的同余关系。

(2) h 的关于加法的核 K 是环(R, 十，．〉的理想。

(3) K 的加法陪集就是上述同余关系的同余类。

证

(1) 应用定理 6. 4 - 2 可直接得出。

(2) 根据定理 6. 7 - 21, h 的核 K 是(R,+ 〉的正规子群。现只需证明对任意元素aER

和任意元素 kEK, 有 akEK 和 kaEK。记（ S, 令， O 〉的O法么元为 Os, 千是

h(ak) = h(a)0h(k) = h(a)00s = 05 

所以， akEK。类似地可证 kaEK。这样，就证明了 (K, 十，·〉是理想。

(3) 因为 (R, +'.〉中的理想 (K, +, •〉就是 (R ，十〉中的正规子群 (K ，十〉，后者

的陪集划分就是 (K，十，·〉的陪集划分，引用定理 6. 7 - 21 的 (3) ，立即得到本定理

的 (3) 。

下一定理说明环(R, 十，·〉的同态象和商环<RID, EB, 0 〉间的关系。
定理 6. 8 -5 设 h 是从环(R ，十，·〉到环 (R' ，十＇，．勹的环同态， K 是同态 h 的核，

则 <RIK, EB, 0 〉同构千 (h(R) ，十＇，．＇〉。

根据定理 6. 5 - 2 和定理 6. 8 - 4 就直接得到本定理。

域是环的一种。既有商环，想必有商域。现在研究商域的情况。

设(F, +,.〉是一个域，（ D, 十，·〉是 (F, +,.〉的任一理想，如果 D#-{0}, d 是

D 中非零元素，则对 F 中任意元素 a' 我们有 a= (a • d-1) • d ED, 因而 D=F。这样

D={O}或 D=F。 (D, +,.〉是一个平凡理想，因此它的商域或是单元素环，或就是

(F，十，·〉自身。因此讨论商域没有意义。

习题

1. 设（｛a,b,c,d),+, •〉是一个环，十和·由表 6. 8 - 2 定义。它是否是可交换环，

它是否是含么环？是否是含零因子环？哪些元素是零因子？
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表 6. 8 - 2 

+ a b C d . a b C d 

a a b C d a a a a a 

b h C d " b a C a C 

C C d “ b C a a a a 

d d a b C d a C a a 

2. 假设 P 是所有有理数对<a, b〉的集合，它们的结合法（即运算）是：

<a, b〉十 (a', h' >= <a+a', b+b勹

<a, b>• <a', b1 >= （ aa'' 切〉

那么，（ P, 十，·）是否成环？它有无零因子？是否有乘法么元？哪些元素有逆元？

3. 给定一个代数系统 (I, O,O 〉。对于任何 a,bEI, 有 aEE)b=a+b— 1 和 a0b=a+b

-a• b, 证明 (I, O, O 〉是一个含有么元的可交换环。
4. 证明定理 6.8-1(3) 、 (4) 和 (5) 。

5. 设（R, 十，·〉是一个环，试证明，如果 a,hER, 则（a+b)2 =a2 +a• b+b • a+b2 o 

这里，矿＝a • a 、矿＝ b • b 。

6. 试证明在环 R 中，如对某两元素 a 、 b 有 ab=ba, 那么

(1) ab - 1 = b -1 a （假定 b ]存在）；

(2) a(-b) = (-b)a 。

7. 设（｛ Sx I xE I} ，十，·〉是一个环，其中十和·是一般加法和乘法，它是否是一个

整环？

关 8．设（ R，十，·〉是一个环，且对所有 aER 有 a2 =a, 这样的环称为布尔环。

(I) 证明 <R, 十，·〉是个可交换环。

(2) 证明对于所有的 aER, 有 a+a=O 。

(3) 试证明，如果 IRl>2, 则（ R, 十，·〉不可能是个整环。

9. 构造一个 3 个元素的域。

10. 给定一个代数系统(F, 十，·〉,由表 6. 8 - 3 给出它的定义。

表 6. 8 - 3 

+ a b (. 

a a b ( 

b h a d 

C C d a 

d d C b 

(1) 证明 <F, +'.〉是一个域。

(z) 求解 (F，十，·〉中的方程

d . 

d a 

（、 b 

b (~. 

" d 

{x + c. y = a 
c•x+y=b 

a b C 

" " a 

a b ( 

a (. d 

" d IJ 

d 

a 

d 

b 

(· 
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* 11. 设（ F, 十，·〉是一个域，（ R, 十，·〉是 <F, +..〉的子环，证明或否定

(R. +, •〉是个整环。
12. 证明两个域的直接乘积不可能是一个域。

13. 设 F= {a+b./21 aEQ/\ bEQ} ，证明 <F, 十，·〉是域，这里＋和·是一般加法和

乘法。

14. 证明一个具有有限个元素的整环是一个域。

15. 试证明，对任何整数 m, {mxlxEI} 能够形成 (I, +'.〉的子环。

16. 求环 (N,＂，十,., xm 〉的所有子环和理想。这里： ( 1) m=6, (2) m=8, (3) m~~11 。

* 17. 给定 G=<I, 十，·〉 oGXG 的理想是什么？

18. 设（D1, 十，·〉和<Dz' 十，·〉是环<R, 十，·〉的理想，试证明 <D1 +D2, 十，·〉和

(D1 n D2, 十，．）也都是理想。 (D1 + D2 = { d 1 + d2 Id 1 E D1 /\ d2 E D2} 。)

19. 试证明一个环的同态象是一个环。
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第 7 章格与布尔代数

格和布尔代数在数学和实际应用（例如数据安全和数字逻辑设计）中都有着重要地位。

这两个抽象代数与第 6 章讨论的抽象代数之间存在着一个重要区别，在格与布尔代数中次

序关系具有重大意义。为了强调次序关系的作用，将首先引入作为偏序集合的格，而后才

给出作为代数系统的格，最后，作为特殊格引入布尔代数。

7. 1 格

在第 3 章曾讨论过偏序集合，定义了有关的术语。并曾证明过： CD 一个偏序集合的子

集，如果存在最小上界(lub) ，则它是唯一的，如果存在最大下界 (glb) ，则它也是唯一的；

＠如果偏序集合拥有最小元素，则它是唯一的，如果偏序集合拥有最大元素，则它也是唯

一的。我们就以这些知识为基础介绍格的概念和有关性质。

7. 1. 1 格的定义

定义 7. 1-1 设 <L,,c;;;:〉是一个偏序集合，如果 L 中每一对元素 a 、 b，都有最大下界

和最小上界，则称此 (L,,c;;;: 〉为格。

通常用 a*b 表示 {a, b} 的最大下界，用袄肋表示 {a,b} 的最小上界。即

a·* b = glb{a,b} 

＂令 b=lub{a,b)

并称它们为 a 、 b 的保交和保联，由千最大下界和最小上界属于 L, 且是唯一的，所以保交

关和保联击都是 I，上的二元运算，保交和保联有时也使用八和 V, 或 n 和 U 等符号表示。

例 7. 1 - 1 

(1) 设 D 是正整数集合 1-t 中的整除关系，则 (l1, D〉是格，因为对任意 ”,bEI+ ，有

a* b = glb{a, b} = GCD{a, b} (a, b 的最大公因数）

a 击 b = lub{a, b) = LCM{a, b) (a, b 的最小公倍数）

(2) 设 n 是一正整数， S" 是 n 的所有因子的集合。例如 s6 = { 1, 2, 3, 6 l, s. = 
{1,2,4,8},D 是整除关系，则 <S", D〉是格，例如 (S8, D >, ( Sc, D >, (S30, D〉的哈斯图

如图7.1-l(a) 、 (b) 、 (c) 所示。

(3) 设 S 是任意集合， p(S)是它的幕集，偏序集合 (p(S) ，三〉是格，因为对 S 的任意

子集 A 、 B, AUB 就是 A 、 B 的最小上界， AnB 就是 A 、 B 的最大下界。当集合 S 仅含有

两个或 3 个元素时，相应的格的哈斯图亦如图 7.1-l(b) 和 (c) 所示。

(4) 设 S 是非空集合，冗(S) 是 S 的所有划分，冗(S) 中的偏序关系＜可定义为细分，
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穴圣玩当且仅当穴，中的每一块都在穴］的某一块中。于是划分积。与划分和十分别是保交

和保联。所以（穴(S) ，<〉是格。例如 S={a,b,c} ，则

冗(S) =｛兀，亢2 ，兀，兀，亢5 } 

冗1={{a,b,c}} ，冗·2 = { { a, b}, { c} }，九·3 = { { a, c}, { b} }, 

冗4 = {{a}, {b, c}} ，冗．s = {{a}, {b}, {c}} 

句·(S), <〉的哈斯图如图 7.1-l(d)所示。

(5) 图 7.1-l(e)所示的哈斯图也是一个格。

(a) (b) (c) (d) 

图 7. 1 - 1 

(e) 

但不是所有的偏序集合都是格，例如，图 7. 1 - 2 所表示的偏序集合都不是格。

(a) (b) (c) 

图 7. 1 - 2 

7. 1. 2 格的对偶性原理和基本性质

给定一个偏序集合 (S, ~>, <的逆关系多也是 S 中的偏序关系， <S, ~〉也是偏序集

合，我们称偏序集合(S, ~〉和 (S, ~〉互为对偶。从图形上看，后者的哈斯图就是前者哈

斯图的上下颠倒。如果 A~S，则关系<的 b权心和 glbCA)就分别等同于关系泛的 g比（A)

和 lubCA) 。因此，如果 (L, ~〉是一个格，则 <L, ~〉也是一个格，我们说这两个格互为对

偶。互为对偶的两个格 (L, ~〉和 <L，多〉有着密切关系：格 <L,< 〉中的保交正是格

(L ，彦〉中的保联，而格 (L, ~〉中的保联正是格<L, ~〉中的保交。因此，给出关千格一般

性质的任何有效命题，把关系<换成乏(或把彦换成<八把保交换成保联＇保联换成保交，

我们能够得到另一个有效命题，这就是关千格的对偶性原理。

格的基本性质如表 7. 1 -1 所示。如果一个公式的对偶公式是其自身，则对偶式不重复

列出。
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表 7. 1 -1 格的基本性质

(1) 自反性

a<a 

(2) 反对称性

a冬b I\ b,;;;;;a=>a = b 

(3) 可传递性

a<b I\ b<c=>a,;;;;;c 

(4) a* b,;;;;;a 

a* b,;;;;;b 

(5) c<a I\ c<b=>c<a * b 

(6) 交换律

a*b=b*a 

(7) 结合律

(a* b) * c=a * (b * c) 

(8) 等幕律

＂长”="
(9) 吸收律

a* (a母b) =a 

00) a~b台a*b=a台a令b=b

(11) a~b/\d~c⇒a* d~b * c 

a~b/\d~c⇒或9d~bEBc

(12) 保序性

眨c⇒ {a * b<a * C 

a击b~a击c

(13) 分配不等式

a令(b * C) 冬 (a令b) * (a迁口

(14) 模不等式

a~c已aEB(b * c)~(a击b) * C 

现证明表中各公式。

证

a~a 

a?,b Ab洼a=:>a=b

a?,b Ab娑c=a?,c

a令b?,a

a令b?,b

c?,a A c?,b=c?,a任）b

aEBb＝呤a

(aEBb) EBc = a迁(bEBc)

a任a=a

a令(a*b)=a

a* (b令c) ~(a* b)ffi(a *（一）

公式 (1)~(3)是偏序集合定义所要求的，对一切偏序集合均成立，格是偏序集合，所

以对一切格也成立。

公式 (4) ~ (5)是根据保交和保联的定义所得的，所以对一切格成立。
(6) 父换律的证明。

由保联的定义得

a令b=Iub{a,b) =lub{b,a} =b令a

由对偶原理得

（下边都仅证两对偶恒等式中的一个。）

(7) 结合律的证明。

a*b=b*a 

设 R=a令 (bEBc) 和 R'= (aEBb）击 c, 由公式 (4'）（加撇表示右侧的公式，下同）得

R泛a, R?,b击C, 根据公式 (4' ）和 (3') 得 R?,b 和 R?,c。这样，根据公式 (5' ）得 R?,a令b; 由
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R:?:aEBb 和 R;?:c 得 R;?:(a令b)ffic=R' 。类似地可证 R'?a令 (b令c)=R。因此，根据公式
(2' ）得 (a击b)击c=a邑(bffic) 。

结合律说明，无括号表达式 a1EBa2 击...令a" 和 a 1 * az *…＊ an 都是单义的。因此，可

以论述任何数 H 的格的元素的保交和保联。

(8) 等幕律的证明。

由公式 (1' ）有 a;?:a, 根据公式 (5') 得 a?a守a。又由公式 (4')a击a?a, 因此，根据公

式 (2' ）得成Ba=a 。

(9) 吸收律的证明。

由公式 (1')有 a;?:a, 由公式 (4)有 a?a*b, 因此，根据公式 (5') 得 a;?:袄D(a*b) ，但

由公式(4' ）有 a母(a* b ） ?a' 这样，根据公式 (2') 得 aEB(u. * b) =a 。

(10) a<b台a*b=a台aEBb=b 的证明。

先证 a<b台a*b=a 。由公式 (1)知 a¾a, 由假设 a<b, 所以，由公式 (5)得 a<a * b, 

但 a *b<a。因此， a* b=a, 即 a::;;;;b⇒a *b=a 。

现设 a* b=a, 由公式(4) 知 a* b¾b, 所以 a¾b, 即 a*b=a⇒a冬b 。

再证 a*b=a台a令b=b。由 a*b=a 得 b邸a* b) = aEBb, 即 affib = b。反之，若
aEBb=b, 则 a* (a击b)=a*b, 即 a*b=a 。

公式(10)建立了格中偏序关系和保交、保联间的一种联系。

(11) a<dAb<c⇒a*b冬d *（、和 a<d /\b::;;;;c⇒成权圣d击c 的证明。

因为 d<dEBc, c¾dEBc, 由传递性得 a<d令c, b冬dffic, 由公式 (5' ）得 a令b<dEBc,
因为a * b::;;;;a, a * b<h, 由传递性得 a*b冬d, a* b::;;;;c, 由公式 (5)得 a*b¾d*c 。

(12) 保序性的证明。

公式 (11) 中 d 取为 a 即得。

(13) 分配不等式的证明。

由 a<a令b 和 a<a击c 得

a¾(a击b) * (a击(·)

由 b¾a击b 和 c<a击L 得

b*c冬 (a击b) * (a击（）

所以， a击(b * c)¾ (affib) * (affic) 。

(14) 模不等式的证明。

若 a¾c, 则 a击c=c, 代人公式(13)得

a 击 (b*c) ¾ (a 任） b) * c 

若 a击 (b * C)<（袄韧） ＊（．，由千 a<a击(b*c), (a击b) ＊尽；e，根据传递性得 a<c 。

习题

1. 为什么图 7. 1 - 2 中的 3 个偏序集合不是格。

2. S= {1, 2, 3, 4, 5), <是通常概念的“小于或等于“, ( S, ¾〉是格吗？它的两个运

算是什么？验证表 7. 1 — l 中公式(6)~(9)是否成立。

3. S72 是 72 的所有因子集合， D 是整除关系，试画出 (S72, D〉的哈斯图，并验证表

7. 1 - 1 中公式 (6)~(9)是否成立。
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4. 试说明四个元素的集合有 15 种划分，画出相应的格的图。

5. 设集合 S。 ,S1, … ,S1 定义如下：

S。= {a, b, c, d, e, f} 

S1={a,b,c,d,e) 

S2 = {a, b, c, e, f) 
s3 = { a, b, C, e} 

S4 = {a, b, c} 

Ss = {a, b} 

s6 = {a, c} 

S1 = {a} 

画出 <L, ~〉的图，这里 L={S。 ,S1, ···, S1} ，它是格吗？什么是保交和保联运算？

6. 试证明，在格中如果有 a¾b¾c, 则 a令b= b * c, (a * b)tt)(b * c) =b= (att)b) * 

(a迁江）。

7. 试证明在格中以下不等式成立：

(1) (a* b)EB (c * d) ¾ (a EB c) * (b 令 d)

(2) (a* b)击(b* c)由 (c * a)¾(aEBb) * (b击c) * (c令a)

8. 试说明具有 3 个或更少元素的格是一个链。

9. 一个公式的对偶公式是自身，称为自对偶的，证明表 7. 1 - 1 中公式 (14) 是自对

偶的。

10. 下面两个公式也称模不等式，试证明其中任一个都与表 7. 1 - 1 中公式 (14) 等价。

(a* b) 击 (a*c)¾a*(b 击 (a* c)) 

(a EB b) * (a 击 c)~a 令 (b * (a 击 c))

11. 设 a 和 b 是格<A,¾〉中的两个元素，证明 a *b<a 和 a* b<b 当且仅当 a 与 b 是

不可比较的 (a<b 的意义是a¾b 但 a =/=b) 。

7.2 格是代数系统

本节我们把格作为代数系统来研究。这样做的好处是：能自然地把代数系统中有关子

代数、同态、积代数等概念，引用到格中。

7.2. 1 格

定义 7. 2 -1 设（L, *'EB〉是代数系统，＊和由是载体 L 上的二元运算。如果二元运

算＊和击都是可交换和可结合的，并且满足吸收律和等幕律，则代数系统 <L,* ，令〉

是格。

定义中等幕律可以删除，因为 a*a=a* (affi(a*a))=a, 由吸收律可推出等幕律。

类似地可证 a击a=a 。

这一定义和上节的定义实际上是等价的，下述定理说明这一点。

定理 7. 2---, 1 如果（L, *,击〉是一个格，那么， L 中存在一偏序关系，在此偏序关系

仵用下，对所有 a,bEL 有
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a 邑 b = lub{a, b} 

a·* b = glb{a, b} 

证 首先我们在 L 上定义一个关系~o 对任意 a,bEL, 有

a~b台a* b = a 

现在我们证明<是偏序关系。因为＇

(1) 对任一元素 aEL, 由等幕律 a* a=a, 有 a~a, 即＜是自反的。

(2) 对某一 a,bEL, 如果 a~b 和 b冬a, 那么有

a*b=a 和 b*a=b

但 a*b＝肛 a, 所以a=b, 即<是反对称的。

(3) 对某－ a,b,cE L。如果 a~b 和 b~（，那么有

a*b=a 和 h*c=b

千是

a*c = (a*b) *c = a-x- (b 关 c)=a*b=a

所以， a~c, 即<是传递的。

再证明 a冬b已a令b=b 。

因为 a* b=a, 所以

b击(a*b)=b击a

即

ee 

a击b=b

反之，若 a令b=b, 千是

a~- (a击b) =a* b, a* b=a 

所以 a~b 。

现证明式心和＠。

因为对所有的 a,bEL, a击(a邑b) ＝袄助和 b击 (a击b)=a击b 都成立。所以有

a冬a印b

和

b冬a由I)

此两式说明成机是 a 和 b 的上界。

设 e 是 a 和 b 的任一上界，千是贮女和 b冬c, 有

a击c=c

和

b邑c=c

对这两式进行击运算并简化得

(a任沁）令c=c

即

a由I)冬(

所以，袄初是 a 、 b 的最小上界，故 a击b=lub{a, b} 。

类似地可证： a*h=glb{a, h} 。证毕。

以后我们将按需要，随意引用这两种定义和记法。
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7.2.2 千格、格同志和格的积代数

定义 7.2-2 (L, *，令〉是一个格， S~L, 如果 S 对运算＊和令封闭，那么称

(S, *'击〉是（L, *'EB〉的子格。

子格本身是一个格，因为交换律、结合律、吸收律都是继承的。

显然，不是 L 的任意子集都可构成子格。例如图 7. 2 -1 所示的格中，（｛ a, b, d), ~>

是子格，（｛b'C}' ，<〉不是子格，因为{h'C) 对运算不封闭。

定义 7.2-3 (L, *,击〉和 (S, /\, V 〉是两个格。定义

一个映射 J: L-S, 如果对于任何 a, bEL, 有

f(a * b) = f(a) I\ J(b) 

和

J(a EB b) = f(a) V f(b) 

则称 J 是从 (L, *'EB〉到（ S, 八， V ）的格同态。

下述定理说明格同态是保序的。

b 

a 

c 

d 

图 7. 2 - 1 

定理 7.2-2 (L, *,令〉和 (S, (\, V 〉是两个格，在集

合 L 和 S 中，对应于保交和保联运算的偏序关系分别是<和<勹如果 J: L--+-S 是格同态，
则对任何 a,bEL, 且 a,:(b, 必有 f(a),(;;'f(b) 。

证根据 a冬1)已a*b=a 有

J(a * b) = f(a) I\ f(b) = J(a) 

所以， f(a),(;;'f (b) 。证毕

但本定理的逆不真。例如，对都以 12 的因子集合 S12 为载体的两个格 (L, D 〉和

(S,,:( 〉，这里 D 是整除关系，冬是通常的小于等于关系。函数 f, L--+-S, f(:r)=:r, 是保

序的，但从图 7. 2 - 2 容易看出 J 不是格同态。

12 
12 

6 
4 

j: 3( Y 
2 

I o I 
(L,D> (S,~ >

图 7. 2 - 2 

在定义 7. 2 -3 中，若 J 是双射函数，则称 j一是格同构。或说化，＊，令〉和 <S,(\ ， V 〉两

个格同构。由千同构是相互的，又是保序的，所以对任何 a,hEL, 有 : 
a 冬 b今f(a) 至 'f (b) 

和

f(a) 冬＇f(h)=>a 冬 h

这说明同构的两个格的哈斯图是一样的，只是各结点的标记不同而已。
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例 7. 2 - 1 

(1) 设 L1 = ({a, b, c}, <> ,L2=(p({a, b, c}) ，三〉，如图 7. 2 - 3 所示。 J: {a, b, c}--+ 

p({a, b, c}), f(x)={y\y<x} 。

因为

f(x1 * Xz) = f(min{xi, X2}) = {y I y < min{x1, Xz}} 

={y I y<x1} n {y I y<x2l = J<x1) n JCx2) 

f(x1 击 :r2) =f(max{xi,:r2 }) = { y I y < max {:rI• Xz}} 

= {y \ Y < X1} U {y I Y < Xz} = f(x1) U f(:r2) 

所以， J 是 L1 到 L2 的格同态。

{a, b, c} 

a 

曰~{b,c}
b 

C 

{o}＼厂”
。

图 7. 2 - 3 

(2) 具有一、二、三个元素的格，分别同构千一、二、三个元素的链。四个元素的格必

同构千图 7.2-4(a) 和 (b) 之一，五个元素的格必同构千图 7.2-5(a) 、（ b) 、 (c) 、 (d) 、（ e)

之一。

(a) (b) 

图 7. 2 - 4 

(a) (b) (c) (d) (e) 

图 7. 2 - 5 
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定义 7. 2-4 设 (L, *, EB〉和 <S,/\,V 〉是两个格。定义一个代数系统(LXS,0 ，十〉

如下：对任意<a1, b1 >, (a2, b2 〉 ELXS, 有

<a1, bi > 0 (a2, b2 >= ( a1 * a2, bi I\ h2 >

(a1, bl 〉十 (a2, b2 > =<a1EBa2,b1 V 仇〉

我们称(LXS, 。，十〉是格(L, *'EB〉和 (S, /\, V 〉的直接乘积或积代数。

两个格的积代数也是一个格，因为在 LXS 上，运算。和＋都是封闭的，且满足交换

律、结合律和吸收律。积代数的阶等千两个格的阶的乘积，由于 (LXS, 0, 十〉是一个格，

故又可与另一个格构成积代数，这样，借助千格的积代数可用较小的格构造出越来越大的

格。但反之，较大的格，并不都能表示成较小的格的积代数。

例 7. 2 - 2 

(1) 图 7. 2 -6 给出了格({1,2,4}, D〉和 ({1,3}, D >

的积代数。这个积代数和格<S12, D〉的图完全一样，只

不过前者结点用(a, 价标记，后者结点用 ab 标记而已。

(2) 记 L= {O, 1} ，考虑格 <L, ¾〉自身的积代数。

这里<是通常意义的”卜千或等千兀这些积代数是

(L2, ¾2 〉、 (L3, <3 〉、…、 (L", ¾"〉…。一般地说，在

格<L”,<" 〉中，任意元素 a 、 b 有以下形式：

a = <a1, a2, …, a. >

b = (b1, b2, …, b” >

这里的 a, 、 b，是 0 或 1 。

(3, I>

a ¾nh台ai < bl A a2 < b2 A … A an <; bn 

(3, 4>

(I, I >

图 7. 2 - 6 

也不难定义出仁上的运算＊和中。我们称格(L”, <n 〉为 0 、 ln 重组的格。

(I, 4>

图 7. 2 - 7 给出了格(L, ¾>, （ L2,<2 〉和 (I九 ¾3 〉的哈斯图，一般地说，格(L飞 ¾n〉

的图是一个 n 维立方体。

(I, I> (I, I, I>
久 / 

《卢10,I)

(I, 0><

(I, I, 0>

/ (0, I>

(0, I, I>

{I, 0, 0>

o l V 
(0,0> (0,0,0>

图 7. 2 - 7 

习 题

1. 设（ L, *'令〉是一个格，如果对于所有的 a,b,cEL, 有

a~c=affi(b*c) = (a 击 b) * C 

则称（L, *'击〉是模格。图 7. 2 - 8 中的图形是否模格？试给出证明。

(0, 0, I>

2. 试说明图 7.2-9(a) 的图形表达了一个格，但它不是图 7.2-9(b) 的子格。
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(a) (b) 

图 7. 2 - 8 图 7. 2 - 9 

3. 试证明格的每一个封闭区间 [a, b]= {x 巨EL/\a~x~b}都是一个子格，这里 L 是

格的栽体。

4. 试求 n=l2 的格(S", D〉的所有子格。

5. 试证明图 7.2-lO(a) 和 (b) 两个格的积代数是一个格，试画出此格的图。

6. (L, *, E9〉和 (S, V,/\ 〉是两个格， f: L-S 是格同态，试证明 f 的象点集合是 S

的子格。

* 7. 设 A 、 B 是两个集合， J 是 A 到 B 的映

射，证明 (S, 三〉是(p(B) ，三〉的一个子格，其

中 S={yly= J(x)/\xEp(A) ｝。

8. 试证明 n= 216 的格 (S., D〉，同构于

n=8 和 n=27 的两个格的积代数。

9. 试证明从图 7.2-lO(a) 的五元素格到图

(b) 的三元素链存在一个映射，且此映射是保序

的。它是否是一个同态？

7.3 特殊的格

本节主要介绍分配格和有补格。

7.3. 1 分配格

(a) (b) 

图 7. 2 - 10 

任何格的元素都能满足分配不等式，但某些特殊格，其所有元素都能满足分配律。

定义 7. 3 - I 设（L, *'令〉是一个格，如果对于任何 a,b,cEL, 有

a* (b 击 c)=(a*b) 邑（a*C) 叩

a E9 (b * c) = (a E9 b) * (a 令 c) ® 

则称（L, *,令〉是一个分配格。

在这个定义中式 CD 和＠是等价的，只要有一个成立，应用吸收律即可推知另一个

成立。

上节习题中曾介绍过，格中元素满足以下条件者

a~c⇒a 守 (b*c)=(a 迁 b) * C 

称为模格。下一定理说明分配格都是模格。
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定理 7. 3 -1 分配格是模格。

证由千

affi(b*c)=(a击b) * (a击c)

若 a,s;;;c, 则 a令c=c, 代入上式得

a 令 (b * c) = (a E9 b) * c 训毕

格可分为模格和非模格，本定理和以下例子说明，模格又可分为分配格和非分配格。

例 7. 3 - I 

(1) 如图 7. 3 - 1 所示的格不是分配格，因为

a*(bffic)=a*l=a 

而 a*bffia*c=O 击 O=O

所以， a* (b击c)#(a * b)令(a* C) ，但可以验证它是模格。

注意，格中某些元素满足分配律，但这不能保证是分配格。

(2) 图 7. 3 - 2 所示的格不是分配格，因为它不是模格。图中

b,s;;; a 但 b 击 (c*a) # (b 令 c) * a 

a 
c 

b 

c 

。

图 7. 3 - 1 

。

图 7. 3 - 2 

例 7. 3 - 1 中的两个五元素格是非常重要的，可以证明：一个格，当且仅当没有任何子

格同构千这两个五元素格的任何一个时，该格就是分配格。（证明较繁，这里不证。）

定理 7. 3 -2 每个链都是分配格。

证 设(L, ~〉是一个链，且 a,b,cEL, 考察下述可能情况：

0) a~b 或 a~c;

(Z) a~b 和 a~c 。

对于情况(1)有

a*(bEf)c)=a 和 Ca* b) 由 (a* c) = a 

对于情况(2)有

a*(bEf)c) =bEf)c 和 (a* b)Ef)(a*c) =bEf)c 

这就证明了元素 a 、 b 、 c 满足分配律心。

定理 7. 3-3 分配格的子格是分配格；两个分配格的积代数是分配格。

从子格和积代数的定义易知定理成立。

定理 7. 3-4 设（L, *'EB〉是一个分配格。对于任何元素 a,b,cEL, 有

(a*b=a*c)(\ （aEf)b=a 守 c)⇒b=c

证 (a* b)任c= (a* c)E9c=c 
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(a* b)EBc = (a击c) * (b令c) = (a击b) * (bffic) 

=bEE)(a.)E-c)=b击(a*b)=b 证毕

7.3.2 有界格和有补格

设（L, *'击〉是一个格，格中每一对元素都有最小上界和最大下界。用归纳法不难证

明，格中每一个有穷子集，也都有一个最小上界和一个最大下界。设 S={a1, a2, …, an} 

是有穷子集，一般地说， S 的最大下界和最小上界可表示为：
n 

glb(S) = * a, = a1 * a2 *••·*a. 
'= 1 

lub(S) ＝赍 a,= a1 击 a2 EB …击 an
然而，对千格的无穷子集来说，情况有所不同。例如格<I+,<〉中，由正偶数组成的子集合

S 就没有最小上界。

定义 7. 3-2 如果在格<L, ¾〉中存在一个元素 a, 对千任何元素 b, 都有 a¾b(b¾a),
则称 a 为格 <L, ¾〉的全下界（全上界）。

定理 7. 3-5 －个格(L, <〉的全下界（全上界）是唯一的。

证 用反证法。如果有两个全下界 a 和 b, a, bEL 且

a＃从因为 a 是全下界，所以a<b。又因为 b 是全下界，所

以 b<a。因此， a=b, 得出矛盾。类似地，可证全上界的 b 

唯一性。 e 

例 7. 3 - 2 

(1) 在格 <p(S) ，二〉中， S 是全上界， g是全下界。

(2) 在图 7. 3 - 3 所示的格中， a 是全上界， h 是全

下界。

定义 7. 3-3 如果一个格中存在全下界和全上界，则

把它们称为格的界，并分别用 0 和 1 来表示。有 0 和 1 的格称为有界格。

a 

c 

f 

图 7. 3 - 3 

例 7.3 - 3 

(1) 任何有限格(L, <〉必是有界格，设 L= {a1, a2, …, a”} ，则＊ a. =O 和 ea, ＝ l 。
i-1 

(2) ([3, 5], <〉是一个有界格，全下界是 3, 全上界是 5 。

定理 7. 3-6 设(L, <〉是一个有界格，对任意元素 aEL, 必有：

a 令 O=a, a*l —a 

aE9l=l, a*O=O 

证 由于 O::(a::(l, 所以上述各式显然成立。证毕。

式＠说明，对击， 0 是么元；对＊， 1 是么元。式＠说明，对O, 1 是零元；对＊， 0 是零

元。这两式还说明在有界格中， 0 和 1 互为对偶。

定义 7. 3-4 设（ L, *,令， o, 1 〉是一有界格。对千 L 中的一个元素 a' 如果存在元

素 hEL, 使

@@ 

a*b=O, affib=l 

则称元素 h 是元素 a 的补元或补，记为 a'o
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上述定义中， a 和 b 是对称的，如果 b 是 a 的补元，则 a 也是 b 的补元。一般地说· -

个元素 aEL．可以不存在补元；如果存在补元则补元也未必是唯一的。

例 7. 3 - 4 观察图 7. 3 -4 中各格的元素的补元。

b c 
a C 

a 

b 

c 

) 
0a 

( 
0

侚
。

(c) 

图 7. 3 - 4 

在图 (a) 中， a 、 b 、 c 三个结点都尤补元。

在图 (b) 中， a 、 b 、 e 都互为补元，补元不唯一。

在图 (c) 中， c 的补元是 a 和 b; a 的补元是 C; b 的补元是 c 。

定理 7. 3-7 在有界格（L, *'击， o, 1 〉中， 0 和 1 互为补元，且是唯一的。

证 因为 o * 1 = o, oEB 1 = 1, 所以 0 和 1 互为补元。若 0 的补元不唯一，另有补元 c,

则

O*c=O, Offic=l 

但 0击c=c, c=l, 得出矛盾。类似地可证 1 的补元也是唯一的。证毕。

定理 7. 3-8 在分配格中，如果元素 aEL 有一个补元，则此补元是唯一的。

证假定 b 和 c 都是 a 的补元，则

a*b=O=a*c, a 令 b=l=a 任） l 

由定理 7. 3 -4 得 b=c。证毕。

定义 7. 3 -s 如果在一个有界格中，每个元素都至少有一个补元素，则称此格为有
补格。

图 7. 3 - 4 的 (b) 和 (c)都是有补格。

定义 7. 3-6 如果一个格，既是有补格，又是分配格，则称此格为有补分配格，又称

布尔格。

7.3.3 有补分配格的性质

定理 7. 3-9 有补分配格（L, *. EB〉中，任何元素 aEL 的补兀矿是唯一的。

本定理是定理 7. 3 - 8 的直接推论。由千布尔格中每一元素 a 都有唯一的补元 a' ，因

此，我们可在 L 上定义一个一元运算－一－补运算。这样，布尔格可看做具有两个二兀运算

和一个一元运算的代数系统，习惯上称此代数系统为布尔代数，记为 (L, *，令，＇， 0.1 〉。

定理 7. 3 -10 有补分配格<L,* 对初中，对千每一个 aEL, 都有

(a')'= a 

证 由千 a*a'=o, 成Ba'=l 和 (a')'* a'=o, (a') ＇EBa'=l ，而补元是唯一的，所以，

(a')'=a 。证毕。
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定理 7. 3 - 11 有补分配格<L, *,EB〉中、对千所有 a,bEL, 有

(1) (aE3汤）＇＝ a'* b' 

(2) (a* b)'=a'击b'

此即德·摩根定律。

证 (a击b) *(a'* b') =a* a'* b'击b*a'*b'=o

(a击b)令a'*t/=(a任沁往沁') *(a任沁令b' ）＝ 1

由于补元的唯一性，所以，（a击b)'=a'* b' 。

根据对偶性原理得(a* b)'=a'EI涩。证毕。

定理 7. 3 -12 有补分配格（L, *'令〉中，对所有 a,bEL, 有

a~ b 已 a* b'= 0 台 a' 令 b =1 

证由于

a 冬 b 台 a* b = a 已 a 击 b=b

根据德·摩根定律得

因而

反之

a~b 台 a'* b'= b' 台 a' 令 b'= a' 

a幼 ⇒a* b'=O 

⇒a1击b=l

a* b'=O ⇒吵(a -i<- b')=b 

动令a=b

⇒a~b 

a'吵＝ 1 节＊ （（l'吵）＝a

⇒(a* a' ）令(a*b)=a

⇒a*b=a 

⇒a~b 证毕

习题

1. 设（L, *'击〉是格， a,b,cE L 是任意元素，证明

a* (b 守 c) = (a* b) 击 (a * C) 

和

a 击 (h*c)=(a 令 b) * (a 令（）

等价，即若一个公式成立，则另一个公式也成立。

2. 证明对例 7. 3 - 1 中的两个五元素格，定理 7. 3 - 4 的结论不成立。（因为非分配格

至少含有这两个五元素格之一为子格，所以，由本题的结果，可推知任何非分配格，

(a·* b=a * c) 八（ a击b=aEBc)⇒b=c 不成立。）

* 3. 试证明一个格是分配格，当且仅当
(a* b) 击 (b * c) 击（c*a)=(a 击 b) * (b 守 c)-)(- (c 击 a)

（提示：令 a= (AEE)B) * (AEE)C), b=B击C, c=A, 并将其代入上式，可证明充分性。）

4. 试证明在分配格中，分配律可写成更一般的形式：
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”“ 
a* （击 b, ）＝击 (a* b,) 

i~I i-1 

”“ a 击(* b,)= *(a 令 b, ）
i-1 i-1 

5. 试证明 (I, min, max〉是一分配格，这里 1 是整数集合。

6. 由 n=30 和 n=45 给定的两个格<S., D〉，它们是分配格吗？是有补格码？

7. 给定格(S,,, D〉，这里 n=75, 试指出格中各元素的补元。若不存在，则指明不

存在。

8. 试证明在具有两个或更多元素的格中，不含有补元是自身的元素。

9. 试证明具有三个或更多元素的链｀不是有补格。

10. 设 <L, *'令〉是一个格，这里 ILl>l. 试证明如果（ L, *,击〉拥有元素 l 和 o,

则这两元素必定是不同的。

11. 试证明在一个有界分配格中，拥有补元的各元素可以构成一个子格。

12. 试证明，有补分配格中，有

b'<a' 台 a* h'= 0 已 a' 令 b = l 

13. 试举出各种格的实例 1~2 个，填入表 7. 3 - 1 中。

表 7. 3 - 1 

有
非 有 界格

非有补格

非

模

格

非

分

` 
模

配

格

格 丿刀\ 

配

格 . 

7.4 布尔代数

7.4. 1 基本概念

界 格

有补格

◊ 

上节已指出，布尔代数就是有补分配格，常记以 (B, *，令，＇． 0, 1 〉,现将其性质综
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合如下：

(1) <B'*' 令〉是一个格，满足

a* a= a 

a 迁 a= a 

a*b=b*a 

affib=b 守 a

(a*b)*c=a*(b*c) 

(a EB b) 令 c = a EB (b 击 c)

a*(affib) =a 

a 击 (a* b) = a 

(Z)<B,*, 击〉是一个分配格，满足

a* (b 令 c) = (a*b) 击 (a* c) 

a 令 (b*c) = (affib)*(a 令 c)

(a* b) 邑 (b * C) 守 (c * a) = (a 击 b) * (b 击 c) * (c 令 a)

(a*b=a·*c) A (affib=a 任 c)今b=(、

(3) (B, *, EB, o, 1 〉是一个有界格，满足

O~a~l 

a* 0 = 0 

a 迁 1 = 1 

a* l = a 

a 迁 O=a

(4)(B,*, 击，＇， 0, 1)是一个有补格，满足

a* a'= 0 

a 令 a'= l 

o'= 1 

1'= 0 

(5) <B, *,击，＇， 0, 1)是一个有补分配格，满足

(a* b)'= a' 令 b'

(a 令 b)'=a'* b' 

(6) 在集合 B 上存在偏序<,满足

a* b =,glb{a, b} 

a 往 h = Iub{a, b} • 

a~b 己 a *b = a 台 affib=b

CL - 1) 

CL'- 1) 

(L - 2) 

(L'-2) 

(L - 3) 

(L'- 3) 

(L - 4) 

(L'- 4) 

(D - 1) 

(D'- 1) 

(D - 2) 

(D - 3) 

(B - 1) 

(B - 2) 

(B' - 2) 

(B - 3) 

(B'- 3) 

(C - 1) 

(C' - l) 

(C - 2) 

(C' - 2) 

(C - 3) 

(C' - 3) 

(P - 1) 

<P'- 1) 

(P - 2) 

a,s;;;b 台 a*l/=O 台 a' 守 b = 1 台 b',s;;;a'(P-3)

以上公式不都是独立的，可以从其中选定一些作为基本公式推出其它公式。也就是

说，可以用这些基本公式定义布尔代数。例如有如下定义：

定义 7. 4-1 (B, *,击〉是一代数系统，＊和O是 B 上的二元运算，如果对任意的

元素 a,b,cE B, 满足下列 4 条，则称(B, ＊，守〉为布尔代数。

(l)a*b=b*a 和 a击b=b令a
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(2) a* (bEBc) =(a* b)令(a* C) 和 a击(b*c)=(a击b) * (aEBc) 

(3) B 中存在两个元素 0 和 1, 对 B 中任意元素 a, 满足

a* I= a 和 a 击 O=a

(4) 对 B 中每一元素 a 都存在一元素 a' ，满足

a* a'= 0 和 a EB a'= I 

从上述 4 条推出所有公式的过程太长，这里从略，有兴趣的读者可参阅 R. L．古德斯

坦因著的《布尔代数》一书。这里给出这一定义是便于读者利用这 4 条去核查给定的一个代

数系统是否为布尔代数。当然，还可以用其它方法定义。

例 7. 4 - 1 

(1) 设 B={0,1},B 上的运算＊、 e、'由表 7. 4 - 1 定义。

表 7. 4 -1 

* 。 1 。 。 1 

。 。 。 。 。 1 

l 。 1 1 1 1 

, 
X X 

。 1 

1 。

代数（B, *, EB,', o, 1 〉能满足定义 7. 4 -1 的要求，所以它是布尔代数，它是二元素

布尔代数。二元素布尔代数是图为链的唯一布尔代数。

(2) 设 S 是非空集合。 p(S)是它的幕集，（p(S), n, U, —,0, s〉能满足定义 7. 4 - 1 

的要求，所以是布尔代数。如果 S 有 n 个元素，则 p(S)有 2n 个元素，该布尔代数的图形是

n 维立方体。图 7. 4 -1 给出了 S={a}, S={a, b}, S={a, b, c} 时布尔代数的图形。若 S

是空集，则 p(S)仅有一个元素0, 于是0=0=1, 我们称它为退化了的布尔代数，我们不

研究它。

{a} {a, b} {a, b, c} 

{a, c} 

{c} 

{a, b} 

{b} 

。 。 。

图 7. 4 - 1 

(3) 用 S 表示含有 n 个命题变元的命题公式集合。代数系统(S, A, V ，勹， F, 仍是一

布尔代数，其中 I\, V 和勹分别是合取、析取和否定运算， F 和 T 是永假式和永真式，并把

互为等价的两个命题公式看成是相等的。对应于运算 A 和 V' 偏序关系是永真蕴含⇒ 。

(4) 设 B,，是 0 和 1 组成的 n 重组集合，记

a = (a1, a2, …, a,,>, b = (bi, b2, …, bn >
0., = (0, 0,..., 0 >,1., = (1, 1,..., 1) 

a 、 b 为队中的任意元素，定义

a * h = (a1 (\ b,, az (\ b2, ···, a., (\ b,, >

a 守 b = <a1 V h,, a2 V b2, …, a,, V l入，〉

a'= (-, a1, -,a2, …,-, a,,>

这里＾、 V 、-,是对{ 0, 1} 的逻辑运算，则代数<B.'* ，由，＇， 0，', L 〉是一布尔代数，这个
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代数通常称为开关代数。

7.4.2 子布尔代数

定义 7.4-2 设（ B, *,EB,',0,1 〉是一个布尔代数， S三B。如果 S 含有元素 0 和

l ，并且在运算＊、令和＇的作用下封闭，则称（S, *'由，＇， 0, 1 〉是 (B, *，击，＇， 0, 1 >

的子布尔代数。

实际检测一个子集 S 是否是子布尔代数，不需要按定义进行，只需检测该子集对运算

集合{ *''｝或｛ EB, ＇｝封闭就可以了。因为

affib= (a'*b')' 

I=(a*a')' 

0 =a* a 

若对运算集合｛＊，＇｝是封闭的，则以上三式不但确保了对击的封闭性，也保证了 0 和 1 在

子集中。类似地可知，若对运算集合｛令，＇｝封闭，则也已足够了。

定理 7. 4-1 子布尔代数是一个布尔代数。

证 设（ s, *,EB,',0,1 〉是 (B, *,_EB,', o, 1) 的子布尔代数，则 0 和 1 属于 S; 由

千 S 对＊、击和＇是封闭的，所以，如果 aES, 则 a'ES, 于是定义 7. 4 -1 中的 (3) 和 (4)

条显然在 S中成立；又交换律和分配律是继承的，所以（s, *'令，＇， 0, 1 〉是一个布尔代

数。证毕。

例 7. 4 - 2 考察图 7. 4 -2 所示的布尔代数（B, *,EB,',0,1 〉。

(1) S1 = {a, a', 0, 1 片由千 S1 含有 0 和 1, 且对运算

＊、令、＇封闭，所以，（ S1, *，击，＇， o, 1 〉是（ B, *'EB, 

', 0, 1 〉的子布尔代数。这个子布尔代数也可以说是由元素

u 生成的。一般地说， B 的任意非空子集都可以生成

<B, *'击，＇， o ， l 〉的子布尔代数。

a 

b 

b' 

a' 

。

(2) S2 = { c, b', a, 1 }, S2 不包含特异元素 o, 所以不

是（ B, *'击，＇， 0, 1 〉的子布尔代数。但若补运算是对 1

（作为全上界）和 c（作为全下界）定义的，则 (S2, *, EB, 1, C, l 〉是布尔代数。

C 3) S3 = { O, b', a, I} 对运算＊不封闭，所以 S:i 不能构成布尔代数，当然也不能成为

子布尔代数。

(4) 对任意布尔代数（B, *,EB,',0,1 〉，子集{ 0, 1} 和 B 总能构成子布尔代数，这

两种子布尔代数称为平凡的。

图 7. 4 - 2 

7.4.3 布尔同态

定义 7. 4-3 设（A, *,令，＇， 0, 1 〉和 (B, n, U, — ,a, /3〉是两个布尔代数。定义

一个映射 J: A-+-B, 如果在 J 的作用下能够保持布尔代数的所有运算，且常数相对应，亦

即对于任何 a,bEA, 有

f(a * b) = f(a) n f(b) 

f(a 令 b) = f(a) LJ f(b) 

f(a') = f(a) 
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f(O) = a 

f(l)=/3 

则称映射 f: A-B 是一个布尔同态。

实际上， f, A-B 能够保持运算＊和＇，或者击和＇，就可以保证 f是一个布尔同态，

因为{ *.'｝和｛ EB, ＇｝都是运算的全功能集合。

若映射 f, A-B 仅能保持运算＊和令，则 f 是一个格同态而不是布尔同态，因为

f(O) =a 和八1)={3 未必成立。格同态是保序的，因此，它能把全下界 0 和全上界 1 分别

映入象点集合 f(A) 的最小元素和最大元素。如果 f(A) 中各元素的补元是用 f(O) 和 f(l)

定义的，则也能保持这些补元。因而叮(A), n, U, , f(O), f(l) 〉是一个布尔代数。

f: A-f(A)是一个布尔同态（虽然 f, A-B 不是布尔同态）。根据以上讨论，可以得出这

样的结论：若 f 是从布尔代数 <A, * •击，＇， 0, 1 〉到格（ B, *,EB〉的格同态，且是满射

的，则（B, * •击〉是布尔代数。

7.4.4 有限布尔代数的原子表示

本小节研究有限布尔代数的一个重要性质，就是任何有限布尔代数<B, *,EB, 1, o, 1>

都同构于某一集合 S 的幕集代数(p(S), n, U, -, 0, S 〉。

我们探讨这一问题的思路是这样的：

第一步，介绍 B 中的特殊元素 原子及其性质。

第二步，证明 B 中除 0 外的每一元素工，都可唯一地表示成原子的保联，即

X = a1 令 a2 击…令 ak (a，是原子）

第三步，证明上述断言。

现在进行第一步。

定义 7. 4-4 设 a, b 是一个格中的两个元素，如果 b<a 且 b =/:a, 即 b<a, 并且在此

格中再没有别的元素 l，使得 b<c 和 c<a, 则称元素 a 覆盖元素 b 。

定义 7. 4-5 设<B, * •令，＇， 0, 1 〉是一布尔代数， aEB, 如果 a 覆盖 o, 则称元素 a

是该布尔代数的一个原子。

定理 7. 4 -2 元素 a 是布尔代数（B, *'令，＇， 0, 1 〉的原子，当且仅当 a-::/:0 时，对任

意元素 :rEB, 有

x *a= a 或工 ~-a= 0 

证必要性。因为 X*a冬a, 而 a 是原子，所以，工＊ a=a 或 x*a=O 。

允分性。若 a-::/:0 不是原子，则存在一元素 :i:·EB, 使 a>丘＞o, 于是有 :r*a=x, 这与

假设“a-::/:0 时对任意 xEB 有工＊ a=a 或 :r *a=O”相矛盾。所以， a 是原子。证毕。

推论 7. 4 - 2 a 是布尔代数（B, * •击，＇， o, 1) 的原子， x 是 B 的任意元素，则或者

a冬2一，或者 a冬:r/ ，但不能同时成立。

证由于

:r ＊ a=a 已 a 冬工， X *a= 0 已 a<:r＇

所以，根据定理 7. 4 - 2, 如果 a 是原子 ,:r 是 B 的任意元素，有

a,s;;;:r 或 a,s;;;x'

若两者同时成立，则 a<x ＊ x'=o, 这与 a>O 矛盾口证毕。
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定理 7. 4 -2 及其推论说明：原子是这样的元素，它把 B 中的元素分为两类，第一类是

与自己可比较的（包括自身），它小千等于这一类中的任一元素。第二类是与自己不可比较

的或是 o, 它小千等千这一类中任一元素的补元。

为了加深对原子和定理 7. 4 -2 的认识，试考察图 7.4-3, (a) 中 a] 是原子； （ b）中 a1

和 az 是原子； （ c）中 a1, az 和 a3 是原子。在 (a) 、（ b) 和 (c)三图中，虚线都表示原子 a1 将 B

的元素划分成两类。

l(tli) l(a, EBa2) 

? 
/ 

/' (a10a2) 下勹4 中少丛\Z'，为(a2 EB a3) ，量
/' ,,//1 4 a 2 

a!，三 -生
。 。 。

(a) (b) (c) 

图 7. 4 - 3 

定理 7. 4-3 设<B, *, EB,', o, 1 〉是一个有限布尔代数，则对于每一个非零元素

工EB，至少存在一个原子 a, 使 X*a=a（即 a<x) 。

证 若 x 是原子，则 X*:r＝工，此 x 就是所求的原子 a 。

若 x 不是原子，因为正氢），所以，从 x 下降到 0 有一条路径，又由于 B 是有限的，此

路径所经过的结点是有限的，不妨设为

:r ~ a1 ~ az 彦…彦 ak ~ 0 

则 ak 覆盖 0, 而 X * ak =ak' 此 ak 就是所求的原子 a 。证毕。

定理 7. 4- 4 如果元素 a1 和 a2 是布尔代数 <B, *， EB,',0,1 〉中的两个原子，且

a, * a2 =;c-0, 则 a1=a乙 o

证由定理 7. 4 - 2 有 a1 *az=az 和 a2*a,=a1, 所以 a1 =az o 

本定理的逆反是：若 a1 #-az, 则 a,* az =O, 它是关于原子的重要性质。

下面进行第二步。

定理 7. 4-5 设（B, *'令，＇， 0, 1 〉是有限布尔代数， x 是 B 中任意非 0 元素， a1,

也，…，＂是满足 a圣女的所有原子(i=l, 2, … ,k) ，则

:r = a, 令 a2 印…击 ak

证 记 a1 击a2击…令ak=y ，因为 a,<:r(i=l,2,·..,k) ，所以， y<x。如果能进一步

证明 x<y, 那么问题就解决了。由定理 7. 3 - 12 知，只需证明工＊ y'=o就可以了。为此，

我们用反证法。

设 x*y孕o, 千是必有一原子 a, 使 a<x*y' ，又因 X* y'<x 和 .r *y'<y' ，所以由

传递性得

a 冬 :r 和 a <y' 

因为 a 是一原子，且满足 a<x, 所以 a 必是 a1, a2, … ,ak 中的一个，因此 a冬y。但

这与 a<y'矛盾。故．r * y'=o ，即 x<y。证毕。

定理 7. 4-6 定理 7. 4 - 5 中的表示式 x = a, EB a2 击…击山是唯一的。

证 若另有一种表示式为

- 244 --



X = b1 令 b2 击…击 bl

其中 b1, b2, …, bt 是 B 中不同的原子。

因为 x 是 bl, b2, …, b1 的最小上界，所以， b;~x(i=l, 2, …， t) 。而 a1, a2' … ,a, 

是 B 中满足 a,~x(i=l, 2, …， k) 的所有原子，所以，｛bi, b2, …, b,}<:;;;;{a1, a2, … ,ak} 

且 t~k 。

如果 t<k, 那么 a1, a2, …， a, 中必有一 a ，与 b1, b2, …， b1 全不相同。千是，由

a, * (b1 令 b2 击… EB b,) = a, * (a1 击 a2 击… EB ak) 

得 0 = a, 

千是得到矛盾。所以，只有 t = k, { bi, b2, …，们就是{ a1, a2, ···, ak} 。证毕。

现在进行第三步。

定理 7. 4-7 设<B, *, EB,', o, 1 〉是一个有限布尔代数， S 是此代数中的所有原子

的集合，则（B, *'击，＇， 0, 1) 同构千幕集代数(p(S), n, U, -, 0, S〉。

证作映射 f: B-p(S) 

f(x) = { 
g 
{a I a E S/\a¾ x} 

我们首先证明 J 是双射函数。

:r = 0 时

:r # 0 时

(1) 由于 B 对运算EB封闭，对 S 的任一子集 S1 = {a1, a2, … ,ak} 都存在 a1 EBa2EB … 

EBak=xEB，使 f(x)=S1, 所以， f．是满射的。

(2) 设 x 和 y 是 B 的任意两元素， x=I= y' 则 x¾y 和 y¾x 不能同时成立，不妨设X¾Y

不成立，于是 x * y'=/=O, 根据定理 7. 4 - 3, 存在一原子 a, 使 a¾x*y' 。由千

X * y1 ¾ X 和 X * y'¾ y' 

所以

a<x 和 a,s;;y'

根据定理 7. 4 - 5 得

a E f(x) 和 a fl f(y) （否则 a 冬 y 与 a 冬 y' 矛盾）

所以， f(x)#-f(y) 。这就证明了 J 是单射函数。

于是

由 (1) 和 (2)得 J 是双射函数。

其次我们证明 J 是布尔同态。

(1) 设 x 和 y 是 B 的任意两元素，其原子表示为

X = a1 击 a2 击…令 ak, y = b1 击伈击... EB b, 

x 令 y = a1 击 a2 击…往｝ ak 手 b］迁） b2 邑…击 b,

f(x) = {a1, a2, ···, ak} = S1 

f(y) ={bi, bz, …, b,} = S2 

J丘击 y) = f(a1 任） a2 击…印 a女印 b1 击 b2 O …击 b,) = S1 LJ S2 

这就证明了 J 保持令运算。

(2) 设 a 是（B, *'守，＇， o, 1 〉的任意原子, :r 是 B 的任意元素。由于

aEJ釭＇）已a<x/

已勹 (a,s;; x) 

-- 245 — 



已a 迁 f(x)

FlaE 冗万

所以， f(x')=JG) 。这就证明了 f 保持补运算。

由 (1) 和 (2) ，得 f 是布尔同态。但 f 是双射函数，故 f 是布尔同构。证毕。

推论 7.4-7 (l)(B,*, 令，＇， 0, 1 〉与 <pCS), n, U, -, 0, S〉同构， lpCS) I= 

加，所以， IBl=21'| ，故任一有限布尔代数载体的基数是 2 的幕。

(2) 任一有限布尔代数和它的原子集合 S 构成的幕集集合代数<p(S), n, U, — ,0, s >

同构，但后者又与任一基数相同的幕集集合代数同构，故具有相同载体基数的有限布尔代

数都同构。

注意，定理 7. 4 - 7 对无限布尔代数并不成立。

命题演算（集合论）中的极小项就是由 n 元命题公式构成的布尔代数的原子。除 0 外，

每一公式都可化成极小项的析取（并）是大家已知的事实。

此外，还可用布尔代数的反原子的保交来表示布尔代数的元素。反原子是被最大元素

1 所覆盖的元素。事实上，一个反原子是一个原子的补，所以称为反原子。根据对偶性原

理，若把＊和令， 0 和 1, <和多，原子和反原子互换，重复上面的全部讨论，就可得出相

应的结论。

例 7. 4 - 3 设 A1, A2, …, An 是某一个全集合 E 的不同子集。如果用 S 表示由 A1,

A2, …， A,，所生成的所有集合的族（相等的集合看做是同一元素），则 <S, n, U, -, 0, E >

是一布尔代数。凡 n凡 n … n凡（这里入或是 A，或是 A, ）形式的非空集合是极小项，它

们或包含在 S 的一个元素中，或与该元素形成空相交，这些极小项恰是（S，门， U ，—,0,E〉

的各原子。设 M 是由 A1, A2, …，人生成的极小项集合。根据定理 7. 4 - 7, 布尔代数

<S, n, U, —, g，贮同构千(p(M) ，门， U,—,0,M) 。例如，如果 S 是由 X 和 Y 生成

的所有集合的族，则 M={X 门 Y, xn Y, xnY, xn Y} ，记为 {A, B, C, D} ，于是

<s.n,u, , 0, E〉和 <pCM), n, U, , 0, M) 同构。它们的图如图 7. 4 - 4 所示。

{A,B,C,D} 

` 
{A,B} 

。

图 7. 4 - 4 

7.4.5 布尔代数的积代数

定义 7. 4-6 设 U=<A, *，令，＇， 01'l 1 〉和 V=<B,(\ ， V,---, ， 02'12 〉是两个布尔

代数。定义一个布尔代数 W=(AXB, •,十，—， O; ，贮如下，其中'、---,、－都是求补运

算。对于任何<a1, 仇〉，（ a2 ，杭〉 EAXB, 有
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<a1, b1 >• < a2, b2 >= ( a1 * az, b1 I\ b2 >

<a1, b1 〉十 (a2, b2 >= ( a1 EB a2, b1 V 仇〉

(a1, 61 〉 =(a'1' 勹仇〉

则称 W 是 U 和 V 的积代数，记为 W=UXV 。

定理 7. 4-8 布尔代数的积代数是一布尔代数。

证 因为交换律、分配律、公式 CB - 3) 、 (BI - 3) 、（C-1) 和 cc'- 1) 均成立，符合定

义7.4-1, 所以，布尔代数的积代数是一布尔代数。证毕。

我们用 A"=<B., *，令，＇， 0, 1 〉表示具有 n 个元素的布尔代数。由推论 7. 4 - 7 知，

这里的 n 必定是 2 的幕。因此，最小的布尔代数是

A2 = <B2, *,印，＇， 0, 1>

这里 B2 = {O, 1} ，运算表如表 7. 4 - 1 所定义。其次是

A4 = （ B4 ，＊，守， 1 ， 0, 1>

设队＝｛ 0, a, b, 1} ，其运算表如表 7. 4 - 2 所示。

表 7. 4 -2 

关 。 a b 1 迁 。 a b 1 

。 。 。 。 。 0 I 0 " b 1 

" 。 a 。 a a I a a 1 1 

b 。 。 b h b i b b 1 

1 。 a b 1 1 1 1 1 1 

现在我们来考察 A, XA2 X … XA2, 由定理 7. 4 - 8 知，它是一个布尔代数，记为 A; 。

A; = <B;'* ，击，＇， o 美， 1. 〉

这里 O* =(O, 0, …, 0 >,l'=<l, 1, ···, 1 〉。对任意元素 (a1, a2, … ,an >, ( b1, b2, 

b,，〉 EB; ，有

<a1, a2, …, a” >* (b1, b2, …, b,,>= (a1 * b1, 心＊ b2, …，化＊ b,,>

(a1, a2, …, a,，〉砃仇， b2, ···, b,, >= （ a1 击 b1, a2 击 b2, …， a,，令仇〉

(a! , a2,.. ., cl,,> '=<a'i, a'z, ···, a',, >

当 n=2 时， Al=<BL *,击，＇， 0, 1 〉的运算表如表 7. 4 - 3 所示。

表 7. 4-3 

* (0, 0 > (0, 1> (1, 0 > (1, 1>

(0, 0 > (0, 0 > (0, 0 > (0, 0 > (0, 0 >

(0, I > (0, 0 > (0, l) (0, 0 > (0, 1 >

(1, 0 > (0, 0 > (0'() > (1, 0 > (1, 0 >

(1, 1 > (0, 0 > (0, 1> (1, 0 > (1, 1>
` 

击 (0, 0 > (0, 1> (1, 0 > (1, 1 > , 
又～ .r 

(0, 0 > (0, 0 > (0, 1 > (1, 0 > (1. 1> (0, 0 > (1, 1>

(0. 1 > (0, 1> (0, 1) (1, 1> (1, 1> (0, 1> (1, 0 >

0, 0 > (1, 0 > o, 1> (1, 0 > (l, l > (1, 0 > (0, 1>

(1, 1 > (1, 1> (1, 1) (1, 1> (l ̀  1> (1, 1> (0, 0 >
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定理 7. 4-9 布尔代数出和 A泸同构，且每一有限布尔代数都同构千某一个 A; 。

证 A：和 A2“ 基数相同，所以同构。任一布尔代数的基数为 2"' 所以必与心同构。

证毕。

本定理说明，只要对心研究清楚了，一切有限布尔代数也就清楚了。

例 7. 4 - 4 

(1) A4 与心同构，对比运算表 7. 4 - 2 和运算表 7. 4 - 3 即知。

(2) 设 E= {ai, a2, … ,an 片则布尔代数(p(E), n, U, -, 0, E〉和心同构。同构
f 可以这样作出：

f: p(E) - B;, f (S) = (81, 82, …, 8,, >

这里
lO ,I, 

= 六
当 a,ES 时

当 a,eS 时

例如， n=4 时，

f({a1, a3, a4}) = (1, O, 1, 1 >

7.4.6 布尔函数

(B, *'EB, I, o, I 〉是一个布尔代数，现在考虑一个从甘到 B 的函数。

设 B={O, 1} ，表 7. 4 -4 给出了一个从甘到 B 的函数。

设 B={O, a, b, 1} ，表 7. 4 - 5 给出了一个从厅到 B 的函数。

表 7. 4-4 表 7. 4-5 

(x1 工2 .r3 > f 

(0, 0, 0 > 1 

(0, 0, 1 > 。

(0, l, 0 > l 

(O. ], l > 。

(1, o, 0 > 1 

(1, 0, 1> 1 

(1, 1, 0 > 。

(1. l, 1 > 。

（工I• 工2 〉 f 
(0, 0 > 1 
(0, a > 。

(0, b> 。

(0, 1> b 
(a, 0 > a 
(a, a > 1 
<a, b> 。

(a, 1> b 
(b, 0 > a 
(b, a > 。

(b. b> a 
(b, 1> 1 
(l, 0 > b 
(l, a > 。

(l, h> a 
(1, 1> a 

以上这种表示函数的方法就是通常的列表穷举法。下面我们试图用别的方法来描述这

一类函数。

定义 7. 4-7 设<B, *'令，＇， 0, 1 〉是一个布尔代数，取值于 B 中元素的变元称为布

尔变元； B 中的元素称为布尔常元。

定义 7. 4-8 设（ B, *'击，＇， o, 1)是一个布尔代数，这个布尔代数上的布尔表达式

定义如下：
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(1) 单个布尔常元是一个布尔表达式；单个布尔变元是一个布尔表达式。

(2) 如果 e1 和 e2 是布尔表达式，则 (e,)', (e1 令e2), (e1 * e2) 也是布尔表达式。

(3) 除了有限次应用 (1) 和 (2)形成的表达式外，没有其它字符串是布尔表达式。

布尔表达式一般用 f, g, …表示，或更明确地表示成 f(x1, x2, …， x九），称为 n 元布

尔表达式，其中 x1, x2, …， xn 是式中可能含有的布尔变元。布尔表达式中的某些圆括号

可以省略，约定类似千命题公式。

例 7. 4 - 5 设({O,a,b,1}, *,EB,',O,l 〉是布尔代数，则

fl = a 

f2 =0 * X 

/3 = (1 * X1) 守 x2

/4 = ((aE9b)'* (x'1EBxz)) * ((xi *Xz)') 

都是这个布尔代数上的布尔表达式。

布尔表达式中的符号＊、击和＇，就是相应布尔代数中＊、 O和＇三种运算，它们满足

布尔代数的所有公式，可以按照这些公式进行计算。

定义 7. 4 -9 布尔代数（B, *'击，＇， o, 1 〉上的布尔表达式 f(x1, Xz, …, xn) 的值

指的是：将 B 的元素作为变元X;(i=l, 2, …， n) 的值而代入表达式以后，计算出来的表达

式的值。

例 7. 4 - 6 

(1) 取 x,=a,x2=b，则例 7. 4 - 5 中的八的值是

/3 = (1 * a) 守 h=affib=l

(2) 设布尔代数({O,l}, *,EB,',0,1〉上的表达式为

f (x,, Xz, X3) = (x; *式） * （ x凇式） * （ x毛江）＇

则

JU, o, 1) = (0-~l)*(OEBD*(O 令 1)1 = 0 * l * 1'= 0 

定义 7. 4 -10 布尔代数<B, *'令，＇， o, 1 〉上两个 n 元布尔表达式 f](r1 ，立，…，Xn)和

f2(X1'Xz' …， In) ，如果对 n 个变元的任意指派，八和儿的值均相等，则称这两个布尔

表达式是等价的或相等的，记作 /1 (x1, X2, …， Xn) ＝儿 (x1, Xz, …， Xn) 。

在实践上，如果能有限次应用布尔代数公式，将一个布尔表达式化成另一个表达式，

就可以判定这两个布尔表达式是等价的。

定义 7.4-10 给出的等价关系将 n 元布尔代数表达式集合划分成等价类，处千同一个

等价类中的表达式都相互等价。可以证明等价类数目是有限的。为此，我们考察以下定义。

定义 7. 4 -11 给定 n 个布尔变元 X1'Xz, …, x,』，表达式芷＊亢＊亢＊…＊立称为

极小项。这里芷表示．r, 或式两者之一。

显然，有 2" 个不同的极小项，分别记为 m。 ,m1 • m2, …， m2”1 ，足标是二进制数

a1a尸． a" 的十进制表示。

a, = ｛。
极小项满足以下性质：

当主，＝工，时

当无＝式时

m, * m, = 0 

(i= 1, 2, ···, n) 

(i 土 J 时）
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2"-1 
迁 m, = 1 
'= 0 

定义 7.4-12 a0m。击a1m1EB…击妇 1m2•-1形式的布尔表达式称为主析取范式。这里

m，是极小项， a, 是布尔常元(i=O, 1, 2, … ,2"-1) 。

因为 a，有 1 趴种取法，故不同的主析取范式有 IB 尸个。特别， B= {O, 1} 时有 22'，个。

任何一个 n 元布尔表达式都唯一地等价千一个主析取范式。

把一个 n 元布尔表达式化成等价的主析取范式，主要应用德·摩根定律等，其方法与

“数理逻辑“和“数字逻辑“中化成主析取范式的方法完全一致。

扩个极小项最多只能造出 IB 尸个不同的主析取范式，所以，一个 n 元布尔表达式必

等价于这 IB 尸个主析取范式之一。

平行地可讨论极大项和合取范式。

定义 7. 4 -13 给定 n 个布尔变元 X1'X2' … ,Xn 。表达式芷击名…击汇称为极大

项。这里芷表示 x，或式两者之一。

显然，有 2n 个不同的极大项。分别记为 M。 ,M1, M2, …， M沪 I' 足标是二进制数

a1a尸． a,，的十进制表示。

a;={~ 

注意：足标规定与极小项不同。

当芷＝ x／，时

当京＝ x, 时
(i=l.2,···,n) 

极大项满足以下性质：

M; Ef) Mj = 1 

泸－ l

* M, = 0 
t=0 

(m;)'= M; 

(M, )' =m, 

(i# ）时）

定义 7. 4 - 14 CaoEBM。) * （ a妇M1) *…* （妇－ l 令M扩'l)形式的布尔表达式称为主

合取范式。这里 M，是极大项， a, 是布尔常元， i=O, 1, 2, …， 2'＇— 1 。

任何一个 n 元布尔表达式都唯一地等价千一个主合取范式。沪个极大项最多只能造出

IB 尸个不同的主合取范式。所以，一个 n 元布尔表达式必等价于这 IB 尸个主合取范式

之一。

例 7. 4 - 7 

(1) 将布尔代数({O, a, b, l}, *，令，＇， o. 1 〉上的布尔表达式 f(:rI'Xz) =(a* Xi) * 

｀令工；）击b * X1 *:r2 化成主析取范式。
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f亿， Xz) = (a * X1) * (:r:1 击式）击 b * X1 * X2 

= a*X1 迁 b * X1 *立

=a* 工] * (:r2 击 x'2) 邑 b* X1 ＊立

=a* X1 *立击 a* 工1*:r＇2 令 b * X1 *立

= X1 * X2 击 a* X1 *:r '2 

— m3 守 a *m2 



(2) 将布尔代数（｛o, 1} 〉，＊，击，＇， o, 1 〉上的布尔表达式 f(:r1. 九． .'l'.3) =:r1*.1.2邑兀

化成主合取范式。

f亿，立， X3) = X1 *立任） X3

= （ x1 令 X3) *（心击 X,i)

= （ x1 击 x3 击立＊亡） * （ x2 令 m 由义·1 *又勹）

= (x1 击 m 邑 'm) ＊ （ x1 击 x'心 X3) * (x'心 m 邑 X3)

= M。 *M2 *M4 

=*(0,2,4) 

一个 n 元布尔表达式，对 n 个变元的每一指派，都可得到相应的表达式的值，这值属

于 B。所以，每一布尔表达式都代表一个函数。但 n 个变元的主析取范式（或主合取范式）

最多只有 IB 尸个，所以，至多只能代表 IB 尸个不同的函数。从甘到 B 的函数共有

I BIB" = I BI I Bl刀个。现分情况讨论：

Cl)B={O,l} 时，从 B” 到 B 的函数共有 22'，个，主析取范式也有 22'』个，恰好每一主

范式代表一个函数。所以，在 B={O, 1} 时，每一函数均可用布尔表达式表示。

例如，表 7. 4 - 3 所表示的函数可表达为

f =工 1 * X/2 *．r'3 击工， 1 *立＊ x＇3击 X1 *工,2 * X'，迁） X1 兴 x'z * X3 

= x/1 * x'3击 x1 * r'2 

(2) B尹 o, 1} 时，例如 B={O,a,b,l} 时，从甘到 B 的函数共有 4i" 个，但主析取范

式仍只有 42'' 个，所以，不是每一函数都可用布尔表达式表示的。

定义 7. 4 -15 设（ B, *'令，＇， 0, 1 〉是一个布尔代数，一个从 B" 到 B 的函数，如果

能够用该布尔代数上的 n 元布尔表达式表示，那么这个函数就称为布尔函数。

例如，表 7. 4 - 4 所示的函数不是布尔函数。若不然，不妨设

f(:r,':r2) = C11 *:r1*:r2 EB C,2 * :r, *.r'2EB C21 ＊止＊心击 C22 *:r '1 * :r '2 

这里(:'）取值于 {O,a,b,1} ，根据表的第一行

根据表的第二行

f (O, O) = C22 * 1 * 1 = C22 = 1 

j、(0, a) = C21 * 1 * a 令 C22 ·* 1 * a' 

= C2, * a 令 b=O

不管釭取什么值，上式都不可能成立。所以，布尔表达式表示不了这个函数，它不是布尔

函数。

最常见的是 B={O,l} 的情况。在这一情况下，给定 n 个布尔变元丸，互，...'工，把

2'' 个极小项看成原子，把 2泸个不同的主析取范式看成 22'，个元素，等价的布尔表达式看成

相同的元素。由于假定＊、击和＇满足所有布尔代数公式，所以 (B22"'*. EB'''0'1 〉是

一个布尔代数，通常称它为自由变元 :rI':r2' …， :r“ 生成的自由布尔代数。

习题

1. 证明下列布尔恒等式：
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(1) affi(a'* b) =aE9b 

(2) a* (a'ffib) =a* b 

(3) (a*C)击(a'* b)E9(b * c) =(a* c)击 (a' ＊ b) 

(4) (aE9b') * (b令c') * (c令a')= (a'击b) * (b'击c) * (c，令a)

(5) a*b邑a'* C击b'* c=a * b击c

2. 化简下列各布尔表达式：

Cl) a * bffia'* b * c'击b*c

(2) (a* b'句c) * (aE9b') * c 

(3) a* b击a * b'* cffib * c 

(4) (a*b) ＇击（a击b)'

(5) (1 * a)E9(0 * a') 

3. 试证明： a=b台(a* b' ）令 (a'*b)=O 。

4. 设 S={a, b, c} 是一个集合，且 <p(S), n, U, , 0, S 〉是 S 的幕集代数，

<B, *'击，＇， 0, I)是二阶布尔代数，映射

g: p(S) -- B 

g位） ＝ 1, 当工含有 b 时

g(工）＝ 0 ，当工不含 b 时

试证明 g 是一个布尔同态。

5. 给定从一个布尔代数到另一个布尔代数的映射。试证明如果此映射能保持运算往

和＇，则也能保持运算＊。

6. 试证明，如果一个布尔代数中的格同态能保持 0 和 1, 则此同态是一个布尔同态。

7. 设（ B. /\, V, — ,0, 1 〉是布尔代数，在 B 上定义一个运算击如下：

a E9 b = (a/\ b) V (d /\h) 

试证明 <B, 令〉是一个阿贝尔群。

8. 设（B,/\,V, -, o, 1 〉是一个布尔代数，如果在 B 上两个二元运算＋和·如下：

a +b = (a/\ b) V (d /\b) 

a•b=af\b 

证明 <B, +..〉是以 1 为么元的环。

9. 设（ B, *,ffi,',O,l 〉是一个布尔代数， aEB。如果 a#-0, 且对于每一个工EB七一

立~a 蕴含着工＝a 或 x=O, 则称元素 a 是极小的，试证明当且仅当 a 是极小的， a 才是一

个原子。

10. 不直接应用推论 7. 4 ~ 7, 试证明不可能存在载体的基数是 3 的布尔代数。

11. 设 E= { a1, az, a:i, a4 }、 S1 = {a1, az) 、 S2 ={a,, a4} 和< { 0, S1, S2, E}. n, 
U,-,0,E〉是一个布尔代数 B 。 B 的原子集合 S 是什么？画出布尔代数 B 的文氏图。并

画出同构于 B 的布尔代数(p(S), n, U, —-, 0, s〉的哈斯图。
12. 设（A, *'击，＇〉是一代数系统，这里 A={a, b, c, d} ，表 7. 4 ~ 6 给出了三种运

算的定义，证明或否定<A. *.击，勹是布尔代数。
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表 7. 4 - 6 

* I a b C d 11 EB a b C d 口a a b a b a a a C C 

h b b b IJ b a b C d 

且C a b C d C C C C C 

d b b d d d C d C d 

13. 试构造一个<p(S), n, U, , 0, s〉到战的同构，这里 S={a1, a2, a~} 。

14. 已知 ({O, a, b, 1}, *，击，＇， 0, 1 〉上的布尔函数 J<x1, X2 • X3) =a* X1 *马迁｝
Xi * (x3EE)h) ，试求 f(h, 1, a) 的值。

15. 下列是二元素布尔代数上的布尔表达式，试求出它们的主析取范式和主合取

范式。

(1) X1 任沁

(2) (x1 击m)＇令 (x; * X3) 

(3) (xi * X；）EBx八假定它是四个变元的表达式）

16. 下列是布尔代数({O, a, h, 1}, *，令，＇， 0, 1 〉上的布尔表达式，试求出它的主

析取范式和主合取范式。

(1) J(x1, 立， x3)=a*X1 *.x2ffih*x:i 

(2) J(xi, x2, X3) =h * X1 * (x3EBx;)EBa * X2 * Cr1 EBx3)EBx1 * X2 
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第 8章图论

图论是数学的一个分支，近年来得到迅速发展，已广泛地应用于计算机、通信、自动

机、工程管理等学科的各个领域中，成为重要的工具。因此有必要对图论的基本概念和图

的基本性质作较完整的介绍。

在图论中，不同作者所用的术语的含义极不一致，读者参考其它书籍时务需注意，本

书尽量采用最通用的术语。

8. 1 图的基本概念

8. 1. 1 图

现实世界中许多现象能用某种图形表示，这种图形由一些点和一些连接两点间的连线

所组成。例如，可用图形表示某一城市中各工厂间的业务往来关系，以点代表工厂，以连

接两点的连线表示这两工厂间有业务往来关系。对于这种图形，我们的兴趣在于有多少个

点和哪些点对之间有线连接，至于连线的长短曲直和点的位置都无关紧要 。 对它们进行数

学抽象，我们就可得到以下作为数学概念的图的定义。

定义 8. 1 -1 一个图 G 是一个三重组<V(G),ECG) ，也， 〉 ，其中 V(G)是一个非空的结

点（或叫顶点）集合， E（G)是边的集合，仇，是从边集 E 到结点偶对集合上的函数 。

一个图可以用一个图形表示。

例 8. 1 - 1 设 G= <V(G),ECG) ，也，〉 ，其中

V(G) = {a,h,c,d}, E(G) = {e1,e2 , e:1,e4 ,e5 ,e6,e1}, 

切 Ce1)=(a,b) ，中e, 伍） = （ a,c), 屯，（ e3 ) = (b,d) ， <Pr; (e 4) = (b, c) 

仇Ce5 ) = Cd, c) ，仇 (e<i) =(a, d) ，屯，（e1) = (b,b) 

则图 G 可用图 8. 1 -1(a) 或 (b)表示。

a a 

d 
e7 

C 

(a) 
C 

(b} 

图 8. l - l 

定义中的结点偶对可以是有序的，也可以是无序的。若边丿所对应的偶对位，伈是有序

的，则称 e 是有向边。有向边简称弧， a 叫弧 e 的始点， b 叫弧 e 的终点，统称为 e 的端点 。

称 e 是关联于结点 a 和 b 的，结点 a 和结点／）是邻接的（或相邻的 ）。 若儿条有向边关联于
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同一结点，则称这几条边是邻接的或相邻的。若边 e 所对应的偶对 (a,b)是无序的，则称 e

是无向边。无向边简称棱，除无始点和终点的术语外，其它术语与有向边相同。

每一条边都是有向边的图称为有向图，如图 8. 1 - 2 

所示。第 3 章中的关系图、第 6 章中表示群的图都是有

向图的例子。

每一条边都是无向边的图称为无向图，如图 8. 1 - 1 

所示。如果在图中一些边是有向边，而另一些边是无向

边，则称这个图是混合图。我们仅讨论有向图和尤向图，

且 V(G)和 E(G) 限于有限集合。

为方便叙述，我们约定用 (a ，伈表示有向边，（a,b)

eO 
。 f 

图 8. l - 2 

表示无向边，既表示有向边又表示无向边时用[a,b] 。千是，图 8. I - I 中的 G 和图 8. I - 2 

中的 G'可分别简记为

G=<V,E>= ({a, b, c, d}, {(a, h), (a, c), (b, d), (b, c), (d, c), (a ，心，（b,h)} 〉

G'= <V',E' >=< {a, b, c, d, e, J}. { <a, b>, (h,a >, （ b ，心，（ c,c 〉 ,<a,d 〉, (e,e>}>

有向图和无向图也可互相转化。例如，把无向图中每一条边都看做两条方向不同的有

向边，这时尤向图就成为有向图。又如，《厂厂3图中每条有向边都看做无向边，就得到无
向图。这个无向图习惯上叫做该有向图 底图

在图中，不与任 Jl 结点邻接的结点称为孤立结点，如图 8. 1 - 2 中的结点 J。全由孤立
、

结占构 杜图私 图关联于同一结点的一条边称为自回路，如图 8. I - 2 中的 <c,c〉和

(e,e〉，自回路的方口不定。 自 回路的有无不今使有关图论的各个宇理发牛单大变化 ， 胜让L

有许多场合都略去自回路。

在有向图中，两结点间（包括结点自身间）若同始点和同终点的边多于一条，则这儿条

边称为平行边。在无向图中，两结点间（包括结点自身间）若多千一条边，则称这几条边为

平行边。两结点 a 、b 间互相平行的边的条数称为边[a,b]的重数。仅有一条时重数为 I •无

边时重数为 0 。

立． l — 2 含有平行边的图称为多重图。非多重图称为线图。』已旦彗杻竺邑旦称为
有一个结点的简单图称为平凡图 。

在图 8. 1 - 3 中，（a ）、 (b)是多重图，（c)是线图，（d）是简单图。关系图都是线图。

3 

2 
3 

(a) (b) (d) 

图 8. 1 - 3 

对千多重图，定义 8. 1 - 1 中的少有时是不可缺少的。对于线图，因为每结点偶对间

无平行边，就可用结点偶对表示边，而毋需引用也。通常，我们就像上边 G 和 G'那样表示

一个图，非必要时不出现也，。
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从实际问题抽象出来的图中，往往结点和边上都带

有信息，因此需要以下定义。

定义 8. I -3 赋权图 G 是一个三重组<V,E，矿或四

重组 <V,E,J,g〉，其中 V 是结点集合， E 是边的集合， j

是定义在 V 上的函数， g 是定义在 E 上的函数。

图 8. 1 - 4 给出一个赋权图。

V= ｛初，切， V3}

E={e1,e2}={ （功， V2), (V2, V3) } 

f(vi) =5, f(力2) = 8'f (V3) = I I 

g(e1)=4.6, g(e2)=7.5 

e2 
7.5 

图 8. 1 - 4 

8. I. 2 结点的次数

定义 8. 1 -4 在有向图中，对于任何结点 v, 以 v 为始点的边的条数称为结点 v 的引

出次数（或出度），记为 deg+ (v); 以 v 为终点的边的条数称为结点 v 的引入次数（或入度），

记为 deg-- (v); 结点 v 的引出次数和引入次数之和称为结点 v 的次数（或度数），记作

deg(v) 。在无向图中，结点 v 的次数是与结点 v 相关联的边的条数，也记为 deg(v) 。孤立

结点的次数为零。在无向图中，结点的最小度数记为 8(G) ，结点的最大度数记为 .1(G) ；在

有向图中，可以有类似记法习耳不常用，故不列出。

为方便叙述；巴们以后把具有 n 个5杻环nm 条边的图简称—－ 竺2罔2＿­
定理 8. 1 -1 设 G 是一个(n,m) 图，它的结点集合为 V= ｛初，功，…，V＂片则

“ 
~ deg(v;) = 2m 
i=l 

证 因为每一条边提供两个次数，而所有各结点次数之和由 m 条边所提供，所以上式

成立。

在有向图中，上式也可写成：

沁eg+ (v;) + i:deg- (v;) = 2m 
i =J i- l 

定理 8.1 -2 在图中，次数为奇数的结点必为偶数个。

证 设次数为偶数的结点有 n1 个，记为 VE, (i = l, 2, •••, n1) ；次数为奇数的结点有 n2

个，记为 Vo; (i= 1,2, …， n2) 。由定理 8. 1 - 1 得

n “ I 
2m = _tdeg(v;) = ±deg(vE,) + ±deg(v0, ) 

i= l i=l i = I 

因为次数为偶数的各结点次数之和为偶数，所以前一项次数

为偶数；若 m 为奇数，则第二项为奇数。两项之和将为奇数，

但这与上式矛盾。故 m 必为偶数。证毕。 b 

定义 8. 1-5 各结点的次数扭担显的无向图称为正则

图，各结点的次数均为 K 时称

图 8. l - 5 所示的图称为金而五百石ersen) 图，是 3 －正
则图 u

- - 2 5 6 -- ·一

a 
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8. 1. 3 图的同构

@ 定义 8.1. 6 设 G= （V,E〉和 G' ＝ （V' ， E' 〉是两个图勹妇丛口江一
使对任意 a,bEV, [a,b]EE 当且仅当［中(a) ，中(b)]EE'· 且[a,b] 和［中(a) ， cp(b)]有相同的重数，则称 G 和 G'是同构的。 G[ 、一上百记又说贰石石酰结点之间如果存在一一对应关系务甩飞l这种对应关系保持
了结点间的邻接关系（在有向图中还保持边的方向）和边的重数，则这两个图是同构的 。 两

个同构的图除了顶点和边的名称不同外，实际上代表同样的组合结构。

例 8. 1 - 2 

(1) 图 8. 1 - 6 所示的 (a) 、（ b)两图是同构的 。 因为可作映射： g (1) = V3 , g (2) = V1, 

g(3)=v4, g(4)=v2 。 在这映射下，边 (1, 3 〉 ,0,2 〉 , （ 2 ，心和 ( 3，心分别映射到 (V3 , V4>,

(V3, V1 〉 , （ V1,Vz 〉和 (v4,v2 〉，而后面这些边又是图 (b) 中仅有的边。

4 

2 

(a) 

图 8. 1 - 6 

(2) 图 8. 1 - 7 所示的两图是同构的 。 因为作映射 g(v, ) ＝ 切 (i = l,2,···,6) ，可使

(V; , Vj)一一对应于(g(v;),g(vi)) 。

7JI V2 V3 

1丿4 1J5 7,6 

3 

7/3 

V2 

,6 " 

7/4 

?J I 

(b) 

,4 
l 7 

,I 
l 7 

I2 
I 1 

两图同构的必要条件：

(i) 结点数相等 ；

图 8. l - 7 

炒闷旬石叩叩
(ii) 边数相等 ；

(iii) 度数相同的结点数相等。_, 
但这不是充分条件，例如图 8. 1 - 8 中 ( a ) 、 (b)两图虽然满足以上三个条件， 但不同构 。 图

(a ) 中的 工 应与图 (b) 中的 y 对应， 因为次数都是 3 。 但图 ( a) 中的 x 与两个次数为 1 的点 u 、

力 邻接，而图 (b) 中的 y 仅与一个次数为 1 的点 初邻接 。
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u 
w 

x y 
71 

(a) (b) 

图 8. 1 - 8 

寻找一种简单而有效的方法来判断图的同构，是图论中一个重要而未解决的问题。实

用上有一种称为 NAUTY 的软件有很高的效率，在个人电脑上，不超过 100 个结点的两个

图是否同构，它在 1 秒钟之内即可判定。

8. l. 4 图的运算

图的常见运算有并、交、差以及环和等，现分别定义于下。

定义 8. 1 -7 设图 G1 =<V,,E1 〉和图 G2 = <V2 ，丘〉。

Cl) G1 与 G2 的井：图 G3 = < V3, E3 〉，其中 V3 = V1 U Y2, EJ = E1 U E2 , 记为

G:i= G1 UG2 。

(2) G1 与 G2 的交：图 G3 = （ V3 ,E3 〉 ，其中 v3 = V1 n V2, E3 = E1 n E2, 记 为

（三国。伈气
(3它之总迫斐 G3 = (V3,E3 〉，其中 E3=E,-E2, V龟i=(V1-V2) U ｛丘中边所

关联的顶点｝，记为 G3=G1 —G2 o 

（4)l 与 G2 的环和：图 G3 = ( V3,E3 >, G3 = (Gl UG2) - （ G1 工），记为 Gi = 

Q琴。国烽泗甘、研对让购
除以上四种运算外，还有以 两种操作：

(1) 删去图 G 的一条边 e;

(2) 删去图 G 的一个结点 U 。它的实际意义是删去结点 u 和与 u 关联的所有边。

为了帮助理解，在图 8. 1 - 9 中给出以上四种运算和两种操作的图示。

a a e5 d a e5 d a 

b/\, e4 bl b b C C O C 
G1 G2 G心 G2 G1nG2 

a a e5 d a a 

二＼C e3 

b/\C b/ e4 b e2 C 
G1-G2 G1©G2 G1删去边e2 G犀去结点c

图 8. 1 - 9 

从图 G 中删去边 e1, e2, ···, e. 所得的图记为 G —{ e, ＇伤，…， ek} ，从图 G 中删去结点

扒 ， 切 ，…， Vk 所得的图记为 G—{ V1'Vz' … ,v.} 。
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8.1. 5 子图与补图

定义 8.1-8 设 G=<V,E〉和 G1=<V1,E' 〉是两个图。

(1) 如果 V'c:::::;v 和 E＇三E, 则称 G'是G 的子图。如果 v'c:::::;v 和 E'c:::::;E 而 G1#-G，则称

G'是 G 的真子图。（注意： “G1是图”已隐含着“E年 、仅关联 V'中的结点”的意义。）

(2) 如果 V' ＝V 和 E＇三E，则称 G为G迁三｀柏）认叫
(3) 若子图 G'中没有孤立结点， G＇由 E'唯一确 ，则称 G'为由边集E' 出的子图 。 G'

可记为 G[E'］。

(4) 若在子图 G'中，对 V'中的任意二结点 u 、 v, 当［u,v]EE 时有[u,v]EE' ，则 G' 由

V'唯一确定，此时称 G'为由结点集 V1导出的子图。 G'可记为 G[V'] 。

图 8. 1 — 10 图示了以上各术语。
a 

b e b二 -0 e b 

a 

e 

图 G 真子图 生成子图

h~e 

巾E'= ({a,b}, {b,e}. {a.e}} 

导出的子图

b 

a 

由V'= [a,b, d,e) 

导出的子图

e 

图 8. 1 - 10 

现在介绍完全图的概念，有向完全图和无向完全图在前边章节中已出现过，现在给出

正式定义。

定义 8. 1 ~ 9 在 n 个结点的有向图 G=<V,E〉中，如果 E=VXV, 则称 G 为有向完全

图；在 n 个结点的无向图 G=<V,E〉中，如果任何两个不同结点间都恰有一条边，则称 G

为无向完全图，记为 K,, 。
匕 — -— ___ -

图 8.1-ll 是 4 个结点的有向完全图和无向完全图的图示。

恬裸．元 ＾I4 夕
9)或

(b) 

切成句月伲沁 l、加二）”j叩妇）二三 n［庐）
归贮l月（n,m) ;、 m ：：：： p 勿分切二矿

I 

a 

b 

d 

c 
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杠猖甘较一妇砰飞，
在完全图概念的基础上，现在定义补图。

定义 8. 1 -10 设线图 G=<V,E〉有 n 个顶点，线图 H= <V,E' 〉 也有同样的顶点，而

；1＝是G严 n 个顶点的完全图的边删去 E 所得:!U图卫 ，为图 G 的补图，记为 H=G , 显然，

f二 (t,I千＇） ）
飞vi) 习题

多（气
l．证明在任何有向图中，所有顶点的引入次数之和等于所有顶点引出次数之和 。

y证明在任何有向完全图中，所有顶点引入次数平方之和等于所有顶点引出次数平
方之和。

3. 画出一个结点数最少的简单图，（ 1) 使它是 3 －正则图，（2) 使它是 5 －正则图。

1 
4. (1) 证明在 n 个顶点的无向完全图中共有一n(n- l)条边。

2 

(2) 证明在 n 个顶点的有向简单图中最多只有 n(n- l) 条边。

(3) 证明在 n 个顶点的阳 无向图中，至少有两个顶点次数相同，这里 n~2 。

y设 G 是一个（n, 飞；；奇 、 图， m＝n+ l ，证明 G 中至少有一个顶点 v, deg(v彦3 。
vn 个城市用 K 条公路的网\$岱；（一条公路定义为两个城市间的一条不穿过任何中

1 
间城市的道路），证明如果 k>—(n-l)(n-2) ，则人们总能通过连结的公路，在任何两个

2 

城市间旅行。 K>兰('::;i.－初切 }正0日 －、 冷 or46几J肚
6. 证明：图 8. 1 - 12 中的两个有向图是同构的 。 . 

吕三切胪）
v｀从勺 l_V)勿｀祚 V邓6

k} 乙上印(/},✓J)
I 忡Jji._素，只 CV)中

：＜十三雪：寸）丿2言二；
2 歹

:; (力)？/)，切J/)2 如伉） 3 J ，饮汜l,切沁
气 」 l1小

图 8. 1 - 12 

丞日｛图 8. }－ 13 中的两图是不同构的 。

图 8. 1 - 13 

8. 画出图 8. 1 - 1 4 中图的补图 。
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b 

a 

c 

图 8. 1 - 14 

* 9. 一个无向图如果同构于它的补，则该图称为自补图 。

(1) 给出一个 4 个结点的自补图 。

(2) 给出一个 5 个结点的自补图 。

(3) 是否有 3 个结点的自补图和 6 个结点的自补图？

(4) 证明一个自补图一定有 4k 或者 4k+l 个结点 。

10. 如果存在一个具有 n 个顶点且无自回路的线图，顶点的次数是 d1,d2 , …，止，则称

这非负整数的有序 n 重组< d1,dz , … ,d,，〉为可构成图的 。

言言：：：：｀｀：： ：＼归雇卡』仅枷
仅； ：：：一1:/—般lt，尸.'.::尸—d言：2十三一飞勹｝；勹多(f?｝＄戍t妒的乍忖匀五构成图的，当且

(4) 用 (3) 的结果勹婺＄t贞商陷社是否可构成图 。
劝／设 G 是一个 (n, m) 无向图，证吸必2三节~~(G) 。

* 12. 下面的凡代表无向完全图 。

(1) 给一个凡的边涂上红色或蓝色，证明对于任意一种涂法，要么有一个红色 K3 （一

个 K3 的所有边涂上红色），要么有一个蓝色的 K3 o 

(2) 用 (1) 的结论证明 6 人的人群中间，或者有 3 个相互认识的，或者有 3 个彼此陌

生的 。？”}：对j伈筒飞l v“勺叨芍(0)

例 畛（忱3 路径和回路

8.2. 1 基本概念

定义 8. 2 - 1 在有向图中，从顶点 V。 到顶点 v，，的一条路径是图的一个点边交替序列

( v。 e心I e2 Vz ••• e,,Vn) ，其中 V,－ 1 和 v，分别是边 e, 的始点和终点 ， i=l, 2 , … ， n。在序列中 ，如

果同一条边不出现两次，则称此路径是简单路径，如果同一顶点不出现两次 ， 则称此路径

是基本路径（或叫链） 。 如果路径的始点 V。 和终点 V,， 相重合，即力。＝ V,＇ ，则此路径称为回

路，没有相同边的回路称为简单回路，通过各顶点不超过一次的回路称为基本回路 。

在图 8.2 — l 中：

( 1) Pl = （ V心 V”“5 )是一条基本路径 。 （基本路径也一定是简单路径 。 ）

(2 ) P2 =< v2 ez V3 e3V3e4 V1e卫2 )是一简单回路但非基本回路。

(3 )P3 =(v”“釭7 V5 e”“6 V2e2 V3 ) 是一路径 。
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(4) P4 = (Vze飞心 V心 V2) 是一基本回路。

v, 

e3 

V2 

e1 

r14 e8 ?J5 

图 8. 2 - 1 

在尤向图上，以上各术语的定义完全类似，故不重复。

路径和回路可仅用边的序列表示，在非多重图时也可用顶点序列表示，例如上例的 p3

和 p4 可记为

(V4, V2, V5, V4, Vz, V3) 

和

(v2 ，仇，初， V2)

并称 p3 穿程于 (v4,Vz,V5,V4 ，也， V3), p4 穿程于 (v2 ，环，初， V2) 。

定义 8. 2-2 路径 P 中所含边的条数称为路径 P 的长度。长度为 0 的路径定义为单

独一个顶点。（但注意习惯上不定义长度为 0 的回路。）

定理 8. 2 -1 在一个具有 n 个结点的简单图 G=(V,E〉中，如果从 v] 到 v2 有一条路

径，则从 v] 到 v2 有一条长度不大千 n— 1 的基本路径。

证 假定从 v] 到 v2 存在一条路径，（ V1, …， V,. …， V2) 是所经的结点，如果其中有相同

的结点巧，例如 (v1 ，…， V,, …， Vk' …， vk,···,vz) ，则删去从 Vk 到 Vk 的这些边，它仍是从 V1

到 v2 的路径，如此反复地进行，直至 (V1 ，… ,V,, … ,V2) 中没有重复结点为止。此时，所得

的就是基本路径。基本路径的长度比所经结点数少 1, 图中共 n 个结点，故基本路径长度不

超过n— l 。

定理 8. 2 -2 在一个具有 n 个结点的简单图 G=<V,E〉中，如果经 v] 有一条简单回

路，则经 v] 有一条长度不超过 n 的基本回路。

证明是类似的，不再重复。

定义 8. 2 -3 在图 G=(V,E〉中，从结点 V, 到 v心，最短路径的长度叫从 v，到 v] 的距

离，记为 d(v，心］）。若从 v，到 v] 不存在路径，则 d(1,勹 Vj) ＝～。

注意，在有向图中， d(v;,vj)不一定等寸 d(vj,v, ），但一般满足以下性质：

(1) d(V, 心］）袤O;

(2) d(v;,v;)=O; 

(3) d(v; 心j) +d(Vj,Vk)娑d(v; 心k) 。

第 3 条通常称为三角不等式。

8.2.2 图的连通度

定义 8. 2 -4 设 G=<V, E〉是无向图， v，＇ vlEV。如果从 v，到 VJ 存在一条路径，则称

VJ 从 v, 可达。 V，自身认为从 v, 可达。
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从定义可看出，在无向图中，可达是 V 上的等价关系。
定义 8. 2 -5 在尤向图 G 中，如果任两结点可达，则称图 G 是连通的；如果 G 的子图

G'是连通的，没有包含 G'的更大子图 G”是连通的，则称 G'是 G 的连通分图（简称分图）。
一个无向图或者是一个连通图，如图 8.2-2(a)所示，或者由若干个连通分图组成，如

图 8. 2 - 2(6)所示。连通分图就是由 V 上等价关系可达导出的等价类构成的子图。

二
。

0 

0 

(a) (b) 

图 8. 2 - 2 

一个无向简单图的顶点数、边数和连通分图个数有以下关系。

定理 8. 2 - 3 设 G 是任一 (n, m)无向简单图， Q 是其分图个数，则

n-w<m< 了(n 飞）（n — w+ 1) 

证先证 n—w<m。对 m 作归纳。

m=O 时， G 是零图， w=n, 命题成立。设 m— 1 时成立，现证明 m 时也成立。我们从 G
上删去一条边得 G', G'有两种可能：

少有 n 个顶点， Q 个分图， m-1 条边，根据归纳假设 n-w<m — 1' 显然在 G 中
n —砑~m 成立。

＠有 n 个顶点， w+l 个分图， m-1 条边，根据归纳假设 n- （Q+1)<m-l ，显然在

G 中 n — Q冬m 成立。

故对一切 m, n—Q冬m 成立。

再证 m~—(2 
n－吩（n-w+n 。

w=l 时是连通图，上式显然成立。现证 Q乡 2 的情况。不妨设每个连通分图都是完全
图， G, 和 G] 是任两个分图，分别有 n，和 n) 个结点，且 n彦丸。给 G，增加一个结点， G1 减
少一个结点，总结点数不变，但要保持 G，和 G) 是完全图，边数增加了

1 
产(n,+l)n, — n; (n, — l)］—歹压 (n;-1) — (n1 -1) Cn; -2)]=n, -n; +l>O 

这说明要使 G 的边数最大， G 必须由 n-w+l 个顶点的完全图和 w-1 个孤立点组成。
因此

m<~(n —砬 (n — Q+1)
2 

尤向简单图即使是连通的，连通程度也还是有差别，因此需要以下定义。
定义 8. 2 - 6 一个无向简单图 G=(V, E >, V'仁V。如果

Cl) w(G-V')>w(G); 

(2) 不存在 V' 的真子集 V'使得叭G—V)>Q(G) ，

则称点集 V'是图 G 的点割。若只要求 V'满足条件 (1) 而不必满足条件 (2) ，则称 V'是图 G
的泛点割。若 V'={v} ，则称 u 为割点。
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丿
(a) (b) (c) 

图 8. 2 - 3 

图 8.2-3(a) 中三个黑点构成点割，（ b）中三个黑点构成泛点割但非点割，因为删去上

下两个黑点足以使图不连通。 (c) 中黑点 v 是割点（顶点 u 也是割点）。

从定义可看出，点割也是泛点割，反之不真。但泛点割中含有点割，只需把泛点割中

对满足条件(1)不起作用的顶点除去，便成为点割。

定义 8.2-7 G=<V, E〉是无向简单连通图。 G 中含有顶点数最小的点割的大小称为

G 的点连通度，记为 Ko (G) 。 K。 (G);:?: k 时，称 G 为 K－点连通的。规定完全图尺的

K。 (Kn) ＝ n — 1 ，平凡图 G 的 K。 (G)=O, 不连通图 G 的 K。 (G)=O 。

简而言之， K。（G)就是要使连通图 G 变成不连通图或平凡图必须删去的顶点数。

在图 8. 2 - 4 (a) 中的图是 3－点连通的，也是 2－点连通的、 1 －点连通的。 (b) 中图是

l －点连通的，因为它有割点。

(a) (b) 

图 8. 2 - 4 

定义 8. 2 - 8 －个尤向简单图 G=<V, E >, E'三E。如果

(1) w(G—E')>w(G) 

(2) 不存在 E'的真子集 E”使得叭G-E'')>w(G),

则称边集 E'是图 G 的割集。若只要求 E'满足条件(1) 而不必满足条件(2) ，则称 E'为图 G

的泛割集。若 E'={e} ，则称 e 为桥。

图 8. 2 - 5(a) 中，三条粗边组成图的割集； （ b）中三条粗边组成图的泛割集，但非割

集，因为删去边 e 足以使图不连通；图 (c) 中边 el 是桥 (e2 也是桥）。

割集也是泛割集，反之不真。但泛割集中含有割集，理由类似于泛点割中含有点割。

e, e2 

(a) (b) (c) 

图 8. Z - 5 

定义 8. 2 - 9 G= <V, E〉是尤向简单连通图， G 中含有边数最小的割集的大小称为 G

的连通度，记为 k1(G) 。规定平凡图 G 的 1e,(G)=O, 不连通图 G 的 1e,(G)=O 。 K1(G);;?k 时
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称图 G 是 K－连通的。

图 8.2-6(a) 的图是 3－连通的，也是 2－连通和 1 －连通的。 (b) 的图是 1－连通的，因含

有桥 e 。

一』
(a) (b) 

图 8. 2 - 6 

定理 8. 2 - 4 G 是无向简单连通图，则 K。 (G)¾,c1 (G)¾8(G) 。

证 先证 "i (G)¾8(G) 。删去具有度数 8(G) 的一个顶点 v 的所有关联边，所得的图显

然是不连通的，所以 ,c1 (G)¾8(G) 。

再证 K。 (G)<,,cl (G) 。当 ,c1 (G) =O 或 1 时，结论显然成立。现设 “I (G)~2。图中存在一

割集 C, I Cl =,cl (G) 。留下 C 中任一条边 (u, V) ，对其余 "i (G)-1 条边，每选一条边 e, 进

行以下操作：

(1) 若 e 的一个端点是 u 或 v, 则将 e 的另一个端点 w 删除，把 w 并入 V' （初始时

V'=0) 。

(2) 若 e 不关联 u 和 v, 则任取 e 的一个端点 w 删除，把 w 并人 V' 。

操作完成后 1V'|<K1(G) — l 。若删去 V'中所有顶点后图已不连通，显然 K。 (G)<, IV'I 
¾,c1(G) —1 <"1 (G) 。若删去 V' 中所有顶点后图仍连通，所得图有一桥(u, V) ，删去桥的两

端点之一，肯定使图不连通或成为平凡图，这样 K。 (G)¾ IV'I +l¾K1 (G) 。证毕。
定理 8. 2 - 5 设 E'是无向简单连通图 G 的割集，则叭G-E')=2 。

证设 E'={e1 ， e2, ···, e,,} ，按割集的定义，删去 e1'e2' … ,ek- l 时， G—{ el' 也，…，
ek l}仍连通，它有一桥 ek 。因此删去桥 e,,, G-E'成为两个连通分图，即叭G-E')=2 。

定理 8. 2 - 6 无向简单连通图 G 有一割点 v, 当且仅当存在两个顶点 u 、 w, 使 u 到 w

的任何路径都经过 V 。

证 必要性。力是割点，删去 v, G 分成若干个连通分图，在某两个分图上各取一个顶

点，不妨说一个是 u, 一个是 w, 删去 v 前 G 是连通的，所以 u 到 w 的路径都经过 V 。

充分性。存在 u 和 w ，使 u 到 w 的所有路径都经过 v, 删去 v, G 便不连通，所以力是

割点。

定理 8. 2 - 7 无向简单连通图 G 没有割点当且仅当 G 的任意两点 u 、 v 同在一条基本

回路上。

证 充分性。 G 的任意两点 u 和 v 同在一条基本回路上，删去 u 或 v 图仍连通，所以

图 G 无割点。

必要性。 G 没有割点， G 是 2－点连通的，根据定理 8. 2 - 4, G 是 2－连通的。现对 u 、 V

的距离 d(u, v)作归纳以证明必要性。

基础： d(u, v)=I 时，删去边 (u, V) ，因 G 是 2－连通的， u 到 v 仍存在一条菲本路径
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P 。边 (u, V) 加上 P 构成一条经过 u 、 v 的基本回路。

归纳：设 d(u, v)=k —1 (k;?-2) 时成立。设 d(u, v) =k 时， u 到 v 的最短路径上与 v 邻

接的顶点是 w，即 d(u, w)=k— l 。由归纳假设知存在一条基本回路 C' 经过 u 、 w 两点（参

看图 8. 2 - 7, 其中 C] 和 G 构成 C) 。删去点 w, 由于 G 是 2－点连通的，所以 u 到 v 仍存在

一条基本路径 P。不妨设 P 与 C 相交而与 v 最近的交点是 I 。这样从 u 开始沿 C] 到工、从

工沿 P 到 v, 经过边 (v, w) ，再沿 C2 到 u ，构成一条含有 u 、 v 的基本回路。 (P 与 C 可能不

相交，但这种情况组成基本回路更方便，就不写出来了）。证毕。

应用定理 8. 2 - 7 的技术，不难证明以下两定

理，留作习题。

定理 8. 2 - 8 无向简单连通图 G=<V, E〉没

有割点，当且仅当图中任一点 u 和任一边(w, V) 同

在一条基本回路上。

定理 8. 2 - 9 无向简单连通图 G=<V, E〉没

有割点，当且仅当任何两条边 (u, V) 、（ w, 工）同在

一条基本回路上。

点连通度和连通度的概念在某些工程中有实用

意义。例如在通信网中，把通信站看做结点，把通信线路看做边，所得图的点连通度就是

通信站遭受破坏仍能保持其余网点通信可忍受的程度，连通度就是通信线路遭受破坏仍能

保持所有网点通信可忍受的程度。

定义 8. 2 - IO 设 G=<V, E)是有向图，包， vJEV。如果从 v, 到也存在一条有向路

径，则称 v）从 V，可达。 u，自身认为从 V，可达。

定义 8. 2 - II 在有向图中，如果在任两结点偶对中，至少从一个结点到另一个结点

是可达的，则称图 G 是单向连通的；如果在任两结点偶对中，两结点都互相可达，则称图

G 是强连通的；如果它的底图是连通的，则称图 G 是弱连通的。

显然，强连通的也一定是单向连通和弱连通的，单向连通的一定是弱连通的，但其逆

均不真。在图 8. 2 - 8 中，（a）是强连通的，（ b）是单向连通的，（c）是弱连通的。

不分强、弱、单向时，三者通称连通有向图。

u 

，一、

/ \ 
I 

p\＼，、、 W厂勹;v

图 8. 2 - 7 

(a) (b) (c) 

8. 2 - 8 

定义 8. 2 -12 在有向图 G=<V,E〉中， G1 是 G 的子图，若 G'是强连通的（单向连通

的，弱连通的），没有包含 G' 的更大子图 G”是强连通的（单向连通的，弱连通的），则称 c'

是 G 的强分图（单向分图，弱分图）。

在图 8. 2 - 9 中，强分图集合是：

{ ({ 1, 2, 3 }, { e1, e2, e3 }>,( {4} •<p >, ({ 5}. <p >, ( {6) •<p >, ({ 7, 8 }, { e,, e8 }>}

图
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单向分图集合是：

{ ({ 1, 2, 3, 4, 5}, { e1, ez, e3, e4, es }>, ({ 6, 5 }, { e6 }>,({ 7, 8 }, { e7, es }>}

弱分图集合是：

{ ({ 1, 2, 3, 4, 5, 6}, { e1, e2, e3, e4, es, e5 }>, ({ 7, 8 }, { e1, es }>)
3 

e4 
4 6 

2 

e1 5 二
图 8. 2 - 9 

容易证明，”在同一强分图中“,”在同一弱分图中”都是图的顶点集 V 上的等价关系。
这个等价关系把 V 划分成若干个等价类，即分图， V 中每一顶点在且只在一个分图中。在

弱连通中，一条边所关联的两端点总是在同一分图中，所以这个等价关系也把边全部划归

到分图中。对强连通而言，一条边所关联的两端点未必同在一分图中，所以有些边不属千

任一分图，例如，图 8. 2 - 9 中的边 e4 ，伤， e6 o 

“在同一单向分图中“不是顶点集 V 上的等价关

系，因为即使 v，和 v｝、 Vj 和 Vk 在同一单向分图中，但

V，和 Vk 不一定单向可达，不一定在同一单向分图中， 图 8. 2 - 10 

传递性不成立，如图8. 2 - 10所示。所以，有些顶点可以同时在两个分图中，如图 8. 2 - 10 

中的 v} ，既在 {v;,V1} 构成的分图中，又在｛ V1,Vk}构成的分图中。但在单向连通中，一条边

所关联的两端点总在一个分图中，所以每条边在且只在一个分图中。

强连通图的特征是所有顶点都同在一条回路上。单向连通图的特征是存在一条有向路

径，它穿程于图的全部顶点，这是因为可把相互可达的顶点按邻接关系排成若干回路，把

单向可达的顶点按邻接关系排成路径，如图 8. 2 - 11 所示。

V , ,1 ,' 7 
7/k 

一一一一一穴＿＿＿A------0

、~ z 

\1! :，了
、~'

图 8. 2 - 11 

下边举一例说明连通性在计算机中的应用。

在多道程序的计算机系统中，在同一时间内儿个程序要穿插执行，各程序对资游（指

CPU、内存、外存、输入输出设备、编译程序等）的请求可能出现冲突。例如程序 PI 控制

着资源 r1 而又请求资源 r2; 程序 P2 控制着资源 r2 而又请求 rl 。在这种情况下， p] 和 P,

将长期得不到执行，这被称为计算机系统处于“死锁“状态。可用有向图来模拟对资源的请

求，从而便千检出和纠正“死锁＂状态。

设 A,= {P1,P1,P3,P4) 是 I 时刻运行的程序集合， R,={r1 ，庄， r3'r4) 是 i 时刻所需的

资源集合。

R 据有资源 r4 且请求 r1;

几据有资源 r, 且请求 r2 和 r3;
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凡据有资源 r2 且请求资源 r辽

凡据有资源 r3 且请求资源 r1 和 r4 o 

千是可画出如图 8. 2 - 12 所示的资源分配图。 r2 

显然，当且仅当分配图 Gt 包含多于一个结点的

强分图时，计算机系统在时刻 t 死锁。以后可以看到

用矩阵方法能够识别包含多千一个结点的强分图，

从而检出死锁状态。

8.2.3 赋权图中的最短路径

rl 

r4 

r3 

图 8. 2 - 12 

设G=(V,E,W 〉是个赋权图， W是从E 到正实数集合的函数，边［口 1] 的权记为

W归），称为边的长度。若 t 和 j 之间没有边，那么 W(i,j)=～。路径 P 的长度定义为路

径中边的长度之和，记为 W(P) 。图 G 中从结点 u 到结点 v 的距离记为 d(u,v) ，定义为

d(u,v) = 
{min{W(P) i P 为 G 中从 u 到 v 的路径｝

~ 当从 u 到 v 不可达时

本小节主要讨论在一个赋权的简单连通尤向图 G=(V,E,W〉中，求一结点 a（称为源

点）到其它结点 x 的最短路径的长度，通常称它为单源问题。下面介绍 1959 年迪克斯特拉

<E. W. Dijkstra)提出的单源问题的算法，其要点如下：

(1) 把 V 分成两个子集 S 和 T。初始时， S={a}, T=V— S 。

(2) 对 T 中每一元素 t 计算 D(t) ，根据 D(t)值找出 T 中距 a 最短的一结点 x ，写出 a

到 x 的最短路径的长度 D(x) 。

(3) 置 S 为 SU {x} ，置 T 为 T-{x伈若 T=0，则停止，否则再重复 2 。

算法中步骤(1)和 (3)是清楚的，现在对步骤(2) 给以说明。

D(t)表示从 a 到 t 的不包含 T 中其它结点的最短通路的长度，但 D(t)不一定是从 a

到 t 的距离，因为从 a 到 t 可能有包含 T 中另外结点的更短通路。

首先我们证明“若 x 是 T 中具有最小 D 值的结点，则 D(x)是从 a 到 x 的距离＂，用反

证法。若另有一条含有 T 中另外结点的更短通路，不妨设这个通路中第一个属于 T-{x}

的结点是 t1 ，于是 D(t1)<D(x) ，但这与题设矛盾。可见以上断言成立。

其次说明计算 D(t) 的方法。初始时， D(t) =W(a,t) ，现在我们假设对 T 中的每一个 t

已计算了 D 值。设 x 是 T 中 D 值最小的一个结点，记 s'= s u { x}, r'= T- { x} ，令D'Ct)

表示 T'中结点 t 的 D 值，则

D'(t) = min[D(t),D(x) + W(x,t) J 
现分情况证明上式：

情况 1: 如果从 a 到 t 有一条最短路径，它不包含 T' 中的其它结点，也不含 x 点，则

D'(t)=D(t) 。

情况 2: 如果从 a 到 t 有一条最短路径，它从 a 到 x, 不包含 T' 中的结点，接着是边

W(x,t) ，在此情况下， D'(t)是 D(x)+W(x,t) 。

除以上两种情况外不再有其它更短的不含 T'另外结点的路径了。因为如果有一条从 a

经 x 到 qES 再到 t 的最短路径，则从 a 到 q 有一条不包含 x 的更短的路径，因为根据算法

的第 (3)条知，对 S 中任何结点 q, 从 a 到 q 有一条只含 S 中结点的最短路径，所以结果仍
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化简为情况 1 。这样就证明了公式。

例 8. 2 - 1 考虑图 8. 2 - 13 中的图，起初 S= {a}, T= ｛初， Vz, V3, v4 }, D (a) = 0, 

D(v1)=2, D(vz)=+=, D(v3)=+=, D(v4)=10 。因为 D(v1) =2 是 T 中最小的 D 值，

所以选 x＝玑。置 S 为 SU 位｝ ={a, V1}, 置 T 为

T- { X} = { V2, V3, V4} 。然后计算：

D(v2) = min(+ =,2 + 3) = 5 

D(v3) = min(+~），十=)＝十改

D(v4) = min(l0,2 + 7) = 9 

如此类推，直至 T=0终止。整个过程概括于表

8. 2 -1 中。

表 8. 2 -1 

a 4 

V4 
5 

V3 

图 8. 2 - 13 

重复次数 s X D(:r) D(v,) D(v2) D(v3) D(v4) 

开 始 {a} 2 +oo += 10 

1 {a,v1) V1 2 2 5 +OO 9 

2 位，初， V2 } V2 5 2 5 9 9 

3 {a,v1,v2,v,) V3 9 2 5 9 9 

4 全 部 v4 9 2 5 9 9 

该算法基千“最短路径的任一段子路径都是最短路径“这一事实，所以在算法第 (2) 条

中，在写出最短路径长度 D(x) 的同时，记下最短路径上邻接于 x 的结点名，即可容易求出

a 到所有结点的最短路径。另外，此算法对简单连通有向图也有效。

8.2.4 欧拉路径和欧拉回路

哥尼斯堡(Konigsberg，现加里宁格勒）位于普雷格尔 (Pregel)河畔，河中有两岛。城市

的各部分由 7 座桥接通，如图 8.2-14(a)所示。古时城中居民热衷于一个问题：游人从任

一地点出发，怎样才能做到穿过每座桥一次且仅一次后又返回原出发地。 1736 年欧拉用图

论方法解决了此间题，写了第一篇图论的论文，从而成为图论的创始人。

a 
\ I 又｀

尸
b X ~d \ \ \ /' J 

b 

曰
C 

(b) (a) 

图 8. 2 - 14 

不难看出，如果用结点代表陆地，用边代表桥，哥尼斯堡七桥问题就等价于在图
8.2-14(b) 中找到这样一条路径，它穿程每条边一次且仅一次。

穿程千图 G 的每条边一次且仅一次的路径，称为欧拉路径。穿程于图 G 的每条边一次
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且仅一次的回路，称为欧拉回路，具有欧拉回路的图称为欧拉图。

显然，具有欧拉路径的图除孤立结点外是连通的，而孤立结点不影响欧拉路径的讨

论。因此，下边讨论欧拉路径有关问题时均假定图是连通的。

下面给出图 G 中存在欧拉路径或欧拉回路的充分必要条件。

定理 8. 2 -10 无向连通图 G 具有一条欧拉路径当且仅当 G 具有零个或两个奇数次数

的顶点。

证 必要性。如果图具有欧拉路径，那么顺着这条路径画出的时候，每次碰到一个顶

点，都需通过关联于这个顶点的两条边，并且这两条边在以前未画过。因此，除路径的两

端点外，图中任何顶点的次数必是偶数。如果欧拉路径的两端点不同，那么它们就是仅有

的两个奇数次数顶点，如果它们是重合的，那么所有顶点都有偶数次数，并且这条欧拉路

径成为一条欧拉回路。因此必要性得证。

充分性。我们从两个奇数次数的顶点之一开始（若无奇数次数的顶点，可从任一点开

始），构造一条欧拉路径。以每条边最多画一次的方式通过图中的边。对于偶数次数的顶

点，通过一条边进入这个顶点，总可通过一条未画过的边离开这个顶点。因此，这样的构

造过程一定以到达另一个奇数次数顶点而告终（若无奇数次数的顶点，则以回到原出发点

而告终）。如果图中所有边都已用这种方法画过，那么，这就是所求的欧拉路径。如果图中

不是所有边被画过，那么我们去掉己画过的边，得到由剩下的边组成的一个子图，这个子

图的顶点次数全是偶数。并且因为原来的图是连通的，因此，这个子图必与我们已画过的

路径在一个点或多个点相接。由这些顶点中的一个开始，我们再通过边构造路径，因为顶

点次数全是偶数，因此，这条路径一定最终回到起点。我们将这条路径与已构造好的路径

组合成一条路径。如果必要，这一论证重复下去，直到我们得到一条通过图中所有边的路

径，即欧拉路径。因此充分性得证。

推论 8. 2 - 10 一个无向连通图是欧拉图，当且仅当该图的顶点次数都是偶数。

例 8. 2 - 2 

(1) 一笔画问题。就是判断一个图形能否一笔画成，实质上就是判断图形是否存在欧

拉路径和欧拉回路的问题。例如，图 8.2-15(a) 和 (b)均可一笔画成，因为符合存在欧拉路

径和欧拉回路的条件。

(a) 

(b) 

图 8. 2 - 15 
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(2) 我们想知道是否可能将 28 块不同的多米诺骨牌排成一个圆形，使得在这个排列

中，每两块相邻的多米诺骨牌其相邻的两个半面是相同的。我们构造一个具有 7 个顶点的

图，这些顶点对应于空臼、 1 、 2 、 3 、 4 、 5 和 6' 在每两个顶点之间都有一条边，我们把这条

边当作一块多米诺骨牌，并且把与这条边相关联的两个顶点当作它的两个半面。可见，在

这个图中一条欧拉回路将对应于前述的一个圆形排列。因为在这个图中．每个顶点的度数

是 8 ，欧拉回路确实是存在的。

类似千尤向图的结论，对有向图有以下结果。

定理 8. 2 -11 一个有向连通图具有欧拉回路，当且仅当它的每个顶点的引入次数等

千引出次数。一个有向连通图具有欧拉路径，当且仅当它的每个顶点的引入次数等于引出

次数，可能有两个顶点是例外，其中一个顶点的引入次数比它的引出次数大 1, 另一个顶

点的引入次数比它的引出次数小 1 。

证明是类似的，这里不再重复。

例 8. 2 - 3 布鲁英(De Bruijn) 序列。现以旋转鼓设计为例说明布鲁英序列。

旋转鼓的表面分成 8 块扇形，如图 8. 2 - 16 (a) 所示。图中阴影区表示用导电材料制

成，空白区用绝缘材料制成，终端 a 、 b 和 e 是接地或不是接地分别用二进制信号 0 或 1 表

示。因此，鼓的位置可用二进制信号表示。试问应如何选取这 8 个扇形的材料，使每转过

一个扇形都得到一个不同的二进制信号，即每转一周，能得到 000~111 这 8 个数。

每转一个扇形，信号 a改泣3 变成 a2a心，前者右两位决定了后者的左两位。因此，我们

可把所有两位二进制数作结点，从每一个顶点 a心2 到 a泣3 引一条有向边表示 a1a如这个 3

位二进制数，作出表示所有可能的码变换的有向图（见图 8.2-16(6) ）。于是问题转化为在

这个有向图上求一条欧拉回路。这个有向图的 4 个顶点的次数都是出度、入度各为 2, 根据

定理 8. 2 -11, 欧拉回路存在，比如 (e。中心中心，e5,e2,e4)是一条欧拉回路，对应于这回

路的布鲁英序列是： 00011101, 因此材料应按此序列分布。

01 10 

(a) (b) 

图 8. 2 - 16 

用类似的论证，我们可以证明，存在一个 2'' 个二进制数的循环序列，其中 2'' 个由 n 位

二进制数组成的子序列全不相同。

8.2.5 哈密尔顿路径与哈密尔顿回路

在无向图 G=<V,E〉中，穿程千 G 的每个结点一次且仅一次的路径称为哈密尔顿路

径。穿程千 G 的每个结点一次且仅一次的回路称为哈密尔顿回路。具有哈密尔顿回路的图
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称为哈密尔顿图。哈密尔顿是爱尔兰数学家， 1859 年他首先提出这一类问题。他的问题

如下：

如何沿 12 面体的棱线，通过每个角一次且仅一次？ （称为环游全世界游戏。）

这个问题经过转化后即成为现在的叙述形式，参看图 8. 2 - 17, 图中的粗线为哈密尔

顿回路。

二

图 8. 2 - 17 

到目前为止，一般地说，还没有找到一个简明的条件来作为哈密尔顿回路存在的充分

必要条件。下面只能分别给出哈密尔顿回路存在的必要条件和充分条件。

定理 8. 2 -12 若 G=<V,E〉是哈密尔顿图，则对 V 的每个非空真子集 S 均成立：

w(G —S) ~Is I 

这里 ISi 表示 S 中的顶点数， w(G— S)表示 G 删去顶点集 S 后得到的图的连通分图个数。

证 设 C 是图的一条哈密尔顿回路，则对千 V 的任一非空真子集 S 有

叭(C — S) 冬 |SI

这里， w(C— S) 是 C 删去子集 S 后得到的图的分图个数。但 G 是由 C 和一些不在 C 中的边

构成的， C－ S 是 G-S 的生成子图，所以

w(G —S) <o(C —S) ~Is I 

应用本定理可以判定某些图不是哈密尔顿图，例

如，图 8. 2 -18 所示的图，删去其中 3 个黑点，即知此

图不符合必要条件，因而不是哈密尔顿图。但一般要

考察多个真子集，应用不方便，例 8. 2 - 4 给出了一种

较简便的否定一个图是哈密尔顿图的方法，但也不是

通用的。

例 8. 2 - 4 证明图 8. 2 - 19 (a) 中的图没有哈密 图 8. 2 - 18 

尔顿路径。

证 用 A 标记顶点 a ，所有与 A 邻接的顶点标记为 B 。继续不断地用 A 标记所有邻接

于 B 的顶点，用 B 标记所有邻接千A 的顶点，直到所有顶点标记完，得到如图 8. 2 -19(b) 

所示的图，图中有 3 个顶点标 A 和 5 个顶点标 B, 标号 A 和 B 相差 2 个，因此不可能存在

一条哈密尔顿路径。
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a 

g c A 

A 

A 

e 

(a) 

B

侚

图 8. 2 - 19 

定理 8. 2 - 12 中的条件不是充分的，例如图 8. 1 - 5 中给出的彼得森图，它对任意 SC

V 都满足 w(G-S)::::;;; I SI, 但它不是哈密尔顿图。

定理 8. 2 -13 设 G=(V,E〉是具有 n~3 个顶点的简单无向图，若在 G 中每一对顶点

的次数之和大千等千 n, 则在 G 中存在一条哈密尔顿回路。

证 用反证法。设 G 符合题设条件，但不是哈密尔顿图，通过给不相邻的顶点加边，

总可得到一个最大的非哈密尔顿图 G' 。由于 G'是最大的非哈密尔顿图，所以给 G' 的不相

邻的顶点 u 和 v 加上边(u,v) ，这时有 (V1,V2, …， Vn,V1)这条哈密尔顿回路。不妨设 vl=u,

v.=v, 因为回路必经过(u,v) ，于是必存在两个相邻的顶点 v，和 v,－ l, 使 v] 与 v,, V,－］与

V” 相邻，如图 8. 2 - 20 所示。若不然，设在 G' 中 v1 与 v,1 ，四，…，V，k 相邻，而 vn 与 V;l-1'

V, 1, …, V,k ]都不相邻，则 deg(v"芦n—k-1, 这样 deg(v1) + deg(v.) =:::;;;n— 1<n ，与题设

不符。

劝 1J2 劝－ I V; 71;+1 v. 

图 8. 2 - 20 

劝与 V，相邻，也与 V,-1 相邻，千是 G'存在一条哈密尔顿回路(v! ， V2, …， V,-1 ，呫， Vn--1 • 

…， V，口， V， “'l) ，但这与 G'是最大的非哈密尔顿图矛盾。证毕。

容易看出定理 8. 2 - 13 的条件是充分的但非必要。例如，设 G 是一个 n 边形， n>5,

任何两个顶点的度数之和是 4, 但在 G 中有一条哈密尔顿回路。

推论 8. 2 - 13 在简单无向图中，若每一顶点的度数娑—n(n~3) ，则该图是哈密尔

顿图。

在有向图中，也可类似地定义出哈密尔顿有向回路和哈密尔顿有向路径，但结论不全

相似。限千篇幅这里不再详述。现在介绍一个与哈密尔顿回路有联系的问题 巡回售货

员问题。

一个售货员希望去访问 n 个城市的每一个，开始和结束于 V1 城市。每两城市间都有一
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条直接通路，我们记 V, 城市到 v) 城市的距离为 WCi,J) ，问题是去设计一个算法，它将找

出售货员能采取的最短路径。

这个问题用图论术语叙述就是： G=<V,E,W〉是 n 个顶点的无向完全图，这里 W 是从

E 到正实数集的一个函数，对在 V 中任意三点 v, ＇劝， Vk' 满足

W(i,j) +W(j,k) 彦 W(i,k)

试求出赋权图上的最短哈密尔顿回路。

容易知道，开始和结束于 v] 的基本回路有 (n— 1) ！条。找最短路径的最简单的方法是

找出所有 (n-1) ！个回路并计算每一回路的总距离。如此一个完全列举的算法其优点是易

于编程序，但当结点数不小时，比如 50, 该算法就不是有效的了。因为算一条回路的总距

离有 n 个加法，（n — 1) ！条回路，加法的总数是 n ！次。 50 个顶点， 50 ！的近似值是 3X 10气

假设一台计算机每秒完成 109 次加法，将超过 1047 年才能完成所需的加法次数。

人们至今未找出有效的方法，但已找到了若干近似算法，现介绍其－ 最邻近算

法，它为巡回售货员问题找出一个近似解。

Cl) 选任意点作为始点，找出一个与始点最近的点，形成一条边的初始路径。然后用
第 (2)步方法逐点扩充这条路径。

(2) 设 x 表示最新加到这条路径上的点，从不在路径上的所有点中，选一个与 x 最邻

近的点，把连接 x 与此点的边加到这条路径中。重复这一步，直至 G 中所有顶点包含在路

径中。

(3) 把始点和最后加入的顶点之间的边放入，这样就得出一个回路。

例如，对千图 8.2-2l(a)所示的图，如果我们从 a 点开始，根据最邻近算法构造一个

哈密尔顿回路，过程如图 (b) 到 (e)所示，所得回路的总距离是 44。其实图 8.2-2l(a) 的最

小哈密尔顿回路应如图 (f)所示，总距离是 43 。
a a 

b C bo 

/。
o C bo 

6 7 
I 

oe 

(a) (b) 

a a 

d 

a 

c 

7 

(c) 

a 

b o c 

d 

b 

6 

(e) 

图 8. 2 - 21 

c 

7 

b 

6 

(d) (f) 

c 

7 
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习题

1. 在图 8. 2 - 22 中，图示了一个有向图，试给出从 V1 到 V3 的 3 种不同的基本路径。

V1 到 V3 之间的距离是多少？找出图中所有基本回路。

vl 1/4 

V2 V3 

图 8. 2 - 22 

2. 因为有向线图代表关系，用于关系的术语可移用于有向线图。例如，有向线图所代

表的关系是传递的，则称此有向图为传递的，余类推。在图 8. 2 - 22 中，此有向线图是否可

传递？如果不可传递，试求此有向线图的传递闭包（即求此有向线图所代表的关系的传递

闭包的关系图）。

3. 在图 G=<V,E〉中，从给定的结点 v 出发，若 s~v 中每一结点都从 v 可达，而 V—S

中的每个结点都从 v 不可达，则称 S 为 v 的可达集合，记为 d(v)=S。集合 T= U d(v) 称
t,E V' 

为 V' 的可达集合，记为 d(V')=T, 这里 V'二V。试在图 8. 2 - 23 中，求出 d (V1), d (Vg), 

d ({ V1, Vg }), d ({ Vs, Vg, Vg, V10 })。

V1 V2 V5 tJ6 

巧
。

7J4 7/3 7J7 7)8 

。

TJIO 

图 8. 2 - 23 

4. 证明如果元向图 G 恰有两个不同的奇度数的顶点 v 和 v' ，那么 v 到 v'是可达的。

5. 设 G 是 (n, m) 无向简单图，

(1) 若 n=6, m=7, 证明 G 的连通分图个数不超过 2 。

(2) 画一个非连通的无向简单图，使 m=—(n— 1) (n — 2) ，这里 n>l 。
2 

6. V'是无向简单连通图 G 的点割， G— V'有几个连通分图？

7. 举出 1C。 (G) ＝ /C） (G) =8(G) 的一个连通图。

8. 举出 1C。 CG)</C）（ G)<8CG) 的一个连通图。

9. 设 G 是 n>3 个结点的无向连通简单图， 8（G)~n— 2 。证明

(1) G 上任三点相互可达。

(2)/C。（ G) =8CG) 。

10. 证明定理 8. 2 - 8 。

11. 证明定理 8. 2 - 9 。

12. 试求出图 8. 2 - 23 中的所有强分图、弱分图和单向分图。
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13. 设已知下列事实：

a. 会讲英语；

b. 会讲华语和英语；

c. 会讲英语、意大利语和俄语；

d. 会讲日语和华语；

e. 会讲德语和意大利语；

f．会讲法语、日语和俄语；

g. 会讲法语和德语。

试问这 7 个人中，是否任意两人都能交谈（必要时可借助于其余 5 人组成的译员链）。

14. 试证明一个不是孤立结点的简单有向图是强连通的，当且仅当 G 中有一个回路，

它至少包含每个结点一次。

15. 无向图的直径定义为所有顶点对的距离的极大值，试求图 8. 2 - 24 中两图的直径。

(a) (b) 

图 8. 2 - 24 

16. 试用有向图描述出以下问题的解法路径：

一个人 m 带一条狗 d 、一只猫 c、一只兔子 r 过河，没有船，他每次游过河时只能带一

只动物，而没有人管理时，狗和兔子不能相处，猫和兔子也不能相处。在这些条件约束下，

他怎样才能将 3 只动物从左岸带往右岸？ （提示：用结点代表状态，例如初始状态可记为

({m,d,r,c},0 〉，人和兔子过河后的状态可记为 ({d,c},{m,r} 〉，若从状态 S1 可变为状态

过，则从结点 S1 画一条弧到结点 S2) 。

17. 有向图可以刻画一个系统的状态转换。例如用图 8. Z - 25 的有向图可以描述接收

010 袄 10 序列（矿表示任意个 o, 例如 0110 、 01010 、 01000010 等等）的线路的状态转换，其

中、（）是初始状态， 14 是收到 010· 10 序列后的结束状态， S5 是收到非 010· 10 序列后的结

束状态。

图 8. 2 - 25 

试用类似方法作出接收 01(10尸 1 序列的状态转换图，这里 (10) 勹表示任意个 10 （可以

一个也没有）。
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18. 用迪克斯特拉算法求图 8. 2 - 26 中 (a) 、（ b) 两图从 a 到 z 的最短路径及其长度。
4 3 

10 

a z a 

3 4 

(a) (b) 

图 8. 2 - 26 

19. 求图 8. 2 - 27 中 (a) 、（ b) 两图的欧拉回路或欧拉路径。

z 

丿
(a) (b) 

图 8. 2 - 27 

* 20. 在 8X8 的棋盘上跳动一个“马＂，使完成每一个可能的跳动恰好一次，问这是否

可能。

21. (1) 画一个图使它有一条欧拉回路和一条哈密尔顿回路。

(2) 画一个图使它有一条欧拉回路，但没有一条哈密尔顿回路。

(3) 画一个图使它没有一条欧拉回路，但有一条哈密尔顿回路。

(4) 画一个图使它既没有一条欧拉回路，也没有一条哈密尔顿回路。

22. 造出一个长度为 16 的布鲁英序列。

23. 找出一种由 9 个 a 、 9 个 b 、 9 个 c 构成的圆形排列，使由字母 {a,b,c} 组成的长度

为 3 的每个字（共 27 个）仅出现一次。

24. 证明 n(n~2) 维立方体（参看图 7. 2 -2) 是哈密尔顿图。

25. 证明图 8. 2 - 28 所示的图没有哈密尔顿回路。

a 

b c 

e d 

图 8. 2 - 28 
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26. 证明若无向简单连通图 G 的每个结点均为偶度数，则 G 无桥。

27. G=<V, E〉是无向简单连通图， IV| ＝ n>2 ，若 J(G) 彦 (n+k- I)/20~k<n), 

则 K。 (G)~k 。

* 28. 11 个学生要共进晚餐，他们将坐成一个圆桌，计划要求每次晚餐上，每个学生有

完全不同的邻座。这样能共进晚餐几天？

29. (1) 在图 8. 2 - 29 中，用最邻近算法，确定一条起始于 a 点的哈密尔顿回路。

(2) 若起始于 d, 重复(1) 。

(3) 在图 8. 2 - 29 中，确定一条最小哈密尔顿回路。

a 

5 

d 
2 

图 8. 2 - 29 

8 

e 

8.3 图的矩阵表示

矩阵是研究图的性质的最有效工具之一。可运用矩阵运算求出图的路径、回路和其它

性质。

定义 8. 3 -1 设 G=<V,E〉是有向线图，其中 V={v1,Vz, … ,V,，｝，并假定各结点已经

有了从 v1 到 Vn 的次序。定义一个 nXn 的矩阵 A, 其中各元素 a'J 为

a'J = {。
如果句， V）〉 EE

如果 (v,,v1 〉 ti E 

称这样的矩阵是图的邻接矩阵。

从定义可看出，有向线图 G=<V,E〉的邻接矩阵不唯一而与 V 中的元素标定次序有

关，对于 V 中各元素不同的标定次序，可得到同一图 G 的不同邻接矩阵。但适当地交换行

和列的次序，能将一个邻接矩阵变到另一个邻接矩阵，且根据不同邻接矩阵所作出的有向

图都是同构的。因此，我们可选 V 元素的任一种标定所得的邻接矩阵作为图 G 的邻接

矩阵。

当有向线图代表关系时，邻接矩阵就是前边讲过的关系矩阵。根据关系图和关系矩阵

的对应关系，易知：有向图是自反的，矩阵的对角线元素全为 1; 有向图是反自反的，矩阵

的对角线元素全为 0; 有向图是对称的，对所有 i 和 j' 矩阵的元素 a,}=a]，。有向图是反对

称的，对所有 1 和 j, a;; =l 蕴含 a)， =0 ，但 a,）＝ 0, 不一定 ai; =l 。

零图的邻接矩阵的元素全为零，称为零矩阵。每一顶点都有自回路而无其它边的图的

邻接矩阵是单位矩阵。设有向线图 G=<V,E〉的邻接矩阵是 A, 则 G 的逆图 G=<V,E〉的

邻接矩阵是 A 的转詈矩阵，记为 AT O 
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邻接矩阵的概念可以推广到无向线图，只需将以上定义中的位，， V, 〉换成 (v,,v) ）即可。
无向图的邻接矩阵是对称的，对有向线图推出的结论，都可并行地用到无向线图上。另外，
邻接矩阵的概念还可推广到多重图和赋权图。对多重图， a，，代表从 v, 到 Vj 的边的重数；对
赋权图， a,} 代表权 W(i,j), 从 v, 到 v) 不存在边时，规定 a,) ＝ 0 。

例 8. 3 - I 求图 8. 3 -1 所示有向线图的邻接矩阵。

7JI 

t)4 

0 0 

0 1 1 

1 0 1 

0 0 0 

TJ2 

tJ3 

图 8. 3 - 1 

现在我们计算上例中的 AAT 、 ATA 、 Ac2), A(3)'Ac4)。等，并研究它们的元素的意义。

。 。 1 1 1 。 1 。

1 。 1 。 。 2 1 。
AT= I AAT= 

。 1 。 。 1 1 3 1 

。 1 1 。 。 。 1 1 

1 。 1 。 1 1 

2 。 1 1 。 1 

。 1 1 1 1 1 

1 1 2 1 。 。

l 。 1 2 1 1 

2 1 1 2 2 3 
, 

2 1 2 3 2 3 

。 1 1 1 。 1 

1. AA"「的元素的意义

设 B=[b,} ］＝AA飞则 b" =~a,1,吓。当且仅当 a火和 ajk 都是 1 时， a让• ajk = 1 。 a,, =l 
k~I 

和 a1k =I 意味着存在边 (v,,Vk 〉和 (V1, Vk 〉。千是得出以下结论：从结点 v，和 Vj 两者引出的

边，如果能共同终止于一些结点，则这些终止结点的数目就是仇的值；特别地， i= j 时，

对角线上的元素 b,，就是结点 v，的引出次数。

例如，在图 8. 3- ］中， O 选 i=2. j=3, 于是 623 = 1, 说明从 v2 和 V3 引出的边能共

CD A• A 本应写成 A2 ，此处写成 A(2) 是为了和下边布尔矩阵运算 A• A=A' 相区别。
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同终止千同一结点的只有一个，即 v4; ＠选 i=2, j=2, 千是如＝ 2, 说明 v2 的引出次数
为 2 。

2. ATA 的元素的意义

设 B=[b;j]=ATA，则 b,i = i:a1aaki 。当且仅当 a1,; 和 aK，都是 1 时， a比• a,i = l 。 a1o =l 
k=l 

和 aki = l 意味着存在边(vk,V, 〉和 (vk,V, 〉。于是得出以下结论：从一些结点引出的边，如果

同时终止于 v，和 Vj' 则这样的结点数目就是仇的值。特别地，对角线上元素的值是各结点
的引入次数。

3. A(n) 的元素的意义

n=l 时， a,）＝ 1, 说明存在一条边 (V;, V, 〉，或者说，从 v，到 v, 存在一条长度为 1 的

路径。

n=2 时，用 a;2) 表示 A(Z) 各元素，于是

矿＝ ~a;,,,akJ

当且仅当心和 ak) 都等千 1 时， aik • aki = 1 。 a让和 a句等千 1, 表明存在边句，Vk 〉和 (Vk,V1 〉,

于是存在一条从 v，到？］长度为 2 的路径。所以， a炉等于从 v，到 v] 长度为 2 的不同路径
的条数。

容易推想到， A（n) 的元素 a:Jn) 是从 v，到 v] 的长度为 n 的不同路径的数目。这可用归纳

法证明。

设 n=m 时，上述断言成立，现证 n=m+l 时，此断言亦成立。因为 A(n叶1)=A(m) ·A, 

所以

a:lm+1) ＝区a~m)a 幻
k-1 

当且仅当 a：广和 ak) 都等千 1 时，心m) • ak)=1 。心“和 ak) 等于 1 ，意味着从 v，到 Vk 有一条长

度为 m 的路径和一条从 Vk 到 v) 的边，于是从 V，到 v) 有一条长度为 m+l 的路径。心“大

千 1 时，情况是类似的。因而 atm+I) 是从 V，出发到 Vj 的长度为 m+l 的路径总数。所以断

言对m+l成立。

因此，对一切 n, A(n) 的元素 a：尸表示从 V，到 v）长度为 n 的不同路径总数。特别，对角

线上的元素 a:，“就表示经过 V，的长度为 n 的不同回路个数。

由此，还可以得出以下结论：百勺时， d(v，心1)就是使 A(m) 的元素 a：尸是非零的最小正

整数值 m 。

例如，在图 8. 3 - 1 中， aj!'= 3, 所以从也到 Vi 长度为 4 的路径是 3 条。 a13 =o 而

a行＝ l, 所以从 V1 到 V3 的距离是 2 。

现在考察矩阵：

B, = A+A(Z) +A<3)+ …+ A(r) 

的元素仇的意义。

容易看出， b，)是表示从结点 v, 到 v) 长度小于和等于 r 的不同路径总数。因此，若要研

究是否存在一条从 v，到 Vj 的任意长的路径，须求出 A=二互沁（，）。但这样做实际上不是必
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要的，根据定理 8. 2 - 1 和 8. 2 - 2, 在 n 个结点的简单有向图中，基本路径长度不超过

n-1, 基本回路长度不超过 n, 因此仅需考察

B,广 I = A +A(2) +A(3) +…+ A(n-l) (l #)时）

或

B. = A+A(Z) +A(J) +…+ A" (i= ）时）

此时， b,1 ＃ o, i#j 表示从 v，到 v) 是可达的， i=j 表示经过 v, 的回路存在； b,} = o, 
句勺表示从 v，到 Vj 是不可达的，分属不同强分图， i=j 表示不存在经过 v，的回路。因此，

仇表明了结点间的可达性。

例 8. 3 - 2 根据图 8. 3 - 2 中的有向图和矩阵凡，验证以下断言：

(1) 加＝o, 所以 v2 和 v5 分属两个强分图。

(2) 加＝ o, 所以没有经过 V1 的回路。

(3) 如＝3, 所以从 V5 到 V3 长度不超过 5 的路径有 3 条。

仇

图

。 。 1 。 。

。 。 。 1 。

A= IO 。 。 1 。 , 

。 。 1 。 1 

。 。 。 1 。

。 。 1 。 1 

。 。 。 2 。

A(3) = 1 。 。 。 2 。

。 。 2 。 2 

。 。 。 2 。

0 0 2 0 2 

0 0 0 4 0 

Am= Io O O 4 o 
0 0 4 0 4 

0 0 0 4 0 

8. 3 - 2 

A<2)= 

'A(4)= 

。 。 。 1 。

。 。 1 。 1 

。 。 1 。 l 

。 。 。 2 。

。 。 1 。 1 

。 。 。 2 。

。 。 2 。 2 

。 。 2 。 2 

。 。 。 4 。

。 。 2 。 2 

0 0 5 3 3 

0 0 3 7 3 

B5 =A+A(Z) +A<3l +A<4) +A(5) = IO O 3 7 3 

0 0 7 6 7 

0 0 3 7 3 
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有时仅需知道结点之间是否可达，而不必知道结点间存在多少条路径和怎样的路径，

因此引入以下定义。

定义 8. 3 -2 设 G=<V,E〉是有向线图，其中 1VI=n，并假定各结点是有序的，定义

一个 nXn 的矩阵 P, 它的元素为

p;j = { 
1 当 v，到 Vj 至少存在一条非零长度的路径

0 当 v，到 v) 不存在一条非零长度的路径

称矩阵 P 为图 G 的可达性矩阵。

可达性矩阵不能给出图的完整的信息，但是简便，在应用上还是重要的。

如果已知且或 Bn-1, 则只需将其中非零元素写成 1, 即得可达性矩阵。例如，例

8. 3 - 2 所给的图的可达性矩阵是

0 0 1 1 1 

0 0 1 1 1 

p = 10 0 1 1 1 

0 0 1 1 1 

0 0 1 1 1 

但一般计算且或 Bn-1 的工作量较大，可把邻接矩阵作为布尔矩阵，用布尔矩阵运算

直接求得。我们在 3. 2 节中已介绍过布尔矩阵的运算方法，这里不重述。

所以

例 8. 3 - 3 求例 8. 3 - 2 的图的可达性矩阵。

。 。 1 。 。

。 。 。 1 。

A= IO 。 。 1 。

。 。 1 。 1 

。 。 。 1 。

0 0 1 0 1 

0 0 0 1 0 

, A2= 

。 。 。 1 

。 。 1 。

。 。 1 。

。 。 。 1 

。 。 1 。

A3=lo O O l oj, A'1=A2, A1=A3 

0 0 1 0 1 

0 0 0 1 0 

。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

P=A V A2 VA3 VA4 V A5 =Io 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

。

1 

1 

。

1 

这里 A" 的元素式的意义与 A(n) 的元素 a：尸类似， aij =1, 表示从 v，到 Vj 存在长度为 n

的路径， a;1 =O, 表示不存在从 v，到 v.; 长度为 n 的路径。

可达性矩阵 P 并没有表达出每一元素自身可达的概念，若实际情况需要，日I”或上 “Ao
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（单位矩阵），以表达每一结点自身可达，即

p'= A0 V P = A0 VA V A2 V … VA" 

例如例 8. 3 - 3 的 P'是

1 。 1 1 1 

。 1 1 1 1 

P'= lo 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

下边介绍如何利用一个图的可达性矩阵，求出这个图的所有强分图。

设 P 是图 G 的可达性矩阵，其元素为 p,j'pT 是 P 的转置矩阵，其元素是 p伈则图 G

的强分图可从矩阵 P/\PT 求得。因为从 v，到 v) 可达，则 p,）＝ 1 ，从 Vj 到 v，可达，则 p)， =l,

即凡＝ 1, 于是当且仅当 v，和 VJ 相互可达时， p /\PT 的第（“八个元素的值为 1 。

例 8. 3 - 4 求例 8. 3 - 2 给出的图的强分图。

。 。 1 1 1 。 。 。 。 。

。 。 1 1 1 。 。 。 。 。

P= IO 。 1 1 1' pT= 1 1 1 1 ] 

。 。 1 1 1 1 1 1 1 1 

。 。
1 \1 

1 1 1 1 1 1 

「0 。 。 。 。

。 。 。 。 。

PAPT= lo 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

说明各强分图的顶点集为： { V1 }, { Vz }, { V3, V4, V5} 。

若取 P 为

1 。 1 1 1 

。 1 1 1 1 

P=i 。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

。 。 1 1 1 

则

1 。 。 。 。 1 。 。 。 。

。 1 。 。 。 。 1 。 。 。

PT= 11 1 1 1 1 , P(\PT= 。 。 1 1 1 

1 1 1 1 1 。 。 1 1 1 

1 1 1 1 1 。 。 1 1 1 

同样说明各强分图的顶点集为：国｝，｛ v2}, ｛初， m, 也｝。

-- 283 — 



除了邻接矩阵外，图还可用关联矩阵表示。关联矩阵的定义如下。

定义 8. 3 -3 设 G=<V, E〉是尤向图， V= {v1, v2, …, vn)'E= {el' 伤，…． e,,,}' 一

个 nXm 矩阵 M=(m;,)称为 G 的关联矩阵，其中 m,] 是结点 v，和边 e] 的关联次数。

定义 8.3 - 4 设 G=<V,E〉是有向简单图， V={v1, v2, … ,v"}, E= {e,, e2, ···, e"'}, 

一个 nXm 矩阵 M=(m，J ）称为 G 的关联矩阵，其中

V，是 e］的始点

m,, = {~] V，与 e）不关联

V，是 e) 的终点

注意，后一定义是限于简单图的。

例 8.3 -5 

图 8. 3 - 3(a) 和 (b) 的关联矩阵分别是

e1 e2 e3 e4 

。

－
－
义

200 

二
/
6

用应阵矩联关

e1 e2 e3 

l 

lO --VIVzVJ 

一:1 —;l 『

。

V2 

7勺

TJI e1 
(b) 

TJ2 

图 8. 3 - 3 

习 题

1. 图 8. 3 - 4 给出了一个有向图。

(1) 求出它的邻接矩阵 A 。

(2) 求出 A(2) 、 A(3) 、 A(4) ，说明从 v1 到 V4 长度

为 1 、 2 、 3 和 4 的路径各有几条。

(3) 求出 AT 、 ATA 、 AAT ，说明 AAT 和 ATA 中笫

(2,3) 个元素和第 (2,2) 个元素的意义。

(4) 求出 A2 、A3 、A4 及可达性矩阵 P。

(5) 求出强分图。

2. 证明对任何 nXn 的布尔矩阵 A, 下式成立：

(IV A) 2 = (IV A) /\ (IV A) =IV A V A2 

这里 1 是单位矩阵。进而证明，对任何正整数 r,

<IVAY=IVA VA2 V … VA'o 

再证明包括自身可达的可达性矩阵 P'为

'l) 1 

7,.2 714 

7J3 

图 8. 3 - 4 

P'=(IVA)" 
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3. 图 8. 3 - 5 给出了一个有向图，试求该图的邻接矩阵和可达性矩阵。

P5 Pl 

P4 P2 P3 

图 8. 3 - 5 

4. 给定一个有向线图 G=<V,E〉，用 A 表示 G 的邻接矩阵，可把图的距离矩阵定义成：

{OO 当 l ＃｝且从 v，到 v1 不可达时

d,J = 0 当 i=) 时

k 当 i #- j 而 K 是使 a:?k) ＃ 0 的最小正整数时

Cl) 求出图 8. 3 - 5 给出的有向图的距离矩阵。

(2) 如何从一个距离矩阵求可达性矩阵。

(3) 说明如果图 G 的距离矩阵的元素除对角线元素外都不是零，那么图 G 是强连通

的。

5. 如何从邻接矩阵看出它所代表的图是欧拉图？

6. 试给出图 8. 3 - 2 和它的底图的关联矩阵。

8.4 图的支配集、独立集和覆盖

8.4.1 支配集、独立集和点覆盖

定义 8.4 -1 G=<V, E〉是尤向简单图， V＇己v, 若 v-v'中的每一顶点至少与 V' 中

一个顶点邻接，则称 V'是支配集。如果不存在 V''cv'是支配集，则称 V'是极小支配集。图

中顶点个数最小的支配集称为最小支配集。最小支配集的顶点个数称为支配数，记为

y"(G) 。

在图 8. 4 - 1 (a) 中，黑点组成的点集是极小支配集。图 (b) 中黑点组成的点集是最小支

配集，支配数是 2。图 (c) 中黑点组成的点集是最小支配集，支配数是 1 。

(a) (b) (c) 

图 8. 4 - 1 

定义 8. 4 - 2 G= <V, E〉是无向简单图， I~V, 若 I 中任何两顶点均不相邻，则称 I

为 G 的独立集。如果 G 中不存在 I＇二 I 是 G 的独立集，则称 I 是 G 的极大独立集。顶点数

最大的独立集称为最大独立集，其中顶点数称为 G 的独立数，记为 /3o (G) 。
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定义 8. 4 - 3 G= <V, E〉是无向简单图， c~v, 使得 G 中每一边至少有一个端点在 C

中，则称 C 是G 的一个点覆盖。如果不存在 c'cc 是G 的点覆盖，则称 C 是G 的极小点覆

盖。顶点数最小的点覆盖称为 G 的最小点覆盖，其中顶点数称为 G 的点覆盖数，记为

a。 (G) 。

在图 8.4-2(a) 中，黑点组成的点集是极大独立集，白点组成的点集是极小点覆盖。图

(b) 中黑点组成的点集是最大独立集，独立数是 3; 白点组成的点集是最小点覆盖，点覆盖

数是 5 。图 (c) 中黑点组成的点集是最大独立集，独立数是 6; 白点组成的点集是最小点覆

盖，点覆盖数是 1 。

(a) (b) (c) 

图 8. 4 - 2 

定理 8.4-1 G=<V, E〉是尤向简单图， G 的极大独立集都是 G 的极小支配集。

证 设 I 是G 的任一极大独立集， V－ I 中的任一顶点 v 必与 I 中某些顶点相邻，否则

IU{v}是独立集，这与 I 是极大独立集矛盾，所以 I 是支配集。又 I 是极大独立集，若有

I＇亡 I, 则 I-I' 中的顶点都不受 I' 中顶点支配， I＇不是支配集，所以 I 是极小支配集。

定理 8. 4 - 2 G= (V, E〉是无向简单图， ICV，则 I 是 G 的独立集当且仅当 V--I 是

G 的点覆盖。

证 充分性。 I 是G 的独立集，因而 G 中任一条边的两端点至少有一个在 V-I 中，这

正说明 V— I 是 G 的点覆盖。

必要性。 V— I 是 G 的点覆盖，若 I 中有 v, 、 V) 两顶点相邻，则边(V;, V,) 未被覆盖。这

与 V-I 是点覆盖矛盾。所以， I 是独立集。

推论 8. 4 - 2 G= <V, E〉是无向简单图， IVI=n ，则 I 是 G 的极大（最大）独立集当且

仅当 V-I 是 G 的极小（最小）点覆盖。从而有

a。 (G) +/3。 (G) = n 

请注意，以上定理和推论对平凡图和含有孤立结点的图也是成立的。因为根据以上定

义和尤义证明法，平凡图的唯一结点构成图的最小支配集和最大独立集，支配数和独立数

都是 1 。点覆盖是空集，点覆盖数是 0 。

8.4.2 匹配和边覆盖

定义 8. 4 - 4 G= <V, E〉是无向简单图， Mc:;;;;E。若 M 中任两条边均不相邻，则称 M是

G 的边独立集，又称 G 的匹配（通常用此名词）。若不存在 M'二M 是 G 的匹配，则称 M 是 G

的极大匹配。边数最多的匹配称为 G 的最大匹配，其边数称为 G 的匹配数，记为 /31 (G) 。

定义 8.4 - 5 M 为图 G 的一个匹配，

(1) 若边 e=(v;, v)EM, 则称 v，与 v, 被 M 匹配。

(2) G 中一个顶点 v 若与 M 中一条边关联，则称 v 是关于M 的饱和点，否则称 v 为关
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千 M 的非饱和点。

(3) 若 G 中全部顶点都是M 的饱和点，则称 M 是 G 中完美匹配。

图 8. 4 - 3(a) 中，粗边组成的集合是极大匹配。图 (b) 中，粗边组成的集合是最大匹

配，匹配数是 3, 它还是一个完美匹配，因该图的全部顶点都是饱和点。图 (c) 中，粗边组

成的集合是最大匹配，匹配数是 2' 它不是一个完美匹配，图中还有非饱和点。

(a) (b) (c) 

图 8. 4 - 3 

定义 8. 4 - 6 G= <V, E〉是无向简单图， c~丘使得图中任一顶点 v 都关联到 C 中的一

条边 e, 则称 C 是 G 的一个边覆盖。如果不存在 C乙C 是 G 的边覆盖，则称 C 是 G 的极小边

覆盖。边数最小的边覆盖称为 G 的最小边覆盖，其所含边数称为 G 的边覆盖数，记为 a1 (G) 。

显然， G 中存在边覆盖当且仅当 8(G)>O 。

在图 8. 4 - 4(a) 中，粗边组成的集合是极小边覆盖。图 (b) 中，粗边组成的集合是最小

边覆盖，边覆盖数是 2 。图 (c) 中，粗边组成的集合是最小边覆盖，边覆盖数是 3 。

(a) (b) (c) 

图 8. 4 - 4 

定理 8.4-3 G=(V,E〉是无孤立结点的无向简单图， IVl=n 。

Cl) M 是 G 中最大匹配，对于 G 中每个非饱和点均取一条与其关联的边，组成边集

N, 则 C'=MUN 是 G 中最小边覆盖。

(2) C 是G 中最小边覆盖，若 C 中存在相邻的边，留下其中一条，其余删去。设删去的

边集为 N' ，则 M'=C-N'是 G 中最大匹配。

(3) G 的边覆盖数与匹配数满足

a 1 (G) + /31 (G) = n 

证 (1) M是最大匹配，图中非饱和点之间不存在边，每一非饱和点需要一条边覆盖，

所以 C'=MUN 是边覆盖，且

I c'I= I MIU I NI= /31 CG)+ n - 2队 CG)= n —队 CG) CD 
(2) C 是最小边覆盖， C 中任何一条边的两个端点不可能都与 C 中其它边相关联。因

此由 C 构造匹配M'时，每删去一条边只产生一个 M'的非饱和点。千是 M'的非饱和点个数

就是 IN'I 。而
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I N'I = I C 1-1 M'I = n - 2 I M'I 

得出

a1 (G) = I CI= n -I M'I 

(3) M'是匹配， C＇是边覆盖，因此

IM'I~/3I (G) 

I c'I~ a1 CG) 

由心、＠、＠、＠式得

a1 (G) = n —|M'I~ n -/31 (G) = I c'I 彦 a1 (G) 

这说明＠式中所有多号可改为等号，因此

Ci) IM'I =/3］（ G) ，即 M'是最大匹配。

(ii) IC'l=a1(G) ，即 C'是最小边覆盖。

Ciii) a1 CG) + /31 (G)=n。证毕。

从上述证明中可得出以下推论：

推论 8. 4 - 3 /31 (G)~a1 (G) 。当存在完美匹配时，凡 (G) =a1 CG) 。

@@@@ 

习题

1. 在图 8. 4 - 5 中找出一个极小支配集和一个最小支配集，它们的大小必须不同。给

出图的支配数。

图 8. 4 - 5 

2. 设棋盘的 64 个方块用 64 个顶点表示，如果两顶点对应的方块是在同一行、同一列

或同一对角线上，则这两顶点之间有一条边。已知 5 个皇后能被放在棋盘上，使它们支配

所有 64 个方块，而且 5 是必需的最小皇后数。请用图论术语叙述这一结论。

3. 在图 8. 4 - 6 中，

(1) 找出一个极大独立集和一个最大独立集，它们的大小必须不同，给出图的独立数。

(2) 找出一个极小点覆盖和一个最小点覆盖，它们的大小必须不同，给出图的点覆

盖数。

图 8. 4 - 6 

4. 类似于 2 题，在棋盘上放 8 个皇后，使得没有一个能捕捉另一个。试用图论术语叙

述这个问题。
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5. 在图 8. 4 - 7 中，

(1) 找出一个极大匹配和一个最大匹配，它们的大小必须不同，给出图的匹配数。

(2) 找出一个极小边覆盖和一个最小边覆盖，它们的大小必须不同，给出图的边覆

盖数。

图 8. 4 - 7 

6. 在图 8.4-8(a) 中找出一个完美匹配。图 (b) 中存在完美匹配吗？为什么？

(a) (b) 

图 8. 4 - 8 

7. 证明 n 维立方体都有完美匹配(n 维立方体的涵义见 7. 1 节末）。

8. 证明在无向简单图 G 中，一个极小支配集未必是一个极大独立集。

8.5 二部图

从本节起将讨论一些特殊的图，首先讨论二部图。

定义 8. 5 -1 若无向图 G=<V,E〉的顶点集合 V 可以划分成两个子集 X 和 Y, 使 G

中的每一条边 e 的一个端点在 X 中，另一个端点在 Y 中，则称 G 为二部图或偶图。二部图

可记为 G=<X,E,Y〉, X 和 Y 称为互补结点子集。

由定义可知，二部图不会有自回路。

定义 8. 5-2 二部图 G=(X,E，忱中，若 X 的每一顶点都与 Y 的每一顶点邻接，则

称 G 为完全二部图，记为 K矶n' 这里 m= IXI, n= IYI 。

图 8. 5 -1 给出 K2.1 和 K3.~ 的图示。

K2,4 K3,3 

图 8. 5 - 1 

定理 8. 5 -1 无向图 G=<V,E〉为二部图的充分必要条件为 G 中所有回路的长度均为

偶数。

证 必要性。设 G 是具有互补结点子集 X 和 Y 的二部图。 C 是 G 中任一回路
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C: (Vo, V1, Vz, … .vk,v。)

不妨设 Vo EX, 则 Vo, Vz, V4, · ·· E X, V1, V3, Vs, … EY, k 必为奇数，不然，不存在边

(vk,V。)。 C 中共有 k+l 条边，故 C 是偶数长度的回路。

充分性。设 G 是连通图，否则对 G 的每个连通分图进行证明。设 G=<V,E〉只含有偶

数长度的回路，定义互补结点子集 X 和 Y 如下：

任取一个顶点 Vo, V。 EV, 取

X= ｛叭从 v。到 v 的距离是偶数｝

Y=V-X 

假设存在一条边 (V;, V1), V, 、 VlEY。由千图是连通的，因此从 v。到 v，有一条最短路

径，其长度为奇数；同理，从 v。到 VJ 有一条长度为奇数的最短路径。千是由 (v;,v) ）及以上

两条最短路径构成的回路的长度为奇数，但这与题设矛盾。这就证明了 Y 的任二结点间不

存在边。类似地可证明 X 的任二结点间也不存在边。这样就证明了 G 是二部图。

下面介绍二部图的重要问题 求最大匹配问题的解法。为此，先给出交替链的
概念。

定义 8. 5 - 3 设 M是无向简单图 G==:'<V, E〉的一个匹配。如果一条基本路径由 M 中

的边和 E-M 中的边交替组成，则称该路径为 M 的交替链，首尾相接的交替链称为交替回

路；若交替链的起点和终点都是非饱和点，则该路径称为 M 的可增广交替链。特别地，当

一条边的两端点都是非饱和点时，这条边就是一条可增广交替链。

在图 8. 5 - 2 中，｛（ V1, Vz), (V3, V4) ｝是匹配 M。路径 (V1, Vz, V3, V4)是一条 M 的交

替链。路径(V5'V1 ，初， v尸也， v6)是一条 M 的可增广交替链。路径 (V5'V5) 也是一条 M

的可增广交替链。

V2 7J 3 

“ 

115 v6 

图 8. 5 - 2 

请注意，在可增广交替链中，不属于 M 的边比属于M 的边多一条，并且互不邻接。

应用可增广交替链找出二部图 G=<X,E,Y〉的最大匹配的算法如下：

(1) M气；

(2) 在二部图中找一条可增广交替链 P,

(i) 若己找不到 P, 则 M 就是最大匹配。结束。

(ii) 若己找到 P, 则 M.-M(±)P 。转 (2) 。

现对算法作三点说明。

(1) M.--J\炒P。它的意思就是把 M 中属千可增广交替链的边，用 P 中不属千M 的边

替换，使 M 增加一条边。

(2) 在 G 中找出一条可增广交替链可用下述标记法。

首先把 X 中所有非饱和点用“*“标记，然后交替进行以下所述的过程 I 和 II : 
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I. 选一个 X 的新标记过的结点，比如说 x, ，用 (x, ）标记不通过在 M 中的边与 x，邻
接且未标记过的 Y 的所有结点。对所有 X 的新标记过的结点重复这一过程。

II ．选一个 Y 的新标记过的结点，比如说 y, ，用 (y,)标记通过M 的边与 y，邻接且未标

记过的 X 的所有结点。对所有 Y 的新标记过的结点重复这一过程。

直至标记到一个 Y 的不与 M 中任何边邻接的结点，或者已不可能标记更多结点时为
止。出现前一情况，说明己找到了一条可增广交替链（逆着标记次序，返回到标记着（＊）的

结点，所经的路径就是所求）。出现后一情况，说明 G 中已不存在关千M 的可增广交替链。

例如，在图 8. 5 - 3 中，可用如下标记过程：

CD 把 x2 标记(*)。

＠从 X2 出发，应用过程 I' 把 y1 和 Y3 标记(xz) 。

＠从 Y1 出发，应用过程II' 把 X3 标记(yl) 。从 Y3 出发，应用过程II' 把 X4 标记(y3) 。

＠从 X3 出发，应用过程 I' 把 Y4 标记（X3), 因 Y4 不是 M 中边的端点，说明己找到了

一条可增广交替链 P, 即（x2 ，小， X3 •Y4) 。

作变换 M..--ME9P, 就得出多一条边的匹配，如图 8. 5 - 4 所示。

X 
X1 

(*) 
X2 

(y1) 
X3 

(y3) 
X4 

Y 

Yt 
(x2) 

Y2 

X 
XI 

y3 

(x2) 

图 8. 5 - 3 

X2 

y4 

（巧）
Ys 

X3 X4 

y 

Y1 y2 Y3 Y4 Y5 

图 8. 5 - 4 

(3)“找不出一条可增广交替链时， M就是 G 的最大匹配”是根据以下定理得来的。

定理 8. S - 2 M是尤向简单图 G=<V, E〉的最大匹配，当且仅当 G 中不存在M 的可

增广交替链。

证 必要性。若 G 含有M 的可增广交替链 P, 则匹配 MEf)P 的边数比M 多 1' 这与 M

是 G 的最大匹配矛盾。

充分性。若 M 是 G 中不存在可增广交替链的匹配，而 M] 是 G 中最大匹配。现证明
IMl=IM1I 。设 H=M心M] ，当 H立时， M=M] ，于是 M就是最大匹配。当 H-=1=0 时，
由于 M、 M 都是匹配，所以 H 的各个连通分图只有以下两种可能：

(i) 是交替回路。回路上属千 M 和属于M 的边数相等。
(ii) 是交替链。矶是最大匹配，由必要性知不会有 M 的可增广交替链。由题设知不

会有 M 的可增广交替链。千是在交替链中，属千 M 和属于M 的边数相等。
这样 IMl=IM1l,M 是最大匹配。证毕。
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注意本定理不局限千二部图。

例 8. 5 - 1 求出图 8. 5 - 5 中的二部图的最大匹配。

XI X2 巧 X4 X5 x. 

Yi Y2 为 Y4 Ys Y6 

解步骤、操作内容及 M 情况：

(1) 置 M 为g ，即 M＝汇

图 8. 5 - 5 

(2) 找出一条边的可增广交替链(x2,Y2) ，有

M= { (xz,yz)} 

(3) 找出一条边的可增广交替链(x3,y3) ，有

M= ｛（立， Y2), (x3 ，归｝

(4) 找出一条边的可增广交替链（立，Y4), 有

M= { (xz •Y2), (x3,y3), (1·• •Y•)} 

(5) 用标记法找出一条可增广交替链(xl 心中心，功心1 八进行变换得

M={ （丸， Y3), （工3,y2),(xz,Y1), （立， y.)} 。

(6) 再用标记法找可增广交替链，但已找不到，所以 M={<x口 y3),(x3,y2) ，（女， YI) ，

(“'y4) ｝就是所求的最大匹配。

虽然二部图是无向图，但若一个有向图可转化成二部图，则上述结论和方法仍可

引用。

在二部图中以下两个定理成立。

定理 8. S - 3 科尼格 (Konig)定理。在二部图 G=(X,E,Y〉中， /31 (G)=a。 (G) 。

证 设 G 是连通的，否则可对 G 的每个连通分图证明。设 M 是实现 /31 (G) 的最大匹

配，要把 M 中这些边覆盖，就需要 /31 <G) = I Ml 个顶点，因此 /31(G)~a。 (G) 。现在只需要

构造出一个 G 的点覆盖 C, 其点数等千 /31 < G) = I MI, 那么 C 就是 G 的最小点覆盖，也就

证明了 /31 (G) =a。 (G) 。

若 M 是完美匹配，那么取 X 作为 G 的点覆盖，此时显然有 /31 (G) =a。 (G) 。

若 M不是完美匹配，不妨设 X 中有非饱和点（设 Y 中有非饱和点的证明是类似的），其集合

是 U。从 U 中的顶点出发沿着交替链可达的顶点集合是 X'乙X 和 Y二Y。参看图 8. 5 - 6 。

X' 

Y' Y-Y' 

图 8. 5 - 6 
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显然， X＇—U 和 X — X' 中的顶点都是饱和点； Y'中的顶点也都是饱和点，否则会存在

M 的可增广交替链，这与 M是最大匹配矛盾； X'中的顶点到 Y— Y'中的顶点没有边，否则

从 U 中顶点出发，沿着交替链可到达 Y—Y' 中的顶点，这与假设不符。

取 C=Y'U<X— X' ）。容易看出， Y＇中的顶点覆盖了 X'到 Y'间所有的边； x-x' 中的

顶点覆盖了 x-x'到 Y—Y'间所有的边；另外， x-x'到 Y' 的所有边也在覆盖中。再没有

其它边了，所以 C 是 G 的点覆盖，又 ICl=IMI, 所以 C 是最小点覆盖。证毕。

1935 年，霍尔 (Hall)证明了定理 8. 5 - 4, 为了介绍这个定理，先给出以下两个定义。

定义 8. 5 - 4 无向图 G=<V,E〉 ,A<:;;;;V。所有与 A 中顶点相邻的顶点集合称为A 的

邻集，记为 N(A) 。

定义 8. 5 - 5 在二部图 G=<X,E,Y〉中的一个匹配 M, 使 X 中所有顶点都饱和，则

称 M是从 X 到 Y 的完全匹配（注意与完美匹配的区别）。

定理 8. 5 - 4 （霍尔定理）二部图 G=<X,E,Y〉含有从 X 到 Y 的完全匹配 M, 当且

仅当对任意 X'c:;;;;x 有 IN<X'）巨习 X'l 。

证 必要性。因 X'的每一顶点在M 下和 N(X'）中不同顶点匹配，显然有 IN<X') I~ 

IX'l 。

充分性。用反证法。若不存在完全匹配，则 X 中存在非饱和点集 U= {u, v, ….w}' 

如图 8. 5 - 6 所示（为了减少叙述，利用这一图形及其符号和相关分析），显然 IN(X' 门<|

X'I, 得出矛盾。证毕。

例 8. 5 - 2 某俱乐部设有以下各组：

A: 歌咏组，其成员是 a 、 C 、 e;

B: 舞蹈组，其成员是 a 、 d 、 b;

C: 绘画组，其成员是 b 、 f;

D: 围棋组，其成员是 d 、 f;

E: 象棋组，其成员是 c 、 e 、 g 。

每组要选一位组长，不得兼任，问是否可能？

解 本题实质上就是问图 8. 5 - 7 中是否存在完全匹配。理论上应按霍尔定理判定，

但不易直接判定时，先找出最大匹配，再看是否为完全匹配即可。图中已显示答案： A 组

选 a,B 组选 d,C 组选 b, D 组选 f,E 组选 e 即可。

A B 
C D E 

a 
b c d e f g 

图 8. 5 - 7 

这类题在组合论中称为相异代表系统问题。

习题

l. 判定图 8. 5 - 8 中 (a) 、（ b) 、（ c) 三图是否是二部图？
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(a) (b) 

图 8. 5 - 8 

2. 证明 K正则二部图 (k>O) 有完美匹配。

(c) 

3. 找出图 8. 5 - 9 所示的 6X6 残缺棋盘（阴影部分表示已割去的方块）的一个完全覆

盖（完全覆盖是指用多米诺骨牌覆盖棋盘，一块牌覆盖黑白相连的两个方块，而没有一个

方块不被覆盖，也没有一块多米诺骨牌交搭）。图中 b，表示黑方块， w, 表示白方块。

图 8. 5 - 9 

4. 某单位按编制有 7 个空缺 P1,P2, …， p7 。有 10 个申请者 a1,a2, … ,a10, 他们的合

格工作岗位集合依次是： {P1,Ps,P6}, {P2,P6,P1}, {P3,P4}, {P1,Ps},{P6,P1},{P3}, 

{P2,P3},{P1,P3}, {P1}, {Ps} 。如何安排他们工作使得无工作的人最少。

5. 在某单位，有 6 个未婚妇女 L1, L2, L3, L4, Ls, L6, 有 6 个未婚青年 G1,G2,G3,

G4,Gs,G6, 他们都想结婚，但也不是随便哪一个都可以，他们心中都有一张表，只愿意和

表上的人结婚，现在知道 L1,L2, … ,L6 的表分别是：

L1: {G1,G2,G4} 

L4: {G2,Gs,Gs} 

G1,G2, …， G6 的表分别是：

L2: {G3,G,,} 

Ls: {G3,G6} 

G1: {L1,L3,L6} G2: {L2,L4,L6} 

G4: {L1,L3} Gs: {L2,L6} 

请问如何匹配，使得男女双方都满意且结婚的对数最多。

L3: {G1,G2,G1} 

L6: {G2,GJ,G6} 

G3: { Li,L,} 

G6: {L3,L.1,L"} 

6. 设 A1 = { 0, 1, 2}, A2 = { 1, 2, 3}, A3 = { 2, 3, 4}, A, = { 3, 4, 0}, A5 = { 4, 0, 1 }, 

能否为每一集合选一个元素作为其代表，且没有相同的代表。

7. 证明在完全图 K,, （ n多3) 中，凡 (K,,)<a。 (Kn) ， p。 (Kn)<a1 (K,, ）。
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8.6 平面图和图的着色

8.6.1 平面图

先看一个例子。一工厂有 A 、 B 、 C 三个车间和 L 、 M 、 N 三个仓库，因为工作需要车
间与仓库间将设专用车道，为了避免车祸，车道最好没有交点，问这可能吗（参看图

8. 6 -1) 。

A B c 

L 
M N 

图 8. 6 - 1 

实践和理论都指出这是不可能的。

定义 8. 6 -1 一个无向图 G=<V,E〉，如果能把它图示在一平面上，边与边只在顶点

处相交，则该图叫平面图。

把平面图”图示在平面上“，我们有时也说成“把平面图嵌入一平面”。

图 8. 6 - 1 所示的是非平面图，而图 8. 6 - 2 所示的都是平面图的例子。

丿＿ v4 

？丿8 7片

7/4 7/3 

图 8. 6 - 2 

8.6.2 欧拉公式

欧拉 1750 年提出任何一个凸多面体的顶点数 n，棱数 m 和面数 K 满足公式：

n-m+k=2 

参看图 8. 6 - 3 。

n=8, m=12, k=6 n=4, m=6'k=4 n=5, m=8, k=5 

图 8. 6 - 3 

这个欧拉公式的适用范围不限于凸多面体。事实上在好几个领域中都有类似的欧拉公
式，但这里我们仅将它推广到平面图的情况。
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为了介绍平面图的欧拉公式，我们首先介绍什么是平面图的面。我们在平面上画一个平
面图，用小刀沿着边切下，则这平面将分割成几块，这种块就称为图的面，即一个平面图的面
定义为平面的一块，它用边作界线，并且不再分为子块。例如图 8. 6 - 4(a) 有 3 个面，如图
8.6-4(b)所示。注意沿边 a 切，不再分割面 1 ，沿边 b 和 c 切，也不再分割面 3。如果面的面

积是有限的，称该面为有限面，否则，称为无限面。显然，平面图恰有一个无限面。

即

(a) 

// 

(b) 

图 8. 6 - 4 

平面图的欧拉公式如下：

定理 8. 6 -1 对任何连通平面图恒有

n-m+k=Z 

顶点数—边数十面数＝ 2

证 对边数进行归纳。

当 m=O 时，这个图只有一个顶点没有边，因此， n=l, m=O, k=l, 欧拉公式成立。

当 m=l 时，有两种情况：

(1) 这条边是自回路，此时 n=l. m=l, k=2 。

(2) 这条边不是自回路，此时 n=2, m=l. k=l 。

显然，这两种情况，欧拉公式都成立。

设 m=p-l(p~2)时欧拉公式成立，现证明 m=p 时欧拉公式也成立。

我们从 p 条边的图 G 中用以下二种方法之一随意地删去一条边 r（参看图 8.6-5):
(1) 如果图有次数为 1 的顶点 v, 则删去顶点 v 及其关联边 e 。

(2) 如果图有自回路，则删去一条自回路 e 。

丿＂勹eoe
(a) (b) (c) 

图 8. 6 - 5 

—- 296 



(3) 如果图有简单回路，则删去回路上的一条边 e 。

这三种方法之一总是可以实现的，于是，删去一条边后，可以得到一个具有 p-1 条边

的连通平面图 G' ，设 G'有 K 个面， n 个顶点，于是根据归纳假设有 n-(p— D+k=2 。

现在加回删去的边 e, 又得原来的图 G。根据删去的方法不同，加回 e 后，边数、面数

和顶点数变化情况如下：

情况］：此时增加一条边 e, 又增加一顶点 v, 面数不变，在这种情况下，

顶点数一边数十面数＝（n+D-p+k=n-(p-l)+k=2

情况 2: 此时增加一条边 e, 又增加一个面，顶点数不变。在这种情况下，

顶点数—边数十面数＝n—p+k+I=n— (p-l)+k=2

情况 3 ：与情况 2 相同。

可见不论哪种情况，欧拉公式都成立。证毕。

由千一个凸多面体可以看做一个连通的平面图，所以这里证明的欧拉公式已包含了凸

多面体的欧拉公式。

定理 8. 6 -2 在 n~3 的任何连通平面简单(n,m) 图中，有 m~3n — 6 成立。
证 因为图是简单的，所以，每个面用 3 条或更多条边围成。因此，边数大千或等于

3k(k 是面数，这里边数包含重复计算的）。另一方面，因为一条边在至多两个面的边界中，

所以各个面总边数小千 2m。因此

或

根据欧拉公式，我们有

所以

2m 多 3k

2 —m ~ k 3 

2 
n —m+~m~2 

3 

3n-6 ~ m 

本定理对 n~3 非连通平面简单图也成立。因为对每一分图此公式成立，所以，对整个

图更成立。

推论 8. 6-2 凡是非平面图。

证 n=5, m=lO, 结果 3n-6~m 不成立。所以，图

8. 6 - 6 不是平面图。

定理 8. 6-3 每个面用四条边或更多条边围成的任何

连通平面图中， 2n — 4~m 成立。

证证明是类似的，先求出

1 
~k -m 

2 

然后代入欧拉公式得

所以

1 
n —m +—m~2 2 

图 8. 6 - 6 
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2n - 4;):: m 

推论 8. 6 -3 K趴3 不是平面图。

证 n=6, m=9, 结果 2n— 4;;:?::m 不成立。所以图 8. 6 - 7 不是平面图。

或

图 8. 6 - 7 

8.6.3 库拉托夫斯基(Kuratowski)定理

定义 8. 6-2 凡和 K3,3称为库拉托夫斯基图。

定义 8. 6-3 两个图 G1 和 G2 称为在 2 度顶点内同构的（或称同胚），如果它们是同构

的，或者通过反复插入和（或）除去 2 度顶点，它们能变换成同构的图。

图 8.6-8(a) 和 (b)分别表示插入和删去一个 2 度顶点。图 8.6-8(c) 中的两个图是在

2 度顶点内同构的。

. 

(a) (b) (c) 

图 8. 6 - 8 

定理 8. 6 -4（库拉托夫斯基定理） 一个图是平面图，当且仅当它不包含任何在 2 度顶

点内和库拉托夫斯基图同构的子图。

定理的必要性部分是显然的，但要证明充分性却很繁琐，我们就不证了。

8.6.4 对偶图

将平面图 G 嵌入平面后，通过以下步骤（简称 D 过程）：
(1) 在图 G 的每个面 D，的内部作一顶点且仅作一顶点式；

(2) 经过每两个面 D，和 D, 的每一共同边界 ek 作一条边 ek. =（句，对）与 e, 相交；

(3) 当且仅当 ek 只是面 D，的边界时，对恰存在一自回路与 ek 相交。

所得的图称为图 G 的对偶图，记为 G. 0 

图 8. 6 - 9 中，虚线构成的图是实线构成的图的对偶图。

一个图 G 可以用不同方法嵌入平面，例如 G= ({a,h,c,d,e,J), { (a,h), (a,c), (h,c), 

(b, d), (b, f), (c, f), (c, e), (d, f), (d, e), (e, f) }〉时，如图 8. 6 - 9 的 (b) 和 (c) 所示。 (b)

中的对偶图有 5 度顶点，（ c）中的对偶图却没有。可见一个图的对偶图不是唯一的。只有 G

是连通的， G 的平面嵌入确定以后，若由 G 通过 D 过程得出 G. ，则由 G．也可通过 D 过程

得出 G 。
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图 8, 6 - 9 

容易看出：图 G 的基本回路对应千对偶图

c· 的割集；图 G 的割集对应千 c· 的基本回

路；反之亦然。且对应的割集和回路所含的边

数相同。例如图 8. 6 - 10 的 G 中， e1, e2, e3 ，也

构成一基本回路，则在 c· 中， e伈 e:, e~, e~ 构成

一割集。这是对偶图的一个重要性质。现在我们

应用这一性质，再次证明 K益、凡是非平面图。

例 8. 6 - 1 证明 K孔3 是非平面图。

如果 K3,」是平面图，则存在对偶图 K3..3, 

由表 8. 6 - 1 左侧 K3,3 的情况可推出右侧 K3..3 

的情况。

表 8. 6 - 1 

(b) 

d 

(c) 

e; 
＿一

----- 、
，，、
，，、

/.I'__df a \ 
\ 

e l \ 

, 
-... _ _ -el \ _ 

、
I 

b _:+ 
_,_---' - - 

I 

e I 
2 I 

I 
/ 

\ 

、

、 ~c ，，／ / 

、-，，

------一e; 

图 8, 6 - 10 

K3,3 K沁

9 条边 9 条边 (1) 

不含 2 条边的割集 没有互相平行的边 (2) 

含有 5 条边的割集 含有 5 条边的基本回路 (3) 

基本回路含 4 或 6 条边 只有 4 条边和 6 条边组成的割集，因而顶

点的度数至少是 4 (4) 

由表 8. 6 - 1 中的 (3) 和 (2) 知，长度为 5 的回路必有图

8. 6 -11 形式，否则将出现平行边而与 (2) 矛盾。所以， K3',. 至少

有 5 个顶点，又根据 (4)知每个顶点至少是 4 度，所以至少有

1 
一 (5 X 4) = 10 
2 

条边。但由 (1)知只能有 9 条边，这就得出矛盾。所以， K3,3 是非

平面图。

可用类似方法证明凡是非平面图，请读者自证。

图 8. 6 - 11 

8.6.5 图的着色

本节讨论无向简单图的着色问题，＂图 G”一词都要理解为无向简单图。
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定义 8. 6 -4 给图 G 的每个顶点着色，使得没有两个相邻顶点着上相同的颜色，这种

着色称为图的正常着色。一个图 G 的顶点可用 K 种颜色正常着色称 G 为 K－可着色的。使 G

是 K可着色的最小值 k 称为 G 的色数，记为X。 (G) 。 X。 (G)=k 时，称 G 是 K 色的。

容易看出，完全图凡的X。 (K")=n; 长度为偶数 n 的基本回路 C" 的X。 (C") =2; 长度

为奇数 n 的基本回路 en 的礼 (C")=3; 二部图 G 的X。 (G)=2;G 是零图时， X。（G)=l 。但

对千 n>3 的 n 色图的特征至今仍不清楚。

定理 8. 6 - 5 X。 (G)¾l +Ll(G) 。

证 仅对连通图作证明，否则可对每个连通分图进行证明。对 G 的顶点数作归纳。

n=2 时，只有一条边 .1(G) = 1, X。 (G)=2, 定理成立。设 n-l(n~3) 时定理成立。现

设 G 有 n 个顶点，删去 G 的任一顶点 v, 得到图 G' 。 Ll(G'）最大是 Ll(G) ，根据归纳假设，

礼 (G')¾l +Ll(G) 。加回顶点 v, deg(v)¾Ll<G), v 的邻接点只需 A(G)种颜色，千是可给 v

着上第 1 +.1(G)种颜色，即 G 是 .1(G)+l －可着色的。证毕。

1941 年，布鲁克斯(Brooks) 已经证明色数达到上界 1 +Ll(G) 的实际上只有三类图：完

全图 K" 、奇长度的基本回路 C" 和零图。其它图 G 的X 。 (G)¾Ll(G) 。

定义 8. 6 - 5 给图 G 的每条边着色，使得没有两条相邻的边着上相同的颜色，这种着

色称为图的正常边着色。一个图 G 的边可用 K 种颜色正常边着色，称 G 为 K可边着色的。使

G 是 K可边着色的最小值 k 称为 G 的边色数，记为X1(G) 。 X, (G)=k 时，称 G 是 K 边色的。

1964 年，维津(Vizing) 给出以下定理。

定理 8. 6 - 6 MG)¾X1 (G)冬.1(G) + 1 。

该定理不证，而 .1(G)¾X1 (G)成立是明显的。另外也不加证明地列出以下事实：奇数

长的基本回路 C 的X,(C")=3, 偶数长的基本回路 C" 的X1(C”)=2 。二部图 G 的X, (G) = 

.1(G) 。 n 为奇数时，完全图凡的X1 (K")=n; n 为偶数时，完全图凡的X1(Kn)=n-I 。

例 8. 6 - 2 有些物品不能和另一种物品放在一起，例如引爆药和炸药。现有 A 、 B 、

C 、 D 、 E,F 六种物品，已知 A 、 B;A 、 C;A 、 D;B 、 C;C 、 D;C 、 F;D 、 E;E 、 F 不能放

在一起。为了安全需要几间库房放置这六种物品？

解 此类问题可抽象为图的顶点着色问题。顶点代表物品，两物品 X 、 Y 不能放在一

起，则 X 、 Y 间有一条边。根据题意可得出图 8.6 --12 。设颜色集为 {1, 2, 3, …｝，可如图

那样着色，色数是 3, 所以需要 3 间库房。

E , D,2 A, I 

F.2 C 3 B` 2 

图 8. 6 - 12 

例 8. 6 - 3 课表问题。某半日制学校，有 4 位教师九、立、九、 1.4 和五个班 Y1 、 Y~

Y3 、 Y4 、 Y5 。一个课时是 50 分钟，上午只有 4 个课时。一个课时中一个老师只能为一个班

上课，一个课时中一个班也只允许一个老师来上课。已知老师每天担负的各班课时数如表

8. 6 - 2 所示，请给他们安排一张课表。
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表 8. 6 - 2 

：三 y1 Y2 y3 y4 Ys 

.1.·1 1 I 1 。 I 

X2 1 1 1 1 。

.r, 。 1 1 1 1 

工4 2 。 。 1 l 

解 这个问题可把它抽象成二部图边着色问题。图 8. 6 - 13 是着色的结果，其中－－－－

表示安排在第一课时．一、一、一一．分别表示安排在第二、三、四课时，根据这个边打

色图得出课表如表 8. 6 - 3 所示。

X1 X2 

YI Y2 Y3 y4 

图 8. 6 - 13 

表 8. 6 - 3 ; 课时
- -

1.I yl y5 

工2 y2 Y, 

.r, y, Y2 

｀互 Ys y4 

课表问题中容易出现多重图，虽然本小节限千讨论

简单图，但概念仍可应用到多重图。唯有维津定理要

改为

ti(G) < Xi CG) < ti(G) + µCG) 

这里 µ(G)是图 G 中边的最大重数。例如图 8. 6 - 14 就

需要 ti(G) 十µCG)=4+2=6 种颜色才能正常边着色。

8.6.6 五色问题

y5 

四

Y2 y3 

y3 Y4 

Y, y5 

yl .Y, 

图 8. 6 - 14 

1852 年，英国一个名叫盖思电(Guthrie) 的青年提出地图四色问题。在画地图时，如果

规定一条边界分开的两个区域涂不同颜色，那么任何地图能够只用 4 种颜色涂色。这个问

题成为数学难题，一百多年来，许多人的证明都失败了。直至 1976 年 6 月，美国伊利诺斯

--- 301 — 



大学两位教授阿佩尔 (Appel) 和海肯 (Haken) 利用电子计算机计算了 1200 h, 证明了四色

问题。这件事曾轰动一时。但是用“通常“证明方法来解决四色问题，至今仍未解决。

利用对偶图，可把地图着色问题转化为顶点着色问题。仅用 4 种颜色给平面图正常着

色，上面已指出用“通常”方法至今仍未解决，但用 5 种颜色给平面图正常着色却是可以证

明的。

不失一般性，不妨设平面图 G 是连通的简单图。

引理 在平面连通的简单图中至少有一个顶点 Vo' 其次数 d(v。 )~5 。

证 用反证法。设所有顶点的次数不小于 6。因为图是简单的平面图，所以公式

3n —6 ?,m 

成立，即
n 

6n - 12 ~ 2m = ~ d, ~ 611 
'= 1 

但这是不可能的。因此，至少有一个顶点，其次数 d(v。 )~5 。

定理 8. 6 -7 用 5 种颜色可以给任一平面简单连通图 G=(V,E〉正常着色。

证 对图的顶点数作归纳。

当 n¾5 时，显然成立。假设 n— 1 个顶点时成立，现证明 n 个顶点时也成立。

由引理知图 G 至少存在一顶点 Vo, 其次数 d(v。 )¾5 。在图 G 中删去 v。得图 G-{v。},

由归纳假设知该图可用 5 种颜色正常着色。然后将 v。又加回去，有两种可能：

(1) d(v。)＜5 或 d(v。)＝ 5 但和 Vo 邻接的 5 点着的颜

色数小于 5 。则 v。极易着色，只要选与四周顶点不同的颜

色着色即可。

(2) d(v。)＝ 5 且和 v。邻接的 5 点着的是 5 种颜色，

如图 8. 6 - 15 所示，我们称图G— {v。}中所有红黄色顶点

为红黄集，称图 G— {v。}中所有黑白色顶点为黑白集。千

是又有两种可能。 图 8. 6 - 15 

CD VJ 和 V3 属千红黄集导出子图的两个不同分图中，如图 8. 6 - 16 所示。将 V1 所在分

图的红黄色对调，并不影响图 G-{v。}的正常着色。然后将 v。着上红色，即得图 G 的正常

着色。
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@ v1 和 V3 属千红黄集导出子图的同一分图中，则 V1 和 v, 之间必有一条顶点属于红

黄集的路径 P, 它加上 v。可构成回路 C: (Vo, V1, P, v3, v。)，如图 8. 6 - 17 所示。由于 C 的

存在，将黑白集分为两个子集，一个在 C 内，另一个在 C 外，于是黑白集的导出子图至少

有两个分图，一在 C 内，一在 C 外。于是问题转化为CD的类型，对黑白集按CD的办法处理，

即得图 G 的正常着色。证毕。

红

图 8. 6 - 17 

习题

1. 若 G 是无向平面 (n,m) 图，有 Q 个分图，证明 n—m+k=w+L k 是面的个数。

2. 证明在 n;::?:3 的平面简单图中，有 K<2n— 4。这里 n 是图的顶点数， K 是面数。

k(n-2) 
3. 证明若 G 是每个区域至少由 k (k;::?:3) 条边围成的连通平面图，则 m~ 。这k-2 

里 n 、 m 分别是图 G 的顶点数和边数。

4. 证明小于 30 条边的平面简单图有一个顶点的次数~4 。

5. 证明在有 6 个顶点、 12 条边的连通平面简单图中，每个区域用 3 条边围成。

6. 设 G 是有 11 个顶点或更多顶点组成的无向简单图，证明 G 或其补G 是非平面图。

7. 证明图 8. 6 - 18 所示的图是非平面图。

图 8. 6 - 18 

8. 试作出图 8. 6 - 19 中两个图的对偶图。

(a) (b) 

图 8. 6 - 19 
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9. 能对凡利用 D 过程作出它的对偶图吗？有什么困难？

10. G 是由两个连通分图构成的平面图，对 G 使用 D 过程得出 G. ，再对 G．使用 D 过

程能得出 G 吗？为什么？

11. 若将平面分为 K 个面，使每两个面都相邻，问 K 最大是多少。

12. 如果平面图 G 的对偶图 G．同构于 G, 则称 G 为自对偶图。试给出一个自对偶图。

13. 试证明，如果一个(n,m) 图是自对偶图，则 m=2(n-1) 。

14. 应用 8. 5. 4 小节例 8. 5 - 1 的类似方法证明 K，是非平面图。

15. 试用 3 种颜色，给图 8. 6 - 20 所示的图着色，使两个邻接的面不会有同样的颜色。

图 8. 6 - 20 

16. 给图 8. 6 - 21 所示的 3 个图的顶点正常着色，问每个图至少需要几种颜色。

(a) (b) (c) 

图 8. 6 - 21 

17. 证明一个无向图能被两种颜色正常着色，当且仅当它不含长度为奇数的回路。

18. 请给出一个用 A(G)种颜色给二部图边着色的算法。有了此算法，实际上也证明了

在二部图中X1 (G)=A(G) 。（提示：心逐点边着色。＠利用二部图特点解决冲突。所谓冲

突是指在顶点 u 处给边 (u, V) 着色时，若发现只能用颜色 c，着色，但关联于 ·v 的边中已有

一边着 c，色，则称在顶点 v 发生了冲突。）

l9．由任意有限条直线划分平面，试证所得的图可以 2－面着色。（注：用圆代替直线命

题仍成立。）

* 20. 证明当 n 是奇数时， X1<K.)=n, 当 n 是偶数时， X1<K")=n— 1 。

8.7 树

8.7. 1 元向树

定义 8. 7 -1 连通而无简单回路的无向图称为无向树，简称树。树中次数为 1 的顶点

称为树叶。次数大于 1 的顶点称为分枝点或内部结点。
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定义 8. 7 -2 一个尤向图的诸连通分图均是树时，称该无向图为森林，树是森林 Q

例如图 8. 7 - l(a) 、 (b)所示的都是树，（ c）所示的是森林。 y 
0 

0 
。

(a) (b) (c) 

图 8. 7 - 1 

定理 8. 7 -1 无向图 T 是树，当且仅当下列 5 条之一成立。（或者说，这 5 条的任一条

都可作为树的定义。）

(1) 无简单回路且 m=n— l 。这里 m 是边数， n 是顶点数，下同。

(2) 连通且 m=n-1 。

(3) 无简单回路，但增加任一新边，得到且仅得到一条基本回路。

(4) 连通，但删去任一边，图便不连通(n~2) 。

(5) 每一对顶点间有唯一的一条基本路径(n?2) 。

证 心证明由树的定义可推出第 (1) 条。

对 n 作归纳。

n=l 时， m=O, 显然 m=n— l 。

假设 n=k 时命题成立，现证明 n=k+l 时也成立。

由于树是连通的而无简单回路，因此至少有一个次数为 1 的顶点 v, 在 T 中删去 v 及

其关联边，便得到 K 个顶点的连通无简单回路图。由归纳假设它有 k-l 条边。再将顶点 v
及其关联边加回得到原图 T, 所以 T 中含有 K+1 个顶点和 K 条边，符合公式 m=n-1 。

所以树是无简单回路且 m=n— l 的图。

＠证明由第 (1)条可推出第(2) 条。

用反证法。若图不连通，设 T 有 K 个连通分图 (k多2) T1'T2'...'Tk' 其顶点数分别是
k k 

n1,n2, …， nk ，边数分别为 m1,m2, …，如，且 >n, = n ，区 m; =m。于是
,~1 i~I 

rn =言 m, ＝言 (n; - 1) = n —k<n-~l 

得出矛盾。所以 T 是连通且 m=n-1 的图。

＠证明由第(2)条可推出第(3) 条。

首先证明 T 无简单回路。对 n 作归纳证明。

n=l 时， m=n— l=O, 显然尤简单回路。

假设顶点数为 n-1 时无简单回路，今考察顶点数是 n 的情况。此时至少有一个顶点

1)，其次数 d(v)=l 。因为若 n 个顶点的次数都大于等千 2, 则 T 不少于 n 条边，但这与

m=n-l 矛盾。我们删去 v 及其关联边得到新图 T' ，根据归纳假设 T'无简单回路，再加回

v 及其关联边又得到图 T, 则 T 也无简单回路。

其次证明增加任一新边(v,.vl) ，得到一个且仅一个基本回路。

由于图是连通的，从 v，到 v) 有一条通路，再增加(v, ， V)) ，就构成一条简单回路。此回
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路若不是唯一和基本的，则删去此新边， T 中必有简单回路。得出矛盾。
＠证明由第 (3)条可推出第 (4) 条。

若图不连通，则存在两个顶点 v，和也，在 v, 和 v) 之间没有路，若加边(v,,V1)不会产

生简单回路，但这与假设矛盾。

由千 T 无简单回路，因此删去任一边，图便不连通。

＠证明由第 (4)条可推出第 (5) 条。

由连通性知，任两点间有一条路径，千是有一条基本路径。若此基本路径不唯一，则

T 中含有简单回路，删去此回路上任一边，图仍连通，这与假设不符，所以通路是唯一的。

＠证明由第 (5)条可推出树的定义。

显然连通。若有简单回路，则回路上任两点间有两条基本路径，此与基本路径的唯一

性矛盾。证毕。

由于定理 8. 7 - 1 的 (3) 和 (4) ，树也分别称为“最大无回路图”和“最小连通图”。

定理 8. 7-2 任一树 T 中，至少有两片树叶(n~2 时）。

证 若 T 中每个顶点的次数大于等于 2, 则 ~deg(v, ）多 2n。若 T 中只有一个顶点次

数为 l ，其它顶点次数大于等千 2' 则

~deg(v,)~ 2(n —1) + 1 = 2n —l 

这些都与 ~deg(v;) = 2(n- l) 矛盾。所以， T 中至少有两个顶点次数为 1 。证毕。

8.7.2 生成树

定义 8.7 — 3 给定一个无向图 G, 若 G 的一个生成子图 T 是树，则称 T 为 G 的生成

树或支撑树。

图 G 的生成树不是唯一的，如图 8. 7 - 2 所示，右侧两个图都是左侧图 G 的生成树。

e8 

e8 

(a) (b) (c) 

图 8. 7 - 2 

在连通无向图 G 中寻找一个生成树是很简单的。若 G 没有简单回路，则 G 本身就是生

成树。若 G 仅有一个简单回路，从此简单回路中删去一条边，仍保持图的连通性，即得一

棵生成树。若 G 有多个简单回路，则逐个地对每个回路重复上述过程，直至得到一棵生成

树为止。因此有下述定理。

定理 8. 7 -3 任何连通无向图至少有一棵生成树。

生成树 T 中的边称为树枝，不在生成树 T 中但属千图 G 的边，称为树 T 的弦。弦的集

合称为树 T 的补。若图 8. 7 - 2(a) 的生成树取为 (b) 图，则 e2, e5, ea, e3 是树枝， e1,es,e1,e,

都是弦，｛ e1, e5, e7, e4) 是该生成树的补。

设连通图 G 有 n 个顶点、 m 条边，则 G 的任一生成树有 n-1 条树枝、 m-n+I 条弦。
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对图 G 给定生成树 T 后，根据定理 8. 7 -1 的第 (3)条，每加一条弦，则得一个基本回

路。例如在图 8. 7 - 2 中，若树的边集是{ e2, e3, e6, e8} ，则

加弦 e1 ，得基本回路{ e1, e2, e5, ea} 。

加弦 e5 ，得基本回路{ es, e2, e5} 。

加弦 e7 ，得基本回路{e7,e6,e3} 。

加弦 e4 ，得基本回路{e4,e8,e6,e3} 。

因为有 m—n+1 条弦，一般地可得 m—n+1 个基本回路，此 m— n+1 个基本回路称

为图 G 的关千生成树 T 的基本回路系统。

从树 T 中删去一条枝，将 T 分为两棵树， G 的顶点集划分为两个子集，连结这两个子

集的边集就是对应千这条枝的割集，称为对应千这条边的基本割集。例如在图 8. 7 - 2 中，

若树枝集是{ e2, e3, e5, e8} ，则

对应于树枝 e2 的基本割集是{ e2, e1, es} 。

对应千树枝 e6 的基本割集是{ e1, es, e6, e;, e4} 。
对应于树枝 e8 的基本割集是{ e1, e8, e4} 。

对应千树枝 e3 的基本割集是{ e3, e7, e4} 。

注意基本割集中，仅有一条边是树枝。

因为有 n-1 条枝，一般地可得 n-1 个基本割集，称为图 G 的关千生成树 T 的基本割

集系统。

现在我们讨论一个连通无向图 G 中，简单回路和割集的一些性质。

定理 8. 7 -4 一条简单回路和任何生成树的补至少有一条共同边。

证 若有一条简单回路和一棵生成树的补没有共同边，那么这简单回路包含在生成树

中。然而这是不可能的。因为一棵树不包含简单回路，证毕。

定理 8. 7-5 一个割集和任何生成树至少有一条共同边。

证 若有一割集和一棵生成树没有共同边，那么删去这个割集后留下一棵完整的生成

树。然而这意味着删去一个割集后，不能将图分离成两个分图，这与割集的定义相矛盾。

证毕。

定理 8. 7 -6 任一个简单回路和任一个割集有偶数（包括 0) 条共同边。

证 设 D 是图 G 中的一个割集，删去 D 后得两个顶点子集忆和 V2, 现在考察任一条

简单回路 C 。

(1) 如果 C 的所有顶点均在 V] （或 V2) 中，则 C 与 D 没有公共边，定理得证。

(2) 如果 C 的一部分顶点在 V] 中，一部分在忆中，则从忆中 C 的任一顶点出发，沿

着 C 往返千忆和忆间，因 C 是简单回路，最后必然要回到出发点，这样， C 中必然含有
偶数条 D 中的边，如图 8. 7 - 3 所示。证毕。

图 8. 7 - 3 
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下面我们研究图 G 中关于给定生成树 T 的基本回路系统和基本割集系统间的关系。

定理 8. 7 -7 设 D= {e1,e2,e3, ·•·,ek} 是一个基本割集，其中 e1 是树枝， e2 ，女，…， e•
是生成树的弦，则 e1 包含在对应于 e; (i = 2, 3, …， K) 的基本回路中，而不包含在任何其它

的基本回路中。

证明之前，我们先举一例，以加深对定理的理

解。如图 8. 7 -4 所示，生成树是{a,b,e,h,i} ，其中

一枝为 e, 包含 e 的割集为 {e,d,f伈则由弦 d 决定

的基本回路 {a,b,e,d} 和由弦 f 决定的基本回路

{e,h,i,f}都含有 e，而其余两个基本回路都不含 e 。

证设 C 是对应于弦 e2 的基本回路，因为 C

和 D 有偶数条共同边， e2 是一条共同边，千是 e1 也

d 

图 8. 7 - 4 

必然在 C 中（因为 D 中唯有 e1 是树枝）。在对应于弦 e3, …， ek 的基本回路中的证明是类似

的。

设 C'是对应千任何不在 D 中的弦的基本回路，则 C'不能包含 e! ，否则 C'和 D 将有唯

一的一条共同边 e1, 而与定理 8. 7 - 6 矛盾。证毕。

定理 8. 7-8 对给定的一棵生成树，设 C={e1,e2,•··,e女｝是一条基本回路，其中 e1 是

弦， e2, …， ek 是生成树的枝，则 e1 包含在对应于 e, （ i=2, …， K) 的基本割集中，而不包含在

任何其它的基本割集中。

此定理是上一定理的对偶形式，证明留作练习。

8.7.3 最小生成树

设图 G=<V,E,W〉是赋权连通简单无向图， W 是 E 到非负实数的函数，边 (i,j) 的权

记为 W(i,j) 。若 T 是 G 的生成树， T 中树枝的权之和称为 T 的权，记为 W(T) = 

~ W(i,j) 。所有生成树中具有最小权的生成树称为最小生成树。
(,.J) E T 

求最小生成树是下列一类实际问题的数学抽象：“为了把若干城市连结起来，要求设

计最短通信线路“,”为了解决若干居民点供水，要求设计最短的自来水管线路”。本小节将

介绍在给定的一个赋权连通图中寻求最小生成树的有效算法。

定理 8. 7 -9 设 G 是边权全不相同的连通简单图， C 是一条简单回路，则 C 上权最大

的边 e 必定不在 G 的最小生成树中。

证 用反证法。设 e 在最小生成树 T 中，包含 e 的基本割集为 D 。 C 和 D 有偶数条共

同边，其中一条为 e, 另一条为弦 f，将边 f 加到 T 上，得到一生成子图，记为 H，它恰包

含一条基本回路，记为 Cf。根据定理 8. 7 - 7, e 也含在基本回路 C1 中。于是从 H 中删去

边 e' 便可以得到一棵新的生成树，它的权小千 T 的权，与 T 是最小生成树矛盾。证毕。

在这个定理的基础上，建立了克鲁斯克尔 (Kruskal)算法：

设 G 有 n 个顶点， m 条边，先将 G 中所有的边按权的大小进行排列，不妨设

W(e1) <W(ez) <… <W(em) 

(1) k-1, A-长久

(2) 若 AU {e;} 导出的子图中不包含简单回路，则 A-AU {e,} 。
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(3) 若 A 中已有 n — 1 条边，则算法终止，否则 k-k+l, 转至 (2) 。

以上算法是正确的，理由如下：

(1) 由边集 A 所导出的子图 T 是图 G 的生成树。

因为根据算法而得到的子图 T 是在 n 个顶点上有 n — 1 条边且无简单回路的图。根据

定理 8. 7 -1 第 (1)条知，它是树，另外 T 包含了图 G 的全部顶点，所以 T 是 G 的生成树。

(2) T 是最小生成树。用反证法。假设 T'是最小生成树而 T 不是，则存在一条边 e,E
T' ，但 e足 T, 将 e, 加到 T 得到一基本回路 C, 由上述算法知， e, 是 C 中的权最大的边，否

则不会排除出 T, 但根据定理 8. 7 -9 知， C 中权最大的边 e，不应在最小生成树 T' 中，这与

e,ET'矛盾。所以 T 是最小生成树。

图 8. 7 - 5 给出了求最小生成树的例子，要注意带权 4 和 7 的边是怎样在一步一步作

图的过程中被排除掉的。

图 8. 7 - 5 

以上算法中假设 G 中的边权全不相同，实际上，这种算法完全适用千边权任意情况。

只是所求得之最小生成树不唯一。

习题

1. 描述所有恰好有两片树叶的树的特征。

2. 一棵树有两个顶点的度数为 2' 一个顶点的度数为 3. 三个顶点的度数为 4, 问它有

几个度数为 1 的顶点。

3. 一棵树有 n2 个顶点度数为 2, n3 个顶点度数为 3, …… ,nk 个顶点度数为 k •问它

有几个度数为 1 的顶点。

4. (1) 证明有 n 个顶点的树，其顶点度数之和为 2n— 2 。

(2) 设 d1,d2, …， dn 是 n 个正整数， n?2, 且 td; = 2n-2。证明存在一棵顶点度数
为 di,d2, …， dn 的树。

5. 试证明连通无向图 G 的任何非自回路的边．都是 G 的某一个生成树的边。

6. 证明或否定断言：连通无向图 G 的任何边，是 G 的某一棵生成树的弦。

7. 证明生成树的补不包含割集，而且割集的补不包含生成树。

8. 证明定理 8. 7 - 8 。

9. 设 L 是图 G 中的基本回路• a 和 b 是 L 中的任意两条边，证明存在一个割集（｀，使

LnC= {a,b} 。

* 10. 设卫和兀是连通图 G 的两棵生成树， a 是在 T] 但不在卫中的一条边。证明存
在一条在兀但不在九中的边 b, 使（ T1-{a}>U{b} 和 (T2 — {b})U{a} 都是 G 的生成树。

11. 对图 8. 7 - 6 所示的图，确定其最小生成树。
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6 
2 

图 8. 7 - 6 

12. 证明树是二部图。

8.8 有向树

8.8. 1 有向树的定义和性质

定义 8. 8 -1 有向树是结点集合非空的，并符合以下三条的有向图。

(1) 有且仅有一个结点叫树根，它的引入次数是 0 。

(2) 除树根外每一结点的引入次数是 1 。

(3) 树的每一结点 a, 都有从树根到 a 的一条有向路径。

有向树亦称根树，通常采用根在顶上，所有弧向下，弧的箭头略去的图表示。

例 8. 8 - 1 Cl) 图 8. 8 -1 中的有向图都是有向树，每棵树的根都是结点 a 。

a 

d 

c 

ab o_0 o a 

(a) (b) (c) 

图 8. 8 - 1 

(2) 图 8. 8 - 2 中的有向图不是树。图 (a)有两个结点引入次数是 o, 图（ b）有一个结点

引入次数是 2 ，图（ c）没有一个结点引入次数是 0 。

(a) (b) 

图 8. 8 - 2 

(c) 

310 ~ 



定义 8. 8 -2 设 a 和 b 是有向树 T 的结点，如果有一弧从 a 到 b, 那么说 a 是 b 的父

亲，而 b 是 a 的儿子。如果从结点 a 到结点 b 有一有向路径，那么说 a 是 b 的祖先，而 b 是

a 的后裔；如果 a＃从那么 a 是 b 的一个真祖先而b 是 a 的一个真后裔。由结点 a 和它的所

有后裔导出的子有向图叫做 T 的子树， a 叫子树的根。如果 a 不是 T 的根，那么子树是 T

的真子树。引出次数是 0 的结点叫树的叶；不是叶的结点叫做内部结点（或分枝点）。从树

根 r 到一结点 a 的路径长度称为 a 的路径长度，亦称 a 的层次。树 T 中层次的最大值叫做

树 T 的高度。

例 8. 8 - 2 考虑图 8. 8 - 3 中的树。

a 

d 

图 8. 8 - 3 

根是 a, a 有 3 个儿子 b 、 e 和 d, 结点 b 有两个儿子 e 和 f, 结点 e 没有儿子。 e 的父亲

是 b, e 的真祖先是 a 和扒树的叶是 c 、d 、 e 和 f'a 和 b 是内部结点。树的高度是 2。具有结

点集 {b,e，户的子有向图是根为 b 的子树。由唯一结点 d 组成的子有向图是根为 d 且高度

为 0 的子树。

定理 8. 8 -1 设 T 是一棵有向树，根是 r, 并设 a 是 T 的任一结点，那么从 r 到 a 有

唯一的有向路径。

证 根据有向树的定义有一从 r 到 a 的有向路径，所以我们仅需证明其唯一性。

用反证法。若从根 r 到 a 有两条不同的路径，不妨设为

P1: (r=a0,a1,a2, …,an=a) 

P2: (r=b。 ,b1 ，仇，…，伈＝ a)

因为这是两端相同的两条有向路径，千是

或者

(1) 存在一个非负整数 k, O~k<min{n, m片使非负整数 t~k 时， an一 1=bm一 1 而 an-k-l=F

bm -k- I 。此时结点 a,,·-k （即 bm-k) 的引入次数是 2, 与有向树定义矛盾（参看图 8. 8 - 4) 。

a,+1 a忙k一1

f 

>.1 bm-K一l
图 8. 8 - 4 

或者

(2) i=min{n,m) 时有 a,t一，＝ bm 而 n-=/=-m 。此时根有非 0 的引入次数，又与有向树的

定义矛盾。
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所以不可能有两条不同的有向路径，唯一性得证。

推论 8. 8-1 有向树中的每一有向路径是基本路径。

证 若非基本，则根到某些结点的路径将非唯一，这与定理 8.8 — 1 矛盾。
定理 8.8-2 有向树没有非零长度的任何回路。

证 用反证法。设存在一个回路 C=(a。心， a2,..., ak,a。)。首先我们指出，如果 C 的

长度大千 1 ，则 C 上的相邻边方向是一致的，如图 8. 8 - 5 所示。因为如果存在位，－ l ， a, 〉和

(a;+1,a, 〉形式的相邻边，则 a，的引入次数为 2, 与树的定义不符。

a。aoo4 
a 1 

图 8. 8 - 5 

再者，由树的定义，从根 r 到结点 a。有一条有向路径，不妨设为 (r,b1,b2, …， b",a。)，

由于 C 的所有相邻边的方向一致，所以 (r,b1,b2, …，b",C）也是一条从 r 到 a。的有向路径，

但这与定理 8. 8 -1 矛盾。这就证明了任何回路 C 不存在。

定理 8. 8-3 有向树成立公式

m = n-1 

这里 m 是边数， n 是结点数。

证 因为除根结点外，每一结点的引入次数为 1, 也就是说，除根结点外，每一结点对

应一条边，所以， m=n— l 。证毕。

定理 8. 8 -4 有向树的子树是有向树。

证 设 S 是有向树 T 的子树，根据子树的定义， S 至少含有根结点，不妨设为 a 。

(1) 树中不存在回路，所以 a 的真后裔不可能是 a 的真祖先。这样， S 中没有 a 的真祖

先存在，因而在 S 中 a 的引入次数为 0 。

(2) S 中 a 以外的结点都是 a 的后裔，所以，对有向图 T 来说，从 a 到其余结点都有

一条有向路径 y, 显然 Y 所经过的结点都是 a 的后裔，全在 S 中，因而 y 也在 S 中。所以，
对子树 S 而言，从 a 到 S 中其余结点也都有一条有向路径。

(3) 因为对子树 S 而言从 a 到 S 中其余结点都有一条有向路径，所以其余结点的引人

次数不少千 1' 但 S 是 T 的子图，引人次数不能多于 1, 于是其余结点的引入次数都是 1 。

由以上各点得出子树是有向树。证毕。

由于本定理指出的事实，有向树可以递归地定义，在有向树中也可应用递归算法。有

向树的递归定义请读者自己作出。

有向树 T=(V,E〉除用线图表示外，也常用括号表示，由千子树是树，有向树的括号

表示可递归定义如下。

定义 8. 8 -3 有向树 T 的括号表示按以下规则得出：

（］）如果 T 只有一个结点，则此结点就是它的括号表示。
(2) 如果 T 由根 r 和子树 T1,T2, … ,T,，组成，则 T 的括号表示是：根 r, 左括号， T口
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T2, …，卫的括号表示（两子树间用逗号分开），右括号。

例 8. 8 - 3 设 3 棵有向树如图 8. 8 - 6 所示，则

图 (a) 的括号表示： a[b[d,e,f],c] 。

图 (b) 的括号表示： a 。

图 (c) 的括号表示： k1[k2 心 [K5 心 [K7 ，如］］， k ］。

a 
kl ao 

ki 

ka 

(a) (b) 

图 8. 8 - 6 

现在叙述儿种获得广泛应用的树，这些树都有某些限制。在树 T 中，如果每一结点的

儿子个数是 n 个或少千 n 个，那么此树叫 n 元树。如果每一结点或有 n 个儿子或没有儿子，

那么此树叫完全 n 元树（或叫正则 n 元树）。在许多应用中，从每一结点引出的边都必须给

定一个次序，或者等价地给结点的每一儿子编序，称它们为某结点的第一、第二、…、第 n

个儿子。树中每一结点引出的边都规定次序的树叫有序树。一般自左至右地排列，左兄右

弟。如果树中每一结点的儿子不仅给出次序，还明确它们的位置，那么这种树叫位置树。

用得最多的是二元位置树，树中每一结点的儿子都被指明是它父亲的左儿子或右儿子。

例 8. 8 - 4 考虑图 8. 8 - 7 各树。

a a 

卜
d b 

左＼e
e f g 

I 
T1 T2 

a a 

2归 b 

d e I d e J 

T4 T5 

图 8. 8 - 7 

b 

a 

g 

TJ 

\ a/b 

T6 T1 

树九是三元树但不是完全三元树；兀是完全二元树。工和兀当作非有序树是相等

的；当作有序树它们是不相等的，因为在九中， d 是 c 的第一个儿子，而在九中 d 是 l 的

第二个儿子。九和兀作为有序树是相等的，作为位置树不相等，九的 a 没有左儿子， b

是 a 的第 2 个儿子（记在相应边上），卫的 a 没有第二个儿子， e 是 a 的右（或第 3 个）儿子。
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兀和兀作为有序树是相等的，作为位置树不相等，在兀中， b 是 a 的左儿子，在九中，
b 是 a 的右儿子。

定义 8. 8 -4 一个有向图，如果它的每个连通分图是有向树，则称该有向图为（有向）
森林；在森林中，如果所有树都是有序树且给树指定了次序，则称此森林是有序森林。

对计算机来说二元位置树最容易处理，所以常把有序树或有序森林转化为二元位置
树。下面我们通过例子说明有序树或有序森林用二元位置树表示的方法。

例 8. 8 - 5 (1) 把有序树转化成二元位置树。方法参看图 8. 8 - 8 。

6 7 
8 9 10 II 

(!) 

5 

6 7 

、
丿

82 

( 
9 10 II 

图 8. 8 - 8 

(2) 把有序森林转化成二元位置树。方法参看图 8. 8 - 9 。

7 

4 

8 

5 6 11 

(1) 

12 13 

6 

4 

11 

(3) 

lO 

13 

4 5 
6 11 

(2) 

12 13 

(3) 

图 8. 8 - 9 

容易看出，这个方法也是可逆的，即任一二元位置树也可转化为有序树或有序森林。

有序森林和二元位置树一一对应。

树常用来表示离散结构的层次关系，如行政组织、家谱、分类等等，这些都是可以想
象的，下面我们仅举一个用树表示算术表达式的例子。
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例 8. 8 - 6 算术表达式 a— [b+(c/d+e/f)]可用图 8. 8 - 10 表达。注意所有运算对

象都处于树叶位置，运算符处千分枝点位置，括号不表示，路径长度远的先算。

图 8. 8 - 10 

* 8. 8. 2 前级码和最优树

通信中，我们常用 5 位 0 、 1 序列表示一个英文字母（因为 26<25) 。在接收端每收到 5
位 0 、 1 序列就可确定一个字母。但各字母被使用的次数是不均匀的，例如 e 和 t 用得频繁，

q 和 z 用得稀少。于是人们希望用较短的序列去表示使用频繁的字母，用较长的序列去表

示用得稀少的字母，这样就可缩短信息串的总长。但是这样产生了一个问题：当我们用不

同长度的序列去表示字母时，在接收端的人如何将一长串的 0 和 1 明确无误地分割成字母

对应的序列呢？譬如，我们用 00 表示 e, 用 01 表示 t' 用 0001 表示 q, 那么当接收端收到

信息串 0001 时，我们将不能决定传递的内容是 et 还是 q 。现在让我们用完全二元树来解决

这个编码问题。

在一棵完全二元树中，我们把每一结点的引出左枝记上 0 ，右枝记上 1, 把从根到每一

片树叶所经过的边的记号串作为这片叶子的标记。这些标记的集合称为前缀码，如图

8. 8 -11 中所示的 {000,001,01,10,11} ，在这集合中，没有一个序列是另一序列的前缀。

容易看出一个前缀码和一棵完全二元树是一一对应的。

曰

图 8. 8 - 11 

使用前缀码就可分辨出长短不一的序列，因为当我们接收到信息串时．可利用该前缀

码对应的那棵完全二元树进行检测。方法如下：从树根开始，当接收的信息是 o, 我们沿左

边走；当接收的信息是 l ，我们沿右边走。这样，朝下一直走到一片树叶时，前缀码中的一

个序列就被检测到了。然后我们回到树根，重复上述过程，可寻找出下一个序列。该过程

保证我们能准确地将接收到的信息串分割成前缀码中的序列。例如已知收到的信息串是

001011000011, 是山图 8. 8 - 11 所示的前缀码中的序列组成的，那么，我们就可分辨出它

们是 001 、 01 、 10 、 000 、 11 。
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上面介绍了如何编码和检测问题，下面我们将介绍如何构造这样的完全二元树，使 26

个英文字母的编码最佳。

设给定了各字母的使用儿率 pl,p2, … ,P26, 所谓最佳，就是要寻求一棵有 26 片叶子，

其权分别为 p1,p2, …， P26 的完全二元树，使得下面的码的长度的数学期望值最小：
26 

L = ~p;l, 
,-I 

这里 l，是第 z 个字母的码的长度， p，是第 t 个字母的使用几率。

在图论中，给定一组权 W1,W2, …， W, ，使一棵完全二元树有 t 片叶分别带有权如，

W2, …， w, ，这样的一棵树称为带权 wl,w2, … ,wl 的二元树。我们定义带权 W1 ，如，…， w, 的

二元树的权 W(T)为

, 
W(T) = ~w,L(v;) 

'= 1 

这里 v，是带权 w，的叶， L(v, ）是叶 v，的路径长度。一棵带权 W1,W2, … ,w, 的完全二元树

如果具有最小的权，称为最优树。上面的问题就是给定权 P1,P2, …， P26, 寻求一棵带权

pl,p2, …， P26 的最优树问题。

1952 年，哈夫曼 (D. A. Huffman)给出了求最优树的算法。这个算法的核心思想是从

带权 w冲Wz,W3,•••,W, 的最优树 T 可得到带权 W1,Wz,W3, … ,w, 的最优树。为了证明这

个断言，我们首先证明在一棵带权 w1 ，如，…， W，（不妨设 W1¾W2¾•••炙w, ）的最优树中，

带权 w1 和立'2 的叶子是兄弟。

设 a 是分枝点中路径长度最长的一点， a 的儿子若非 V1 和功而是带权 w.I 和 wV 的叶

子立和也，于是我们有 L(v工） ~L(v1) 和 L(v工）彦L(v2) ，另一方面，由于这棵树是最优

树，我们一定有 L(v,)¾L伍）和 L(v工 )<L(v2) （否则将 Wr 和 w] 或 w2 交换，将产生更小

的权，这和假设不符），因此我们一定有 L(v工）＝ L (V1) = L (Vz) 。类似地有 L (Vy)= 

L(v1) =L(vz) 。我们将 wl 、 W2 和 Wr 、 Wy 交换，就得到一棵最优树，其中带权 w1 和 w2 的

叶子是兄弟。

设 T 是带权 w1,w2, …， wt 的最优树，其中带权 w1 和 w2 的两片树叶是兄弟。在 T 中

用一片树叶代替由这两片树叶和它们的父亲所组成的子树，并对这片新的树叶赋权 w,+

W2 ，设 T表示带权 w叶w2 ，如，…．w, 的二元树，显然

W(T) = W(T') + Wi ＋峦
设 T'是带权 w1+w2 ，如，…， w, 的最优树， T 是用子树（图

8. 8 - 12) 置换了 T' 中带权 w1+w2 的树叶后所得的树，于是

我们有

W(T) = W(T') + Wi + W2 

假设 W(T)>W<T) ，那么 W(T')>W<T') ，但这与 T'是最

优树矛盾。由此可知 T 是一棵带权 wl 、如，…， w, 的最优树。

/ 
W1 W2 

图 8. 8 - 12 

因此，画一个带有 t 个权的最优树可以简化为画一个带有 t-1 个权的最优树，而这又

可简化为画一棵 t-2 个权的最优树，依此类推，可简化为画一棵带有 2 个权的最优树，这

是极易做到的，这样就把画带有 t 个权的最优树问题解决了。

例如，画带权 3 、 4 、 5 、 6 、 12 的最优树的过程如图 8. 8 - 13 所示。
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`4 0 5 

(a) 

0 6 012 6 012 

(c) 

1,\4 /,\6 0 12 12 

(b) (d) 

图 8. 8 - 13 

至此， 26 个英文字母的最佳编码问题，读者就可自己解决了。

8.8.3 搜索树和决策树

有向树的重要应用是用作数据结构和描述算法，而用得最经常的是二元树和三元树。

首先以二元树为例，说明作为数据结构时的应用和有关算法。

通常有大量的数据存储在计算机系统中，数据最基本的单位是记录，每个记录由各个

相关的数据项组成，例如一个学生的学习档案就是一个记录。记录的集合叫文件。在文件

上的操作通常有：插入一新记录，删去一记录，在文件中搜索一记录等。为使这些操作能

进行，简便的做法是使每个记录中含有一个叫搜索键的项，例如学生的学习档案构成的文

件，可以用每个学生的学号或姓名作为搜索键。

为使记录能快速存取，文件可以用二元树形式作为数据结构进行组织。这种二元树叫

二元搜索树。每一结点代表一记录，我们假定每

一记录的键值都不相同。例如，图 8. 8 - 14 所示

就是一棵二元搜索树，每一结点中的标记是存储

于该结点的记录的键（简称为该结点的键值）。二

元搜索树的存储特点是每一结点的键值大千其左

子树中所有结点的键值，而小千其右子树中所有 (0 

结点的键值。搜索的算法如下：

如果要找的记录的键值是 A, 那么把 A 和根
图 8. 8 - 14 

结点的键值 K 比较，如果相等，则存于此结点的记录就是要找的，搜索结束；如果 A<K,

那么转到根的左子树，若左子树不存在，说明文件中没有要找的记录，搜索结束；如果 A

>K, 那么转到右子树，若右子树不存在，说明文件中没有要找的记录，搜索结束。转到左

（右）子树后，对左（右）子树重复以上过程。最终，或找到所要的记录，或明确要找的记录

不在文件中。

这种搜索法，显然比把记录以表的形式存储，顺序地搜索的方法要有效。

使用二元树作数据结构时，有时需要周游整个树，即遍访每一结点。依据根结点被处

理的先后不同，有 3 个周游算法，分别称为前序、中序、后序周游算法。设二元树的根为 r,

左子树为 T! ，右子树为 T2 （但九和 T2 可以不存在）， 3 个周游算法的递归定义如下：
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前序：

Cl) 处理 T 的根结点 r;

(2) 如果九存在，那么用前序方法处理 T1;

(3) 如果兀存在，那么用前序方法处理 T巨

中序：

(1) 如果兀存在，那么用中序方法处理 T门

(2) 处理 T 的根结点 r;

(3) 如果兀存在，那么用中序方法处理 T丘

后序：

Cl) 如果兀存在，那么用后序方法处理 T门

(2) 如果兀存在，那么用后序方法处理 T釭

(3) 处理 T 的根结点 r 。

例如图 8. 8 - 15 中二元树的结点标号给出每种周游算法遍访各结点的次序。
6 

II 

II 11 
9 

前序 中序 后序

图 8. 8 - 15 

如果树的结点标号是某字母表上的一个字符，那么按给定周游算法的次序写下各结点

的标号就得到该字母表上的一个字 w。一般地说，仅给出字 w 和周游算法不可能重新构造

出树，但在下述特殊情况下，却是可以的：如果树是代表一个代数表达式，其中每一内部

结点标记着一个运算符，诸如十、一、＊和 I, 而每片叶子标记着一个变元或常数，字是由

前序周游或后序周游得出，那么，根据这个字可重新构造出原代数表达式。这意味着字是

代数表达式的另一种表示，通常称为波兰表示，它对计算机计算极为方便。

例 8. 8 - 7 考虑代数表达式(a — (b+c)) * d 和它关联
的标记二元树（见图 8. 8 - 16) 。

前序周游得字＊—a+bcd，后序周游得字 abc+-d *, 

这两个字都能用来重构原来的树。但中序周游所得的字 a—b

+c-l(·d 用来重构却有多种可能性。

三元树也可用作数据结构，但与二元树有些不同。三

元树作搜索树时，记录通常只存储在叶结点上，而内部结

a 

d 

c 

点只存储两个比较有用的值小和 d2 ，叫鉴别子，如图 图 8. 8 - 16 

8. 8 - 17 所示。设要找的记录的键值是 A, 从根结点开始，如果 A<d! ，转根的左子树；如

果 d1 冬A<dz, 转根的中子树；如果 d2冬A, 转根的右子树；……如此以往，直至叶。若叶

的键值和 A 相等，则找到所要记录，否则要找的记录不在文件中，搜索结束。
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图 8. 8 - 17 

对三元树也可以周游，但由于存储情况等的差异，其算法与二元树的有些不同。
下面我们以二元树为例说明怎样用有向树描述算法。

过去我们曾提及用有向图可以刻画一个系统的状态转换。如果一个系统给定了初始状
态，经过每一转换序列，将导致该系统进入唯一的、确定的状态，那么这种系统就可用有
向树来刻画，这种树叫决策树。

例 8. 8 - 8 有 8 个硬币，如果恰好有一个硬币是假的且比其它的都重，要求我们以比
较重量的方法用一架天平去找出伪币。

为了便千描述这一问题的解决过程，我们用 1~8 标记硬币。每次量衡有 3 种可能：左
盘低下，保持水平，右盘低下。所以是一个三元解决过程。图 8. 8 -18 给出这一解决过程的
决策图。图中仍表示不会出现的结果。决策树的结点左侧标记着状态，这里表示包含有伪

币的硬币集合，右侧标记测试内容。

{I} {2} {3} {4} 0 {5} {6} {7} {8} 

图 8. 8 - 18 

通过以上例子可以看出：决策树的每一内部结点对应于一个部分解；每个叶对应于一
个解。每一内部结点联结于一个获得新信息的测试。从每一结点出发的每一枝标记若不同
的测试结果。一个解决过程的执行对应千通过从根到叶的一条路径。一个决策树是所有可
能的解决路径的集合。显然，如果每一测试只有两种可能，那么就要用二元树作决策树。

最后，我们重复一句：一个决策树是一个算法的描述，而一个搜索树是一个数据结构。
例如．图 8. 8 - 19 所示的是一棵二元搜索树，结点标记为 iij' 这里 1 是结点索引号，而｝
是存储千该结点的记录的键值。对应于搜索这棵树的一个决策树如图 8. 8 - 20 所示，图中
加方框的“无”字表示没有所找的键值。
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115 

6/i I 

图 8. 8 - 19 

图 8. 8 - 20 

习题

1. 试举例说明存在着有向图，它仅符合有向树的定义的第 (1) 和第 (2)条，但不符合第

(3) 条。

2. 用有序树表示下述命题公式：

0) [(AV B)---C].-(DVA) 

(2) <A---B) I\ [ ---,(CV B).-AJ （注意这公式含有一个一元运算。）

3. (1) 证明完全二元树的叶数常比内部结点数大 l 。

(2) 找出完全 n 元树的叶数的表达式，该表达式用树的内部结点数的项表示。

4. 证明在完全二元树中，边的总数等于 2(n-l) ，这里 n 是叶数。

5. 将图 8. 8 - 21 中所示的树或森林用二元位置树表示。

8 

I 6 

:＼小
4 5 

10 

9 
10 

(a) 

II 

(b) 

图 8. 8 - 21 

6. 根据简单有向图的邻接矩阵，如何确定它是否是有向树？如果它是有向树，如何确

定它的根和叶？

* 7. 试画出带有权 1 、 2 、 3 、 5 、 7 、 12 的最优树，并根据这棵最优树编出其对应的前缀码。
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8. 一棵二元树有 n 个结点，试问这棵二元树的高度 h 最大是多少，最小是多少。

9. 在图 8. 8 - 22 那样标记的二元树中，当用 A 

下列次序周游时，试给出所得的标号序列：

(1) 前序，

(2) 中序，

(3) 后序。

10. 构造一标记二元树对应于下列无括号表

达式（波兰表示），这些表达式是用给出的次序周

游树得到的。

D 

K M 

图 8. 8 - 22 

(1) ---abed 

(2) -a-b—cd 

(3)abc*dc*I+ 

（前序）；

（前序）；

（后序）。

11. 证明中序周游两棵不同的标记树所得的宇可以是相同的。

12. 有 8 个硬币，其中最多有一个是伪币，伪币或轻或重，试用一架天平找出伪币并指

明它是轻还是重？如果没有伪币也要指明。试用决策树表明称的次数不超过 3 次的解决过程。

* 8. 9 运输网络

8.9. 1 基本概念

定义 8. 9-1 设 G=(V,E,W〉是一个连通赋权有向简单图， W 是 E 上的非负实函数，

若 G 中恰有一个没有引人边的顶点 a' 恰有一个没有引出边的顶点 z, 则称 G 为运输网络。

在运输网络上，没有引入边的顶点 a 称为源点，没有引出边的顶点 z 称为阱点，边

< i,j 〉的权 W(i,j)称为该边的容量。

显然，运输网络是＂货物从产地 a, 通过许多中转站，到目的地 z”这类情况的一般模

型，权 W(i,j) 表示单位时间内通过道路能够运送的货物量的上限，即道路的容星。图

8.9-l(a) 给出了运输网络的一个例子。

b b 

a 
z 

a 
z 

, 5 

e 

(a) 

e 

(b) 

图 8. 9 - 1 

在运输网络中，对每一条边（t,户都给定一非负实数中(i,j) （当顶点 1 与］之间没有边

时定义 <P(i,j)=O), 这一组数若满足以下条件．则称为这运输网络中的一个流，记为中。

(1) 对每条边（ i,j 〉,有 <P(i,j) 冬W（可）；
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(2) 除去源点 a 和阱点 z' 对每一顶点），有:：中(i,j) ＝:沙(j,k) 。

对运输货物来讲，条件(1) 的意思是单位时间内通过道路运送的货物总量不能超过道

路的容散。条件 (2) 的意思是除了源点和阱点，流入一点的货物量必须等于流出这一点的

货物星。图 8.9-l(b) 给出图 (a) 中运输网络的一个流。

对于一边< i ，户来说，如果 cI>(i,j)=W(i,j) ，则称边伈广是饱和的；如果中(i,j)<

W压），则称边 (i ，户是非饱和的。

量:中(a, i) 称为流 0 的值，用屯表示。容易理解

中" = 2中(a,i) = ~中 (k ，之）

就是说，从源点流出的流的总量等千从阱点流入的流的总量。

一个运输网络中具有可能的最大值的流称为最大流。在一个运输网络中，可能不止一

个最大流，换言之，可能有几个不同的流，都具有可能的最大值。

给定运输网络求其最大流问题，就是怎样使给定网络的运输速率最高，即单位时间内

运输量最大的问题。为了解决这一问题，我们先介绍割的概念和有关定理。

在运输网络的底图中，将源点和阱点分离开的一个割集，称为该运输网络的一个割。

用 (P,P) 表示一个割，它将所有顶点分成两个

子集 P 和 P,P 包含源点， P 包含阱点。一个割

的容量用 W(P,P) 表示，它定义为从 P 中的顶

点到 P 中的顶点的那些边的容量之和，即

WCP,P) = ~ W(i,j) 
,E P` } EP 

例如图 8. 9 - 2 中的虚线表示了一个割，它将顶

a 

b 5 c 

z 

d 

点分为 P={a,d} 和 P= {b,c，切两个子集，这 图 8. 9 - 2 

个割的容量是 8+7+10=25 。

定理 8. 9 -1 在给定的运输网络中，任何流的值小于或等千网络中任何割的容量。

证 设 V 是运输网络的顶点集，中是运输网络中的流，（P,P)是运输网络中的割。为

简明起见，我们把

2中（ i,j) 记为中(X,j),
,EX 

区中（ i,j) 记为 cp(i, X), 
J e x 

2 中 (i,j) 记为中(X,Y) 。
,ECX,JE-Y 

对十源点 a, 因为任何 j, cI>(j,a)=O, 所以

中(a,V) 一 cI>(V,a) ＝中(a,V) =中

对 P 中不是源点的顶点 p

中（ p,V) 一 cI>(V,p) = 0 

由 (D 、@两式得

CD@ 

中u ＝中（P,V) 一 cp(V,P) ＝如P,P U F) —中(PLJ?,P)

= cp(P,P) ＋ <I>(P,P) —中(P,P) — <I>(P,P)
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得

<l?." =中（P,P) —中(P,P)

由千中(P,P ） ~o, 所以

。，冬中(P,P) 冬~ W(i,j) = W(P,P) 
;E P,jEP 

证毕。

@ 

上述证明中，＠式是有用的结论，具意义是在运输网络中，对任何割 (P平），一个流

的值等千从 P 中的顶点流到 P 中的顶点的流之和减去从 P 的顶点流到 P 的顶点的流

之和。

定理 8. 9 - 2 （福特－富克逊 (Ford - Fulkerson) 定理）在任一运输网络中，从 a 到 z

的最大流的值等千最小割 (P,P) 的容械。

证 上一定理已证明了

max 屯~ min WCP,P) 

所以只需证明对某一割 (P平），等号是成立的就可以了。下面的证明方法实际上提供了提

高流量屯的算法，是下一小节标记法的基础。

我们定义运输网络中从 a 到 z 的道路为顶点序列

a = v0, t,1, V2, .... V,t l, V,,= z 

如图 8. 9 - 3 所示，其方向为从 a 到 z 。道路中，有向边 (V;, V;tl 〉的方向与路的方向一致，

称仇， V， 1-1 〉为前向边，反之称 (v;+1,v, 〉为后向边。

z /7n 
、
边三、

I

、

+ 

三
111/ 

图 8. 9 - 3 

如果在从 a 到 z 的道路上，所有前向边伈户恒有中(i,j)<W(i,j) ，所有后向边勺，户

桓有妇，j)>O ，则称这条道路是可增值的。令

8,] = 
{W(1,J) －中（叩飞］〉是前向边时

<P(i,j) 当 (i,J 〉是后向边时

8 = min{rJ,J } 

则在这条道路上每条前向边的流都可以提高 [J' 所有后向边的流都可以减少 8，这样使得这

个网络流的流械获得增加，但每条边的流量仍不超过容量，而且也不影响其它边的流植。

总之，可增值道路的存在可以使得流晕得到相应的增加。

现在我们证明定理。

设中是一个最大流，我们用下面的方法定义集合 P:

(l) cLEP, 

(2) 若顶点 iE P ，且 cp(i ，户 <W（丘i), 则 jEP; 若顶点 iEP, 且中(j,i)>O, 则

jEP。任何不在 P 中的顶点属于 P, 我们证明 zEP。若不然，之EP，按集合 P 的定义存在

一条 a 到 z 的道路，在这条道路上所有前向边都满足

中(i,j) < W(i,j) 

所有后向边都满足
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叭i,j) > 0 

因而这条道路是可增值道路。但这和中是最大流的假设矛盾。因而 zEP, 即 P 和 P 构成
割 (P 平）。

按照集合 P 的定义，若 v,EP, vjEP, 则

根据定理 8. 9 -1 证明中的＠式

中Ci,j) = WU,j) 

cI>(j,i) = 0 

屯＝ cI>(P,P) — cI>CP,P) = WCP,P) 

因此

max 4>v = min W(P平）

8.9.2 标记法

证毕。

求最大流的标记法，它的基本思想是寻找一条可增值道路，使网络流的流量得到增

加，直至最大为止。这个方法的理论基础前面已介绍过了，方法分成两个过程，一是标记
过程，二是增值过程。分述如下。

1. 标记过程

通常设初始流为 o, 标记形式是（十x, Ay) ，表示从顶点 x 流到顶点 y 的流量可增加

Ay; 标记形式是(—:r ， Ay) ，表示从顶点 y 流到顶点 x 的流量可减少 Ay 。
第一步：给源点 a 以标记（一，～）。表示结点 a 流到其它结点的植可以任意。

第二步：选择一个已标记的顶点 x, 对于 x 的所有未标记的邻接顶点 y 按下列规则

处理。

(1) 如果中（y，心＞o, 令 Ay=min［g,(y,:r ） ,Ax] ，给顶点 y 以标记(-x, Ay) 。（即后

向边有回流悄况。）

(2) 如果叭x,y)<W(x,y) ，令 Ay=min[W(x,y) —中(:r,y) ，江］，给顶点 y 以标记

(+:r ， Ay) 。（即前向边未饱和情况。）

(3) 除上述两种情况外，不标记。

第三步：重复第二步直至阱点被标记，或不再有顶点可以标记为止。如果 z 点给了标

记，说明存在一条可增值道路，转向增值过程。如果 z 点不能标记，而且不存在其它可标

记的顶点时算法结束。所得的流便是最大流。

2. 增值过程

第一步：取出之的标记(-t-v, Az) ，令 iJ=Az, u＝之。

第二步：若 u 的标记为(+v, Au) ，则

q>(v,u) +-- q>(v,u)+<J 

若 u 的标记为(-v, Au) ，则

中(u,v) - g,(u,v) - 8 

第三步：若 v=a, 则把全部标记去掉转回标记过程。如 v-=/=a, 令 u=v, 返回第二步。

作为例子，考虑图 8. 9 - 4 中的运输网络，由 (b) 到 (e)给出了求最大流的一个全过程。

运输网络的有向边上第一个数字表示该边上的容鼠，第二个数字表示该边的流，结果得到
最大流的值是 13, 最小割 (P,P) ，其中 P= {a,c,d}, P= {h ，式。
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b 

a z 

d 

(a) 

以＋a,2)
b 

z 

d(+a, 3) 
(b) 

以＋a,2)

d(+c,4) 

以＋c,6)

a 

d (+c, 4) 

以＋c, 6) 

(c) 

(d) 

a 

a 

a 

a 

d 

b 

d 

b 

d 

b 

z 

z 

z 

z 

d(+c, 2) 
d 

(e) 

图 8. 9 - 4 
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另一个例子，如图 8. 9 - 5 中的运输网络，这里已经知道初始流，利用标记法，获得最

大流为 7 ，最小割 (P平），其中 P= {a,c},.P= {b,d ，心。
b b 

a z a 

b(-c,2) 

z 

d d d 

图 8. 9 - 5 

现实中的运输网络可能有多个源点 a1,a2, …， an 和多个阱点勺心2 •... • Zm, 如图

8.9-6(a)所示。对千这种情况，只需添上一个虚设的源点 a 和阱点 z, 添上容量为OO 的 a

到 a i'a2, …， an 的有向边和也， Z2, …， Zm 到 z 的有向边，如图 8.9-6(6)所示，即可把问题

转化为本节介绍的形式求解，方法完全一样，不再举例了。

o a1 
o a2 

Z1 0 

Z2 0 

o a” Zm 。

a 

al 

a2 

an 

zl 

Z2 

Zm 

z 

(a) (b) 

图 8. 9 - 6 

运输网络的用途不限千解决运输问题。例如求一个二部图 G=<X,E,Y〉的最大匹配问

题，可转化为运输网络求解。方法是把 X 的元素都看做源点， Y 的元素都看做阱点，边的

方向都是从源点指向阱点，再用上述方法，虚设一个源点 a 和一个阱点 z' 并设所有边的权

均为 1 。对所得的图求得最大流的值就是最大匹配的边数，最大流通过的属千 E 的边集就

是最大匹配。

习题

1. 试证明一个运输网络，若边上的权全为非负整数，则最大流的值也为非负整数。

2. 用标记法找出图 8. 9 - 7 中运输网络的最大流及其值，并写出它们的最小割。

5 6 

a 
z 

a 
z 

(a) (b) 

图 8. 9 - 7 

-- 3 2 6. -



3. 用求最大流方法，求出图 8. 9 - 8 中的二部图的最大匹配。

X1 

为

图 8. 9 - 8 
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