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前   言

以分析各类宏观电磁现象的基本规律和应用原理与方法为核心的“电磁场”

课程 ,是培养合格的电气信息类专业本科生所应具备知识结构的必要组成部分。

我国近 30 年来“电磁场”课程单独设课的教学实践证明 ,本课程不仅为学生的专

业课学习奠定了必需的工程电磁场的知识基础 ,而且也为增强学生适应和创造

能力 ,完善其基本素质提供了根本保证。

基于提高“电磁场”课程教学质量的持续追求 ,本书是专门为倪光正主编《工

程电磁场原理》教材编写的配套教材。目的在于能帮助教师把握该教材各章教

学的基本要求 ,构筑讲授的教学体系和风格 ,并能结合相关教学重点、难点的分

析和讨论 ,为撰写讲稿提供可行的建议与素材。此外 ,书中给出的习题解析与题

解以及所附光盘中的电子教案素材 ,应有助于教师的教学组织与实施。

全书内容按照《工程电磁场原理》章节次序 ,逐一展述 ,包含每章的“基本内

容与要求”、“教学体系框架”、“相关教学重点、难点解析”、“习题解析与解答”以

及围绕教学重点、难点展开的各相关知识点的电子教案素材。书中还附有期中、

期末典型试题 ,硕士研究生入学典型试题。

本书在“基本内容与要求”的撰写中 ,参照了我国“电磁场”课程单独设课以

来 ,历届教育部原电工课程教学指导委员会电磁场课程指导小组制定的“高等工

业学校电磁场理论课程教学基本要求”。从而 ,可以确认 ,由此反映的课程教学

大纲应是国内同仁们长年共同切磋 ,沟通国内外电磁场课程教学经验与成果的

结晶。以持续提高“电磁场”课程教学质量为目的 ,集聚作者群体从事“电磁场”

课程教学几十年的教学经验 ,书中给出了讲授《工程电磁原理》教材的“教学体系

框架”,以及“相关教学重点、难点解析”,其立意在于为使用该教材的教师充实和

展开教学内容提供素材 ,有助于进一步提高教学质量。应该指出 ,各高校“电磁

场”课程设置的教学计划、时数和要求不尽相同 ,并且任课的各位教师都有自己

成熟的教学经验和方法 ,因此 ,作者更寄希望于本书能为广大教师形成自己独特

的教学风格、方法和经验“添砖加瓦”,共同致力于“电磁场”精品课程的建设。

本书作者还倾心为《工程电磁场原理》教材的全套习题 (含个别补充习题 )编

写了每一题的“解题思路”,以及详尽的题解 ,同时在书后所附光盘中给出了围绕

教学重点、难点展开的各相关知识点的电子教案素材。这样 ,更有助于教师与教

学对象的沟通 ,为学生营造生动活泼、主动学习的氛围。

参加本书编写的有倪光正、崔翔、杨仕友、李琳、熊素铭和倪培宏六位教师。
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编写中得到浙江大学、华北电力大学两校同仁们的关心和支持 ,夏海霞、金志颖
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绪   论

一、“电磁场”课程的地位、作用与任务

“电磁场”是高等学校电气工程专业的一门技术基础课。其主要任务是 :

(1 ) 在“大学物理”电磁学的基础上 ,进一步阐述宏观电磁场的基本规律 ,并面向

电气工程专业工程实际的需要 ,介绍相关技术应用的基本知识 ; (2 ) 培养学生用

场的观点对电气工程中的电磁现象和电磁过程进行定性分析与判断的初步能

力 ,以及进行定量分析的基本技能 ; (3 ) 通过电磁场理论的逻辑推理 ,培养学生

正确的思维方法和严谨的科学态度。

电气工程专业的主要课程的核心内容都是电磁现象在特定范围、条件下的

体现 ,分析电磁现象的定性过程和定量方法是电气工程学生掌握专业知识和技

能的基础。因而 ,电磁场课程所涉及的内容 ,是电气工程本科生所应具备的知识

结构的必要组成部分。同时 ,近代科学技术发展进程表明 ,电磁场理论又是一些

交叉学科的生长点和新兴边缘学科发展的基础。因此 ,本课程不仅将为电气工

程学生专业课的学习准备必需的知识基础 ,而且将增强学生面向工程实际的适

应能力和创造能力 ,关系到学生基本素质的培养。

二、引导入门的教学点

(1 ) 什么是场 ?

教学实践经验证明 ,在本课程学习之始 ,首先让学生确立对“场”的科学、全

面的认识 ,是引导学生进入本课程学习 , 并调动其学习主动性的重要知识切

入点。  

对于“场”的科学认识可以从以下物理与数学概念着手阐述 :

物理概念上的描述 :“遍及一个被界定的或无限扩展的空间内 ,存在着某种

必须予以重视、研究的效应”。从而 ,结合生活实践 , 并用数学语言 (即对应于空

间、时间变量的相应物理量的函数关系 )给出所论物理效应的“场”的描述。例

如 ,由贴近生活实践的温度场 T ( x , y, z , t )、重力场 F( x , y , z , t )的存在 ,即可

进而演绎电场 E( x , y, z , t )、磁场 B( x , y, z , t )的客观存在。

纯数学意义上的描述 :“给定区域内各点数值的集合 ,并由此规定了该区域

内某一特定量的特性”。

显然 ,基于“场”的物理概念上的描述 ,通过数学语言、工具的运用 ,提升学生

1



思维抽象化的能力 ,从而将为本课程自始至终贯穿的数学建模、分析的教学主线

索 ,并最终回归到相应工程物理问题的教学目的和任务奠定必需的学习基础。

(2 ) 本课程的理论体系———宏观电磁理论

1865 年英国物理学家麦克斯韦 ( J .C .Maxwell)建立的著名的麦克斯韦电磁

场方程组 ,是宏观电磁理论体系的基础。基于宏观电磁理论所涉及的电磁现象

和电磁过程的基本特征是 : ( 1) 场域 (即场所存在的空间 )中媒质是静止的 ,或其

运动速度远小于光速 ; ( 2 ) 场域作为点集 , 点的尺寸远大于原子间的距离。因

此 ,在本课程所讨论的任一场点上 ,即意味着大量分子的集合 ,从而 ,场域中的媒

质被看作为“连续媒质”,其电磁等各种物理性能都归结为对应的宏观统计平均

效应的表征 ,即可通过若干个宏观等效的物性连续参数 (如电导率γ、磁导率 μ

和介电常数ε)予以描述。

由此可见 ,宏观电磁理论在物理中也被称为“连续媒质电动力学”,但是 ,宏

观电磁理论决不等同于“量子电动力学”或“相对论电动力学”,后者已分别延拓

到微观粒子或高速运动体系中电磁现象和过程的研究领域。

(3 ) 工程电磁场问题的观察点———“电磁场的有效控制和利用”。

无论从理解近代科学技术成果 ,或者从发展并实现新的科学技术成果评价 ,

电磁场理论及其应用不仅是日趋发展的电工、电子和信息科学技术的重要基础 ,

而且也是旁及军事、生态、医疗、地质等众多领域新科学技术的生长点。这一切

都可聚焦于“电磁场的有效控制和利用”的基本观察点上。在教材第 6 章“工程

电磁场应用专题”中 ,即部分展示了这一现实的科学技术发展态势 ,可引导学生

自学 ,拓展其对本课程地位、作用与任务的理解 , 激发其学习的兴趣与主动性。

此外 ,“电磁场绪论课”录像片 ,以及作者正在编制的“工程电磁场绪论课”光盘都

围绕上述教学目的 ,有助于本课程教学计划和内容的实施。

三、学习方法指导

电磁场理论体系完整、简练 ,但内涵丰富 ,概念性强 ,且较抽象。同时 ,应用

数学知识与工具较多 ,涉及知识面宽。因而 ,为有助于学生改善难学、难用的状

况 ,更需要在学生学习方法上加以指导。

(1 ) 深入理解 ,建立正确的物理概念 ,并熟练运用必需的数学知识和工具。

教学实践证明 ,学生学习中正确理解物理概念是其困难的主要方面 ,故教与

学两个方面都需致力以求 ,抓住主要矛盾 ,通过深入钻研、肯下功夫 ,使之得以缓

解。本课程学习将遵循数学建模、分析的主线索展开 ,因此 ,除微积分基础知识

外 ,矢量分析与场论 ,数理方程 (偏微分方程 )与特殊函数等数学知识和工具都应

结合物理概念的讲授与理解 ,有的放矢地成为学生定性、乃至定量分析的必备知

识基础。
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(2 ) 掌握常用的各种分析、计算的方法

通过例题、习题等环节 ,不断提高解题能力 ,这是理论联系实际 ,也是通过实

践又能动地深化概念理解的过程。

(3 ) 逐步建立工程分析的观点

本课程终极目的即在于培养学生分析和解决工程电磁场问题的基本能力。

(4 ) 正确的学习态度和方法

为循序渐进地把握上述学习要领 ,必须确立正确的学习态度 ,并在方法论的

高度上 ,运用演绎法 (由一般到特殊 ) ,类比法和归纳法等 ,以努力改进学习效率

和完善学习效果。

四、本课程学时分配建议

本课程参考学时定为 60 学时。在学时分配比例上 ,以电气工程类专业为

例 ,建议如下 :

1. 绪论课 (含可视化教材的演示 )          @2 学时

2. 电磁场的数学物理基础 6 学时

3. 静态电磁场Ⅰ :静电场 16 学时

4. 静态电磁场Ⅱ :恒定电流的电场和磁场 14 学时

5. 准静态电磁场 6 学时

6. 动态电磁场与电磁波 12 学时

7. 实验课 4 学时

若在信息工程类专业授课 ,则宜将“动态电磁场与电磁波”学时数增加为 20

学时 ,而将“静态电磁场Ⅰ :静电场”与“静态电磁场Ⅱ :恒定电流的电场和磁场”

学时数分别减为 12 学时和 10 学时。
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第 1章  电磁场的数学物理基础

1.1  基本内容与要求

理解电磁场物理模型的构成。掌握电磁场的基本物理量———源量和场量的

物理概念及其数学描述。理解宏观电磁场中连续媒质概念 ,以及由其宏观等效

的电磁性能参数 (如电导率γ、磁导率μ和介电常数ε)表征的媒质构成关系。

掌握电磁场物理量 (矢量、标量 )的数学描述式。掌握矢量代数 (“平行四边

形”法则、标量积和矢量积 )运算式。掌握矢量积分 (线积分、环量和通量 )运算

式。以电磁场分析为背景 ,掌握标量场的梯度、矢量场的散度和旋度的概念 ,及

其运算规律。

了解场论的有关基础知识 (散度定理、斯托克斯定理和亥姆霍兹定理 )。

以物理电磁学知识为基础 ,掌握电磁感应定律的推广形式 ,以及基于位移电

流假设的全电流定律。掌握麦克斯韦方程组的微分形式。

1.2  相关教学重点、难点解析

1.2.1  电磁场的物理模型及其分析问题

在学生已有的知识基础上 ,根据电磁现象和过程分析的物理模型构造的本

质 ,通过电磁场分析问题与电路分析问题的物理模型之间的如下对比 ,将可简洁

明了地展述本教学重点。

电路分析问题 :

实际的电工、电子技术装置
理想化假设

电路模型(一种具体的物理模型 )

电路模型 :

� �理想电路元件 ( R、L、C)及其组合

� 理想电压、电流源( e , i )

分析问题

以 u , i 为基本

物理量

给定激励 ( e, i )求响应 ( u , i )

电磁场分析问题 :

实际电磁装置中的电磁现象和过程
理想化假设

电磁场的物理模型
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电磁场的物理模型 :

� �连续媒质的场空间 (ε、μ、γ及其相

应的几何结构 )

� 理想化的场源 ( q , i )

分析问题

以 E、B、D、H为基本

物理量 (场量 )

给定源量( q, i )求场分布

( E、B、D、H)

以上电磁场与电路分析问题的求解过程均可归结为 :

(1 ) 给出与所分析的物理模型对应的基本规律性的数学描述 (泛定方程 )及

其定解条件 ,即构造相应的数学模型 ;

(2 ) 运用相应的分析计算方法 ;

(3 ) 解出数学模型中的待求物理量 ,即可得所分析问题的确定解。

1.2.2  关于源量的注释

通常 ,电磁场物理模型中的基本物理量分为源量和场量两大类。源量

q( r′, t )和 i( t )分别用来描述产生电磁场效应的两类场源。

(1 ) 源量 (电荷 ) q( r′, t )是物质基本属性之一。1897 年英国科学家汤姆逊

( J .J .Thomson)在实验中发现了电子 , 并因此在 1906 年获诺贝尔物理学奖。

1907—1913 年间 ,美国科学家密立根 ( R .A .Miliken )通过油滴实验 ,精确测定电

子电荷的量值为

e = 1.60217733×10
- 19
 (单位 : C)

确认了电荷量的量子化概念。换句话说 , e是最小的电荷量 ,而任何带电粒子所

带电荷都是 e的整数倍。

宏观分析时 ,场源电荷常是数以亿计的电子电荷 e的组合 ,故可不考虑其量

子化的事实 ,而认为电荷量 q 可任意连续取值。由此 ,类同于由物质密度ρ给

定物质的质量 m 一样 ,现引入关于电荷的平滑的平均密度函数概念 ,即以电荷

密度分布的方式来给定带电体的电荷量。

因此 ,理想化实际带电系统的电荷分布形态 , 在电磁场的物理模型中 ,给出

了对应于源量分布的四种电荷分布形式 :点电荷 q( r′, t )、电荷体密度ρ( r′, t )、

电荷面密度σ( r′, t )和电荷线密度τ( r′, t )。

(2 ) 源量 (电流 ) i ( t ) :

源于电荷定向运动的电流 i 定义为

i =
d q
d t

=∫
S

J·d S  (单位 : C/ s 或 A) (1.1 )
*

可见 ,电流 i为一积分量 ,不是点函数。但是 ,在电磁场分析的物理模型中 ,研究

的是场空间中各点的电磁现象和过程变化的规律性 ,因此 ,还必须引入对应于源  

  � 为与教材中公式编号有所区别 ,本手册中公式编号采用这种形式。
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量 i ( t )分布的点函数形式的描述。为此 ,按式 ( 1.1 )定义了源量 :体电流密度

(简称电流密度 ) J( r′, t )。该矢量点函数的量值为

| J | = lim
Δs

n
→ 0

Δi
Δsn

=
d i
d sn
 (单位 : A/ m

2
) ( 1.2)

式中Δi为流过垂直于电荷流动方向的面元Δsn 内的电流。该矢量点函数 J的

方向 ,习惯上被定义为正电荷运动的方向。

1.2.3  矢量分析教学中的若干讨论点

在学生已有的高等数学中矢量分析概念的基础上 ,结合本课程教学的需要 ,

可形成以下教学的讨论点 :

(1 ) 掌握点函数在不同坐标系下的数学描述

例 1.1 设标量点函数 φ( r )在直角坐标系下的表示式为 φ( x , y , z ) =

x2 + y2 - z ,试写出该点函数在圆柱坐标系下的表示式 ,并以给定点的函数值验

证该点函数与坐标系的选择无关。

[解]  由教材附录一可知 x =ρcos�, y =ρsin�, z = z。代入之 ,即得在圆

柱坐标系下 ,该点函数应记为

φ( x , y, z ) .=φ(ρ,�, z ) = (ρcos�)
2

+ (ρsin�)
2

- z

=ρ
2

- z

设给定点 P( x , y, z ) ,其直角坐标为 x = 1 , y = 1 和 z = 1 ;同样由附录一可知该

点 P 对应的圆柱坐标为ρ= x
2

+ y
2

= 2 ,�= arctan
y
x

=
π
4
和 z = z = 1。因

此可得标量点函数φ( r )在直角与圆柱坐标系中对应于 P点处的函数值分别为

φP ( x , y , z ) =φP (1 , 1 , 1 ) = 12 + 12 - 1 = 1

和 φP (ρ,�, z ) =φP 2 ,
π
4

, 1 = ( 2 )
2

- 1 = 1

两者结果相同。同理可继续逐点验证 ,其结论是 :点函数值与所采用的坐标系无

关。由此可指导学生解题 1 - 4。

(2 ) 巩固与掌握标量场梯度的物理概念及其数学描述

可通过上山、爬坡 ,乃至山地区域中公路、铁路线建设的实践 ,深化学生已有

的关于梯度的物理概念。并可讨论以下例题 ,以进一步结合数学描述 ,深化对梯

度物理概念的理解。

例 1.2  设一标量点函数φ( r ) =φ( x , y, z) = x
2

+ y
2

- z 描述了空间标量

场。试求 :

① 该点函数φ在点 P( 1 , 1 , 1)处的梯度 ,以及表示该梯度方向的单位矢量 ;

② 求该点函数φ沿单位矢量 el = cos 60°ex + cos 45°ey + cos 60°ez 方向的方向

导数 ,并以点 P(1 ,1 ,1)处该方向导数值与该点的梯度值作以比较 ,得出相应结论。
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[解]  ① 由梯度定义式 (1 - 26 ) ,可解出待求 P 点的梯度为

Δφ
P X

= ex
��
��x

+ ey
��
��y

+ ez
��
��z

( x
2

+ y
2

- z)
P

= 2 xex + 2 yey - ez
( 1 ,1 ,1 )

= 2 ex + 2 ey - ez

表征其方向的单位矢量

eG
P ��

=
Δφ

Δφ P
= (cosα) ex + (cosβ) ey + (cosγ) ez

P

=
2 xex + 2 yey - ez

( 2 x )
2

+ (2 y)
2

+ ( - 1)
2

( 1 , 1 , 1 )

=
2
3

ex +
2
3

ey -
1
3

ez

② 由方向导数与梯度之间的关联式 ( 1 - 25 )可知 ,沿单位矢量 el 方向的方

向导数为

     
��φ

��l
�= G·el

= ( 2 xex + 2 yey - ez )· 1
2

ex +
2
2

ey +
1
2

ez

= x + 2 y -
1
2

对于给定的 P 点 ,上述方向导数在该点取值为

��φ

��l P �
= x + 2 y -

1
2 ( 1 , 1 , 1 )

=
1 + 2 2

2

而该点的梯度值按式 (1 - 27 )可得为

Δφ P ��=
��φ

��x

2

+
��φ

��y

2

+
��φ

��z

2

= (2 x )
2

+ (2 y)
2

+ ( - 1)
2

( 1 , 1 , 1 )

= 3

显然 ,因 Δφ P 描述了 P点处标量点函数φ的最大变化率 ,即最大方向导数 ,

故
��φ

��l P
< Δφ P 恒成立。

由此可指导学生解题 1 - 1。

(3 ) 掌握直角坐标系下散度的导出过程 ,及其表达式 (1.2.5 节 )。

由此可指导学生解题 1 - 2。
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(4 ) 掌握直角坐标系下旋度的导出过程 ,及其表达式 (1.2.6 节 )。

由此可指导学生解题 1 - 3。

(5 ) .强调指出以下几个矢量分析的恒等式 :

�Δ×ΔV = 0  (任意标量函数梯度 (ΔV )的旋度恒等于零 ) ;

�Δ·(Δ× A) = 0  (任意矢量函数旋度 (Δ× A )的散度恒等于零 ) ;

�Δ×Δ× A =Δ (Δ·A ) -Δ2 A

�Δ·(φA ) =φΔ·A + A·Δφ

�Δ·ΔV =Δ
2

V

1.2.4  关于亥姆霍兹定理的注释

主教材采用演绎法 (由一般到特殊 ) ,在麦克斯韦方程组的基础上 ,展开描述

宏观电磁场基本规律的基本方程体系。展述中同时突出了论述矢量场散度和旋

度特性的亥姆霍兹定理 ,从而以电磁场的散度和旋度构成电磁场的分析基础 ,逐

一阐述各种类型的电磁场 ,并给出相应的基本场量的计算关系式。

亥姆霍兹定理的内涵在于:无限空间中的电磁场作为矢量场 F( r) ,按定理所

述,其特性取决于它的散度和旋度特性。因定理表明 ,该矢量场 F( r)可表示为

F( r) = -Δφ( r) +Δ×A ( r) ( 1.3)

式中标量函数

φ( r ) =
1

4π∫V′

Δ′· F( r′)
r - r′ d V′ ( 1.4)

和矢量函数

A( r) =
1

4π∫V′

Δ′× F( r′)
r - r′ d V′ ( 1.5)

由此可见 ,无限空间中的电磁场 F( r )惟一地取决于其散度及旋度的分布。同

时 ,根据散度和旋度的物理意义 ,由式 ( 1.4 )和式 ( 1.5 )可见 ,定理也给出了电磁

场中场量 φ( r)和 A ( r ) [当然 ,也包含由式 ( 1.3 )定义的场量 F( r ) ]与场源 [散

度源Δ′·F( r′)和旋度源Δ′× F( r′) ]之间的定量关系。

此外 ,基于亥姆霍兹定理 ,当可对各种类型的电磁场给出如下规律性的描述 :

(1 ) 无旋场 :若场中旋度处处为零 ,即Δ× F( r )≡0 ,但其散度Δ·F( r )≠0 ,

则该矢量场 F( r )被称为无旋场。

由亥姆霍兹定理可知 ,此时 F ( r ) = -Δφ( r )。由此可见 ,无旋场 F ( r )也

可通过一个标量函数φ( r )的引入 ,等价于该标量梯度场的描述。例如 ,静电场

满足无旋性Δ× E ( r ) = 0 ,即可借助于标量电位函数 φ( r)的引入 ,使无旋的矢

量场 E( r)的描述 ,等价于标量电位梯度场 [ -Δφ( r) ]的描述。

(2 ) 无散场 (无源场或也称管量场 ) :若场中散度处处为零 ,即Δ·F( r )≡0 ,
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但其旋度Δ× F( r)≠0 ,则该矢量场 F( r )被称为无散场。例如 ,恒定电流的磁

场即为一例 ,满足基本方程为Δ·B( r) = 0 和Δ×B( r ) =μJc。

(3 ) 一般的矢量场 :若场中散度和旋度均不为零 ,即Δ·F( r)≠0 ;Δ× F( r)≠

0 ,这类场属一般的矢量场。此时 ,矢量场 F( r)的解答即由式 (1.3 )给出。

1.2.5  电磁感应定律的推广

法拉第 ( M .Faraday)在 1831 年发现电磁感应现象时 ,是在特定的导电回路

中由实验而总结得出的规律。此后 ,麦克斯韦把导电回路的概念推广到场域空

间的任一假想闭合回路的情况 ,提出了“涡旋电场”的假设 ,即只要与该回路相交

链的磁通发生变化 ,即使没有感应电流产生 ,但在该回路中的任一点总有感应电

场 Ei 存在 ,因而沿任一闭合回路都会产生感应电动势。这一关于电磁感应定律

的推广 ,其数学描述即归结为麦克斯韦第二方程 :

∮l
E·d l = -∫S

��B
��t
·dS ( 1.6)

方程表明 ,源于感应电场 Ei 的有旋性 ,即∮
l
Ei·d l = e = -

dΦ
d t

,合成电场 E为

涡旋场。

例 1.3  电子回旋加速器 (β加速器 )可作为麦克斯韦第二方程 ( 1.6 )物理

含义最生动的实验例证。

电子回旋加速器的构造 (图 1.1 )中电磁铁由正弦电流激励 ,在两磁极中间

放置一扁平环形真空室。该加速器内运动电子的加速就是在这一真空室内由变

动的磁场所产生的感应电场来实现的。

图 1.1  电子回旋加速器构造的原理图
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  设电子在真空室中运动是沿着半径为 r0 的圆周轨道进行的 (这一假设的实

现将在下面阐述 )。在正弦励磁电流由零到最大值的增长过程中
1
4
周期 , 磁

场也将由零单调地增加到某一终值。在这一段时间内 ,圆周轨道上呈现感应电

动势

e =∮l
Ei·d l = -

dΦ
d t

( 1.7)

式中 Φ是穿过圆周轨道所限定面积的磁通 ; Ei 是由随时间变化的磁场所激励

的感应电场。

当磁场对圆周轨道中心是对称分布时 ,由式 ( 1.7 )可知 ,轨道上任一场点处

的感应电场强度值

Ei = -
1

2πr0

dΦ
d t

此时 ,由电子枪射入的电子 e( e < 0)在 Ei 作用下受到沿圆周轨道切向的电场力

Fe = | e | Ei = -
| e |

2πr0

dΦ
d t

与此同时 ,电子还受到沿圆周轨道内法向的磁场力

Fm = | e | vB

式中 B是轨道上电子所在处的磁感应强度。

从而电子即由时变磁场产生的感应电场加速 ,同时在向心的磁场力作用下 ,

沿逆时针方向在圆周轨道上加速环行。因切向电场力 Fe 的作用等于切线方向

上动量的变化率 ,即

| e |
2πr0

dΦ
d t

=
d
d t

( m v)

今设电子射入真空室时 ,Φ0 = 0 ,且初速度 v0 与末速度相比是很小的。在这些

初始条件下 ,将上式积分 ,得

| e |Φ
2πr0

= m v ( 1.8)

而向心的磁场力 Fm 则被离心力所平衡 ,即

| e | vB =
m v

2

r0

故有

| e | r0 B = m v ( 1.9)

联立式 (1.8 )和式 ( 1.9) ,便得

B =
1
2
Φ
πr

2
0

(1.10)
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由此可知 ,为保证持续加速、能量不断积累的电子始终沿着圆周轨道运动 ,工程

设计要求轨道上各场点处的磁感应强度必须符合式 ( 1.10 )。也就是说 ,该磁感

应强度值必须等于轨道所限定面上平均磁感应强度的一半。这一条件可由加强

该面中心部分的磁场来实现。

当设定励磁在
1
4
周期的时间内 ,加速的电子能量可达几亿电子伏特 ( 1 eV =

1.60219×10
- 19

J)。一旦移出高能电子 ,使之去轰击一个“靶”时 ,即可产生 χ

射线等。这一生动体现了麦克斯韦第二方程物理含义的装置 ,被用于核物理研

究、工业探伤、治疗癌症等应用场合。

1.2.6  电流概念的扩充·全电流定律

麦克斯韦在1861年提出了位移电流的假设 ,据此 ,磁场不仅可由传导电流

图 1.2  电容器放电的电路

产生 ,而且也可由随时间变化的电

场所产生。现引入如图 1.2 所示的

电容器放电的电路实例 ,以说明位

移电流假设的科学性。

如图示 ,当开关 S合上以后 ,电

容器放电 ,在含电阻 R 的由导线连

接的电路中 ,我们知道 ,流通的传导

电流 i ( t ) =
q0

RC
e -

t
R C。由此可见 ,

尽管电容器的两极板之间是相互绝缘的 ,或从电路观点而言 ,电路是断开的 ,但

仍有随时间变动的电容器放电电流在电路的导电部分流通。因此 ,在放电过程

中 ,穿过包围正极板的闭合面 S1 的电流

i =∮
S

1

J·dS≠ 0

这表明基于电荷守恒定律的静态场中传导电流的连续性方程 ( 3 - 1 )已不再满

足 ,显然 ,需要扩充电流的概念。

另一方面 , 安培环路定律 ( 1 - 69 )也在分析此实例时遇到了困难。设在

图 1.2中取由闭合路径 l 所限定的与导线割切的任意曲面 S2 ,则按安培环路定

律有∮
l
H·d l = i ( t ) 。但是 ,若取由闭合路径 l所限定 ,而不与导线割切的曲

面 S3 ,则因 S3 面中没有传导电流穿过 ,应有∮l
H·d l = 0。这同样表明 ,安培

环路定律的应用需要扩展概念。不难看出 ,如果电流连续性原理得到扩展 ,则上

述问题也就将随之化解。
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麦克斯韦根据电荷守恒定律 ,令流出闭合面 S1 的传导电流 ic 等于该面内

电荷 q的减少率 ,即

ic = -
d q
d t

从而 ,按高斯定理 ( 1 - 84d) , 上式可以写成

ic +
d
d t∮S

1

D·d S = 0 (1.11)

麦克斯韦将穿过 S1 面的电位移通量的变化率称作为位移电流 iD ,即

iD =
d

d t∮S
1

D·dS (1.12)

于是 ,可定义位移电流密度为

JD =
d D
d t

(1.13)

应指出 ,位移电流密度 JD 的方向与 d D的方向一致。

在引入位移电流 ,扩充了电流概念的基础上 ,式 ( 1.11 )物理意义显然是 :由

包围电容器正极板的闭合面 S1 上流出的传导电流等于流入的位移电流 ,从而

保持了电流的连续性。同时 ,安培环路定律也由此扩展为全电流定律 ( 1 - 79)。

1.3  习题解析与解答

结合本章授课 ,为有助于学生在复习矢量分析数学知识的基础上 ,提供本课

程所需的更为宽广的矢量分析与运算的基础知识 ,在此补充列入了题 1 - 1—题

1 - 4 ;同样 ,在学生复习物理电磁学的知识基础上 ,对应于本课程在理解与深化

关于电磁场基本规律性———麦克斯韦方程组方面的教学需求 ,可引导学生分析

求解题 4 - 1—题 4 - 6。

1- 1  计算Δ 1
R
及Δ′

1
R

,式中 R为空间中源点P′与场点P之间的距离 ,

题 1 - 1 图

R≠0 ,如题 1 - 1 图所示。

[解题思路]

� ��在正确理解位矢 r′、r 和距离矢量

R的基础上 ( 1.2.1 节 ) ,注意到 ,算

子Δ是表征关于坐标 ( x , y , z )的

运算 ,即Δ≡ ex
��
��x

+ ey
��
��y

+ ez
��
��z

[式 (1 - 28 ) ] ;而算子Δ′则是表征

关于坐标 ( x′, y′, z′)的运算 , 即
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Δ′≡ex
��
��x′

+ ey
��
��y′

+ ez
��
��z′
。从而 ,即可算得本题关于待求标量函数

(1/ R)的两类梯度的表达式 (1.2.4 节 )。

[解]  因为位矢   r = ex x + ey y + ez z ;  r′= ex x′+ ey y′+ ez z′

而距离矢量

R = r - r′= ex ( x - x′) + ey ( y - y′) + ez ( z - z′)

其模值

R = | R | = ( x - x′)
2

+ ( y - y′)
2

+ ( z - z′)
2

所以 Δ
1
R

��
= ex
��
��x

1
R

+ ey
��
��y

1
R

+ ez
��
��z

1
R

= -
1
R

3 [ ex ( x - x′) + ey ( y - y′) + ez ( z - z′) ]

= -
R
R

3

同理可得Δ′
1
R

=
R
R

3 ,由此可见Δ
1
R

= -Δ′
1
R
。

1 - 2  计算Δ·Δ 1
R

, 式中 R 为距离矢量 R 的模 , R≠0 , 如题 1 - 1 图

所示。

[解题思路]

� ��题设矢量运算式之数学含义是 :首先 , 计算标量函数 ( 1/ R )的梯度 , 即

Δ ( 1/ R ) ,如题 1 - 1 所述 ;然后 , 再计算该梯度的散度 ( 1.2.5 节 ) , 即

Δ·Δ ( 1/ R) ;

� ��当梯度Δ ( 1/ R )以直角坐标系 ( x , y , z )下的矢量函数表达式给出时 ,其

散度运算亦应在直角坐标系下展开 (附录二 )。

[解]  由题 1 - 1 的解答已知 ,当 R≠0 时 ,Δ
1
R

= -
R
R

3 ,有

Δ·Δ
1
R

]
=Δ· -

R
R

3           

= -
��
��x

x - x′
R3 +
��
��y

y - y′
R3 +
��
��z

z - z′
R3

而
��
��x

x - x′
R

3 =
1
R

3 -
3( x - x′)2

R
5

同理可得 :
��
��y

y - y′

R
3 =

1
R

3 -
3 ( y - y′)

2

R5

��
��z

z - z′
R

3 =
1
R

3 -
3 ( z - z′) 2

R
5

故 Δ·Δ
1
R

=
3
R

3 -
3
R

3 = 0  ( R≠0)
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1 - 3  试证Δ×Δ (1/ R) = 0 ,式中 R 为距离矢量 R的模 , R≠0 ,如题 1 - 1

图所示。

[解题思路]

� ��题设矢量运算式之数学含义是 :首先 , 计算标量函数 ( 1/ R )的梯度 , 即

Δ ( 1/ R ) ,如题 1 - 1 所述 ;然后 , 再计算该梯度的旋度 ( 1.2.6 节 ) , 即

Δ×Δ (1/ R ) ;

� ��当梯度Δ ( 1/ R )以直角坐标系 ( x , y , z )下的矢量函数表达式给出时 ,其

旋度运算亦应在直角坐标系下展开 (附录二 )。

[解]  由题 1 - 1 的解答已知 ,当 R≠0 ,Δ
1
R

= -
R
R

3 ,有

Δ×Δ
1
R

=Δ× -
R
R3        

= -

ex ey ez

��
��x

��
��y

��
��z

x - x′
R

3

y - y′

R
3

z - z′
R

3

= - ex
��
��y

z - z′
R

3 -
��
��z

y - y′

R
3 +

 ey
��
��z

x - x′
R3 -
��
��x

z - z′
R3 +

 ez
��
��x

y - y′

R3 -
��
��y

x - x′
R

3 ( 1)

而
��
��y

z - z′
R

3 = -
3 ( z - z′) ( y - y′)

R
5

同理可得 :
��
��z

y - y′
R

3 = -
3 ( y - y′) ( z - z′)

R
5

��
��z

x - x′
R3 = -

3( x - x′) ( z - z′)
R

5

��
��x

z - z′
R

3 = -
3( z - z′) ( x - x′)

R
5

��
��x

y - y′

R
3 = -

( y - y′) ( x - x′)

R5

��
��y

x - x′
R3 = -

( x - x′) ( y - y′)

R
5

将以上各式代入式 (1 ) ,显然 ,即有

Δ×Δ
1
R

= 0
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得证。

1 - 4  试将直角坐标系中的矢量 A = ex y + ey x + ez
x

2

x
2

+ y
2
转换为圆柱

坐标系中表达的矢量。

[解题思路]

� ��将矢量表达式作相应坐标系下的等价转换时 ,基于矢量构成的两要素

(模与方向 ) (1.2.1 节 ) ,理应包含其坐标量与单位矢量两个方面的等价

转换处理 (附录一 )。

[解]  由附录一可知 ,直角与圆柱两坐标系间的转换关系为 :

x =ρcos�,  y =ρsin�,  ρ= x
2

+ y
2

代入之 ,即得

A = exρsin�+ eyρcos�+ ezρcos
2
�

然后 ,再作单位矢量间的转换 ,即 :

ex = eρcos� - e�sin�,  ey = eρsin�+ e�cos�,  ez = ez

故在圆柱坐标系下该矢量 A的表达式为

A = eρ2ρsin�cos�+ e�ρ( cos
2
�- sin

2
�) + ezρcos

2
�
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第 2章  静态电磁场 I:静电场

2.1  基本内容与要求

掌握静电场的基本方程 ,并理解其物理意义。

理解结合亥姆霍兹定理应用所给出的电场强度 E与电位φ的定义及其物

理涵义。理解静电场的无旋性 ,即电场强度的线积分与路径无关的性质 ,以及电

场强度与电位之间的关系。

掌握叠加定理。对自由空间中的静电场 ,会应用矢量积分公式计算简单电

荷分布产生的电场强度与电位 ;对于呈对称性分布特征的场 ,能熟练运用高斯定

理求解其电场强度与电位分布。

了解媒质 (电介质 )的线性、均匀和各向同性的含义。了解电偶极子、电偶极

矩的概念及其电场分布的特点。了解极化电荷、极化强度 P 的定义及击穿场强

的概念。了解通过极化电荷求极化电场分布的积分公式。

理解电位移矢量 D的定义 ,以及 D、E和 P 三者之间的关系。对电介质中

的静电场 ,会求解具有相应对称性的场分布。

掌握电位所满足的偏微分方程 (泊松方程和拉普拉斯方程 ) ,以及 E、D 和φ

在不同媒质分界面上的衔接条件 , 能写出典型静电场问题所对应的数学模

型———边值问题 ,并能求出一维边值问题的解 ,以及运用分离变量法能求出在直

角坐标系下二维边值问题的解。会定性绘制场分布图。

理解边值问题解的惟一性定理。

掌握镜像法。能应用镜像法求解与圆柱、平板、球形导体相关 ,或以平面为

界面的两种无限大介质中的静电场问题。

掌握电容参数计算的原则与方法。了解多导体系统的部分电容、工作电容

的概念。理解静电屏蔽概念。

理解电场能量及能量密度的概念 ,掌握具有对称性场分布特征的电场能量

及其能量密度的计算方法。

掌握基于电场强度定义公式的电场力的求取方法。理解广义力和广义坐标

的概念、能量与力之间的功能平衡关系。会应用虚位移法求电场力。了解法拉

第计算力的观点 ,并能根据场图分析受力情况。
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2.2  教学体系框架
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2.3  相关教学重点、难点解析

2.3.1  电介质的极化·极化电场

物质的原子以一定的方式 ,通过化学键的连接构成分子 ,由此组成了物质。

因此 ,引入电场的电介质 ,其基本特征是它所含的自由带电粒子极其微少 ,实际

上可以说 ,它的全部带电粒子是被原子内在力 ,分子内在力或分子间的力紧密束

缚着 ,故这些粒子的电荷称作束缚电荷。这样 ,电介质在静电场中的行为特征可

看作束缚电荷在真空中外电场作用下的响应 ,即所谓电介质的极化现象。

取决于无极分子电介质 ( H2 , N2 , O2 , CH4 , CCl4 等物质 )或有极分子电介质

( H2 O , N2 O, SO2 和有机酸等物质 )不同的物质内部结构 ,借助于电偶极子的物理

模型 ,它们在真空中外电场 E0 作用下 ,分别呈现的位移极化现象或取向极化现

象 ,如图 2.1 和图 2.2 所示。对于无极分子电介质 ,在 E0 = 0 的正常情况下 ,其

分子内所有正、负电荷作用中心是重合的 ,呈电中性。而在外电场 E0 作用下 ,

由于正、负电荷受到相反方向的电场力 ,二者作用中心发生相对位移 ,形成一个

感生的电偶极子 ,对外显现电性 ,即所谓位移极化现象。对于有极分子电介质 ,

在 E0 = 0 的正常情况下 ,其分子内所有正、负电荷的作用中心不相重合而形成

一个电偶极子 ,但因热运动所致 ,分子电矩 p( = qd)取向杂乱无章而相互抵消 ,

对外呈电中性。在外电场 E0 作用下 ,有极分子的电矩发生转向 ,这时 ,其等效

电偶极子电矩的矢量和便不再为零 ,对外显现电性 ,即所谓取向极化现象。

图 2.1  无极分子电介质的位移极化现象

图 2.2  有极分子电介质的取向极化现象

在宏观分析极化现象时 ,不必区分以上两类极化现象的不同内涵 ,而共同归

结为真空中由正、负束缚电荷构成的电偶极子所呈现的极化电场效应。因此 ,有
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电介质存在的电场就是带电体上的自由电荷与极化形成的电矩共同在真空中产

生的合成电场。

对应于极化形成的极化电场 ,在引入其场量———电极化强度矢量 P[定义式

(2 - 37 ) ]的基础上 ,可构造其源量———极化电荷面密度σP = P·en 和极化电荷

体密度ρP = - Δ·P。从而 , 真空中极化电场的分布 φ和 E 即可分别表示为

式 (2 - 46 )和式 ( 2 - 47)。

例 2.1  分析理想平板电容器极板间电介质中的电场。

[分析]  设该平板电容器两极板上分布的自由电荷面密度分别为σ和 - σ。

图 2.3  电介质中的电场

当电极之间为真空时 ,电容器内的电场

强度 E0 的量值 E0 =
σ
ε0

, 其方向与电极

平面垂直 , 且均匀分布。当在电极间插

入均匀且各向同性的电介质ε时 ,则如

图 2.3 所示 ,电介质中将产生极化效应 ,

且仅在该电介质两表面处分别呈现面密

度为σP 的正、负极化电荷分布 (其内部

极化电荷体密度ρP = -Δ·P = 0 )。由

此可见 ,极化电荷形成的极化电场 E′的

量值 E′=
σP

ε0
,方向如图所示。因此 ,电

介质中的电场 (合成电场 )为 E = E0 -

E′,其值为 E =
σ- σP

ε0
。这表明 ,在平板电容器极板上自由电荷面密度σ不变的

情况下 ,有电介质时的电场强度 ,比真空时的电场强度减弱了由极化电荷所产生

的场强
σP

ε0
。

在此应当指出 ,如图 2.3 示意 , P 线起始于负的束缚电荷而终止于正的束缚

电荷。 E线起始于正的自由电荷或正的束缚电荷而终止于负的自由电荷或负

的束缚电荷。

例 2.2  以理想平板电容器中放置双层电介质为例 ,分析两种电介质交界

面处的电场和电场强度 E。

[分析]  设所分析的两种电介质 ε1 和ε2 如图 2.4 所示 , 在均匀外电场

E0 =
σ
ε0
作用下 ,产生极化效应。同上例 ,仅在该两种电介质的表面处分别呈现

面密度为σP1和σP2的正、负极化电荷分布。根据两种不同介质分界面上的边界

条件 (2.4.3 节 ) ,且同样由图示意可见 ,在交界面的法线方向上 , D1 = D1n = D2 n =
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D2 ,即   

ε0 E1 + P1 =ε0 E2 + P2

图 2.4  双层电介质的极化效应

因已知σP1 = P1·en = P1n = P1 和σP2 =

P2·en = P2n = P2 ,代入上式 ,可得

ε0 ( E2 - E1 ) = ( P1 - P2 ) =σP1 - σP2 =σP

今设ε1≠ε2 (非同一电介质 ) ,故σP1≠

σP2 ,即σP≠0。这就表明 ,交界面上介

质的不均匀性导致了交界面上净束缚

电荷的出现。换句话说 , 交界面就形

成为电场线 E的源 ,表明交界面上电

场强度 E发生突变。

值得指出 ,如图 2.4 所示 , D 线起

始于正的自由电荷而终止于负的自由

电荷。

2.3.2  静电场边值问题的构造

(1 ) 静电场分析计算的一般方法———边值问题 ( Boundary Value Problem ,简

称为 BVP )。

在数学模型构造的立意上 ,边值问题也被称为偏微分方程的定解问题 ,或数

学物理方程的定解问题。

(2 ) 静电场边值问题 :通常选取电位函数φ( r )为待求场函数 ,其对应的边

值问题 ( BVP )应构造如下 :

� 泛定方程———基于φ( r )的场的规律性的描述 ;

� 定解条件———由给定工程物理问题所决定的场域边界上的边界条件

       (Boundary Condition ,简记为 BC)。

(3 ) 泛定方程———泊松方程或拉普拉斯方程

推导 :
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  故泛定方程为  Δ
2
φ( r ) =

- ρ( r)/ε   ( r∈场域 V )     (2.1 )

0       ( r∈场域 V )     (2.2 )
( 4) 定解条件———场域 V 边界 S 上的 BC ,也称场域 V 边界 S 上的边值 ,可

给定为以下三种类型 :

� 第一类 BC:φ( r )
S

= f1 ( rb )即对应于已知各带电导体电位值的情况 ;

� ��第二类 BC:
��φ( r)
��n S

= f2 ( rb )即对应于已知各带电导体表面电荷分布的

情况 (因为带电导体表面 S 处 Dn =σ,即
��φ
��n S

= -
σ
ε0

) ;

� 第三类 BC: φ( r ) + f3 ( r )��φ( r)
��n S

= f4 ( rb )。

(5 ) 边值问题的构造

3rd BVP

2nd BVP

1st BVP

1. 泛定方程为 : Δ
2
φ=

-ρ( r)/ε ( r∈场域 V)

 0    ( r∈场域 V)

2. 定解条件———B .C .(边值 ) :

⋯⋯�φ( r)
S

= f1 ( rb )

⋯⋯⋯⋯⋯⋯�
��φ( r)
��n S

= f2 ( rb )

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯� φ( r) + f3 ( r)
��φ( r)
��n S

= f4 ( rb )

注 : �第一类边值问题 ( 1st BV P)也称为狄利克雷 (Dirichlet )问题 ;

第二类边值问题 ( 2nd BVP )也称为诺伊曼 ( Neumann )问题 ;

第三类边值问题 ( 3rd BVP )也称为柯西 ( Cauchy)问题。

(6 ) 讨论并指出 :

� ��通常 ,当边界 S = S1 + S2 +⋯ ,且逐片分别给定为 1st BC 与 2nd BC 时 ,

则称之为由混合型 BC 构造的边值问题 ;

� ��在工程问题分析中 ,常选取
��φ
��n S′

= 0 的齐次第二类 BC ,此意味着在相应

边界 S′上给定 E线或场的对称面 (线 )为相应的 BC;

� 当 V 域中存在多种均匀介质时 ,务须分域定义 :

  Δ
2
φi ( ri ) =

- ρi ( ri )/ εi

 0  
 ( ri∈ V i , i = 1 ,⋯ , n) ( V = V1 + V 2 +⋯ + V n )

   且此时 , 作为定解条件 , 尚应引入不同媒质分界面上的 BC 为“衔接条

件”,或称之为辅助的 BC ,即 :

φ1
S

i

=φ2
S

i

  ;   ε2
��φ2 ( ri )
��n S

i

-ε1
��φ1 ( ri )
��n S

i

= - σi ( ri )
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� ��当场源分布在离坐标原点的有限距离内 ,而场域 V 扩展至无限远处时 ,

则应给定无限远处的 BC 为

φ( r)
r→∞

= 0

(7 ) 边值问题求解的方法 [ 12 ] , [ 13 ] :

BVP

直接求解法

直接积分法———当待求场函数 u( r)仅是一个坐标变量

的函数时 , BVP即简约为常微分方程的定解问题 ,可直

接运用积分方法得解。

分离变量法———当待求场函数 u( r)为两个或两个以上

坐标变量的函数时 ,本方法是直接求解 BVP的经典方法。

间接求解法

镜像法

复位函数法、保角变换法

格林函数法等

近似(数值 )求解法

有限差分法 ( FDM)

有限元法 ( FEM)

模拟电荷法 ( CSM)

矩量法 ( MOM)

边界元法 (BEM)等

2.3.3  关于分离变量法及其应用的讨论

( 1) 分离变量法 :当待求边值问题 (BVP )的场函数 U ( r)是两个或两个以上

坐标变量的函数时 ,本方法是直接求解 BVP 的经典方法。一般说来 ,当场域边

界面 (线 )和某一正交曲线坐标系的坐标面 (线 )相吻合时 ,它往往是一种简便而

有效的方法。

对于泛定方程为拉普拉斯方程的 BV P, 分离变量法应用的具体求解步骤

是 :① 应结合场域边界几何形状的特征 ,选用适当的坐标系 ,以给出问题的数学

模型 ( BVP ) ;② 设待求场函数由两个或两个以上各自仅含一个坐标变量的函数

的乘积所组成 ,并把这假设的函数 (试探解 )代入拉普拉斯方程 ,借助于“分离常

数”,原来的偏微分方程就可相应地转换为两个或两个以上的常微分方程。③

解出所得常微分方程的通解 ,并按试探解结构得出待求偏微分方程的特解 ,再按

线性偏微分方程的特征 ,由叠加原理构成偏微分方程的通解 (一般解 ) ;④ ,根据

问题所给定的定解条件 ,逐一确定上述偏微分方程通解中各个待定的积分常数

和本征值 ,最终可得待求场函数惟一确定的解答。

以上展述的分离变量法求解步骤 ,现继续通过以下的流程图予以描述 ,有助

于获得对于方法整体应用的更清晰的理解。
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  注 1:常用的正交曲线坐标系有直角坐标系 ( x , y , z )、圆柱坐标系 (ρ,�, z )、球坐标系 ( r ,θ,�)、椭圆

柱面坐标系 (η,�, z )、抛物柱面坐标系、长旋转椭球坐标系、扁旋转椭球坐标系、旋转抛物面坐标系、圆锥

曲面坐标系和椭球坐标系共 10 种 ,可供分析使用。

注 2:当常微分方程的非零解必须对应于定解条件的某些特定数值 (本征值 )时 ,即构成该常微分方程

的本征值问题。

注 3:含本征值的解函数被称为本征函数。

应指出 ,在工程电磁场的偏微分方程定解问题构造中 ,其泛定方程可归结为

椭圆型 (如静电场 )、抛物型 (如磁准静态场 )和双曲型 (如动态电磁场 ,电磁波 )三

类二阶线性偏微分方程。
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(2 ) 直角坐标系中的平行平面场问题 ( 2.5.3 节 )

例如 ,接地金属槽 ,矩形波导内的电磁场 ,忽略曲率半径的电机定、转子间的

气隙磁场 ,矩形截面的汇流排等均可归属为这类典型分析问题的应用背景。

例2.3  一长直接地金属槽的横截面如图2.5所示 ,其侧壁与底面电位均为

零 ,而顶盖电位 φ=φmsin
π
a

x 。求槽内电位分布。

[解 ]  此问题理想化为平行平面场问题。根据边界面的形状 ,采用直角坐

标系如图 2.5 所示。槽内电位 φ( x , y )满足拉普拉斯方程 ,构成如下的第一类

边值问题 :

Δ2φ( x , y ) =
��

2
φ

��x2
+
��

2
φ

��y2
= 0   (0 < x < a, 0 < y < a)      (2.3 )

φ= 0            ( x = 0 , 0≤ y≤ a)       ( 2.4)

φ= 0            ( 0≤ x≤ a , y = 0)       ( 2.5)

φ= 0            ( x = a , 0≤ y≤ a)       ( 2.6)

φ=φm sin
π
a

x       ( 0 < x < a , y = a)       ( 2.7)

  本例电位函数φ( x , y )的一般解为式 ( 2 - 76)。现由给定的边界条件确定

该一般解中的各个待定常数。由式 (2.4 )可知 :

A10 = 0 ,  A1 n = 0 和 A′1 n = 0

由式 (2.5 )可知 :

B10 = 0 ,  B1 n = 0 和 B′1 n = 0

即  φ( x , y ) = ��∑
∞

n = 1

Cn sinh( mn x ) sin ( m n y) +

∑
∞

n = 1

Dn sin( mn x ) sinh( m n y) + A20 B20 x y

由式 (2.6 )可知 :

A20 B20 = 0 , Cn = 0 和 sin mn a = 0

由此可见 ,与分离常数λ相关的待定常数 mn 取值应为

mn =
nπ
a
    ( n = 1 , 2 , 3 ,⋯ )

故 φ( x , y) = ∑
∞

n = 1

Dnsin
nπx

a
sinh

nπy
a

将式 (2.7 )代入上式 ,则得

φm sin
π
a

x = ∑
∞

n = 1

Dn sin
nπx

a
sinh( nπ) ( 2.8)

于是 ,由比较系数法得
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D1 =
φm

sinhπ
     ( n = 1 )

Dn = 0        ( n≠1 )

故本题所含本征值 m1 =
π
a

,对应的本征函数为 sin
π
a

x 和 sinh
π
a

y 。这样 ,

最终的待求电位φ( x , y )的确定解为

φ( x , y) =
φm

sinhπ
sin
π
a

x sinh
π
a

y ( 2.9)

其相应的等位线分布如图 2.5 所示。

图 2.5  长直接地金属槽的横截面图

值得指出 ,鉴于场分布的对称性 ,本例分析也可压缩在
D
2
场域内进行 ,当然 ,

这时定解条件需作相应变化 (应引入对称线 A A′条件 :
��φ
��n A A′

= 0 )。这样的处

理方法尤其在数值求解法应用中 ,将显著地提高计算效率及其经济性。

例2.4  一长直接地金属槽的横截面如图2.6所示 ,其侧壁与底面电位均为

零 ,而顶盖电位 φ=φ0。求槽内电位分布。

[解]  本例数学模型构造同前例 ,仅定解条件[式 (2.7 ) ]需改为如下形式的

定解条件 :

φ=φ0     ( 0 < x < a , y = a) (2.10)

显然 ,分离变量法的求解过程也与前例类同 ,直至式 (2.8 )应改为

φ0 = ∑
∞

n = 1

Dn sin
nπx

a
sinh nπ = ∑

∞

n = 1

En sin
nπx
a

(2.11)

为确定待定的 En ,对于上式的处理方法 ,除教材例 2 - 13中的处理方法外 ,
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图 2.6  长直接地金属槽的横截面图

尚可按在区间[ - l , l] 上展开 f ( x ) = ∑
∞

n = 1

bnsin
nπx

a
傅里叶正弦级数的系数

bn 的计算关系式 ,即

bn =
2
l∫

l

0
f ( x ) sin

nπx
l

d x

计算之。为此 ,对于本例 ,可延拓 x 的区间为[ - a , a] ,这样可得

En ��=
2
a∫

a

0
φ0 sin

nπx
a

d x =
2φ0

a
·

a
nπ∫

a

0
sin

nπx
a

d
nπx

a

=
2φ0

nπ
( 1 - cos nπ) =

4φ0

nπ
    ( n 为奇数 )

0      ( n 为偶数 )

图 2.7  圆柱对称的轴对称场结构

从而 ,最终的待求电位 φ( x , y)的确定解为

φ( x , y ) =
4φ0

π ∑n = 1 , 3 ,⋯

1
nsinh( nπ)

sin
nπ
a

x sinh
nπ
a

y (2.12)

其相应的等位线分布如图 2.6 所示。

(3 ) 圆柱坐标系中的平行平面场问题 ( 2.5.3 节 )

(4) 圆柱坐标系中的轴对称场问题

当场域结构如图 2.7 所示 , 对 z

轴呈旋转对称分布特征时 , 则如图选

择圆柱坐标系 ,待求场函数φ(ρ,�, z) =

φ(ρ, z)仅与圆柱坐标变量ρ、z 相关。

此时 , 应用分离变量法 , 设试探解

φ(ρ, z) = R (ρ) Z ( z ) , 代入拉普拉斯
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方程Δ
2
φ= 0 , 即可将给定的偏微分方程分离为两个常微分方程联立求解的问

题。应该指出 ,这时 ,对应于函数 R (ρ)的常微分方程的解答不能应用初等函数

予以表达 ,而必须归结为一类特殊函数 (贝塞尔函数 )的表述式。

工程上 ,静电电子透镜、同轴传输线等问题均属于这类典型问题的应用背景。

鉴于这类问题的分离变量法应用已超越本课程教学大纲的基本要求 ,故不再展述。

(5 ) 球坐标系中的轴对称场问题

当场域结构如图 2.8 所示 ,对 z 轴呈旋转对称分布特征时 , 则如图选择球

图 2.8  球形域的轴对称场结构

坐标系 ,待求场函数φ( r,θ,�) =

φ( r ,θ)仅与球坐标变量 r、θ相

关。此时 , 应用分离变量法 , 设

试探解φ( r ,θ) = R ( r) H (θ) ,

代入拉普拉斯方程Δ
2
φ= 0 , 即

可将给定的偏微分方程分离为

两个常微分方程联立求解的问

题。应该指出 , 这时 , 对应于函

数 H (θ)的常微分方程的解答

不能应用初等函数予以表达 ,

而必须归结为一类特殊函数

(勒让德函数 )的表述式。

工程上 ,变压器油中的球状气泡、杂质粒子 ,球腔形的磁屏蔽等均属于这类

典型问题的应用背景。鉴于这类问题的分离变量法应用已经超越本课程教学大

纲的基本要求 ,故不再展述。

2.3.4  关于镜像法及其应用的讨论

(1 ) 镜像法 ( Method of Images,简称 IM) :用位于场域边界外虚设的较简单

的镜像电荷分布来等效替代该边界上未知的较为复杂的电荷分布 ,从而将原含

该边界的非均匀媒质空间变换成无限大单一均匀媒质的空间 ,使分析计算过程

得以明显简化的一种间接求解法。

(2 ) 镜像法应用的理论基础———静电场解的惟一性定理 ( 2.5.4 节 )。

在导体形状、几何尺寸、带电状况 ,以及媒质几何结构、特性给定不变的前提

条件下 ,根据惟一性定理 ,不论采用何种方法 ,只要找出的解答满足在同一泛定

方程下问题所给定的边界条件 ,那就是该问题的解答 ,并且是惟一的解答。镜像

法正是巧妙地应用了这一基本原理 ,面向多种典型结构形式的工程电磁场问题 ,

而构成的一种有效的解析求解法。

(3 ) 镜像法应用的关键点 :
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① 镜像电荷的确定 (镜像电荷的位置、个数及其电量大小“三要素”) ;

② 等效求解的“有效场域”。

(4 ) 镜像法应用的示例

例 2.5  点电荷与无限大接地导电平面系统电场的镜像法的应用原理。

图 2.9  点电荷—接地导板系统

[分析 ]  以大地上方输电线电

场、雷电云形成的大气电场、电力线

路对有线通讯线路的干扰等工程问

题为背景 ,典型化的基本问题可归结

为无限大接地导板上方点电荷激发

的电场问题 ,如图 2.9 所示。对于这

一典型问题 , 必须明确指出 , 其场分

布φ( r)既不可能在已知场源分布情

况下求解 ,也不可能运用叠加原理或

高斯定理等直接求解法得出其解析解。因此 ,基于场的惟一性定理 ,启示我们可

否采用别的间接求解法来求得该典型问题的场分布 φ( r ) ? 为此 , 考察如

图 2.10 ( b)所示的一对相距 2 h ,位于无限大单一介质ε0 空间中的正、负电荷 q

所激发的电场。现分析其上半空间的电场是否等同于原问题 [图 2.10 (a ) ]的点

电荷———接地导板系统的电场 ?

图 2.10  镜像法应用原理分析

设 :如图 2.10 所示 ,包围点电荷 q 与平面 ( y = 0 )作一闭合面 S1 , 并令 S1

趋向于无限大 ,即 S1→ S∞。同时 ,包围点电荷 q 作一微小的闭合面 S2 , 并令

S2→0,向点电荷 q收缩。这样 ,所论场域 D的边界面为( S1 + S2 )。令图 2.10(a)、(b)

两问题待求电位函数解分别为φ1 和φ2 ,由此分析如下 :

(1 ) 在同样由 S1、S2 围成的场域 D内 (上半空间 ) ,泛定方程均满足拉普拉
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斯方程 :Δ
2
φ1 = 0 和Δ

2
φ2 = 0 ;

(2 ) 关于边界面上边界条件的分析 :

① 边界面 S1 上的 BC:已知φ1
S

1

= 0;而由± q两电荷的叠加效应 ,显而易

见 ,φ2
S

1

= 0。

② 边界面 S2 上的 BC:在 S2→0 向点电荷 q 收缩的极限情况下 ,可将 S2 面

看作为导体表面 ,即 S2 为等位面 ,且 q值可看作为该等位面上自由电荷面密度

σ= Dn 的通量值。因此有

对原问题 :

φ1
S

2

= Const .

-�S
2

ε0
��φ1

��n
d S = q

 对被考察问题 :

φ2
S

2

= Const .

-�S
2

ε0
��φ2

��n
d S = q

显然 ,对比两问题的分析结果可见 ,电位函数 φ1 和 φ2 满足同一泛定方程

(拉 普 拉 斯 方 程 ) , 且 在 边 界 面 ( S1 + S2 ) 上 满 足 相 同 的 第 一 类

BC φ1
S

1

=φ2
S

1

= 0 和相同的第二类 BC
��φ1

��n S
2
→ 0

=
��φ2

��n S
2
→0

=某指定值 ,

因此 ,根据场的惟一性定理 ,必有φ1 =φ2 =φ成立。

基于以上分析结果 , 其结论是 :点电荷—接地导板系统的电场 [图 2.9 或

图 2.10 (a ) ]可由相应的如图 2.10( b)所示的上半空间的电场予以等效替代。换

句话说 ,原问题导板上未知的感应电荷的分布可用置于场域边界外虚设的点电

荷 ( - q)来等效代替 , 该虚设的点电荷 ( - q)位于给定的点电荷 q 的对称位置

(镜像位置 ) ,故特称其为给定电荷 q 的镜像电荷。从而 ,这一以等效变换为内

核构成的间接求解法即称之为镜像法。必须强调指出的是 ,在上述镜像法处理

中 ,对应于原问题导板下方 E = 0 的非指定的求解域 ,应等效地置换为导板上方

同样的媒质。也就是说 ,镜像法处理的电场为一无限大单一均匀媒质空间中的

电场问题 ,分析计算过程由此得以明显简化 ,但解答的有效区域仅为与原问题对

应的上半空间 ,即如图 2.10 ( a)、( b)所示对应的阴影区域。此外 ,对于本例 ,确

定镜像电荷的“三要素”,其结果显而易见为①镜像位置 ,②1 个镜像电荷 ,③与

原电荷等电量、异号。

[讨论]  依本例同样的推理方法 ,不难逐一分析讨论以下各类镜像法的应

用原理 :

� 电轴与无限大接地导电平面系统的电场 (2.6.2 节 ) ;

� 电轴法 (2.6.3 )节 ;

� 点电荷与无限大介质平面系统的电场 (2.6.4 节 ) ;
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� 点电荷与导体球系统的电场 (2.6.5 节 ) ;

对此 ,本书在“习题解析与解答”中还继续展开了相应的阐述。

例 2.6  基于例2.5分析的镜像法应用原理 ,可推广应用镜像法于以下各类

问题的求解 :

(1 ) 点电荷—接地的直角导板系统

镜像法 ( IM)应用的图示如图 2.11 所示。

图 2.11  镜像法推广应用之一

(2 ) 点电荷—角形边界的接地导板系统 ( 2.6.1 节 )

(3 ) 点电荷—两无限大平行接地导板系统

镜像法 ( IM)应用的图示如图 2.12 所示。根据应用原理 ,所得结果为一连

续镜像电荷的序列 ,但因随着连续镜像电荷的生成 ,其位置越来越远离求解场域

D ,故问题是收敛的。换言之 ,可仅取对两导板 3—4 次连续镜像处理而生成的

有限个镜像电荷与原电荷合成的电场 ,便能以足够的计算精度逼近于原问题的

电场。   
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图 2.12  镜像法推广应用之三

2.3.5  关于部分电容概念的讨论

对于多导体系统 ,每个导体的电位不仅与导体本身电荷有关 ,同时还与其他

导体上的电荷有关 ,显然 ,这是因为周围导体上电荷的存在必然影响周围空间场

的分布。因此 ,基于多导体系统中电荷与电位之间的关联性 ( 2.7.2 节 ) ,工程上

定义了两两导体间的相互电容 ,即部分电容的概念。关于两类部分电容 :① 自

有部分电容 Ci0 ( i = 1 , 2 ,⋯ , n )———各导体与选为电位参考点的导体 ( 0 号导

体 )之间的部分电容 ;② 互有部分电容 Ci j ( i 或 j = 1 , 2 ,⋯ , n ,且 i≠ j ) ,其计算

关系式已列于式 (2 - 124)和式 (2 - 125)。

在初次学习、掌握部分电容概念时 ,应强调指出以下有关概念 :

(1 ) 所有部分电容 Ci0 , Ci j恒为正值 ,且 Ci j = Cj i ,它们分别与各导体的几何

形状、尺寸 ,相对位置及所处介质ε相关 ,而与各导体带电状况无关。此一概念

可由部分电容和感应系数βi j的关系得出。

(2 ) 任一部分电容值是和整个系统中所有导体的几何形状、尺寸 ,相对位

置相互关联的。例如 , 在 ( n + 1 )个导体系统中 , 由式 ( 2 - 123 ) 可见 , C10 =

q1

U10 U
12

= U
13

= ⋯ = U
1 n

= 0
,这就表明 ,2、3、⋯、n 号导体的存在事实上影响了所论

的空间电场 ,而绝非等同于纯粹的 1 号与 0 号两导体之间的电场。

(3 ) 在由 ( n + 1)个导体组成的静电独立系统中 ,部分电容的总数可由组合
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数 C
2
n + 1 =

n ( n + 1 )
2
算得。

(4 ) 工程上等值电容 (工作电容 )的概念 :将各个部分电容看成等值的电路

参数。则实际的多导体系统就可由部分电容构成的等值网络 (或称静电电路 )予

以描述。从而可用网络理论的方法 ,研究相应的电场问题。例如 ,对于两线输电

线 ,记入大地影响后 ,若设大地为参考电位 ,且记为 0 号导体 ,则两输电线间的等

值电容即可定义为 C =
τ

U12
= C12 +

C10 C20

C10 + C20
。

例 2.7  设教材例2.19中的导线1对地电位为φ1 ,导线 2 接地。求导线 1 和

导线 2 每米长度上的电荷。

[解]  按式 (2 - 120) ,当 φ2 = 0 时得 :

τ1 =
β11φ1

l
和τ2 =
β21φ1

l

而感应系数βi j可通过电位系数αi j由式 (2 - 121)计算之 ,故最终可得导线 1 每米

长度上 ( l = 1)的电荷

   τ1 0=β11φ1 =
α22

Δ
φ1

=
2πε0 ln

2 h
a

ln 2 h
a

2 h
d

2

+ 1 ·ln
2 h
a

2 h
d

2

+ 1

- 1

导线 2 每米长度上 ( l = 1)的电荷

   τ2 0=β21φ1 = -
α21

Δ
φ1

= -

2πε0 ln 2 h
d

2

+ 1

ln 2 h
a

2 h
d

2

+ 1 ·ln
2 h
a

2 h
d

2

+ 1

- 1

显然 ,鉴于所论为三导体系统 ,故导线 1、2 上所带电荷 |τ1 |≠ |τ2 | ,从而可进一

步加深对前述讨论 (2 )的理解。

例2.8  设想大地上方带有正电荷的雷积云与大地之间形成一均匀电场

E0 ,如图 2.13 所示 ,在该空间中敷设有带接地线防护的单线输电线。求 :

(1 ) 在图 2.13(a )所示并未引入输电线的情况下 ,该输电线所在处 A 点的

电位φA ;

(2 ) 在接地线(接地钢索)引入条件下 ,如图 2.13(b)所示 ,重求 A点的电位φ′A。

[解]  (1) 以大地为电位参考点 ,按题设 ,均匀电场 E0 中单线输电线所在处 A点

的电位
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图 2.13  

φA = E0 h1

(2 ) 此时 , A 点的电位不仅由均匀外电场 E0 产生 ,而且还取决于接地线上

电荷 q的作用 ,故按式 (2 - 116)可得

φ′A = E0 h1 +α12 q (2.13)

式中 ,互有电位系数α12通过镜像法的应用 ,比照教材例 2 - 19的分析 ,应可表示为

α12 =
1

2πε0 l
ln

h1 + h2

h2 - h1

其中 , l为接地线的长度。

然后 ,再计入接地线的物理条件 :

φ2 = E0 h2 +α22 q = 0

式中 ,自有电位函数α22 =
1

2πε0 l
ln

2 h2

a
。将上式代入式 (2.13) ,最终可得

φ′A = E0 h1 -
α12

α22
h2 = E0 h1 - h2·

ln
h1 + h2

h2 - h1

ln
2 h2

a

显而易见 ,φ′A <φA ,也就是说 ,接地线对雷电场下的输电线起到了预期的防护作用。

2.3.6  虚位移法

在电场中 ,物体的任何运动都关联着电场能量的变化与作用于物体上力所

做的功。正是基于这样的物理本质 ,引入了虚位移法 ,即通过假设物体发生某一

定的位移 d g ,然后由位移过程中电场能量的变化 d g W e 与外力及电场力做功之

间的关系来计算电场力。这一功能平衡过程可一般性地表示为

d W = d g We + Fd g (2.14)
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式中 , d W 表示与各带电体相连接的电源提供的能量。上式表明 ,电场能量的增

量与电场力所做的功之和等于外源提供的能量。

取决于带电系统设定的两种不同情况 ,即常电位系统 (各带电体接有端电压

恒定的电源 ) , 或常电荷系统 (系统不接外源 , 各导体上电荷保持不变 ) , 按

式 (2.14) ,由 ( 2.9 节 )已作的分析 ,可分别导得电场力的计算关系式为 :

F =
��We

��g φ
k

= C
(2.15)

和 F = -
��W e

��g q
k

= C
(2.16)

在以上虚位移法构造中 ,借鉴分析力学的概念 ,其中 g称为广义坐标 ,泛指

确定系统中各带电体形状、尺寸和位置的一组独立几何量 ( g1 , g2 ,⋯ , gn ) ;而把

企图改变这些广义坐标的力 F 称作广义力。因此 ,根据广义力与对应的广义坐

标的乘积等于该广义力在改变相应广义坐标中所做的功 ,可以理解 ,如果设定的

广义坐标是线位移 (距离 )、面积、体积和角度等 ,则对应的广义力[即式 (2.15)和

式 (2.16)中给出的电场力]是通常的机械力、表面张力、压强和转矩等。应指出 ,

由式 (2.14)可知 ,广义力 F的假定正方向即为广义坐标 g增加的方向。

例2.9  分析静电伏特计 (图 2.14)活动片 (即指针 )转动角度α与被测电压

U 之间的关系。

图 2.14  静电伏特计

[分析]  静电伏特计的活动片与固定片之间的电容 C 决定于活动片的转

动角度α,即 C = f (α)。

现应用虚位移法 ,取转角α为广义坐标 ,则广义力 F 就是作用于活动片上

的转矩 M。当静电伏特计固定片与活动片之间接上被测静电电压 U 时 ,带有等
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量异性电荷的固定极板与活动极板之间的引力形成转矩 ,由式 ( 2.15 )可得

M =
��
��α

1
2

CU
2

=
U

2

2
��C
��α

在平衡状态下 ,这一转矩由弹簧扭矩所平衡 ,而后者与转角α成正比 ,即 M′=

k1α。因此 ,指针的平衡位置决定于下列方程 :

U
2

2
��C
��α

= k1α (2.17)

从上式可见 ,静电伏特计标度的特征 ,就是说α=φ( U )的函数关系取决于 C =

f (α)。如果设 C = kα,也就是说 ,若电容 C 与活动片的转动角度成正比 ,则有

α=
1
2

k
k1

U
2

这表明标度具有二次方特征。如果工程设计要求α与 U 成正比例 ,即满足α=

k2 U 的条件。将此条件代入平衡方程式 ( 2.17 ) ,便得

��C
��α

= 2 k1 k2
2

1
α

由此解出 C与α之间的关系是 :

C = 2 k1 k
2
2 lnα+ A (2.18)

如果忽略电容 C的边缘效应 ,极板间电容是与图 2.14 中阴影线表示的极

板重叠部分的面积 S 成正比的。显然 ,由解式可知 ,该面积 S 应与转角α的对

数成比例地增加。这样 ,就可设计标度近乎均匀的静电伏特计 (图 2.14 )。应当

指出 ,式 ( 2.18 )在α= 0 时是无法满足的 ,因为电容不可能有无限大的数值。因

此 ,这意味着标度的起始段原则上就不可能做成均匀的。

2.3.7  基于法拉第观点分析电场力

依照法拉第的看法 ,在电位移管轴线方向有纵张力 ,而在垂直于轴线方向的

管壁上 ,则有侧压力作用。麦克斯韦定量给出了纵张力与侧压力的值均等于

1
2

D·E(单位 : N/ m
2

)。这样 ,电位移管本身可形象地看作被拉紧了的橡皮筋 ,沿

轴线方向 ,它有收缩的倾向 ,而在垂直于轴线方向 ,它有扩张的趋势。

应用法拉第观点 ,结合场图 ,就可对带电体受力状况作出由定性直至定量的

分析。例如 ,一个孤立带电体的表面因电位移管纵张力的效应有自身扩张的受

力作用 [图 2.15( a) ] ;两个带有异性电荷的物体 [图 2.15 ( b) ]由于相互之间电位

移管的联系 ,故在其纵张力作用下 ,它们将互相吸引 ;而两个带同性电荷的物体

[图 2.15(c) ]互相推斥 ,这可以归结为电位移管侧压力的作用 ;一个不带电的导

体携进另一个带电体的电场时 , 它就被吸引移向带电体 , 这一判断不难从

图 2.15 ( d)所示电场图得知。显然 ,任何不带电的物体被携进不均匀的外电场

53



时就会感受到一种向电场较强区域移动的趋势。但是 ,一个横向几何形状对称

的导体在均匀的外电场中 [图 2.15 (e) ]一定是顺着电场方向定位 , 而决不会有

向某一方向移动的趋势。

图 2.15  

必须指出 ,法拉第关于电位移管有纵张力、侧压力效应的看法 ,以及电位移

管本身 ,都不具有物理的实在 ,它只是用于电场力计算或者在场图解释上起着一

种辅助作用的方法。

2.3.8  场图示例

电磁场具有能量 ,有与能量相应的质量 ,且还具有动量。除了这些表征物质

的主要属性外 ,电磁场也遵循自然界的基本规律———能量守恒与转换定律 ,质量

守恒与转换定律。但是 ,电磁场不同于通常理解的“实物”,如其质点 (光子 )的静

止质量为零 ;没有一定的体积 ;没有“不可入性”;时变电磁场又具有时间、空间不

可分割性等。我们认为 ,电磁场是物质的特殊形式 , 是不依赖于人们的意识存

在 ,是能被人们的主观所反映的客观现实。

在理解电磁场这一“特殊形式的物质”时 ,其“看不见、摸不着”的物理特性是使

学习者困惑 ,产生学习困难的主要原因之一。教学实践经验证明 ,电磁场场图描绘

的方法给予电磁场以直观、形象的表示 ,从而为定性乃至定量分析电磁场问题提供

了极为有益的辅助手段。当今 ,各类电磁场应用软件的后处理技术即包含有场图

可视化的丰富内容 ,为满足科学研究和工程技术的需求起到十分积极的作用。

结合本章学习内容 ,现汇编以下有关的电场场图 ,以供读者参阅 ,深化对相应知

识点的理解。图中实线表示电场线 ( E线或 D线 ) ;虚线则表示等电位线(等φ线 )。
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� 两个异性不等值的点电荷的电场 (图 2.16) ;

图 2.16  正、负电荷分别为 q1 = + 3(相对值)和 q2 = - 1(相对值 )

的两个异性点电荷的电场

� 两个等值异性点电荷的电场 (图 2.17) ;

图 2.17  正、负电荷为 1.4×10 - 10 C ,相距 12.7 cm 的

两个等值异性点电荷的电场
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  � 两个等值同性点电荷的电场 (图 2.18) ;

图 2.18  两个相距 12.7 cm等值 (电荷为 1.4×10 - 10 C)同性点电荷的电场

� 位于介质圆柱体附近线电荷 +τ的电场 (图 2.19) ;

图 2.19  位于介质圆柱体附近的线电荷 +τ的电场 (ε2/ε1 = 5 ,

且实线表示 D线 )
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  � 点电荷 + Q与接地导体球之间的电场 (图 2.20 ) ;

图 2.20  点电荷 + Q 与接地导体球之间的电场

� 两同半径同轴带电圆柱形导体筒之间的电场 (图 2.21) ;

图 2.21  两同半径同轴带电圆柱形

导体筒之间的电场

图 2.22  均匀外电场中的圆柱形导体

� 均匀外电场中的圆柱形导体 (图 2.22) ;

� 均匀外电场中的介质圆柱体 (图 2.23) ;

� 平行板电容器的电场 (图 2.24) ;

� 大地上方三带电导体系统的电场 (图 2.25) ;
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图 2.23  均匀外电场中的介质圆柱体

图 2.24  平行板电容器的电场

图 2.25  大地上方三带电导体系统的电场04



  � 同轴传输线内的电场 (图 2.26)。

图 2.26  同轴传输线内的电场

2.4  习题解析与解答

2 - 1  真空中有两个同号点电荷 : q1 ( = q)和 q2 ( = 3 q) ,它们的距离为 d。

试决定在其连线上 ,哪一点的电场强度为零 ;哪一点上由该两电荷所引起的电场

强度值相等 ,方向一致。

[解题思路]

� ��本题属点电荷系统的电场问题。基于点电荷场源所激发的电场 E的计

算关系式 (2 - 22 ) ,应用叠加原理 ,即可得解 ;

� ��必须指出 ,基于场量 E的矢量场分析 ,在叠加原理应用时 ,务须遵循矢

量分析的运算规则。

题 2 - 1 图

[解]  设定坐标系如图 (以电荷 q1 所在处为坐标原点 )

(1 ) 在两电荷连线上 ,何处 E = 0 ?

由判断 ,惟当 0 < x < d 时 ,才有可能存在 E = 0 的场点。此时应用叠加原

理可得

E( x) =
q1

4πε0 x
2 -

q2

4πε0 ( x - d)
2 =

q

4πε0
1
x

2 -
3

( x - d)
2 = 0
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得 2 x
2

+ 2 dx - d
2

= 0

故 x =
- 2 d± 4 d2 + 8 d2

4
=

- 1± 3
2

d

舍去负根 ,得解为 x =
3 - 1

2
d 处的场点上 E = 0。

(2 ) 在两电荷连线上 ,何处由它们激发的 E值相同 ,且方向一致 ?

可以判定 ,当 x < 0 或 x > d 时 ,两电荷产生的 E方向相同。且它们激发的

E 分别为 :

E1 x ( x ) = -
q

4πε0 x
2 ;  E2 x ( x ) = -

3 q

4πε0 ( x - d )
2  ( x < 0)

和 E′1 x ( x ) =
q

4πε0 x
2 ;  E′2 x ( x ) =

3 q
4πε0 ( x - d )

2  ( x > d)

因此满足待求条件的点应由以下关系式给定 ,即

1
x

2 =
3

( x - d )
2

得 x =

3 - 1
2

d   (不合题意 ,舍去 )

-
3 + 1

2
d

因此 ,当 x = -
3 + 1

2
d 时 ,由该两电荷激发的 E恰好量值相等 ,方向一致。

2 - 2  真空中沿一正方形的两对角边分别放置长度为 l的细导线 ,它们分别

带有等量而异号、均匀分布的电荷 + q和 ( - q)。试求正方形中心点的电场强度。

[解题思路]

� ��本题属线电荷系统的电场问题。基于线电荷场源所激发的电场 E的计

算关系式 (2 - 20 ) ,应用叠加原理 ,即可得解 ;

� 必须指出 ,基于场量 E的矢量场分析 ,在叠加原理应用时 ,务须遵循矢

量分析的运算规则 ;

� 注意到对应于待求场点 (正方形中心点 )处的场源分布的对称性 ,当可简

化该场点处合成 E的求解过程。

[解]  建立如图所示的坐标系。在两线电荷上 ,考虑处于对称位置的两元

电荷 (τd x 和 - τd x ) ,在正方形中心点 O 产生的电场强度。由于对称 , d E1 x =

- d E2 x , 故 d Ex = d E1 x + d E2 x = 0 , 而 d E1 y = d E2 y , 故 d Ey = d E1 y + d E2 y =

2d E1 y。现两线电荷可以对称地离散成许多这样的对称元电荷组 ,从而 ,由这些

元电荷组分别在 O 点产生的电场强度的叠加 ,即得待求 O点处的总电场强度 ,

即应有
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题 2 - 2 图

EO y = 2 E1 y = 2∫
l
2

-
l

2

q
l

4πε0
·

l
2

x
2

+
l

2

2
1
2

x
2

+
l
2

2 d x =
q

2πε0∫
l
2

0

d x

x
2

+
l
2

2
3
2

EO x = 0

令 x =
l

2
tanθ, d x =

l
2

sec
2
θdθ,代入前式得

EO y =
q

2πε0∫
π
4

0

l
2

sec
2
θ

l
2

3

sec
3
θ

d t =
2 q

πε0 l
2∫
π
4

0
cosθdθ=

2 q

πε0 l
2

所以 ,正方形中心点 O处的电场强度

EO = - EO yey =
- 2 q
πε0 l

2 ey

2 - 3  两个半径分别为 R1 和 R2 的导体球 ,相距甚远(可分别看作为孤立的

题 2 - 3 图

导体球 ) ,其中球 1 带有电量为 q ,球 2

不带电。现用一根细长的导丝连接两

球 ,且在分析中忽略该导丝对空间电场

分布的影响。求 :

(1 ) 两个球上的电荷量 ;

(2 ) 两个球上的电场强度 ;

(3 ) 概括电荷与电场强度分布的规律性。

[解题思路]

� ��据题意 ,本题属两孤立的带电导体球的合成电场问题。孤立的带电导体

球外的电场可等效为位于其球心的等量点电荷所产生的电场 ,从而 ,将
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简化解题过程 ;

� 以“导丝连接两导体球”,即表征着两导体球等电位的物理条件 ;

� 基于点电荷场源的电场强度 E的计算关系式 (2 - 21) ,即可展开解题过程。

[解]  (1 )据题意 ,可建立方程组

q1

4πε0 R1
=

q2

4πε0 R2

q = q1 + q2

得

q1 =
qR1

R1 + R2

q2 =
qR2

R1 + R2

(2 ) .E1 =
eR

1

4πε0 R
2
1

qR1

R1 + R2
=

qeR
1

4πε0 R1 ( R1 + R2 )
;

E2 =
eR

2

4πε0 R
2
2

qR2

R1 + R2
=

qeR
2

4πε0 R2 ( R1 + R2 )

(3 )
q1

q2
=

R1

R2
(成正比 ) ,  

E1

E2
=

R2

R1
( E 的分布与曲率大小成正比 )

2 - 4  一平行板电容器 ,板间距离为 d ,介质为空气 (ε≈ε0 ) ,忽略边缘效

应。求 :

(1 ) 若如题 2 - 4(a )图所示 ,插入一块εr = 4 的介质 ,试计算电容器中的 E、

D 有无变化 ? 板间电压有无变化 ?

(2 ) 若如题 2 - 4 ( b)图所示 ,插入介质 (εr = 4 ) ,同样计算电容器中的 E、D

有无变化 ? 极板上的电荷量有无变化 ?

题 2 - 4 图

[解题思路]

� ��理想的平板电容器电场可被看作为具有平行平面场特征的典型均匀电

场 ,基于物理电磁学的基础知识 ,或应用真空中的高斯定理 ( 2 - 6)可知 ,
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对应于给定电荷 q的求解条件 ,插入介质块前的电场强度 E0 的解为

E0 =
q

ε0 S
ex

设水平坐标轴 O x 由左极板指向右极板 , S 为极板面积。

对应于给定电压 U0 的求解条件 ,则其解为

E0 =
U0

d
ex

� ��插入介质块后 ,应用不同介质分界面上的边界条件 (2 - 56 ) ,以及 UPQ =

∫
Q

P
E·d l的基本关系式 ,即可分别展开解题过程 ;

� 极板上的电荷分布应遵循导体和电介质交界面上的边界条件 ( 2 - 60 ) ,

由此即可得解。

[解]  (1 ) 原状态 : E0 =
q

ε0 S
ex ,  D0 =ε0 E0 =

q

S
ex ,  U0 =

qd

ε0 S

插入后 , D不变 ( D1n = D2n = D0 ) ;  E1 = E0 不变 ,  E2 =
1
4

E0 变化 ;

U =
2
3

qd

ε0 S
+

1
4
·

1
3

qd

ε0 S
=

3
4

U0 变化。

(2 ) 原状态 : E0 =
U0

d
ex ,  D0 =ε0 E0 =

ε0 U0

d ex ,  σ0 =
ε0 U0

d

插入后 ,由 2 E1·
d
3

+ E2·
d
3

= 2 E1·
d
3

+
1
4

E1·
d
3

= U0

得  E1 =
4
3

E0 , E2 =
1
3

E0 , D1 =
4
3

D0 , D2 =
4
3

D0 ,σ=
4
3
σ0 ,即 E、D和σ均变化。

2 - 5  已知一半径为 R1 的长直圆柱 ,离其轴线 d 处有一个半径为 R2 的小

题 2 - 5 图 (1 )

圆柱 , 设在大小圆柱间均匀分布着体电荷密度 ρ0 , 如

题 2 - 5图所示。试求小圆柱内的 E。

[解题思路]

� ��理想化假设待求电场分布具有平行平面电场分

布的特征 ;

� ��应用叠加原理 ,令待求小圆柱内的电场强度 EP

由图示的大圆柱内均匀分布的体电荷密度ρ0 的

电场与小圆柱内均匀分布体电荷密度 - ρ0 的电

场共同作用所产生 ;

� ��基于图示的大、小圆柱内由均匀分布的体电荷密度产生的电场 , 均具有

圆柱形对称的平行平面场特征 ,故可有效地应用高斯定理 ( 2 - 6 )直接得

到待求电场强度 EP 的解答。
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题 2 - 5 图 (2 )

[解]  解题示意图如下 :

分别建立图示的 x O1 y和 xO2 y′两坐标系 ,并正确应用矢量分析的运算 ,推

演以下解题过程 :

(1 ) 对于大圆柱内体电荷密度ρ0 产生的电场 ,可选取单位长度的同轴圆柱

面为高斯面 ,由高斯通量定理得

∮
S
ε0 E1·dS = ε0 E1·2πρ=πρ

2
·ρ0

故 E1 =
ρ0
2ε0
ρeρ(0 < ρ< R1 )

(2 ) 对于小圆柱内体电荷密度 -ρ0 产生的电场 ,就坐标系 x O2 y′而言 ,同理

可得场点 P 处的电场强度为

E2 =
- ρ0
2ε0
ρ′eρ′( 0 <ρ′< R2 )

(3 ) 由此可知 ,待求的小圆柱内的电场为以上二者的叠加 ,即

EP = E1 + E2 =
ρ0

2ε0
(ρeρ - ρ′eρ′) =

ρ0
2ε0

(ρ - ρ′)

题 2 - 6 图 (1 )

注意到两位矢ρ与ρ′间应有ρ - ρ′= dex ,故最终得

EP =
ρ0 d
2ε0

ex =
ρ0 d
2ε0

eρ
12

2 - 6  对于高压同轴传输线 ,为了在外导体尺寸固

定不变 ( R2 =定值 )与外施电压不变 ( U0 = 定值 )的情况

下 ,提高传输线的利用率 ,工程上有所谓同轴线最佳尺寸

的选择问题。设如题 2 - 6 图所示 ,在 R2 与 U0 不变的

条件下 ,求 :

(1 ) 同轴线内哪里的电场强度最大 ?

(2 ) 定性描绘随着内导体半径 R 的变化 ,最大电场

强度 Em 变化曲线 ;
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(3 ) 在介质ε得到最充分利用的前提下 ,即力求降低介质内 Em 值的要求

下 ,试求内导体半径的最佳尺寸应是外导体半径的多少倍 ?   

[解题思路]

� ��对于空载或带有负载的同轴传输线 ,其中间区段的电场分布均可被理想

化为具有平行平面场特征 ;

� 该介质ε内的平行平面电场 (求解场域 D: R1 <ρ< R2 )对线轴呈同轴圆

柱形的对称分布 ,因此 ,可有效地应用电介质中的高斯定理 ( 2 - 51 ) ,直

接得出待求电场强度 EP 的解答。

题 2 - 6 图 (2 )

[解]  (1 )参照教材例 2 - 9 ,设传输线内、外导体沿轴线方向每单位长度的

荷电量分别为 +τ和 - τ,作与传输线轴线同轴 ,且半径为ρ,长度为 l 的圆柱形

高斯面 S ,如图示。显然 ,在圆柱面上 D 的数值相同 ,方向为柱面的外法线方

向 ,而在二侧底面上则并无 D的法向分量 ,因此可得

∮S
D·dS = D·2πρl = τl

即 D =
τ

2πρ
eρ

故 E =
D
ε

=
τ

2περ
eρ  ( R1 <ρ< R2 )

显然 , Em a x存在于ρ= R1 处 ,其值为 Em =
τ

2πεR1

(2 ) 必须指出 ,随着内导体半径 R1 的变化 (0 < R1 < R2 ) ,在题设 R2 =定值

与 U0 =定值的条件下 ,前所设定的τ=τ( R1 )也将随之变化。这是因为

U0 =∫
R

2

R
1

E·dρ =∫
R

2

R
1

τ
2περ
·dρ=

τ
2πε

ln
R2

R1

74



故 τ=
2πεU0

ln
R2

R1

=τ( R1 )

代入 Em 式

Em =
U0

R1 ln
R2

R1

由此可定性描绘 Em 与可变化的 R1 之间的关系 ,如图示。由分析得知 ,当

R1 = 0 ,或 R1 = R2 时 , Em→∞ ,故图示曲线中必有一下凹点。

(3 ) 题意表明 ,应求
d Em

d R1
= 0。得 ln

R2

R1
- 1 = 0 ,即 ln

R2

R1
= 1 ,故

R2

R1
= e。

即 R1 =
R2

e
= 0.3679 R2 为所求的同轴线内导体半径的最佳尺寸。

2 - 7  一圆柱形的电容器中 ,同轴地置有两层绝缘体 ,已知内导线的直径为

2 cm ,外导线的直径为 8 cm ,内外两绝缘层的厚度分别为 1 cm 和 2 cm。内外两

导线间的电压为 1000 V。设有一层很薄的金属圆柱片放在两层绝缘介质之间 ,

欲使每种介质中的最大场强相等 ,如以外导体为电位参考点 ,试问金属圆柱片的

电位应为何值 ?

题 2 - 7 图

[解题思路]

� ��理想化假设待求电场具有圆柱形对称的平行平面场特征 ,故可有效地应

用电介质中的高斯定理 (2 - 51 ) ,直接得出待求电场强度分布的解答 ;
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� 运用 UP Q =∫
Q

P
E·d l的基本关系式。

[解]  设内导体上的等效电荷线密度为τ。作与题 2 - 6 相同的高斯面 S ,

则由高斯定理可得

E1 = E1ρ =
τ

2πε1ρ
 ( R1 <ρ< R2 )

显然 ,在点 P处达到介质ε1 层绝缘中的最大电场强度 ,即

E1m = E1 P =
τ

2πε1 R1

同理 ,在点 Q 处应有

E2m = E2 Q =
τ

2πε2 R2

题设 E1 m = E2 m ,即得

τ
ε1

τ
ε2

= R1/ R2

设金属圆柱片的电位为 U1 ,则

U1 =∫
R

3

R
2

τ
2πε2ρ

dρ=
τ

2πε2
ln

R3

R2

据电压平衡关系 ,有 :

U0 - U1 =∫
R

2

R
1

τ
2πε1ρ

dρ=
τ

2πε1
ln

R2

R1

U0 - U1

U1
=

(τ/ε1 ) ln( R2/ R1 )
(τ/ε2 ) ln( R3/ R2 )

=
R1 ln( R2/ R1 )
R2 ln( R3/ R2 )

, U0 = 1 +
R1 ln( R2/ R1 )
R2 ln( R3/ R2 )

U1

故 U1 ��=
R2 ln ( R3/ R2 )

R2 ln( R3/ R2 ) + R1 ln ( R2/ R1 )
U0

=
2ln(4/ 2 )

2ln( 4/ 2) + 1ln (2/ 1 )
× 1000 V = 666.67 V

2 - 8  求下列情况下 ,真空中带电面间的电压 :

(1 ) 相距为 a 的两无限大平行板 ,面电荷密度分别为 +σ0 和 -σ0 ;

(2 ) 无限长同轴圆柱面 ,半径分别为 a 和 b( b > a ) ,每单位长度上的总电

荷 :内柱为τ0 ,外柱为 - τ0 ;

(3 ) 半径分别为 R1 和 R2 的两同心球面 ( R2 > R1 ) ,带有均匀分布的面电

荷 ,其总量分别为 q0 (内球面 )和 - q0 (外球面 )。

[解题思路]

� ��分析场分布的对称性特征 ,然后 ,应用真空中的高斯定理( 2 - 6) ,通过正确

地选取相应的高斯面 S ,即可有效地直接得出待求电场强度分布的解答 ;
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� 运用 UP Q =∫
Q

P
E·d l的基本关系式 ,求相应带电面间的电压。

[解]

(1 ) 基于面对称的平行平面场特征 ,通过作两底面与带电平行板平行的圆

柱形的高斯面 S ,且令其一侧底面位于带电导板内 ,即可由高斯定理 (2 - 6)得知

板间电场强度为 E =
σ0

ε0
,可见平行板间为均匀电场 ,故板间电压 U = E·a =

σ0 a
ε0

(2 ) 基于圆柱形对称的平行平面场特征 ,作与题 2 - 6 相同的高斯面 S ,即

可由高斯定理 (2 - 6)得知两圆柱面间的电场强度为

E = Eρ =
τ0

2πε0ρ

两圆柱面间的电压为

U =∫
b

a

τ0

2πε0ρ
dρ=
τ0

2πε0
ln

b
a

(3 ) 基于球形对称的场分布特征 ,作半径为 r 的球形高斯面 S ,则由球面上

E的数值相同 ,方向为球面的外法线方向 ,可得

∮S
E·dS =∮S

Ed S = E∮S
d S = E·4πr

2
=

q0

ε0

即两球面间的电场强度为

题 2 - 9图

E = Er =
q0

4πε0 r2

两球面间的电压

U =∫
R

2

R
1

q0

4πε0 r
2 d r =

q0

4πε0

1
R1

-
1
R2

  2 - 9  一圆柱形电容器 ,外导体的直径为 4 cm ,内外导体间介质的击穿电

场强度为 200 kV/ cm ,内导体的直径 2ρ可以自由

选定 ,试问ρ为何值时 ,该电容器能承受最大电压

并求此最大电压值 ?

[解题思路]

� ��理想化假设待求电场具有圆柱形对称的平

行平面场特征 ,故可有效地应用电介质中

的高斯定理 ( 2 - 51) ,直接得出待求电场强

度分布的解答 ;

� 运用 UP Q =∫
Q

P
E·d l的基本关系式 ;
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� 根据该电容器的工作电压 U = U (ρ) , 显然 ,最大工作电压的条件应为

d U/ dρ= 0 ,由此得解。

[解]  显然 ,与题 2 - 6 的分析相同 ,对于圆柱形电容器 , 其最大电场强度

Em ax必位于内导体表面上 ,即

Em =
τ

2πεR1

介质内电场强度

E = Eρ=
τ

2περ
=
τ

2περ
·

R1

R1
= Em·

R1

ρ

故圆柱形电容器的工作电压

U =∫
R

2

R
1

Edρ=∫
R

2

R
1

R1 Em·
dρ
ρ

= R1 Em ln
R2

R1
( 1)

按题意 ,需求ρ= R1 可以调节变动时 ,该电容器可承受的最大电压值 ,这就意味

着应满足 d U/ d R1 = 0 这一极值条件 ,即

d U
d R1

= Em ln
R2

R1
+ R1·Em·

R1

R2
· -

R2

R
2
1

= 0

Em ln
R2

R1
- 1 = 0

即 : ln
R2

R1
= 1 ,   R1 =

R2

e
= 0.736 cm

此时由式 (1 )可知

Um a x = 0.736×200×10
3
×ln

2
0.736

V = 147 kV

2 - 10  已知一真空电场中的电位函数为φ= 2 x
2

y + 20 z - 4ln( x
2

+ y
2
) V ,求

在 P 点 ( 6 m , - 2.5 m ,3 m)处的φ、E、D及ρ。

[解题思路]

� ��按基本关系式 E = -Δφ, D =ε0 E和ρ=Δ·D,分别在给定电位函数φ

的条件下求解 ;

� 由于 φ=φ( x , y , z ) ,因此 ,应在直角坐标系下展开相应的计算关系式

[附录二]。

[解]  φP =φ(6 , - 2.5 ,3 ) = [ 2·(6
2
) ( - 2.5 ) + 20·3 - 4ln (6

2
+ 2.5

2
) ] V =

- 134.97 V

EP ��= -Δφ
P

= - 4 xy - 4·
2 x

x
2

+ y
2 ex + 2 x

2
- 4·

2 y
x

2
+ y

2 ey + 20 ez
P

= - - 60 -
8·6

6
2

+ 2.5
2 ex + 72 +

8·2.5
6

2
+ 2.5

2 ey + 20ez
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= 61.136 ex - 72.473ey - 20ez V/ m

DP �=ε0 EP = 8.85×10
- 12

( 61.136 ex - 72.473 ey - 20ez ) C/ m
2

= ( 541.1ex - 641.4 ey - 177.0 ez )×10 - 12 C/ m2

ρP ��=Δ·DP = -ε0Δ
2
φ

P
= - ε0
��

2
φ
��x

2 +
��

2
φ
��y

2 +
��

2
φ
��z

2
P

= -ε0 4 y +
8 ( x

2
- y

2
)

( x
2

+ y
2
)

2 -
8 ( x

2
- y

2
)

( x2 + y2 ) 2 + 0
P

= - 4ε0 y
P

故  ρP =ρ(6 , - 2.5,3) = - 4×8.85×10
- 12
×( - 2.5) C/ m

3
= 88.5×10

- 12
C/ m

3

2 - 11  一平行板电容器 ,极板面积 S = 400 cm
2

,两板相距 d = 0.5 cm ,两板

中间的一半厚度为玻璃所占 ,另一半为空气。已知玻璃的εr = 7 ,其击穿强度为

60 kV/ cm;空气的击穿场强为 30 kV/ cm。试问当该电容器接到 10 kV 的电源

时 ,会不会被击穿 ?

题 2 - 11 图

[解题思路]

� ��理想的平板电容器 (忽略边缘效应 )电场具有平行平面场特征 ,且在单一

均匀介质中为均匀场 ;

� ��在两种不同介质分界面上 ,运用不同介质分界面上的边界条件 ( 2 - 56 ) ;

并在极板处运用导体和电介质交界面上的边界条件 ( 2 - 60) ; 然后 ,结

合 UP Q =∫
Q

P
E·d l的基本关系式 ,即可展开解题过程。

[解]  设忽略边缘效应。

因介质分界面上无自由电荷分布 ,故由图示可得 D1 = D2 =σ,得 :

E1 =
σ
εrε0

,   E2 =
σ
ε0

= 7 E1

故
d
2

( E1 + E2 ) =
d
2

( E1 + 7 E1 ) = 4 dE1 = U0
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即得 : r

E1 =
U0

4 d
=

10
4×0.5

kV/ cm = 5 kV/ cm

E2 = 7 E1 = 35 kV/ cm

可见 ,空气部分中的场强 E2 >空气的击穿场强 Ej (30 kV/ cm) ,因此 ,空气层将

被击穿 ,即意味着电容器被击穿 ,应退出工作系统。

2 - 12  具有两层同轴介质的圆柱形电容器 ,内导体的直径为 2 cm ,内层介

题 2 - 12 图

质的相对介电常数εr1 = 3 ,外层介质的相对介电常

数εr2 = 2 ,欲使两层介质中的最大场强相等 ,并且内

外层介质所承受的电压相等 ,试问两层介质的厚度

各为多少 ?

[解题思路]

� ��理想化假设待求电场具有圆柱形对称的平

行平面场特征 ,故可有效地应用电介质中的

高斯定理 ( 2 - 51 ) , 直接得出待求电场强度

分布的解答 ;

� ��运用 UP Q =∫
Q

P
E·d l的基本关系式。

[解]  据题意 ,可列出以下二方程 :

两层介质中的最大场强相等

τ
2π( 3ε0 ) R1

=
τ

2π( 2ε0 ) R2
( 1)

两层介质所承受的电压相等

∫
R

2

R
1

τ
2π( 3ε0 )ρ

dρ=∫
R

3

R
2

τ
2π( 2ε0 )ρ

dρ ( 2)

由方程 (1 ) ,即得

R2 =
3
2

R1 = 1.5 cm

由方程 (2 ) ,得 : ln R3 =
5
3

ln1.5

R3 = 1.9656 cm

因此 ,介质ε1 的厚度 = R2 - R1 = 0.5 cm,介质ε2 的厚度 = R3 - R2 = 0.4656 cm

2 - 13  真空中置有两无限大介质层如题 2 - 13 图所示。设区域 1 中的电

场强度 E1 = (10ex - 20ey + 30ez ) V/ m ,分别求 1、2、3、4 四个区域中的电场强度

E与 ez 的夹角。
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题 2 - 13 图( 1)            题 2 - 13 图 (2 )

[解题思路]

� ��首先 ,由给定的 E1 ,求 E1 对于分界面 L1 的法线方向 (即图中 ez 所示的

方向 )的夹角α1 ;然后 ,依次在分界面 L1、L2 和 L3 上应用两种不同介质

分界面上的折射定律 ( 2 - 57 ) , 即可求得相应的关于法线方向的夹角

α2、α3 和α4。

[解]  cosα1 = cos( E1 , ez ) =
30

10
2

+ 20
2

+ 30
2

= 0.80178

α1 = 36.70°

依次在各个分界面上运用折射定律 ,可得 :

tanα2 =
2ε0
ε0

tanα1 = 2tan36.7°= 1.4907

α2 = 56.146°

tanα3 =
5ε0

2ε0
tanα2 = 2.5tan56.146 = 3.7269

题 2 - 14 图

α3 = 74.98°

tanα4 =
ε0
5ε0

tanα3 = 0.2tan74.98°= 0.7454

α4 = 36.70°

2 - 14  一长直接地金属槽的横截面如题 2 - 14 图所示 ,其侧壁与底面电位

均为零 ,而顶盖电位 φ4 =φm sin
π
a

x 。求槽内

电位分布。

[解题思路]

� ��采用分离变量法 (2.5.3 节 )求解 ;

� ��现为矩形域的平行平面场问题 ,应在直

角坐标系下展开分离变量法的求解过程

得解。   
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[解]  本题为矩形域平行平面场问题。选取坐标系如题图 2 - 14 所示。对

应的数学模型为

Δ
2
φ=
��

2
φ
��x

2 +
��

2
φ
��y

2 = 0
0 < x < a

0 < y < h

φ= 0  

x = 0 , 0≤ y≤ h

0≤ x≤ a , y = 0

x = a ,0≤ y≤ h

   

            ( 1)

            ( 2)

            ( 3)

φ=φm sin
π
a

x  (0 < x < a , y = h)           (4 )

由通解 (2 - 76 )可知 ,为满足条件 (1 ) ,必有 :

A10 = 0 ,   A1 n = 0 ,   和 A′1 n = 0

由条件 (2 ) ,必有 :

B10 = 0 ,   B1 n = 0 ,   和 B′1 n = 0

于是  φ( x, y) =∑
∞

n = 1

Cnsinh( mn x)sin( mn y) +∑
∞

n = 1

C′nsin( mn x) sinh( mn y) + C0 xy

由条件 (3 ) ,必有 :

C0 = 0 ,   Cn = 0 ,   和   sin( mn a) = 0

故与分离常数λ相关的待定系数 m n 取值为 :

mn =
nπ
a
  ( n = 1 , 2 , 3 ,⋯ )

故 φ( x , y ) = ∑
∞

n = 1

C′nsin
nπ
a

x sinh
nπ
a

y ( 5)

再由条件 (4 ) ,则得

φmsin
π
a

x = ∑
∞

n = 1

C′nsin
nπ
a

x sinh
nπh
a

由比较系数法 : yn = 1   C′1 =
φm

sinh
πh

a
n≠1   C′n = 0

故本题所含本征值即为 m1 =
π
a

,对应的本征函数为 sin
π
a

x 和 sinh
π
a

y 。按

式 (5 )便得最终的确定解为

φ( x , y ) =
φm

sinh
πh

a

sin
π
a

x sinh
π
a

y

2 - 15  一板间距离为 d = 1 cm 的平行板电容器 ,其中的介质 (介电常数为

ε2 = 9ε0 的玻璃 )内存在圆柱形气泡 , 气泡直径为 2 r = 1 mm ,如题 2 - 15 图所
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示。已知玻璃和空气的击穿场强分别为 15×10
3

kV/ m 和 3×10
3

kV/ m。求该

题 2 - 15图

平行板电容器在下述情况下的最大工作电压 :

(1 ) 存在上述圆柱形气泡缺陷的情况 ;

(2) 无缺陷的情况。 (设在这两种情况

下 ,相应的最大工作场强值取为击穿场强值

的 1/ 4。)   

[解题思路]

� ��理想化平行板电容器 (忽略边缘效应 )电场为均匀的平行平面电场 ,且假

设当介质内存在圆柱形气泡缺陷时 ,仅在该气泡周围有限范围内 ,合成

电场畸变了原均匀电场。因此 ,本问题可看作为均匀外电场中引入一长

直介质圆柱体的典型问题 ;

� ��采用分离变量法 (2.5.3 节 ) ,参照教材例 2 - 14 ,即可得解。

[解]  设平行板电容器极板间电压为 U0 ,则在不考虑气泡时 ,该平行板电

容器的场强 E0 =
U0

d
。

(1 ) 由教材例 2 - 14 的讨论 ,可知气泡中的电位函数φ1 = -
2ε2
ε1 +ε2

E0 x ,故

气泡中的电场强度为

E1 = -Δφ1 = -
��φ1

��x
ex =

2ε2
ε0 +ε2

E0 ex =
2ε2

ε0 +ε2

U0

d
ex

按题设 ,相应于该电容器最大工作电压的最大工作场强值为

E1 m =
1
4
×3×10

3
kV/ m = 0.75×10

3
kV/ m

故取决于气泡的击穿 ,系统的最大工作电压

Um =
(ε0 +ε2 ) d

2ε2
E1m =

( 1 + 9 )×0.01
2×9

×0.75×10
3

kV = 4.17 kV

(2 ) 此时 ,应取决于玻璃的击穿 ,相应系统的最大工作电压为

Um = Em·d =
1
4
×15×10

3
×0.01 kV = 37.5 kV

2 - 16  位于均匀电场 ( E0 )中的导电圆柱体 (其半径为 a ) ,带有电荷 (其线

密度为τ)时 ,若电位参考点取在导电圆柱体上 ,试证明空间任意点 P(ρ,�)的电

位为φP = - 1 -
a

2

ρ
2 E0ρcos�-

τ
2πε0

ln
ρ

a
。

[解题思路]

� ��根据静电场解的惟一性定理 ( 2.5.4 节 ) ,显然 ,必须证明给定的 φP 既满

足场的基本方程[泊松方程 ( 2 - 65)或拉普拉斯方程 ( 2 - 66) ] ,又满足给
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定的边界条件 ;

� ��在设定分析所需的坐标系时 ,应遵循题意 ,由直观得知当ρ= a 时 ,φP =

0 ,满足关于导电圆柱体与电位参考点的物理条件的假设 ,故知坐标原点

应选定在导电圆柱体的轴线上。

[证明]  按解题思路 ,确定坐标系如图所示。求解场域 D为导电圆柱体外

题 2 - 16图

的空间 (ρ> a )。基于惟一性定理 ,只需证

明以下条件成立 :

(1 ) Δ
2
φ= 0   (ρ,�∈ D)

(2 ) φ
ρ= a

= 0 ,   E
ρ→∞

= E0 ex

证 : (1 ) 按题设电位函数的解答 ,今应

有

Δ
2
φ(ρ,�) f=

1
ρ
��
��ρ
ρ
��φ

��ρ
+

1
ρ

2
��

2
φ
���

2

=
1
ρ
��
��ρ

- E0ρcos� -
a2

ρ
E0 cos� -

τ
2πε0

+
1
ρ

-
a

2

ρ
3 E0 cos�= 0  

 (2 ) 同上理 ,今应有

 φ
ρ= a

= - 1 -
a

2

ρ
2 E0ρcos� -

τ
2πε0

ln
ρ

 a ρ= a
= 0

以及

E
ρ→∞

= -Δφ
ρ→∞

= -
��φ
��ρ

eρ -
��φ
ρ���

e�
ρ→∞

= E0 cos�+
a2

ρ
2 E0 cos�+

τ
2πε0ρ

eρ - 1 -
a2

ρ
2 E0 sin�e�

ρ→∞

= E0 cos�eρ - E0 sin�e�= E0 ex

由此得证。

2 - 17  一平行板电容器由于加工粗糙在一极板表面残留一半径为 a的

题 2 - 17图 ( 1)

凸半圆棱 , 如题 2 - 17 图所示。试

分析此加工缺陷对于电场分布的影

响 ,在何处将出现最大电场强度 ,其

值多大 ?

[解题思路]

� ��通过对题设物理问题的深入

分析与思考 , 应归纳出该问

题即系均匀外电场中引入一导电圆柱体的典型问题 ;

� ��参照题 2 - 16 给定的电位函数φ(ρ,�)的解答。
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题 2 - 17(2 )

[解]  按题设 ,该工程问题即可归结为如上图所示 ,半个导电圆柱体在均匀

电场 E0 =
U0

d
ex 中的合成电场问题。参考题 2 - 16 分析可知 ,这一因加工缺陷

形成的电场问题的电位函数解为

φ(ρ,�) = - 1 -
a

2

ρ2
E0ρcos�

根据场的基础知识 ,可以判断 ,最大电场强度将位于半导电柱的 A 点处 ,其值为

EA = -Δφ ρ= a
�=π

= E0 cos�+
a2

ρ
2 E0 cos� eρ -

1
ρ

1 -
a2

ρ
2 E0ρsin� e� ρ= a

�=π

= - 2 E0 eρ=
2 U0

d
ex

故 Em a x =
2 U0

d
2 - 18  一介电常数为ε1 的均匀介质球 ,处于均匀电场 ( E0 )中 ,设球心即

为所选定的球坐标原点 ,且 E0 的方向沿着 z 轴 (见题 2 - 18 图 )。试证明 φ=

A rcosθ+ Br
- 2

cosθ为本题电位函数的表达式。

题 2 - 18图

[解题思路]

� ��根据题意 ,显然 ,基于静电场解的惟

一性定理 (2.5.4 节 ) ,现应证明给定

的电位函数 φ( r ,θ)满足拉普拉斯

方程 (2 - 66 ) ;

� ��根据题设 ,并结合题图 ,可判定该合

成电场分布具有轴对称场特征 ,从而 ,应在球坐标系下展开 φ( r ,θ) [附

录二] ,求证之。
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[证明]  基于惟一性定理 ,只需证明以下泛定方程成立 :

Δ
2
φ1 = 0   ( r < a)

Δ
2
φ2 = 0   ( r > a)

据题意 ,今为一轴对称场 ,即按题设坐标系 ,在过对称轴 ( z 轴 )的轴对称平面内 ,

电位函数φ( r,θ,�)与坐标�无关。换句话说 ,按题设电位函数解 ,今应有

Δ
2
φ1 =

1
r

2
��
��r r

2��φ1

��r
+

1
r

2
sinθ
��
��θ sinθ
��φ1

��θ

=
1
r

2
��
��r A1 r

2
cosθ-

2 B1

r
cosθ +

1
r

2
sinθ
��
��θ

( - A1 rsin
2
θ- B1 r

- 2
sin

2
θ)

=
2 A1

r
+

2 B1

r4 cosθ-
2 A1

r
+

2 B1

r4 cosθ= 0

同理 Δ
2
φ2 =

1
r

2
��
��r

r
2��φ2

��r
+

1
r

2
sinθ
��
��θ

sinθ
��φ2

��θ

=
2 A2

r
+

2 B2

r
4 cosθ-

2 A2

r
+

2 B2

r
4 cosθ= 0

由此得证。

2 - 19  在分析上题的基础上 ,若设 r = 0 处 ,φ= 0 ,求球内、外电场和场强。

[解题思路]

� ��在已知电位函数一般解的基础上 ,欲得其确定解的关键在于给出与物理

问题对应的定解条件 ;

� 本问题的定解条件应归结为 :

  (1 ) 场域边界上的边界条件 ,现应体现为无限远处的边界条件 ;

  (2 ) 衔接条件:位于介质球表面的两种不同介质分界面上的边界条件[ (2 - 61)

和 (2 - 62 ) ] ;

  (3 ) 电位参考点条件。

[解]  按上题所设电位函数的一般解 ,现应给定 :

φ1 = A1 rcosθ+Β1 r - 2 cosθ  ( r≤ a) ( 1)

和 φ2 = A2 rcosθ+ B2 r
- 2

cosθ  ( r≥ a) ( 2)

根据题设条件 ,应给出下列定解条件以确定其中待定的各积分常数 ,即 :

电位参考点条件 φ1
r = 0

= 0 ( 3)

无限远处的边界条件 E2
r→∞

= E0 ez ( 4)

以及衔接条件 φ1
r = a

=φ2
r = a

( 5)

和 ε1
��φ1

��r r = a
=ε2
��φ2

��r r = a
( 6)
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按以上定解条件[式 ( 3)—式 (6 ) ] ,即可解得 : ��

A1 = -
3ε2
ε1 + 2ε2

E0 ,   B1 = 0 ;

A2 = - E0 ,   B2 =
ε1 -ε2

ε1 + 2ε2
a3 E0 ;

故球内、外电位为 : ��φ1 = -
3ε2
ε1 + 2ε2

E0 rcosθ ( r≤ a)

φ2 = - 1 -
ε1 -ε2
ε1 + 2ε2
·

a
3

r
3 E0 rcosθ ( r≥ a)

球内、外场强为 :

  E1 ��= -Δφ1 = -
��φ1

��r
er -
��φ1

r��θ
eθ

=
3ε2

ε1 + 2ε2
E0 (cosθer - sinθeθ) =

3ε2

ε1 + 2ε2
E0 ez  ( r≤ a)

  E2 �= -Δφ2 = -
��φ2

��r
er -
��φ2

r��θ
eθ

= 1 +
2(ε1 -ε2 )
ε1 + 2ε2
·

a3

r
3 E0 cosθer +

ε1 -ε2
ε1 + 2ε2
·

a3

r
3 - 1 E0sinθeθ  ( r≥ a)

2 - 20  在上题中 , 若介质球为一空气泡 (ε1 =ε0 ) , 处于变压器油 (ε2 =

2.2ε0 )中 ,求最大电场强度较 E0 大多少 ?

[解题思路]

� ��因空气泡极化电场的引入畸变了原外施的均匀电场 E0 ,故可判断待求

的最大电场强度必将发生在空气泡所在区域 ;

� ��本题分析应承接题 2 - 19 的解答。

[解]  由上题解答可知 ,空气泡内为均匀场 ,故所求最大场强即为

E1 = Em a x =
3ε2

ε1 + 2ε2
E0≈1.22 E0

故
Em ax

E0
≈1.22

2 - 21  空气中平行地放置两根长直导线 ,半径都是 6 cm ,轴线间的距离为

20 cm。若导线间施加电压 1000 V ,求 :

(1 ) 电场中的电位分布 ;

(2 ) 导线表面电荷密度的最大及最小值。

[解题思路]

� ��本题为两同半径、带有等量异号电荷的平行长直圆柱导线间的电场问

题 ,应采用电轴法 ( 2.6.3 节 ) ,即可有效地展开解题过程 ;

� ��题设为给定电压的条件 ,故解题思路可参照教材例 2 - 15;

06



� ��导线表面最大与最小电荷面密度的求取 ,应依据该导线系统的最近与最

远距离予以判断 ,其值计算的关系式为式 ( 2 - 60)。

[解]  应用电轴法。因场分布的对称性 ,可确定电位参考面 ,即建立坐标系

x Oy,如题 2 - 21 图所示。由此得知 :

题 2 - 21 图

h =
d
2

= 10 cm

故 b = h
2

- a
2

= ( 10 )
2

- 6
2

cm = 8 cm

(1 ) 场中任意场点 P处的电位

φP =
τ

2πε0
ln
ρ2

ρ1
=
τ

2πε0
ln

( x + b)
2

+ y
2

( x - b)
2

+ y
2

基于题设两导线电位分别为± U0/ 2 ,式中 ,等效电轴τ与给定的导线间电

压 U0 之间的关联可如下确定之 :

因为  φA =
U0

2
= 500 =
τ

2πε0
ln

b + h - a
b - ( h - a)

=
τ

2πε0
ln

8 + 10 - 6
8 - (10 - 6)

=
τ

2πε0
ln3

所以
τ

2πε0
=

500
ln3

= 455.1

因此所求场中的电位分布为

φP = 455.1ln
ρ2
ρ1

= 455.1ln
( x + 8×10 - 2 ) 2 + y2

( x - 8×10
- 2

)
2

+ y
2

V

(2 ) 由电场的基础知识 ,根据该系统“最近”与“最远”距离的判定 ,可确认点

A、B 分别对应于最大与最小电荷面密度所在点 ,故首先计算 : �

EA = Em ax =
τ

2πε0

1
b - ( h - a)

+
1

b + ( h - a)
=
τ

2πε0
·

b
a( h - a)

EB = Emin =
τ

2πε0
1

a + h - b
-

1
b + h + a

=
τ

2πε0
·

b
h( h + a)

然后 ,由导线表面的电荷面密度σ= Dn ,可知 :
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σm a x =ε0 Em ax = 8.854×10
- 12
×455.1·

8
6( 10 - 6)×10

- 2 C/ m
2

= 0.134μC/ m
2

σmin =ε0 Emin = 8.854×10
- 12
×455.1·

8
6 (10 + 6 )×10

- 2 C/ m
2

= 0.0336μC/ m
2

2 - 22  两根互相平行的同半径圆柱形导线组成架空输电线。已知导线半

题 2 - 22 图( 1)

径 a = 0.3 cm ,线间距 d = 40 cm , 线路长

l = 3 km。求 :

(1 ) 该输电线路的电容 C;

(2 ) 设线路架空高度为 h = 10 m ,这

样 ,若计及大地影响 , 再求此时输电线路

的总电容 C′。

[解题思路]

� ��本题为两同半径、带有等量异号电

荷的平行长直圆柱导线间的电场问题 ,采用电轴法 (2.6.3 节 ) ,即可有效

地展开解题过程 ;

� ��当计及大地影响 , 再求该输电线路的总电容 C′时 , 可有如下两种解题

方法 :   

(1 ) ��方法一 :基于部分电容概念 (2.7.2 节 ) ,由相应的部分电容组成的电

网络求解的方法 ;

(2 ) ��方法二 :应用镜像法 (2.6.3 节 ) ,直接按多导体系统的电荷与电位关

系 ,由 C′=τ/ U′基本关系式求解的方法。

题 2 - 22 图 (2 )

[解]  (1 ) 应用电轴法 ,如图所示 ,由 d = 2 h 并

根据工程观点可知 ,电轴位置为

b =
d
2

2

- a
2
≈

d
2

= 20 cm

设线间电压为 U ,则选取位于导线表面 ,且与两导线

表面最近距离对应的点 A1 ( h - a , 0 )和 A2 [ - ( h -

a) , 0] ,即可得两导线电位分别为 : h

φA
1

=
U
2

=
τ

2πε0
ln

b + h - a
b - ( h - a)

≈
τ

2πε0
ln

2 h
a

φA
2

= -
U
2
≈
τ

2πε0
ln

a
2 h

故  U =φA
1

- φA
2
≈
τ
πε0

ln
2 h
a

可得线间单位长度的电容   Cl =
τ
U

=
πε0

ln
2 h
a
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而该输电线路的电容即为   C = Cl·l =
πε0 l

ln
2 h
a

= 0.01704μF

(2 ) 方法一 :

此时 ,计及大地影响,应先求各部分电容 C10 , C12和 C20。因导线半径 an d和 an

H,故应用镜像法 ,如图可设各电轴位置均分别与导线几何轴线相重。则导线电位

φ1 =
τ1

2πε0
ln

2 H
a

+
τ2

2πε0
ln

D
d

=α11τ1 +α12τ2

φ2 =α21τ1 +α22τ2

式中 : α21 =α12 ,  α22 =α11

由此得 : qC10 =β11 +β12 =
α22 -α12

Δ

C20 =β21 +β22 =
α11 -α21

Δ

题 2 - 22 图 (3 )

从而 ,对应于线长为 l的该输电线系统的各个部分电容分别为

C10 = C20 =
2πε0 l

ln 2 H
a

2 H
d

2

+ 1

以及  C12 = C21 = -β21 =
α21

Δ
=

2πε0 lln
2 H
d

2

+ 1

ln 2 H
a

2 H
d

2

+ 1 ·ln
2 H
a

2 H
d

2

+ 1

- 1

因而 ,该输电线路计及大地影响后的总电容 ,即工作电容为

C′= C12 +
C10·C20

C10 + C20
=

πε0 l

ln
2 H
a
·

d

4 H
2

+ d
2

= 0.017048μF

方法二 :

首先 ,应用镜像法 ,给出传输线对地的镜像导线 ;

然后 ,再应用电轴法 ,得如图所示的四导线系统的电

场问题。基于叠加原理 ,将原传输线 1 和传输线 2 上

的电位看作分别由 11′和 22′两对电轴共同作用所产

生。这样 ,传输线 1 和传输线 2 的电位分别为

φ1 =
τ

2πε0
ln

2 H
a

+
τ

2πε0
ln

d
D

和 φ2 =
τ

2πε0
ln

D
d

+
τ

2πε0
ln

a
2 H

因而 ,该输电线系统的总电容
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C′= C′l l =
τl
U′

=
τl
φ1 - φ2

=
πε0

ln
d

D
·

2 H
a

= 0.017048μF

显然 ,两种方法所得结果相同。

2 - 23  一线密度为τ的线电荷 ,置于坐标为 ( a , b)处并靠近成直角的导电

题 2 - 23 图 (1 )

平板 ,如题 2 - 23 图所示 ,求 :

(1 ) 线电荷每单位长度所受之力 ;

(2 ) 在 x = 0 , y = 0 表面上 ,每单位长度的感

应电荷。

[解题思路]

� ��本题为电轴与接地导电平面系统的电场问

题 ,应采用镜像法 ( 2.6.2 节 ) ,通过两次等

效变换 ,可构成四电轴系统的电场问题 ;

� ��按题意 ,电场力可依据电场强度定义公式 ( 2 - 134 ) ,即 F =τE计算之。

但需注意 ,式中 E是除电轴τ外其余镜像电轴在该电轴所在处产生的场

强 ;同时 ,在由分作用力求合力时 ,必须遵循矢量代数运算规则 ;

� ��导板表面处感应电荷的计算 ,应遵循导体和电介质交界面上的边界条

件 ,即计算关系式 ( 2 - 60)。

[解]  应用镜像法进行二次等效变换 ,如图所示。在确立三镜像电轴的基

础上 ,即可按解题思路展开求解过程如下 ;

题 2 - 23图 (2 )

题 2 - 23图 (3 )
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  (1 ) ��F1 M=τE1 =
- τ2

2πε0 ( 2 a)
ex

F2 =τE2 =
- τ2

2πε0 (2 b)
ey

F3 =τE3

=
τ

2

2πε0 2 a
2

+ b
2

a

a2 + b2
ex +

b

a2 + b2
ey

=
τ2

4πε0 ( a
2

+ b
2
)

( aex + bey )

故   F C= F1 + F2 + F3

=
τ

2
a

4πε0 ( a
2

+ b
2

)
-
τ

2

4πε0 a ex +
τ

2
b

4πε0 ( a
2

+ b
2
)

-
τ

2

4πε0 b ey

= -
τ

2

4πε0 ( a
2

+ b
2
)

b
2

a
ex +

a
2

b
ey

题 2 - 23图 (4 )

(2 ) 如图示在 y = 0 导板表面任一点 P 处的电场为 : ��

EA = - 2·
τ

2πε0 ( x - a)
2

+ b
2
·

b

( x - a)
2

+ b
2
ey = -

bτ
πε0 ( x - a)

2
+ b

2 ey

EB = 2·
τ

2πε0 ( x + a)
2

+ b
2
·

b

( x + a)
2

+ b
2
ey =

bτ
πε0 ( x + a)

2
+ b

2 ey

故 : �

E( x , y = 0 ) = EA + EB =
bτ
πε0

1
( x + a)

2
+ b

2 -
1

( x - a)
2

+ b
2 ey

σ( x , y = 0) =ε0 Ey =
bτ
π

1
( x + a)

2
+ b

2 -
1

( x - a)
2

+ b
2

在导板表面上 , z 向为单位长度的感应电荷
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  q
y = 0 ��

=∫
∞

0

bτ
π

1
( x + a)

2
+ b

2 -
1

( x - a)
2

+ b
2 d x

=
τ
π

arctan
x + a

b
- arctan

x - a
b

∞

0
= -

2τ
π

arctan
a
b

同理 ,由于对称性 , 互换 x 与 y ,即得 x = 0 表面处 z 向为单位长度的感应电

荷为   

q′
x = 0

= -
2τ
π

arctan
b
a

可以指出 ,整个直角形导板表面对应于 z 向为单位长度的感应电荷量为

Q = q′
x = 0

+ q
y = 0

= -
2τ
π

arctan
b
a

+ arctan
a
b

= - τ·1 = - τ

其值等于激励电荷量 (τ·1 ) ,且电荷极性相反 ,与物理判断的期望一致。

2 - 24  在大地上方相距 h 处 ,有一半径为 a 水平放置的长直圆导线 ,其对

地电位差为 U0 ,求 :

(1 ) 空气中任一场点处的电位 φP ;

(2 ) 导线与大地间的电容量 ;

(3 ) 导线所受的电场力。

题 2 - 24 图

[解题思路]

� ��首先 ,应用镜像法给出该长直带电圆导线对地的镜像导线 ;然后 ,再应用

电轴法 (2.6.3 节 ) ,即可在确定等效电轴±τ的位置后 ,展开解题过程 ;

� 题设为给定电压的条件 ,故解题思路可参照教材例 2 - 15;
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� ��导线与大地之间的电容为两导体系统的电容 ,可由单位长度的电容值

Cl =τ/ U 给出 ;

� ��基于电轴法 ,该长直带电圆导线所受电场力可依据电场强度定义公式

( 2 - 134 ) ,即 F =τE求得。但需注意 ,式中 E 是其镜像导线的等效电

轴在该长直带电圆导线的等效电轴所在处产生的场强。

[解 ]  由镜像法图示可得

(1 ) b = h
2

- a
2

,在设定一对等效电轴 +τ和 - τ的前提下 ,可得场中任

意场点 P 处的电位

φP =
τ

2πε0
ln
ρ2

ρ1

由φA = U0 得 U0 =
τ

2πε0
ln

b + h - a
a - h + b

故 τ=
2πε0 U0

ln
b + h - a
a - h + b

代入之 φP =
U0

ln
b + h - a
a - h + b

ln
ρ2
ρ1

(2 ) Cl =
τ
U0

=
2πε0

ln
b + h - a
a - h + b

(3 )  Fl =τE =τ
τ

2πε0 ( 2 b)
=
πε0 U

2
0

b ln
b + h - a
a - h + b

2  (方向为 - ey 方向 )

2 - 25  一对不同半径的分别带有线电荷密度为 +τ、- τ的无限长直传输

题 2 - 25 图 (1)

线 ,如题 2 - 25 图所示。设线 A半径 a 远小

于线 B半径 b,因此可认为线 A表面电荷的

对外作用中心即位于其轴线 O1 处。求 :

(1 ) 单位长度的线间电容 C;

(2 ) 系统中的电场强度的最大值 Em a x及

其所在点的位置。

[解题思路]

� ��本题为两不同半径、带有等量异号电荷的平行长直圆柱导线间的电场问

题 ,采用电轴法 ( 2.6.3 节 ) ,即可有效地展开解题过程 ;

� ��解题的关键首先在于确定由设定的坐标系 x Oy 所给出的等效电轴±τ

的位置 ;然后 ,即可建立等效电轴与线间电压之间的关系式 ;

� ��该系统单位长度的线间电容为两导体系统的电容问题,可由 Cl =τ/ U计算之;
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� ��依据该带电导体系统最近距离的判断 ,确定 Emax所在点的位置;然后 ,基于

题 2 - 25 图 (2)

线电荷电场的特征 , 应用高斯定理

(参照教材例 2 - 9 ,或题 2 - 6) ,并由

叠加原理即可求得 Em a x。

[解]  ( 1 ) 应用电轴法 ,按设定的坐标

系 x Oy ,如图所示 ,可知电轴位置 b0 应满足

如下关系式 :

b
2
0 = h

2
1 - a

2

b2
0 = h2

2 - b2

d = h1 + h2

由此解得 : ��h1 =
d

2
+ a

2
- b

2

2 d
≈

d
2

- b
2

2 d
≈ b0

h2 =
d

2
+ b

2
- a

2

2 d
≈

d
2

+ b
2

2 d
即确定等效电轴±τ位置如图示。

显然 ,由电轴法可知该两圆柱导线间电压

     U M N ��=φM - φN

≈
τ

2πε0
ln

b0 + h1 - a
a

- ln
b - ( h2 - b0 )
h1 + h2 - b

=
τ

2πε0
ln

( 2 h1 - a) ( h1 + h2 - b)
a( b - h2 + h1 )

故单位长度的线间电容

Cl =
τ

UM N
=

2πε0

ln
(2 h1 - a ) ( h1 + h2 - b)

a( b - h2 + h1 )

(2 ) 基于场的基础知识 ,可以判定 ,最大场强应位于 M 点 ,其值由两等效电

轴电场的叠加 ,可得为

题 2 - 26 图 (1)

Ema x =
τ

2πε0
1
a

+
1

b0 + h1 - a ≈
τ

2πε0
1
a

+
1

2 h1 - a

2 - 26  参阅题2 - 26图 ,求 :

(1 ) 点电荷所受之力 ;

(2 ) 区域 2 中 ,镜像电荷所在处的电场

强度及边界上的最大场强 ;

(3 ) 在点电荷与边界距离一半处的

电位 ;   

(4 ) 透入到区域 2 的 D通量。
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题 2 - 26图 (2 )

[解题思路 ]

� ��本题为点电荷与无限大介质平面系统的电场问题 ,应采用镜像法 (2.6.4

节 ) ,可构成分别计算区域 1 和区域 2 中电场分布的等效计算模型 ;

� ��上述等效计算模型为单一均匀介质中的电场问题 ,因此 ,由叠加原理的

应用 ,即可解得待求场强、电位与电通量。

[解 ]

(1 ) 按 2.6.4 节镜像法的分析 ,可得镜像电荷 :

q′=
εr1 - εr2

εr1 +εr2
q = -

3
7

q,  q″=
2εr2

εr1 +εr2
q =

10
7

q

由图 (a )所示计算区域 1 (上半空间为有效区域 )电场的计算模型 ,可知点电

荷 q所受之力为

  F ��= qE=
qq′

4πεr1ε0 (2 d )
2 ez

=
-

3
7

( 10 - 6 ) 2

4π×8.85×10
- 12
× (2×2×10

- 2
)

2 ez N = - 2.41 ez N

(2 ) 由图 ( b)所示计算区域 2(下半空间为有效区域 )电场的计算模型 ,可知

镜像电荷所在处的电场强度为

E( 0 , 0 , - 2) =
q″

4πεr2ε0 (2 d )
2 ( - ez ) = - 3211.4 ez kV/ m

显然 ,在边界上 ( 0 , 0 , 0)处 ,场强最大 ,其值为

Em a x =
q″

4πεr2ε0 d
2 ( - ez ) = - 12845.6 ez  kV/ m

(3 ) 由图 ( a)计算模型 ,可计算点电荷与边界距离一半处的电位为

  φ(0 ,0 ,1 ) �=
1

4πε0

q
( d/ 2)

+
q′

(3 d/ 2 )
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= 9×10
9
×

1
10

- 2

 

+
-

3
7

3×10
- 2

 

×10
- 6

V = 771.43 kV

(4 ) 由图 ( b)所示 ,计算沿两介质分界面透入到区域 2 的 D 通量 ,首先 ,必

须计算位于该分界面上 ,对应于区域 2 的电位移 D的法向分量 ,即

D2 n =
q″

4π(ρ2 + d2 )
·

d

ρ
2

+ d
2

=
d q″

4π(ρ
2

+ d
2

)
3
2

 (ρ为 P 点至点 O的距离 )

故 ∫
S
D2·d S =∫

S
D2 n d S =∫

2π

0
∫
∞

0

d q″

4π(ρ2 + d2 )
3
2

ρdρd�= 0.714μC

2 - 27  真空中一点电荷 q = 10
- 6

C ,放在距金属球壳 (半径为 5 cm)的球心

15 cm处 ,求 :

(1 ) 球面上各点的 φ、E表达式。何处场强最大 ,数值如何 ?

(2 ) 若将球壳接地 ,情况如何 ?

(3 ) 若将该点电荷置于球壳内距球心 3 cm 处 ,求球内的φ和 E。

[解题思路 ]

� ��本题为点电荷与导体球系统的电场问题 ,应采用镜像法 ( 2.6.5 节 ) , 即

可有效地展开解题过程 ;   

� ��基于镜像法得出的等效计算模型为单一均匀介质中的电场问题 , 因此 ,

由叠加原理的应用 ,即可在其求解的有效区域内算出待求的 φ, E;

� ��对应于问题 (1 ) ,据题意可知 ,金属球壳应呈电中性。这时 ,在下述“基本

问题”讨论的基础上 ,给出镜像电荷 - q′后 ;再根据高斯定理 ,即沿金属

球壳表面 S 的 D通量必须为零 (电中性 )的条件 ,引入第二个镜像电荷

q″= q′,且在保证 S 面为等位面的隐含条件下 ,该镜像电荷 q″必应设定

于球壳中心 ;

� ��对应于问题 (2 ) ,据题意可知 ,金属球壳电位为零。此即所论的“基本问

题”( 2.6.5 节 ) ;

题 2 - 27 图( 1)

� ��对应于问题 ( 3 ) ,据题意可知 , 金属

球壳为电中性 , 且给定的点电荷位

于球壳内。此时 , 首先 , 基于“基本

问题”之逆向处理 ,得出金属球壳在

接地条件下球外的镜像电荷 - q′;

然后 ,按金属球壳为电中性的条件 ,

引入均匀分布于球壳表面 S , 总量

为 q 的“镜像电荷”q″, 以保证 S 面

上的边界条件不变。
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[解]  (1 ) 金属球壳呈电中性 ,此时镜像电荷为 - q′和放置在球心的 q″= q′。

q′=
a
d

q = 0 .3μC

球壳电位

  φ ��=
q″

4πε0 a

=
0.3×10

- 6

4×3.14×8.85×10
- 12
×5×10

- 2 V = 60 kV

球壳上的电场强度为

EP =
q

4πεr
2
1
er

1
-

q′
4πε0 r

2
2
er

2
+

q′
4πε0 a

2 er
3

在球表面点 A 处场强最大 ,其值为

Em ax ��= 9×10
9 10 - 6

(15 - 5 )×10
- 2 2 +

1
3
×10

- 6

5 -
5

2

15
×10

- 2
2 -

1
3
×10

- 6

5
2
×10

- 4 V/ m

= 2.43×10
6
 V/ m

(2 ) 球壳接地 ,即 φ
球壳

= 0 , 此时 ,对应于这一“基本问题”,镜像电荷只有

- q′。球面上 :

φP = 0 V ,  EP =
q

4πε0 r
2
1
er

1
-

q′
4πε0 r

2
2
er

2

Em ax = 9×10
9 10

- 6

(15 - 5 )×10 - 2 2 +

1
3
×10

- 6

5 -
52

15
×10

- 2
2 V/ m = 3.6×10

6
V/ m

题 2 - 27图 (2 )

( 3) 按题意 ,金属球壳为电中性。由图示的镜像法的应用 ,可令此时对应于

“基本问题”的 BC(φ
S

= 0) ,可知其镜像电荷 - q′ q′=
d
a

q 位于球外 ,且其
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位置由距球心 d d =
a2

b
确定。同时 ,为满足边界条件不变 ,即 φ

S
= Const .,

∮S
+ D·dS = q,在球壳迹线处尚应叠加呈均匀分布的总量为 q 的电荷效应 ,

由此 :   

球内 φ =
q

4πε0 r2
-

d
a

q

4πε0 r1
+

q
4πε0 a

E =
q

4πε0 r
2
2
er

2
-

q′
4πε0 r

2
1
er

1

式中 r2 , r1 分别为所设定的球内电荷 q与镜像电荷 ( - q′)至球壳内任一场点 P

处的距离。

2 - 28  有一半径为 a 的导体球 ,离球心 d 处有一点电荷 q。试求 :

题 2 - 28 图 (1)

(1 ) 该导体球的电位 φ;

(2 ) 点电荷 q所受的电场力 Fe。

[解题思路]

� ��本题为点电荷与导体球系统的电场

问题 ,采用镜像法 ( 2.6.5 节 ) ,即可有

效地展开解题过程 ;

� ��基于镜像法得出的等效计算模型为

单一均匀介质中的电场问题 , 因此 ,

由叠加原理的应用 ,即可在其求解的有效区域内算出待求的φ, E;

� ��据题意可知 ,导体球应呈电中性。这时 ,在“基本问题”(导体球接地情

况 )讨论的基础上 ,给出镜像电荷 - q′后 ;再根据高斯定理 , 即沿导体球

表面 S 的 D通量必须为零 (电中性 )的条件 ,引入第二个镜像电荷 q″=

q′,且在保证 S 面为等位面的隐含条件下 , 该镜像电荷 q″必应设定于

球心 ;   

� ��点电荷 q 所受电场力可按电场强度定义公式 (2 - 134)求得。但需注意 ,

式中 E是所有镜像电荷在该点电荷所在处产生的合成场强。

[解]  (1 ) 由镜像法应用图示 ,对于基本问题 (导体球接地情况 ) ,可知其镜

像电荷 q′=
a
d

q ,位于 b =
a

2

d
;为满足导体球为电中性的边界条件 , 故叠加的另

一镜像电荷 q″= - ( - q′) = q′,且位于球中心。

φ
球表面

=φ
导体球

=φ′
球表面

+φ″
球表面

= 0 +
q″

4πε0 a
=

q

4πε0 d

(2 ) Fe h= qE = q( E′- E″) = q
q′

4πε0 ( d - b)2 -
q″

4πε0 d2 ed
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题 2 - 28图 (2 )

=
q

2

4πε0 d
a

( d - b) 2 -
a

d2 ed =
q

2

4πε0
·

a
3

d
3·

( 2 d
2

- a
2
)

( d
2

- a
2

)
2 ed

2 - 29  两同心球壳间的电压为 U0 ,外球壳接地 ,且与球心 O 相距 d 处有

一点电荷 q。求球内外各点的电场强度 E和电位φ。

题 2 - 29图 (1 )

[解题思路]

� ��根据场的基础知识 ,应判断接地的外球壳事实上已将问题分离为两个静

电独立系统 ;

� ��对于同心球壳间的电场 ,据题意可知 ,其边界条件为φ| R
1

= U0 ,φ| R
2

= 0。

该问题可由多种方法 (如基于对称场中高斯定理应用的方法 ;边值问题中

的直接积分法等 )求解之 ;

� ��对于接地外球壳与点电荷 q 之间的电场 ,属镜像法 ( 2.6.5 节 )所述的基

本问题 ,其解已明。
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[解]  本系统实质上为两个静电独立系统的合成 ,分别求解如下 :

(1 ) 同心球壳间的电场。可采用如下两种方法求解 :

方法一  基于对称场中高斯定理应用的方法

设内、外球壳分别荷电为 + Q 和 - Q ,则作半径为 r 的球形高斯面 ,即可解

得球壳间 E =
Q

4πεr
2 er ,从而

U0 =∫
R

2

R
1

E·d r =∫
R

2

R
1

Q
4πε0
·

d r
r

2 =
Q

4πε0

1
R1

-
1
R2

E =
R1 R2 U0

( R2 - R1 ) r2 er

φ=
R1 R2 U0

( R2 - R1 )
1
r

-
1
R2

方法二  直接积分法

该电场的数学模型———在球坐标系下的 BVP可表达为

Δ
2
φ( r ) =

1
r

2
d

d r
r

2 dφ
d r

= 0  ( R1 < r < R2 )

φ
r = R

1

= U0

φ
r = R

2

= 0

将上述泛定方程积分二次 ,可得其通解为

φ= -
C1

r
+ C2

然后 ,代入定解条件 ,以确定待定积分常数 C1、C2 ,可得 :

C1 =
R1 R2 U0

R1 - R2
,  C2 =

R1 U0

R1 - R2

故 φ( r ) =
R1 R2 U0

R2 - R1

1
r

-
1
R2

基于在球坐标系下的 E = -Δφ的基本表达式 ,即可求得

E = -
��φ

��r
er =

R1 R2 U0

( R2 - R1 ) r
2 er

显然 ,两种方法所得结果相同。

(2 ) 球外电场如图示 ,引入镜像电荷 - q′= -
R2

d
q ,其位置 b =

R2
2

d
,从而场

点 P 处的电场强度和电位分别为 :

E =
q

4πε0

1
r1

2 er
1

-
R2

dr2
2 er

2
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φ=
q

4πε0

1
r1

-
R2

d r2

题 2 - 29图 (2 )

2 - 30  分别求题 2 - 30 图 ( a )和 ( b)所示深度为 d 的平行板电容器的

电容。   

题 2 - 30 图

[解题思路]

� ��在忽略平行板电容器边缘效应的前提下 ,根据题图所示其内介质结构形

态的特点 ,可理想化介质ε1 和介质ε2 内的电场分布均具有均匀的平行

平面场的特征 ;

� ��对于图 (a )所示的两导体系统—平行板电容器 ,以分别设定两极板上电

荷面密度 +σ和 - σ为给定条件 ,通过场分布的计算[可运用导体和电介

质交界面上的边界条件 ( 2 - 60 ) ] ,由相应的 E求 U12 =∫
12

E·d l , 然

后 ,即可由 C =
q

U12
求得其电容值 ;

� ��对于图 ( b)所示的两导体系统—平行板电容器 ,以分别设定其对应于介

质ε1 和介质ε2 的电荷面密度±σ1 和±σ2 为给定条件 ,通过场分布的

计算[可运用导体和电介质交界面上的边界条件 ( 2 - 60 ) ] ,由相应的 E

求 U12 =∫
12

E·d l ,然后 ,即可由 C =
q

U12
求得其电容值。
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[解]  (a ) 设平行板电容器极板上的面电荷密度为σ,则可得 :

q =σw d,  E1 =
σ
ε1

,  E2 =
σ
ε2

故 : U12 =∫
12

E·d l = E1 a + E2 b = σ
a
ε1

+
b
ε2

C =
q
U

=
w d

a
ε1

+
b
ε2

=
1

1
C1

+
1
C2

=
ε1ε2 w d
aε2 + bε1

[ C1 =
ε1 S

a
, C2 =
ε2 S

b
, ( S = w d )分别为对应于介质ε1 和ε2 的电容。]

(b) 设 σ1 和σ2 分别为极板上对应于介质ε1 和介质ε2 的面电荷密度。

S1 = ad , S2 = bd为相应极板面积。则由 :

q =σ1 S1 +σ2 S2 ,  E1 =
σ1

ε1
,  E2 =
σ2

ε2

得 U12 =∫
12

E·d l = E1 c = E2 c

由此可知
σ1
ε1

=
σ2
ε2

从而 : q =σ1 S1 +
ε2
ε1
σ1 S2

C =
q
U

=
σ1 S1 +
ε2
ε1
σ1 S2

σ1

ε1
c

= C1 + C2 =
ε1 S1

c
+
ε2 S2

c

C1 =
ε1 S1

c
, C2 =
ε2 S2

c
分别为对应于介质ε1 和ε2 的电容。

2 - 31  证明 :相距为 d 的两个半径分别为 a和 b的导体球之间的电容近似

题 2 - 31图

计算式 ( dm a、b)为 C =
4πε0

1
a

+
1
b

-
2
d

。

[解题思路]

� ��本题为两导体系统 , 以设定两导体

球分别带电量 + q 和 - q 为给定条

件 ,通过场分布的计算 ,可由相应的

E求 U12 =∫
12

E·d l ,或径直由φ的分布求 U12 =φ1 - φ2 ;然后 ,即可由

C =
q

U12
求得其电容值 ;

� ��按题设条件 d > > a、b,基于工程分析观点 ,在应用叠加原理分别计算各
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个带电导体球产生的电场时 , 可令各等效电荷的位置分别位于相应的

球心。   

[证明]  设两导体球分别带有 + q 和 - q 电荷。则应用叠加原理 , 如图所

示 ,可知 :

左导体球的电位为 :

φA =
q

4πε0
1
a

-
1

d - a

右导体球的电位为 φB =
q

4πε0
1

d - b
-

1
b

故 : U =φA - φB =
q

4πε0

1
a

+
1
b

-
2 d - a - b

( d - a) ( d - b)

C =
q

U
≈

4πε0

1
a

+
1
b

-
2
d

得证。

2 - 32 一由两个半径分别为 R1 和 R2 同心导体球壳制成的电容器 ,如题 2 - 32

题 2 - 32 图

图所示。在球壳间以 r = R2 为界面 ,分别填有介质ε1 =

εr1ε0 和ε2 =εr2ε0。试求其电容量 C。

[解题思路]

� ��本题在计算待求球形电容器的电容 C 时 , 基于

静电场解的惟一性定理 ( 2.5.4 节 ) , 可通过在

r = R2界面上嵌入一理想的金属薄壳 (其厚度趋

于零 )的处置方法 ,使求解过程得以简化 ;

� ��在上述处置方法的基础上 ,待求问题可等效为由

两个同心球形电容器串联而形成的等值电容的问题。这样 ,分别对该两

同心球形电容器 ,以设定带电量 + q 和 - q 为给定条件 ,通过场分布的

计算 ,由相应的 E求U12 =∫
12

E·d l ,然后 ,即可由 C =
q

U12
求得其电容

值 ,并最终解出等同于待求电容量 C 的等值电容值。

[解]  本题待求电容量 C通过“解题思路”中所述的处置方法 ,可看作为两

个同心球形电容器串联而成的等值电容。该两球形电容器的内、外球半径分别

为 R1、R2 和 R2、R3 ,且相应填充有介质ε1 和ε2。

设内、外球形导体表面分别带电为 q 和 - q ,则由高斯定理可知 ,该两电容

器中的电场分别为 :

E1 =
q

4πε1 r
2 er  ( R1 < r < R2 ) ,  E2 =

q

4πε2 r
2 er  ( R2 < r < R3 )
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其电容量分别为 : C1 =
q

U12
=

q

∫
R

2

R
1

E1·dr
=

4πε0

1
εr1 R1

-
1
εr1 R2

和 C2 =
q

U23
=

q

∫
R

3

R
2

E2·dr
=

4πε0

1
εr2 R2

-
1
εr2 R3

故待求电容量为

C =
C1·C2

C1 + C2
=

4πε0

1
εr1 R1

-
1
εr2 R3

+
1
R2

1
εr2

-
1
εr1

2 - 33  半径为 a 和 b的两个同轴圆柱导体的电位分别为φa = 0 ,φb = U0 ,

导体间两种介质ε1 与ε2 的分界面与轴平面相重合 ,如题 2 - 33 图所示。求 :

(1 ) 应用边值问题解算介质内的电位分布 ;

(2 ) 单位长度的电容 C。

[解题思路]

� ��基于场的基础知识可以判断 ,介质ε1 与介质ε2 分界面的存在并没有影

响其内场分布具有圆柱形对称分布的平行平面场特征。因此 ,应分域定

义待求电位函数φ1 和 φ2 ,并采用圆柱坐标系展开其泛定方程———拉普

拉斯方程 (2 - 66 ) ,构成待求的边值问题 (2.5.1 节 ) ;

� ��本题为两导体系统 ,其单位长度电容的计算 ,可在已知电位 φ分布的基

础上 ,由φ求 E;然后 ,根据导体和电介质交界面上的边界条件 ( 2 - 60 ) ,

解得每单位长度上的圆柱形导体所带电量 Q ,从而 ,即可由 C =
q

U0
求得

其电容值。

题 2 - 33 图 (1) 题 2 - 33 图 (2)

[解]  (1 ) 根据场分布的特征 ,可以判定φ1 和φ2 分布的规律相同 ,且均仅

为ρ的函数 ,故其数学模型———边值问题可表述如下 :

87



Δ
2
φ1 (ρ,�, z) =Δ

2
φ1 (ρ) =

1
ρ

d
dρ
ρ

dφ
dρ

= 0  ( a <ρ< b , 0 <�<π)

Δ
2
φ2 (ρ,�, z) =Δ

2
φ2 (ρ) =

1
ρ

d
dρ
ρ

dφ
dρ

= 0  ( a <ρ< b ,π<�< 2π)

BC:   

φ1
ρ= a ,0≤�≤π

= 0

φ1
ρ= b , 0≤�≤π

= U0

φ2
ρ= a ,π≤�≤2π

= 0

φ2
ρ= b ,π≤�≤2π

= U0

衔接条件 :

φ1
�= 0

=φ2
�= 0

ε1
��φ1

��n �= 0
=ε2
��φ2

��n �= 0
= 0

φ1
�=π

=φ2
�=π

ε1
��φ1

��n �=π
=ε2
��φ2

��n �=π
= 0

分别将泛定方程积分二次 ,可得 φ1 ,φ2 通解均为φ= C1 lnρ+ C2 ,代入相应的边

界条件 ,可知对于 φ1 和φ2 ,待定积分常数相同 ,均为 :

C1 =
U0

ln
b
a

,  C2 = -
U0

ln
b
a

ln a

故介质ε1 和ε2 内的电位    

φ1 (ρ) =φ2 (ρ) =φ(ρ) =
U0

ln
b
a

ln
ρ

a

值得指出 ,本题特殊的场结构决定了所列衔接条件为自然满足的边界条件 ,故不

显现于边值问题定解的过程之中。

(2 ) 基于以上解答 ,可知介质ε1 中的电场强度

E1 = -Δφ1 = -
��φ1

��ρ
eρ = -

U0

ρln
b
a

eρ

同理 ,介质ε2 中的电场强度

E2 = -
U0

ρln
b
a

eρ = E1

由此可知 ,对应于介质ε1 的外导体表面上的面电荷密度

σ1 = Dln =ε1 Eln =
ε1 U0

bln
b
a

97



对应于介质ε2 的外导体表面上的面电荷密度

σ2 = D2 n =ε2 E2n =
ε2 U0

bln
b
a

故每单位长度上的外导体表面的电荷量

Q = q1 + q2 = (σ1 +σ2 )·πb·1

每单位长度的电容 Cl =
Q

U0
=
π(ε1 +ε2 )

ln
b
a

2 - 34  若将某线长为 l的对称三芯电缆中三个导体相连 ,测得导体与铅皮

间的电容为 0 .051μF, 若将电缆中的两导体与铅皮相连 ,它们与另一导体间的

电容为 0 .037μF ,求 :

(1 ) 电缆的各个部分电容 ;

(2 ) 每一相的工作电容 ;

(3 ) 若在导体 1、2 之间加直流电压 100 V ,求导体每单位长度的电荷。

[解题思路]

� ��根据三芯电缆的结构可知 ,其为四导体系统 ( n + 1 = 4 ) ,故其部分电容的

个数为组合数 C2
n + 1 =

n ( n + 1)
2

= 6 (2.7.2 节 ) ,且芯线间 3 个部分电容

Cl 与芯线对铅皮间的 3 个部分电容 C0 分别对应相等 ;

� ��按部分电容构成的电容网络结构 ,即可在题设的条件下 ,展开解题过程 ;

� ��当求每一相的工作电容时 ,应进行电容参数由Δ→Y 的等值变换 ;然后 ,

按三相对称电路 ,其双 Y型对称负载的中性点电位相等的条件 ,作两中

性点等电位连线的处置 ,则双 Y 型对称负载即可变换为单个 Y 型的等

效对称负载 ,最终解得待求的一相的工作电容 ;

� ��基于上述等值变换的结果 ,根据两导体系统的电容与其电荷、电位的关

系 ,即可得知待求的导体 1、2 每单位长度的电荷量τ=
C12 U12

l
。

[解]  (1 ) 三芯电缆结构和各部分电容如图。对应于两次测量结果的等值

电路分别示于下图 :

题 2 - 34图 (1 )
08



  由题设知 3 C0 = 0 .051μF

故 C0 = 0 .017μF

同理 C0 + Cl + Cl = 0 .037μF

有 Cl = 0 .010μF

(2 ) 运行在三相供电情况下的电容网络如下图所示 :

题 2 - 34图 (2 )

故一相的工作电容 (相电容 )为

C = C0 + 3 Cl = 0 .047μF
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(3 ) 按题意 ,此时工况如下图示 :

题 2 - 34图 (3 )

C12 =
C
2

= 0 .0235μF

故 τ=
Q
l

=
C12 U12

l
=

0 .0235×100
l

=
2 .35

l
μC/ m

2 - 35  一同轴电缆 ,内外导体的直径分别为 10 mm和 20 mm ,其中介质的

介电常数为 5ε0 ,击穿场强为 200 kV/ cm。试问此电缆每公里长度能储存的最大

静电能量是多少 ?

[解题思路]

� ��首先 ,需求得该同轴电缆内的场分布。对此 ,题 2 - 6 已给出解答 ;

� ��在场分布已知的基础上 ,按两导体系统静电场能量的计算关系式 (2 - 130) ,

即 We =
qU
2

,可得待求的该电缆每公里长度所储存的最大静电能量。

[解]  由题 2 - 6 的同样分析 , 可得同轴电缆内的电场强度为 Eρ (ρ) =

τ
2περ

,因而与工作时介质可能承受的最大场强 (即击穿场强 )关联的最大电场强

度应发生在内导体表面上 ,其值为 Em a x =
τ

2πεR1
,即
τ

2πε
= R1 Em a x , 由此可知该

电缆最大的工作电压为

U =
τ

2πε
ln

R2

R1
= R1 Em ax ln

R2

R1

因此 ,该电缆每公里长度储存的最大静电能量为

W em a x y=
1
2
τU =πε( R1 Em ax )

2
ln

R2

R1

= 5πε0 ( 5×10
- 3

)
2

(2×10
7
)

2
ln

10
5

J/ m = 963 .58 J/ km

2 - 36  设一点电荷如题 2 - 36 图所示由无限远处移动到导电平板上方 h

处。求 :

(1 ) 电场力对电荷 q所作之功 ;
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(2 ) 对应于最终位置 (平板上方 h 处 ) ,点电荷 q 所受到的电场力 F。

题 2 - 36 图 (1)

[解题思路]

� ��本题为计入大地影响下的点电荷电

场问题 , 应采用镜像法 ( 2.6.1 节 )

求其场分布 ;

� ��在场分布已知的基础上 , 点电荷所

受电场力可按电场强度定义公式

(2 - 134)求得。但需注意 ,式中 E

是等效于大地感应电荷影响的镜像

电荷在该点电荷所在处产生的

场强 ;   

� ��电场力所作的功应由定义式 W =∫l
F·d l计算之。

题 2 - 36 图 (2)

[解]  ( 1 ) 应用镜像法如图示可知 , 当

点电荷 q按题设路径由无限远处移至点 P 处

时 ,“同步移动”的镜像电荷 ( - q)在该点产生

的电场强度为

EP = -
q

4πε0 (2 x )
2 ex

故电场力对点电荷 q所作的功

 W ��=∫
h

∞
F·d x =∫

h

∞
qEP·d x =∫

h

∞

q
2

4πε0 (2 x)
2 d x

=
q

2

16πε0
-

1
x

h

∞
= -

q
2

16πε0 h

(2 ) F = qE = q
q

4πε0 (2 h)
2 ( - ex ) =

q
2

16πε0 h2 ( - ex )

2 - 37  试求半径为 a ,带电量为 q 的带电肥皂泡的膨胀力。

[解题思路]

� ��本题可应用如下两种解题方法 (2.9 节 ) :

(1 ) 虚位移法 :本题根据物理判断 ,宜以肥皂泡的体积为广义坐标 ,因而 ,相

应的广义力 (电场力 )即为作用于肥皂泡表面的应力 ( N/ m
2
) ;

(2 ) 应用法拉第观点的方法 :此时 ,通过对作用于肥皂泡表面的电位移 ( D)

管受力分析 ,即可求得作用于肥皂泡表面的电场力 ( N/ m
2
)。

[解]  (1 ) 方法一  应用虚位移法求电场力。

据题意 ,对应于给定电量 q的条件 ,应用常电荷系统的虚位移求力公式 ,令

广义坐标 g为肥皂泡的体积 V ,可得
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F = -
��W e

��V q
k

= C

肥皂泡的电位为 φ=
q

4πε0 a

故电场能量 We =
1

2
φq =

q
2

8πε0 a

由此得作用于肥皂泡表面的电场力为

F = -
��

q
2

8πε0 a

��
4
3
πa

3

q = C

=
q

2

32π2ε0 a4 ( N/ m2 )

题 2 - 37 图

其方向为沿肥皂泡半径增大的方向

(2 ) 方法二  应用法拉第观点求电场力。

如图示 ,沿电场方向在肥皂泡表面处截取一

段很短的电位移 ( D)管 ,设该管的截面积为ΔS。

显然 ,因电场的球对称性决定了作用于该 D 管成

对的侧压力 F′= F″,即沿肥皂泡表面切向受力平

衡 ,不显现力的作用。但因肥皂泡内 E = 0 , 故如

图示 D管沿肥皂泡径向收缩的纵张力 F1 = 0。令

所取 D管的长度趋向于零 ,则沿径向扩张的纵张

力 F2 ,即为作用于肥皂泡表面上的每单位面积上的电场力 ,其值为

F2 =
1
2

DE =
1
2
ε0 E

2
=

1
2
ε0

q
4πε0 a

2

2

=
q2

32π
2
ε0 a

4  ( N/ m
2

)

题 2 - 38 图 (1 )

与方法一所得结果相同。

2 - 38  板间距离为 d ,电压为 U0 的两平行板

电极 ,浸于介电常数为ε的液态介质中。如题 2 - 38

图所示。已知介质液的质量密度是 m,试问两极板

间的液体将升高多少 ?

[解题思路]

� ��根据题设可知 ,当平行板间建立电场后 ,其

内电场力的作用将导致介质液面的位差。

为计算该电场力的效应 ,可应用如下两种解

题方法 (2.9 节 ) :

(1 ) 虚位移法 :建立如图所示的坐标系 ,可以判

断 ,应选取表征平行板电极内液面高度的坐标 x 为

广义坐标 ,因而 ,相应的广义力即为作用于液面的
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电场力 ( N) ,其假定正方向为坐标 x 增加的方向 ;

(2 ) 应用法拉第观点的方法 :此时 ,通过对作用于平行板电极内液面上的电

位移 ( D)管受力分析 ,即可求得作用于该液面上的电场力 (N/ m
2
)。

[解]  (1 ) 方法一  应用虚位移法求电场力。

设定坐标系 ,如图示 ,设极板宽为 w ,高度为 l ,则可知平行板电极构成的电

容为

C( x ) =
εx w

d
+
ε0 ( l - x ) w

d

故该平行板间建立的电场能量为

We =
1
2

CU
2
0 =

w U2
0

2 d
[ε0 l + (ε- ε0 ) x ]

应用虚位移法 , 在给定电位条件下 , 可求沿 x 正方向液面所受的电场

力为   

Fx =
��W e

��x φ
k

= C
=

U2
0

2 d
(ε-ε0 ) w

此力应与介质液面位差对应的平行板间的液体重量相平衡 ,即

Fx =
U

2
0

2 d
(ε-ε0 ) w = mgdhw

由此可得液面提升量为 h =
(ε-ε0 ) U

2
0

2 mgd
2

题 2 - 38图 (2 )

(2 ) 方法二  应用法拉第观点求电场力。

如图示 ,沿电场方向在介质液面上截取一横截面很小

的电位移 ( D)管 ,设其侧面积为ΔS。显然 ,该 D 管左、右

侧的纵张力相互平衡 ,而其上、下侧面积所受的侧压力分

别为

F′=
1
2
ε0 E

2
ΔS 和 F″=

1
2
εE

2
ΔS

  令 D管的厚度趋于零 ,则可得作用于介质液面的ΔS

上的电场力

F = F″- F′=
E

2

2
(ε-ε0 )ΔS

相应的单位面积上所受的力为

F0 =
F
ΔS

=
E

2

2
(ε- ε0 ) =

U
2
0

2 d
2 (ε-ε0 )

因此 ,作用于介质液面上的总电场力

F总 = F0 S = F0 d w
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应与平行板间提升的液体重量相平衡 ,即

U
2
0

2 d
2 (ε- ε0 ) d w = mgdh w

由此可得液面提升量为 h =
U

2
0 (ε-ε0 )

2 mgd
2

与方法一所得结果相同。
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第3章  静态电磁场 II:恒定电流的电场和磁场

3.1  基本内容与要求

(1 ) 恒定电场 :

理解电流密度 J的定义、欧姆定律的微分形式及电功率密度 (焦耳—楞次

定律的微分形式 )的概念。

理解电荷守恒定律及电流连续性原理。

掌握恒定电流场的基本方程 ,并理解其物理意义。

掌握电位所满足的微分方程 (拉普拉斯方程 )以及 E、J和φ在不同媒质分

界面上的衔接条件 ,能写出典型恒定电流电场的边值问题 ,并能求其解答。

理解静电比拟原理 ,构成相似问题的条件 ,及其对应物理量和参数之间的关

系。能应用静电比拟方法 ,了解恒定电流场中的镜像法。

理解电导的定义 ,掌握其计算原则。了解接地、接地电阻的概念 (会计算简

单形状接地器的接地电阻与跨步电压 )。

(2 ) 恒定磁场 :

掌握恒定磁场的基本方程并理解其物理意义。

理解结合亥姆霍兹定理应用所给出的磁感应强度 B与矢量磁位 A 的定义

及其应用价值。掌握毕奥———萨伐尔定律。理解磁通连续性原理。

掌握叠加原理。对自由空间中的恒定磁场 ,会应用矢量积分公式计算规则

电流 (线、面和体电流 )分布产生的磁感应强度与矢量磁位 ;对于呈对称性分布特

征的场 ,能熟练运用安培环路定律 ,求解其磁感应强度的分布。

了解标量磁位的概念及其多值性。

了解平行平面磁场中等 A 线和 B线的关系 ,会定性绘制场分布图。

了解媒质磁化及相应磁性媒质分类的概念。了解磁偶极子、磁偶极矩的概

念及其磁场分布的特点。了解磁化强度 M 的定义 , 及磁化电流的概念。了解

通过磁化电流求磁化场分布的积分公式。

理解磁场强度 H 的定义 ,以及 B、H 和 M 三者之间的关系。对媒质中的磁

场 ,理解 B、H、A 和φm 在不同媒质分界面上的衔接条件。会求解具有相应对

称性的场分布 ,并在掌握矢量磁位所满足的微分方程 (泊松方程和拉普拉斯方

程 )以及标量磁位所满足的微分方程 (拉普拉斯方程 )的基础上 ,能写出典型恒定
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磁场问题所对应的数学模型———边值问题 ,并能求出一维边值问题的解 ,且能运

用分离变量法求解二维边值问题。

掌握恒定磁场中的镜像法。

理解磁链的概念。掌握自感 L、互感 M 的定义及其计算方法。

理解磁场能量及能量密度的概念 ,掌握具有对称性分布特征的磁场能量及

其能量密度的计算方法。

会应用安培力、洛伦兹力计算公式 ,虚位移法及法拉第观点求磁场力 ,并能

根据场图分析受力情况。

3.2  教学体系框架
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3.3  相关教学重点、难点解析

3.3.1  关于导电媒质中建立恒定电流场的讨论

众所周知 ,在导线中欲形成恒定电流 I ,则必须在其两端维持恒定的电压。

图 3.1  恒定电流的获得

如图 3.1 所示 ,把导线接到电池正负极两端即可

达到这一目的。此时 ,由于电池极板上聚集着电

荷 ,导线中因此有电场存在 ,驱使导线中自由电

子在电场力的作用下向 A 端移动 ,形成了由 A

端向 B端流动的电流 I。分析表明 , 一方面 , 电

池内部的电化学过程将保证其正负离子在化学

力与电场力动态平衡的作用下 ,不断补充极板上

因形成电流而随之减少的聚集的电荷 ;另一方

面 ,沿着导线表面将分布有处于不断交替与更换

的运动态中 ,但其分布特性不变的电荷 (驻定电

荷 )。因此 ,正是源于外电源极板上和导电媒质

表面上呈恒定分布形态的自由电荷 ,两者合成的恒定电场建立了有恒定电流流通
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的导电媒质中的电场 ,同时 ,也在电流周围的电介质中建立了不随时间改变的电

场。应强调指出 ,这种恒定电场 E显然也具有静电场的特性 ,但本质上它不同

于静电场 ,因为它源于动态平衡下的呈恒定分布形态的自由电荷 ,而更主要的是

在导体中这种电场的维持是消耗能量的 ,因而需要外源不断地供给能量。为了

与静电场有所区别 ,故称这种电场为恒定电场。

在不含外源的区域中 ,各向同性的导电媒质中的恒定电场是本章讨论的主

题 ,此时 ,在温度一定的条件下 , 场中任一点的电流密度与电场强度成正比 , 即

Jc =γ′E。在含外源的区域中 ,除恒定电场 E外 ,还有外源所产生的局外场 Ee ,

因此 ,对应于维持恒定电流的平衡状态 ,电流密度 Jc =γ′( E + Ee ) (γ′为外源内

导电媒质的电导率 )。

应当指出 ,在不含外源的区域中 ,另一位于导电媒质外电介质 (含空气 )中的

恒定电场 ,由导电媒质内 E≠0 可以推知 ,在其表面处 Et≠0 ,显然 ,这表明该恒

定电场分布不等同于静电场分布。但是 ,实际情况证明 ,在导电媒质表面 ,总有

Etn En 的关系成立 ,故工程分析时常可略去 Et ,从而使导电媒质外电介质中的

恒定电场问题归属为类比于静电场分析的范畴 ,对此 ,本章不再赘述。

图 3.2

在以上分析中 ,涉及为维持恒定电流沿导线表面尚分布有驻定电荷的物理现

象 ,对此可通过如图 3.2所示的分析给出定性的解释。首先 ,展直图 3.1 所示的恒

定电流场的物理模型 ;然后 ,设想移去导线 ,但其两端的等位面 (即外源电极 )仍然

存在 ,则电场分布 E′将如图 3.2(a)所示。如果两电极间有导线存在 ,则导线内均

匀的恒定电流必导致均匀分布的 Jc 与 E,如图 3.2( b)所示。由此可见 ,仅依靠导
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线两端电极上的自由电荷源 ,事实上不可能获得导线内均匀分布的恒定电场。为

此 ,考察导线表面处任一场点 P ,由图 3.2(a )可知 ,必须有另外的自由电荷产生的

电场来抵消该点上垂直于电流方向的电场分量。由于无论在导线内或导线外 ,电

位都满足拉普拉斯方程 ,也就是说 ,不可能在导线内或导线外存在另一种自由电荷

的分布。因此 ,另一种自由电荷只能分布在导线的表面 ,如图 3.2 (c)所示 ,这种由

导线表面处所论的驻定电荷分布产生的电场 E″,与前述极板上电荷产生的电场 E′

相叠加 ,方能保证 E= E′+ E″的分布与所期望的均匀恒定电流分布 ( Jc )相一致。换

句话说 ,以典型的 P点而言 ,即有 EP = E′P + E″P , EP 必取与电流一致的方向。

3.3.2  静电比拟原理的注释

(1 ) 理论依据———场的惟一性定理 ( 2.5.4 节 )

(2 ) 静电比拟 :

应用场合———均匀导电媒质中的恒定电场 (电源外 )与无源区 (ρ= 0 )均匀

介质中的静电场之间的静电比拟。

� 基本规律 (共性 )的比拟———微分方程 (Δ
2
φ= 0)的相似性

� 定解条件 (个性 )的比拟———

 ① 两种场内相应电极几何形状、尺寸和相互位置相同 (或相似 ) ;

 ② 相应电极处的 BC 相同 (或相似 ) :电极表面均为等位面 ,且相应电极

间电压相同 (或相似 ) ;

 ③ 当由两种媒质组成时 ,则物理参数间关系式
γ1

γ2
=
ε1
ε2
成立 ,以保证两媒

质分界面处 Jc 线与对应的 D线折射情况相同。

基于以上静电比拟方法的应用 ,对满足静电比拟关系的恒定电场与静电场 ,

两者之间对应物理量和参数间的比拟 ,列于表 3.1。

表 3.1  对应物理量和参数的比拟关系

均匀导电媒质中的恒定电场 (电源外 ) E φ Jc I γ G

均匀介质中的静电场(ρ= 0 -处 ) E φ D q ε C

(3 ) 方法的应用 :

� ��两种场在分析计算上“合二为一”。这样 ,恒定电场问题可转化为相应的

静电场问题求解 ;或直接引用静电场的分析方法 (如镜像法 ,应用高斯定

理求对称场分布等 ) ,求解恒定电场问题 ;

� ��在实验研究中 ,由于电流场中的电流、电位分布易于测定 ,故可用相应的

电流场模型来研究待求的静电场问题 (静电场造型 ) ,此种方法亦称为电

流场模拟。
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电流场模拟方法有 :固体模拟 (如铁板、导电纸模拟等 ) ;液体模拟 (如电解槽

方法等 )。

� ��推广到其他应用学科或工程领域 ,当可藉助于电流场模拟的实验方法进

而分析非电量 (液流、气流等 )的拉普拉斯方程定解问题的解答。

3.3.3  基于场矢量积分关系式的恒定磁场分析方法的讨论

对无界的自由空间中的磁场 ,对应于不同分布形态的源量 (线、面和体电流 ) ,

其场分布既可通过基本场矢量———磁感应强度 B,又可通过辅助的场矢量———矢

量磁位 A给出描述。此时 ,与直接计算场分布 B、A相关联的基本关系式均为矢

量积分关系式 ,前者由毕奥—萨伐尔定律[式 ( 3 - 34)、式 (3 - 36 )和式 (3 - 37) ]给

出;后者则由矢量形式的泊松方程[式 (3 - 44) ]的特解[式(3 - 31) ]给出。

基于场矢量积分关系式的分析计算方法的基本思路同于静电场 ,即首先离

散化整体电流分布为典型元电流 ( Jcd V、Kd S 或 Id l)分布的组合 ,求出相应于

元电流的场中元磁感应强度 d B或元矢量磁位 d A 的解答 ;然后 ,应用叠加原

理 ,合成所有元电流的贡献 ,即得待求的场分布 B或 A的解答。

关于本方法中矢量磁位 A的应用示例将在下面专题阐述。这里 ,就磁感应

强度 B的矢量积分关系式的典型应用原则讨论如下 :

(1 ) 首先 ,分析场具有的特征性质 ,例如 ,轴对称性、平行平面对称性等 ,并

据此 ,选择合适的坐标系 ,以求对问题给出最直接、简洁的数学表达式。应指出 ,

如果不存在上述场分布的对称性 ,则虽能基于毕奥—萨伐尔定律写出相应的矢

量积分计算式 ,但实际上并不一定能得出解析形式的解答。

(2 ) 采用“先分后合”的分析思路 ,对离散化整体电流分布所得的典型元电

流分布 ,求出场点上其对应的元磁感应强度的解答 ;然后 ,应用叠加原理 ,合成所

有元电流分布的贡献 ,即得待求恒定磁场的分布。

为此 ,在教材中编写了由例 3 - 4、例 3 - 5和例 3 - 6组成的典型系列应用的示

例。十分明显 ,例 3 - 4 描述了给定长直线电流分布所产生的一典型轴对称磁场 ,对

其按上述原则 ,结合矢量分析与微积分 ,以及毕奥—萨伐尔定律的数理基础 ,即不难

得出该例的解析解;例 3 - 5 描述了由给定面电流分布产生的具有平面对称性的磁

场 ,按“先分后合”的分析思路 ,其离散化的无限多元电流片的集合即可形成在例3 - 4

基础上的解题路线 ,由此进而运用叠加原理 ,其解析解显然可得;同样 ,例 3 - 6描述

了由给定体电流分布产生的具有平面对称性的磁场 ,基于其离散化的无限多面电流

片的集合 ,即可形成在例 3 - 5基础上的解题路线 ,由此得解。综上可见 ,在这一典型

的系列问题求解过程中 ,例 3 - 4无疑是构造该系列解题路线中的“基本问题”。

还应指出 ,对于一些具有对称性场分布特征的磁场问题 ,若能找到一条闭合

曲线 l ,在该曲线上 ,各点的磁感应强度 B或 H的数值相等 ,且其方向与积分元
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d l方向间有不变的夹角关系 ,则同样归属场矢量积分关系式的安培环路定律

[式 ( 3 - 27)或式 (3 - 73 ) ] ,也是应用于场分布分析计算的有效方法。

3.3.4  关于矢量磁位 A 在恒定磁场中的应用分析

矢量磁位 A作为辅助场函数 ,在恒定磁场分析中的应用具有突出的实用价

值。现分列其应用要点讨论如下 :

(1 ) 关于矢量磁位 A( r)的定义 ,及其引入目的

矢量磁位 A ( r )的定义可源于恒定磁场的无散性 ,即Δ·B = 0。因此时根据

矢量恒等式Δ·Δ×A = 0 ,便可得知磁感应强度 B也可通过另一矢量 A 的旋度

算得 ,即 B =Δ× A。在教材应用亥姆霍兹定理展述恒定磁场特性的体系中 ,矢

量磁位 A ( r)也可由恒定磁场的旋度特性给出描述 ,即

A ( r ) =
1

4π∫V′

Δ′× B( r′)
r - r′ d V′ ( 3.1)

而恒定磁场的散度特性 (无散性 ) ,则决定了 B =Δ× A的基本关系。

矢量磁位 A作为辅助计算量的引入 ,无疑是为了有助于简化恒定磁场的分

析 ,这一结论可来自于各类恒定磁场问题的数学模型构造的实践 ,其中 ,对于具

有平行平面场或轴对称场特征的磁场问题来说 ,若以矢量磁位 A 为待求场量 ,

则其数学模型将可归结为一维边值问题 ,从而相比于磁感应强度 B为待求场量

的数学模型 ,不仅求解的自由度数减少 ,且定解条件亦往往易于给定。

(2 ) 关于矢量磁位 A的直接积分计算关系式

对于给定源量 Jc ( r′)分布的无限大均匀各向同性媒质 (μ)中的恒定磁场分

析 ,基于亥姆霍兹定理即可给出矢量磁位 A的直接积分计算关系式为

A ( r ) =
μ
4π∫V′

Jc ( r′)
r - r′

d V′=
μ
4π∫V′

Jc ( r′)
R

d V′ ( 3.2)

按元电流间的等价代换关系 : Jc ( r′) d V′= K( r′) d S′= Id l′,上式可继续应用于

给定面、线电流分布情况下矢量磁位 A( r)的直接积分计算关系式。

基于式 (3.2 )所示的关系 ,不难看出 ,场中 A ( r )的方向恒同于给定的相应

励磁电流的方向 ,应指出 ,此为矢量磁位 A应用中理应关注的物理概念。

根据 B=Δ×A =Δ× ( A + C)的基本关系 ( C为常矢量 ) ,可知矢量磁位是

一相对量度的辅助计算量。因此 ,结合式 ( 3.2)所表示的物理内涵 ,不难理解 ,当

励磁电流 Jc ( r′)分布在位于邻近坐标原点的有限区域内时 ,必有 A ( r )
r→∞

=

0 ,也就是说 ,该式蕴含无限远为矢量磁位 A参考点的物理条件。这样 ,当给定

理想化的恒定磁场问题时 ,若电流分布被理想化延展至无限远处 ,则就不可能以

无限远为 A的参考点 ,而需修正矢量磁位 A的直接积分计算关系式为
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A ( r ) =
μ
4π∫V′

Jc ( r′)
r - r′ d V′+ C

式中 , C为常矢量 ,取决于磁位 A参考点的选择。对此 ,教材例 3 - 10 进行了深

入的分析讨论。

例 3.1  应用矢量磁位计算磁偶极子远区的磁场。

图 3.3  磁偶极子的磁场

[解]  如图 3.3所示 ,设磁偶极子位于坐标原点 ,其磁偶极矩 (磁矩 ) m= IS =

πa
2

Iez。现采用球坐标系 ,以矢量磁位 A为待求量 ,可见 A仅有�方向分量且与�

无关。为简化计算 ,设场点 P位于�= 0的平面 ,且在磁偶极子的远区 ( Rm a)。

按“先分后合”的分析思路 ,取元电流 Id l ,可知其在 P 点产生的元矢量磁位

d A =
μ0 Id l
4πR

注意到凡对称于 x Oz 平面 ,成对的元电流 Id l 产生的 d A 在数值上必对应相

等 ,且其矢量和如图示仅有�方向的分量。因此 , 环行电流 I 在 P 点产生的矢

量磁位 A = A�( r ,θ) e� ,而

A�( r ,θ) = 2
μ0 I
4π∫
π

0

ad�
R

cos�=
μ0 I
2π∫
π

0

acos�d�
R

上式中

     R = z2 + d2

      = [ ( r cosθ)
2

+ ( a sin�)
2

+ ( r sinθ - a cos�)
2

]
1
2

      = ( r
2

+ a
2

- 2 ar sinθcos�)
1
2

由于 R m a ,有
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1
R
≈

1
r

1 -
2 a
r

sinθcos�
-

1
2
≈

1
r

1 +
a
r

sinθcos�

所以

A�( r,θ) �=
μ0 I
2π∫
π

0

acos�d�
r

1 +
a
r

sinθcos� =
μ0 aI
2πr∫
π

0
1 +

a
r

sinθcos� cos�d�

   =
μ0πa2 Isinθ

4πr
2 =
μ0 S Isinθ

4πr
2 =
μ0

4π
·

m× er

r
2

故    B = Δ× A =
1

rsinθ
��
��θ

( sinθA�) er -
1
r
��
��r

( rA�) eθ

     =
μ0πa

2
I

4πr
3 2cosθer +

μ0πa
2

I

4πr
3 sinθeθ =

μ0 m

4πr
3 (2cosθer + sinθeθ)

其计算结果与教材例 3 - 12 应用标量磁位所得的结果相同。

(3 ) 基于矢量磁位 A的数学模型———边值问题的构造

① 矢量磁位 A所满足的泛定方程 :

由Δ× H = Jc

B =Δ× A

B = μH
Δ×

1
μ
Δ× A = Jc

媒质均匀

各向同性
Δ×Δ× A =μJc

Δ×Δ× A =Δ (Δ·A ) - Δ 2A

为惟一地确定 A ,令Δ·A = 0(库仑规范 )
Δ

2A = - μJc (矢量形式的泊松方程 ) ( 3.3)

若在无源区 ,则有

Δ2A = 0  (矢量形式的拉普拉斯方程 )

应指出 ,取决于不同的坐标系 ,Δ
2A有不同的展开式。对于直角坐标系 ,应有

Δ
2A =Δ

2
A xex +Δ

2
Ayey +Δ

2
A zez

故Δ
2A = - μJc 可以分解为如下三个标量形式的泊松方程 :

Δ
2
Ax = - μJx

Δ
2
Ay = - μJy

Δ
2
A z = - μJz

( 3.4)

显然 ,对照静电场中电位泊松方程的解答形式 ,可得以上各偏微分方程的解答分

别是 :

Ax =
μ
4π∫V

Jx d V
R

Ay =
μ
4π∫V

Jy d V
R

Az =
μ
4π∫V

Jz d V
R

将以上三式合并成矢量形式 ,得

A =
μ
4π∫V

Jd V
R

( 3.5)
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由此可见 ,式 ( 3.2)也就是如今矢量磁位 A所满足的矢量泊松方程的特解。

应强调指出 ,对于其他坐标系 (如圆柱、球坐标系等 ) ,决无类同于式 ( 3.4)所

示简洁的关系式 ,而是在分解为相应的标量形式的泊松方程时 ,其相关的各分量

间是相互耦合的。

② 定解条件的描述 :

前已指出 ,场中矢量磁位 A( r)的方向取决于激磁电流密度 Jc 的方向。因

此 ,若以平行平面磁场 (此时 ,可设 Jc = Jc zez )或轴对称磁场 (此时 ,可设 Jc = Jc�

e�)为典型分析的对象 , 则所论问题即可被简化为求解矢量磁位 A 的某一分量

的问题 (对于平行平面磁场 , A = Azez ;对于轴对称磁场 , A = A�e�)。但是 ,对应

于场中磁感应强度 B的分布 ,不论在平行平面磁场 ,还是在轴对称磁场中 ,它们

将分别由二个分量 ( Bx、By 或 Bρ、Bz )合成。

在平行平面磁场中 ,等 A 线 ( A z = Const. )即为 B线 ;在轴对称磁场中 ,ρA�

= Const. 即为 B线 ( 3.3.4 节 )。因此 ,若以这两种场为典型分析对象 ,则其定解

条件通常就按问题的物理本质 ,取磁场线为求解场域的边界 ,这时 ,对平行平面磁

场得以采用 Az = A0 (某一定值) ,或取足够远处的近似逼近条件 ,即 Az = 0予以描

述;对轴对称磁场 ,则常以过对称轴并扩展至无限远的磁场线为求解场域的边界 ,

图 3.4  长直载流圆导线的磁场

其数学描述即得以简洁地表述为 A� = 0。

当场中存在不同媒质分界面时 ,则定

解条件还须包含其上的“衔接条件”

(3.5.3 节 ) ,在此不再赘述。

例 3.2  半径为 a 的长直圆柱导体

通有电流密度 J。试写出矢量磁位的边值

问题 ,并求该载流导体内外的磁场。

[解 ]  如图 3.4 所示 , 选圆柱坐标

系 ,则 J = Jez ,故矢量磁位 A = A z (ρ) ez

仅有 z 方向分量 , 且由场的对称性可知

A z 仅为坐标ρ的函数 ,其边值问题为

Δ2A z1 =
1
ρ

d
dρ
ρ

d A z 1

dρ
= - μ0 J     (ρ< a)

Δ
2
A z2 =

1
ρ

d
dρ ρ

d A z 2

dρ
= 0        (ρ> a)

Az 1 = A z2 = 0 ,
1
μ0

d A z1

dρ
=

1
μ0

d A z2

dρ
   (ρ= a)

Az 1
ρ→0

=有限值
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直接积分两次 ,得

Az 1 = -
μ0 J

4
ρ

2
+ C1 lnρ+ C2

同理得

A z2 = C3 lnρ+ C4

由定解条件 ,可解得上述四个待定积分常数为 :

C1 = 0 ,  C2 =
μ0 Ja

2

4
,  C3 = -

μ0 Ja
2

2
,  C4 =
μ0 Ja

2

2
ln a

图 3.5  B 线与等 A线

故 : A z1 =
μ0 J

4
( a

2
-ρ

2
)  (ρ≤ a)

A z2 =
μ0 Ja2

2
ln

a
ρ
  (ρ≥ a)

由 B=Δ×A 得 :

B�1 =
μ0 Jρ

2
=
μ0 Iρ

2πa2    (ρ≤ a)

B�2 =
μ0 Ja2

2ρ
=
μ0 I
2πρ
   (ρ≥ a)

所得计算结果同于教材例 3 - 7 基于安培环

路定律的分析结果。

对于本例 ,由所得矢量磁位 A z1、A z 2的解答 ,根据等 A 线即 B 线的固有性

质 ,可描绘典型的磁场线分布图 ,如图 3.5 所示。应注意 ,在场点上 , B的方向与

A的方向正交 ,是取决于 B =Δ× A 基本关系的必然结果 ,但在任一根磁场线

上的各点 A 值相同。

3.3.5  磁偶极子在外磁场中的受力分析

在媒质磁化机理的分析中引入磁偶极子的物理模型 ,由此展述了基于磁偶

极子在外磁场中受力转动 ,形成其磁矩规则排列 , 增强或削弱外磁场的作用 ,从

而给出了媒质磁化性能分类的描述。

鉴于上述分析的需求 ,也出于结合磁场力分析的进一步的教学目的 ,在此专

题讨论磁偶极子在外磁场中的受力效应。

不失讨论的一般性 ,设磁偶极子位于 xOy 平面 ,其磁矩 m取向为 ez 方向 ,

并设外磁场的磁感应强度 B含有 By、Bz 两个分量 ,如图 3.6 所示。
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  应用左手定则可以看出 ,分量 Bz 作用于每个元电流 Id l的力 d F1 均位于

图 3.6  位于外磁场 B中的磁偶极子

x Oy平面中 ,所以这种力对位于 x Oy平

面上的载流回路只可能产生移动。可

是 ,对所论的磁偶极子 , 由于在其范围

内的磁场是均匀的 ( B = Const .) , 于

是 Bz 是常量 ,而 d F1 = Id l× Bz ,从而

F1 = I∮
l
d l× Bz = I(∮

l
d l)× Bz =0

式中∮
l
d l = 0。由此可得结论 :均匀磁场

作用于载流回路的合力总等于零 ,也就

是说 ,这个力不会使载流回路移动。

分量 By 作用于每个元电流 Id l的

力 d F2 都垂直于 x Oy平面 ,注意到左半个载流回路受力方向向上 ,而右半个载

流回路受力方向向下 ,因此 ,这种力使磁偶极子产生转动。从图中可以给出 :

d l = d xex + d yey

By = Byey = Bsinθey

力偶的转矩与其轴的选择无关 ,故现选取 x 轴来计算 By 作用于磁偶极子的转

矩。首先 ,元电流 Id l受力对 x 轴的元转矩为

d M `= yey×dF2 = yey× ( Id l×By )

= yey×[ I( d xex + d yey )× B sinθey ]

= yey× IB sinθd xez = IBsinθyd xex

由此可得磁偶极子对 x 轴的转矩 (力偶 )为

M = IBsinθ(∮l
 yd x) ex = - IBsinθd Sex = m× B ( 3.6)

式中 ,应用格林公式∮
C

X( x , y) d x + Y ( x , y ) d y =�
D

��Y
��x

-
��X
��y

d xd y可知 ,

∮l
yd x = - d S。

显然 ,磁偶极子在外磁场中要发生转动 ,其转矩 M 取决于外磁场 B和其自

身的磁矩 m。应指出 ,磁偶极子的转动总是企图使其自身磁场与外磁场有一致

的方向 ,也就是说 ,它总是企图加强外磁场 ,或企图交链尽可能多的磁通。这是

因为 m与 B同向时 (θ= 0 ) , 转矩 M = 0 ,磁偶极子处于稳定平衡位置 ,静止不

动。但应指出 ,当 m与 B反向时 (θ=π) ,虽然转矩 M = 0 ,可是这时磁偶极子的

位置是不稳定的 ,故最终仍将趋于惟一的稳定平衡位置。
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3.3.6  作用于磁场中两种媒质分界面上的磁压力

按照法拉第观点 ,磁场中任一磁感应强度管沿其轴线方向受到纵张力 ,而在

垂直于轴线方向 ,则受到侧压力作用。纵张力和侧压力的量值相等 ,都等于 BH/ 2

(单位 : N/ m
2

)。现由此出发 ,可求得作用于磁场中两种媒质分界面上的磁压力。

在两媒质交界面上 ,取一小面积ΔS (图 3.7 ) ,则从媒质μ1 侧对该小面积沿

图 3.7

磁场方向所作用的力为

F′1 =
B1 H1

2
ΔScosα1

而在垂直于磁场方向所作用的力为

F″1 =
B1 H1

2
ΔSsinα1

由 F′1 和 F″1 所得合力 F1 在分界面

的法向与切向的分量分别为 :

F′1n �= F′1 cosα1 - F″1 sinα1

=
B1 H1

2
ΔS (cos

2
α1 - sin

2
α1 )

=
B1 H1

2
ΔScos( 2α1 )

和 F1 t = F′1 sinα1 + F″1 cosα1 =
B1 H1

2
ΔSsin( 2α1 )

由此可得 ,媒质 μ1 作用于分界面上单位面积的合力为

P1 =
F1

ΔS
=

1
ΔS

F
2
1 n + F

2
1t =

B1 H1

2

且因
F1t

F1n
= tan( 2α1 )

故此力对法线的偏倾角为法线与磁场方向夹角的二倍。

图 3.8

同理 ,可得媒质 μ2 作用于分界

面上单位面积的合力为

P2 =
B2 H2

2

及 其 关 于 法 线 的 偏 倾 角 为

2α2 2α2 = arctan
F2t

F2n
,如图 3.8所示。

为求合力 ,可分别由该两力的法

向和切向分量 (2α2 > 90°)合成得 :
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Pn = P1 n - P2 n =
B1 H1

2
cos( 2α1 ) -

B2 H2

2
cos( 2α2 )

Pt = P1 t - P2t =
B1 H1

2
sin(2α1 ) -

B2 H2

2
sin (2α2 )

因为 H1 t = H2 t (即 H1 sinα1 = H2 sinα2 ) , B1n = B2n (即 B1 cosα1 = B2 cosα2 ) ,

故知 Pt = 0 (图 3.9 )。

这样 ,在任何媒质中 ,不论磁场的方向怎样 ,磁场作用于每一元面积上的力

(磁压力 )总是与该元面积相垂直 ,其值为

P = Pn =
B1 H1

2
(cos

2
α1 - sin

2
α1 ) -

B2 H2

2
(cos

2
α2 - sin

2
α2 )

=
B

2
1n

2μ1
-
μ1 H

2
1 t

2
-

B
2
2n

2μ2
+
μ2 H

2
2 t

2
=
μ2 - μ1

2μ1μ2
( B

2
1n +μ1μ2 H

2
1t )

此力恒由磁导率较大的媒质指向磁导率较小的媒质。因为除了铁磁物质以外 ,

图 3.9

对于所有的媒质 ,μ1≈μ2≈μ0 ;故此表

面力仅在铁磁物质的表面上才起作用。

如把 μ2 =μr·μ0 及 μ1 =μ0 代入 ,其中

μr 为铁磁物质的相对磁导率 , 则可得

磁场作用于铁磁物质表面 (单位面积

上 )的磁压力 , 其方向恒由铁磁物质指

向空气 ,其值为

P �=
μr - 1
2μrμ0

( B
2
1n +μrμ

2
0 H

2
1 t )

=
μr - 1
2μrμ0

( B
2
1n +μrμ0 B1 t·H1t ) ( 3.7)

式中 B1n , B1t及 H1 t都是指界面上空气侧的磁场而言。在铁磁物体表面上的磁

场 ,通常可认为垂直于该物体的表面 ( B1 t = 0) ,并因 μrm 1 ,故工程上计算铁磁

物体表面单位面积上所受的磁场力时 ,常利用下式

P =
B

2

2μ0
( 3.8)

若以铁磁物体把导线包围起来 ,可释去载流导线上磁场的机械力作用 (将磁

场力转移到铁磁物体上 ) ,此种现象可以用表面力加以解释。

例如 ,若将一导线放入铁管中 ,则铁管的磁屏蔽作用将使该管内部导线所在

处的磁感应强度 ,较之铁管不存在时要小好多倍 (图 3.10 )。假若现有电流流过

被该管所包围的导线 ,则在外磁场上需叠加该载流导线所产生的磁场。由此 ,便
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形成不对称的磁场分布 ,在管截面一侧中的磁感应强度将较另一侧中的为大 ,导

致作用于管壁上的表面力在一侧较大。由此可见 ,几乎磁场内全部的机械力作

用都由铁管承受 ,而作用于导线上的力 ,仅由铁管内部的那部分不大的磁感应强

度所产生。在电机制造中 ,就广泛地利用上述原理而把导线嵌置在铁磁体的槽

内 ,以释去导线所受到的机械力 ,并把这些力转移到铁磁体的槽齿壁上。

图 3.10

3.3.7  场图示例

已如前 2.3.8 节所述 ,在理解电磁场这一“特殊形式的物质”时 ,其“看不见、

摸不着”的物理特性是使学习者困惑 ,产生学习困难的主要原因之一。教学实践

经验证明 ,磁场场图描绘的方法给予磁场以直观、形象的表示 ,从而为定性乃至

定量分析磁场问题提供了极为有益的辅助手段。当今 ,各类磁场应用软件的后

处理技术即包含有场图可视化的丰富内容 ,为满足科学研究和工程技术的需求 ,

产生着十分积极的科学价值。

结合本章学习内容 ,现汇编以下有关的磁场场图 ,以供读者参阅 ,深化对相

应知识点的理解 (图中实线表示 B线 ;虚线为等标量磁位线 )。

� 电偶极子的电场 (图 3.11a )与磁偶极子的磁场 (图 3.11b) ;

� 均匀外磁场中的一根长直载流导线周围的磁场 (图 3.12) ;

� 位于两块铁磁平板 (μ→∞ )之间的长直载流导线周围的磁场 (图 3.13 ) ;

� 两平行长直载流导线的磁场 (图 3.14) ;

� 两载流圆线圈的磁场 (图 3.15) ;

� 均匀外磁场中的导磁体 (图 3.16) ;
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图 3.11  电偶极子的电场 (a )与磁偶极子的磁场( b)

图 3.12  均匀外磁场中的一

根长直载流导线周围的磁场

图 3.13  位于两块铁磁平板 (μ→∞)之间的长直载

流导线周围的磁场

图 3.14  两平行长直载流导线的磁场
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图 3.15  两载流圆线圈的磁场

图 3.16  均匀外磁场中的导磁体

3.4  习题解析与解答

3 - 1  电导率为γ的均匀、各向同性的导体球 ,其表面上的电位为φ0 cosθ,

其中θ是球坐标 ( r ,θ,�)的一个变量。试决定表面上各点的电流密度 J。

[解题思路]

� ��依题意 ,应根据恒定电流场中表征电流密度 J的媒质构成方程 (3 - 5 ) ,

在得知导体球表面各点电场强度 E分布的基础上 ,即可得解 ;

� ��由该恒定电流场的无旋性 ( 3 - 2 )可知 ,所定义的电位函数 φ( r)与电场

强度 E之间满足 E = -Δφ的负梯度关系。因此 ,基于给定的在球坐标

系下的φ( r) =φ( r ,θ,φ) =φ(θ)的表达式 ,按附录二中球坐标系下梯
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度的展开式 ,即可由 φ解出在该导体球表面上的 E的分布 ,并最终如上

所述解得待求 J的分布。

[解]  根据题意 ,设定以导体球球心为坐标原点的球坐标系 ,故按球坐标系

下梯度展开式 ,可知

E( r ) = -Δφ( r) = -Δφ(θ) = -
1
r
��φ
��θ

eθ=
φ0

r
sinθeθ

设导体球半径为 r0 ,则在其表面上

E
r = r

0

=
φ0

r0
sinθeθ

从而 ,表面上各点的电流密度为

J( r) =γE =
γφ0

r0
sinθeθ

由此可见 ,在导体表面上 , J仅有θ方向的分量。

3 - 2  一长度为 1 m ,内外导体的半径分别为 R1 = 5 cm , R2 = 10 cm 的圆柱

形电容器 ,中间的非理想介质具有电导率 γ= 10
- 9

S/ m。若在两电极间加电压

U0 = 1000 V ,求 :

(1 ) 各点的电位、电场强度 ;

(2 ) 漏电导。

[解题思路]

� ��首先 ,应判断场分布的特征。显然 ,在忽略该圆柱电容器边缘效应的理

想化假设下 ,圆柱形极板间导电媒质中的恒定电流场具有对轴线呈同轴

圆柱形对称分布的平行平面场特征。对此 ,可应用如下两种解题方法 :

(1 ) 方法一———基于对称场中恒定电流场的基本关系[式 (3 - 1)、式 ( 3 - 2)

和式 (3 - 5) ]所构造的解法。

具体解题路线 :由设定 I→ J→ E→φ→ U→ G = I/ U;

(2 ) 方法二———采用静电比拟的方法 ( 3.2.1 节 )。

此时对应物理量与参数的类比关系 ,基于表 3 - 1 所列基本关系 ,应有 :

γ～ε;φγ～φε; Eγ～Eε和 Uγ～ Uε。

[解]  (1 ) 方法一  因电容器的长度远大于两圆柱形极板间距离 ,故可忽

略边缘效应 ,极板间电场为对轴线呈同轴圆柱形对称分布的径向电场 ,且沿轴线

分布呈平行平面场特征。设极板间漏电流为 I ,由 I =∫
S
J·dS, 类比于题 2 - 6

的同样分析 ,即得电流密度为

J =
I

2πLρ
eρ   ( L———电容器的长度 )
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故 E =
J
γ

=
I

2πγLρ
eρ

题设为给定电压的条件 ,因此 ,应继续通过场中电位φ,进而解出 U与所设的漏电

流 I之间的关联。为此 ,若以外导体为电位参考点 ,则电容器内任一点的电位为

φ(ρ) =∫
R

2

ρ
E·dρ =∫

R
2

ρ

I
2πγLρ

dρ=
I

2πγL
ln

R2

ρ

由于 U0 =φ( R1 ) =
I

2πγL
ln

R2

R1

得
I

2πγL
=

U0

ln( R2/ R1 )
=

1000
ln( 10/ 5 )

= 1442.7

因此 ,待求场中各点的电位、电场强度分别为 :

φ(ρ) =
I

2πγL
ln

R2

ρ
=

U0

ln( R2/ R1 )
ln

R2

ρ
= 1442.7ln

0.1
ρ

V

和 E(ρ) =
U0

ln( R2/ R1 )
·

1
ρ

eρ= 1442.7·
1
ρ

eρ V/ m

最终按电路参数关系式 ,即 G = I/ U ,可得待求的漏电导为

G =
I

U0
=

2πγL
ln( R2/ R1 )

=
2π×10

- 9
×1

ln(10/ 5)
S = 9.06×10

- 9
S

(2 ) 方法二

基于静电比拟原理 ,在忽略边缘效应的理想化假设下 ,本问题即可看作静电

场中相应的同轴传输线 (同轴电缆 ) (教材例 2 - 9、题 2 - 6)或圆柱形电容器 (题

2 - 7 )问题。

设极板间漏电流为 I ,且以外导体 (ρ= R2 )为电位参考点 ,则参照前已解得的

静电场问题中的电位、电场强度和电容的解答 ,即可得知场中各点的电场强度为

E(ρ) =
I

2πγLρ
eρ

应注意 ,按题 2 - 6 中 E的解答 ,即 E =
τ

2περ
eρ,在运用静电比拟原理写出本

题恒定电流场 E的解答时 ,由表 3 - 1 可知 ,τ应对应于本题中的 I/ L。

由此 ,场中各点的电位

φ(ρ) =∫
R

2

ρ
E·dρ =∫

R
2

ρ

I
2πγLρ

dρ=
I

2πγL
ln

R2

ρ

而按题设给定电压的条件 ,即

U0 =φ( R1 ) =
I

2πγL
ln

R2

R1
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即
I

2πγL
=

U0

ln ( R2/ R1 )

故 φ(ρ) =
U0

ln( R2/ R1 )
ln

R2

ρ
= 1442.7ln

0.1
ρ

V

而 E(ρ) =
U0

ln( R2/ R1 )
·

1
ρ

eρ= 1442.7·
1
ρ

eρ V/ m

这样 ,按电路参数关系式 ,可得待求的漏电导为

G =
I

U0
=

2πγL
ln( R2/ R1 )

=
2π×10

- 9
×1

ln(10/ 5)
S = 9.06×10 - 9 S

3 - 3  一导电弧片由两块不同电导率的薄片构成 , 如题3 - 3图所示。若

题 3 - 3 图

γ1 = 6.5×10
7

S/ m ,γ2 = 1.2×10
7

S/ m , R2 =

45 cm , R1 = 30 cm ,钢片厚度为 2 mm ,电极间

电压 U = 30 V ,且γ电极 m γ1 求 :

(1 ) 弧片内的电位分布 (设 x 轴上的电

极为零电位 ) ;

(2 ) 总电流 I 和弧片电阻 R。

[解题思路]

� ��首先 ,应判断场分布的特征。显然 ,在

题图所示的坐标平面内 , 基于平行平

面场的特征以及给定电极处的边界条

件 (BC)可以判定 ,若采用点 O 为坐标原点的圆柱坐标系 ,则导电弧片内

电流场中任意场点处的电位φ( r) =φ(ρ,�, z ) =φ(�) ,即可构造待求

电位函数φ(�)仅为一个坐标变量函数的边值问题 ( BVP )的数学模型 ;

� ��根据边值问题 ( 2.5 节 )的讨论 ,可见本题的数学模型即归结为位函数

φ(�)的常微分方程的定解问题 ,采用直接积分法 ( 2.5.2 节 )即可得解 ;

� ��在解出导电弧片中电位 φ(�) 分布后 ,由 φ→ E→ J,即可解出总电流

I =∫S
J·d S, 以及根据电路参数关系式 ,即 R = U/ I ,可解得待求的弧

片电阻 R。

[解]  (1 ) 本题为平行平面场问题 ,采用圆柱坐标系 ,可知导电片中的电位

φ(ρ,�, z)仅为坐标�的函数 , 即
��φ
��ρ

=
��φ
��z

= 0 ,从而根据题意可写出下列边值

问题 :
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泛定方程 : ��Δ
2
φ1 (�) =

1
ρ

2·
d

2
φ1

d�
2 = 0  R1 <ρ< R2 ,

π
4

<�<
π
2
  ( 1)

    Δ2φ2 (�) =
1
ρ2
·

d
2
φ2

d�2 = 0  R1 <ρ< R2 , 0 <�<
π
4
  ( 2)

BC:   φ2
�= 0

= 0

    φ1
�=
π
2

= U0 = 30 V

衔接条件 :φ1
�=
π
4

=φ2
�=
π
4

, γ1

dφ1

d� �=
π
4

  =γ2

dφ2

d� �=
π
4

由此可见 ,本题数学模型归结为位函数 φ(�)的常微分方程的定解问题。因此 ,

对泛定方程 (1 )、(2 )分别积分两次 ,即得通解 :

φ1 = C1�+ C2 ;    φ2 = C3�+ C4

利用 BC 以及位于两导电媒质 (γ1、γ2 )分界面上的 BC(即其衔接条件 ) ,可确定

积分常数 ,得 : ��

C4 = 0 ,     C1 =
U

π
4

1 +
γ1

γ2

=
30

π
4

1 +
6.5
1.2

= 5.953

C2 = U -
π
2

C1 = 20.65 ,    C3 =
γ1

γ2
C1 = 32.25

故 φ(�) =

φ1 (�) =
U

π
4

1 +
γ1
γ2

�+
U(γ1 -γ2 )
γ1 +γ2

= 5.95�+ 20.65 V  
π
4
≤�≤
π
2

φ2 (�) =
4 Uγ1

π(γ1 +γ2 )
�= 32.25�V           0≤�≤

π
4

(2 ) 基于 φ(�)的解答 ,可续求导电弧片中电场强度 E的分布 ,应有

E = -Δφ= -
1
ρ
��φ
���

e�

而在分界面上 ,有   J =γ1 E1 =γ2 E2   ( J呈现为分界面上的法向分量 )

得 J1 = - γ1
1
ρ
��φ1

���
e�=

4 Uγ1γ2

ρπ(γ1 +γ2 )
e�= J2

故导电弧片内流过的总电流

I ��=∫S
J·dS =∫

R
2

R
1

C1γ1
d
ρ

dρ= C1γ1 d ln
R2

R1

        =
4 Uγ1γ2 d
π(γ1 + γ2 )

ln
R2

R1
= 3.137× 105 A
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按电路参数关系式 ,弧片的电阻为

R =
U
I

= 9.56×10
- 5
Ω

3 - 4  一个由钢条组成的接地体系统 ,已知其接地电阻为 100Ω,土壤的电

导率γ= 10
- 2

S/ m。设有短路电流 500 A从钢条流入地中 ,有人正以 0.6 m 的步

距向此接地体系统前进 ,前足距钢条中心 2 m ,试求跨步电压。 (解题时 ,可将该

接地体系统用一半球形接地器等效替代之。)

[解题思路]

� ��本题为电力系统中典型的跨步电压计算的应用问题。按题设 ,鉴于在半

无限大的大地的土壤媒质空间内 ,由半球形接地器中流出的短路电流的

电场具有球对称分布的特征 ,因此 ,可应用如下两种解题方法 :

(1 ) 方法一———基于对称场中恒定电流场的基本关系[式 (3 - 1)、式 ( 3 - 2)

和式 (3 - 5) ]所构造的解法。

具体解题路线 :由设定 I → J→ E→ 跨步电压 UAB =∫
B

A
E·d l;

(2 ) 方法二———采用静电比拟的方法 ( 3.2.1 节 )。

此时对应物理量的类比关系 ,基于表 3 - 1 所列基本关系 ,应有 :

γ～ε; Eγ～Eε和 Uγ～ Uε。

[解]  (1 ) 方法一  据题意 ,本工程问题可归结为如图示的半球形接地器

的电流场问题。

题 3 - 4 图 (1 )

以球半径 r 作与半球形接地器同心的半球面 S ,并以球心 O为球坐标系原

点 ,则基于该短路电流 I 由接地器流入土壤的电场 E( r) = E( r) ,具有球对称分

布的特征 ,因而可得 :

I =∫
S
J·dS = γ∫

S
E·d S = γ∫

S
E·d S = γE∫

S
d S = γE·2πr

2

E( r ) =
I

2πγr
2 er

由此可知 ,跨步电压为
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UA B ��=∫
r
B

r
A

E( r ) d r =∫
r
B

r
A

I
2πγr

2 d r =
I

2πγ
1
rA

-
1
rB

=
500

2π× 10
- 2

1
2

-
1

2 + 0.6
V = 918 V

(2 ) 方法二  应用镜像法 ,可得如图示的在单一均匀媒质γ中的电流场问

题。显然 ,基于静电比拟原理 ,本问题即可看作静电场中相应的在单一均匀介质

ε中的带电导体球的电场问题。

题 3 - 4 图 (2 )

参照前已解得的该静电场问题的电场强度 E 和电压 U 的解答 (题

2 - 8 (3 ) ) ,即可得知土壤中任意场点 P处的电场强度

EP ( r ) =
I

2πγr
2 er

式中 ,按题 2 - 8( 3)中 E的解答 ,在运用静电比拟原理写出本题 E的解答时 ,由

表 3 - 1 可知 , q应对应于本题中的 2 I。

由此可知 ,待求的跨步电压即为

UA B ��=∫
r
B

r
A

E( r ) d r =∫
r
B

r
A

I
2πγr

2 d r =
I

2πγ
1
rA

-
1
rB

=
500

2π× 10
- 2

1
2

-
1

2 + 0.6
V = 918 V

  3 - 5  分别求题 3 - 5 图 ( 1 )所示各种形状的线电流在真空中的 P 点所产

生的磁感应强度。

[解题思路]

� ��对于结构形态比较复杂的载流系统 ,解题的基本思路是 ,首先将整体电

流分布离散化为典型的元电流 [式 ( 3 - 35 ) ]分布的组合 ,求出相应于元

电流的场中元磁感应强度的解答 ;然后 ,应用叠加原理 ,合成所有元电流

的贡献 ,即得待求的 B场分布 ;

� ��题 (a )— (e )的载流系统表明 , 按“先分后合”的上述解题思路 ,其典型载

流元均归结为元电流 Id l;而由元电流所激励的元磁感应强度 d B,对应

于题设的无限大单一均匀媒质 (真空 )μ0 的条件 , 当应由毕奥—萨伐尔

定律 (3 - 34 )给出。
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题 3 - 5 图 (1 )

  
[解]  (a ) 本题载流系统的构造可分解为四段有限长直载流导线的组合。

题 3 - 5 图( 2)

因而基于教材例 3 - 4 的分析 ,可得

BP Q= 2·
μ0 I

4π
b
2

( sinα+ sinα) + 2·
μ0 I

4π
a
2

( sinβ+ sinβ)

=
μ0 I
πb
·2·

a
2

a
2

2

+
b
2

2
+
μ0 I
πa
·2·

b
2

a
2

2

+
b
2

2

=
2μ0 I
π
·

a
2

+ b
2

ab
BP 方向垂直于该载流线圈平面 (可取为 ez 方向 )。

( b) 本题载流系统的构造可离散化为无限多个元电流 Id l = IRd�的组合。

题 3 - 5 图 (3 )

如图示设定的坐标系 ,可见电流元为 IRd�( - e�) ,由

毕奥—萨伐尔定律可得 :

d BP =
μ0

4π
·

IRd�( - e�)× ( - eρ)
R

2 =
μ0 I
4πR

d�( - ez )

BP =∫d BP =
μ0 I
4πR∫

2π

0
d�( - ez ) =

μ0 I
2 R

( - ez )

(c ) 如图示 ,本问题的载流系统可分解为直线载流部分和半圆环载流部分

题 3 - 5 图( 4)

的叠加。对于前者 ,基于毕奥—萨伐尔定律 ,因

有 Id l′×eR = Id xex×ex = 0 (左侧载流直线段 )

或 Id l′×eR = Id xex× ( - ex ) = 0 (右侧载流直

线段 ) ,故直线载流部分对场点 P 处的 B并无贡
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献。换句话说 , BP 仅决定于半圆环载流线段的贡献。根据 ( b )的讨论 ,显然 ,半

圆环载流线段在 P 点产生的磁感应强度 BP =
μ0 I
4 R

( - ez ) ,此即为本题之解。

( d) 由 ( c)进行的分析可知 ,左右两侧直线载流线段对 P点的 B没有贡献 ,

题 3 - 5 图 (5)

而结合 (a )的分析可见 , 本问题的解即相当于 ( a )所

示矩形载流回路效应的一半 ,因此

BP =
μ0 I
π
·

( 2 a)
2

+ b
2

(2 a) b
ez =
μ0 I
π

4 a
2

+ b
2

2 ab
ez

(e) 如图示 , 本问题的载流系统可分解为两根

半无限长的长直载流导线与半圆形载流环共同产生的场效应 ,因而由教材例

题 3 - 5 图 (6)

3 - 4和 (c )的分析 ,即可得出

BP =
μ0 I
4πR

+
μ0 I
4 R

+
μ0 I
4πR

( - ez ) =
μ0 I(2 +π)

4πR
( - ez )

3 - 6  真空中两根平行长直导线的截面

半径都为 R ,轴线距离为 D ,导线中电流为 I ,

如题 3 - 6 图所示。

(1 ) 试求在两导线的轴线平面上各处 B的表达式 ;

题 3 - 6图 ( 1)

(2 ) 若两导线的电流同方向 ,求 B的

表达式。

[解题思路]

� ��对应于本题的载流系统 ,“先分后

合”的解题思路 , 首先 , 应归结为

一根无限长直载流导线的磁场问

题 (教材例 3 - 4 ) ;然后 ,应用叠加

原理 ,最终得待求磁场 B的分布 ;

� 当求导线内部的磁场分布时 ,因导

线内电流 I 均匀分布 , 即其电流

密度 J为常数 ,故应用真空中的安培环路定律 ( 3 - 27) ,可求出导线内任

意场点处的 B。

[解]  确立直角坐标系如题图 (3 )示。

(1 ) 由教材例 3 - 4 可知 ,无限长直载流导线 (设截面半径为 R )的磁场在与

导线轴相距ρ处场点上产生的磁感应强度为

B=
μ0 I
2πρ

e�  (ρ≥ R )

而对于导线内部与导线轴相距ρ处的场点 ,作如题图 ( 2)示的闭合回路 l ,应用

真空中的安培环路定律可得
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∮l
B·d l =∮l

B·d l = B∮l
d l = B·2πρ= μ0 I′= μ0

πρ
2

πR
2 I

故导线内任意场点 P 上的磁感应强度为

B =
μ0 Iρ

2πR2 e�  (ρ≤ R)

基于以上两个方面的分析 ,应用叠加原理求解。设在两导线所在的 xOy 平

面上任意场点 P处 ,产生的磁场方向 ( B的方向 )为沿 z 轴方向 ,则基于上述无

限长直载流导线场分布的解答 ,可得

题 3 - 6 图 (2) 题 3 - 6图 (3 )

BP ��= BP1 + BP2

=

-
μ0 I
2πx

-
μ0 I

2π( D - x )
= -
μ0 ID

2πx( D - x )

 ( x≤ - R; R≤ x≤ ( D - R)和 x≥ ( D + R ) )

-
μ0 Ix

2πR
2 -
μ0 I

2π( D - x)
= -
μ0 I( R

2
- x

2
+ xD)

2πR
2

( D - x )

 ( - R≤ x≤ R)

-
μ0 I
2πx

-
μ0 I ( D - x )

2πR
2 =
μ0 I( x2 - R2 - xD)

2πxR
2

 ( ( D - R)≤ x≤ ( D + R ) )
(2 ) 若导线 2 中电流与导线 1 中电流同向 ,即沿 y 轴正向时 ,则待求 BP 与

上式差别仅在于在 BP2前加一负号 ,即可得解

BP =

-
μ0 I
2πx

+
μ0 I

2π( D - x )
= -
μ0 I
2π

D - 2 x
x( D - x)

   (导线外 )

-
μ0 Ix

2πR
2 +
μ0 I

2π( D - x)
=
μ0 I( R

2
+ x

2
- xD)

2πR
2

( D - x )
  (导线 1 内部 )

-
μ0 I
2πx

+
μ0 I ( D - x )

2πR
2 = -

μ0 I
2π

R2 + x2 - x D
xR

2  (导线 2 内部 )
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3 - 7 题 3 - 7 图所示为工程上的亥姆霍兹线圈 ,用以在其中心 M
d
2

,0 ,0 附

题 3 - 7图(1)

近获得均匀的磁场区。设该两载有

同向电流 I 的各有 N 匝的圆环线

圈 ,半径均为 a ,相距为 d。试求 :

(1 ) 在两线圈轴线上任一场点

P( x ,0 ,0 )处的磁感应强度 BP ;

(2 ) 为获得均匀磁场区 , 设计

中要求中点 M 处 | BP |的二阶导数

为零 , 试求此时几何尺寸 a 和 d 之

间应满足的条件 ;

(3 ) 证明在中点 M 处 | BP |将取得最大值。

[解题思路]

� ��对应于本题由亥姆霍兹线圈给出的载流系统 ,“先分后合”的解题思路 ,

首先 ,应归结为一个圆形载流回路的磁场问题 ;然后 ,将其离散化为无限

多个元电流 Id l 分布的组合 ,由毕奥—萨伐尔定律 ( 3 - 34 )求解之 ;最终

再应用叠加原理 ,合成解出该亥姆霍兹线圈的磁场问题 ;

� ��可以判断 ,在亥姆霍兹线圈系统的中点 M 处 , | B |取得最大值的条件当

应是其对空间坐标变量的一阶导数满足为零的条件。

[解]  (1 ) 首先分析单个载流线圈在点 P 处产生的 B ,根据“成对”元电流

Id l和 Id l′在点 P 处合成的 aBP ,仅有沿轴线 O x 方向的分量 ,故在半径为 a 的

周线上无限多个元电流 Id l最终在点 P处 B合成效应只需考虑其 x 方向分量的

叠加 ,即根据毕奥—萨伐尔定律可得

题 3 - 7 图 (2 )

B=∫d Bx =∫ d B cosαex =∮l

μ0 Id l× er

4π( a
2

+ x
2

)
a

a
2

+ x
2
ex

=
μ0 Ia

4π( a
2

+ x
2
)

3
2
∮l

d lex =
μ0 Ia

2

2( a
2

+ x
2
)

3
2

ex

然后 ,遵循叠加原理 ,该亥姆霍兹线圈在其轴线上 P 点产生的磁感应强度
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BP = Bxex =
Nμ0 Ia

2

2

1

( a
2

+ x
2
)

3
2

+
1

[ a
2

+ ( d - x )
2

]
3
2

ex

(2 ) 据题意 ,由

d
2

Bx

d x2 =
3μ0 N Ia

2

2

5 x
2

( a
2

+ x
2
)

7
2

-
1

( a
2

+ x
2
)

5
2

+
5( d - x)

2

[ a
2

+ ( d - x)
2
]

7
2

-
1

[ a
2

+ ( d - x)
2
]

5
2

x =
d
2

= 0

整理之可得 5 x
2

- ( a
2

+ x
2
) = 0

5 ( d - x )
2

- [ a
2

+ ( d - x )
2
] = 0

此联立方程解得 : x =
a
2
与 d = a

显然 ,此即为亥姆霍兹线圈中均匀磁场区的存在条件。

(3 ) 在中点 M
d
2

, 0 , 0 处 ,按题意可知 ,应证明该处 BM 对空间坐标变量

的一阶导数为零 ,即有

d BM

d x
x =

d
2

=
3μ0 N Ia

2

2
-

x

( a2 + x2 )
5
2

+
d - x

[ a2 + ( d - x) 2 ]
5
2

x =
d
2

= 0

故 BP M点 = BP m ax

得证。

3 - 8  真空中 ,一通有电流 (电流密度为 J = J0 ez ) ,半径为 a的无限长圆

题 3 - 8 图 (1)

柱内 ,有一半径为 b 不同轴的圆柱形空洞。两轴

线间相距 d , 如题 3 - 8 图所示。试证 :小圆柱内

的 B均匀 ,且其值为μ0 J0 d/ 2。

[解题思路]

� ��题设的载流系统在引用叠加原理为解题方

法的基础上 ,不难推断 ,它可被分解为两个

简单的分别载有同一电流密度 J ,但方

向相反的无限长直圆柱形载流导体系统的

合成效应 ;

� 基于上述分系统的磁场具有对轴线呈同轴圆柱形对称分布的平行平面

场特征 ,故可直接应用真空中的安培环路定律 (3 - 27 )解得其磁场分布 ;

� 为最终求得合成磁场的分布 ,必须指出 ,因 B 场为矢量场 ,故在叠加原

理应用时 ,务须遵循矢量分析的运算规则。

[证明]  如上所述 ,题设的此载流系统可应用叠加原理分解为图示的 ( b )、

(c )两载流系统的叠加来处理。
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题 3 - 8 图 (2 )

(1 ) 当分系统如图 ( b)所示在整个圆柱截面内通有电流密度为 J1 = J0 ez 的

电流时 ,由于场分布的对称性 , B1 是沿 e�方向的 ,且仅与ρ有关 ,故应用安培环

路定律 (3 - 27 )即可导得

2πρB1�=μ0πρ
2 J0

故 B1 = B1�e�=
μ0 J0

2
ρe�  ( 0 <ρ< a)

(2 ) 当分系统如图 ( c)所示时 ,按坐标系 x O2 y′,同上理 ,可得

B2 = B2�′e�′= -
μ0 J0

2
ρ′e�′ ( 0 <ρ′< b)

由以上两解答的叠加 ,即得待求的小圆柱内的磁感应强度为

BP = B1 + B2 =
μ0 J0

2
(ρe� - ρ′e�′)

而根据坐标系间转换关系有 :

   ρe� U= x
2

+ y
2

( - ex sin�+ ey cos�)

= x
2

+ y
2 - yex

x
2

+ y
2

+
xey

x
2

+ y
2

= - yex + xey

以及

    ρ′e�′ �= ( x - d)
2

+ y
2 - yex

( x - d)
2

+ y
2

+
( x - d) ey

( x - d )
2

+ y
2

= - yex + ( x - d) ey

代入得 BP =
μ0 J0

2
{ - yex + xey - [ - yex + ( x - d ) ey ]} =

μ0 J0 d
2

ey

得证。

3 - 9  题 3 - 9 图为一半径为 a、磁导率为μ的长直圆柱 ,通过密度为 J0 ez

均匀分布的电流 ,圆柱周围是真空。求圆柱内外的 B、M、H 及磁化电流密度 Jm

和 Km。
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[解题思路]

� ��基于场分布的对称性———具有对轴线呈同轴圆柱形对称分布的平行平面场

特征 ,可直接应用安培环路定律 (3 - 27)和(3 - 73)解出待求的 B、H分布;

� 按媒质磁化效应分析所得的基本关系 ,由磁化强度 M 与 B、H之间的关

联式 (3 - 72 ) ,以及磁化体电流密度 Jm、磁化面电流密度 Km 与磁化强

度 M之间的关联式 (3 - 68 )、(3 - 69 ) ,即可解出 M、Jm 和 Km 的分布。

[解]  理想化为图示无限长直载流圆柱 ,通过应用安培环路定律[式 (3 - 27)

和式 (3 - 73) ] ,即可得 :

B=

μ0 a
2

J0

2ρ
e�  (ρ> a)

μρJ0

2
e�   (ρ< a)

和

H =

a
2

J0

2ρ
e�  (ρ> a)

ρJ0

2
e�   (ρ< a)

题 3 7- 9 图( 1) 题 3 ��- 9 图( 2)

在引入媒质磁化场的条件下 ,按磁场基本场量之间的关系式 ( 3 - 72) ,可得

M =
B
μ0

- H =

0 (ρ> a)

J0 (μ - μ0 )
2μ0
ρe� (ρ< a)

从而可解出磁化体电流密度 Jm 和磁化面电流密度 Km 分别为 :

Jm =Δ× M =
1
ρ
��(ρM�)
��ρ

ez =
(μ - μ0 ) J0

μ0
ez

和 Km = M× en ρ= a = -
(μ - μ0 ) J0 a

2μ0
ez

  3 - 10  设载流为 I 的钢芯电缆 , 其内导体 (钢芯 )电导率为 γ1 , 磁导率

μ1 = 500μ0 ;外层导体 (铝 )电导率为γ2 ,磁导率 μ2≈μ0。求 :

(1 ) 电缆内电流的分布 ;

( 2) 电缆内外各处 (即ρ< R1 , R1 <ρ< R2 和ρ> R2 三区域中 )磁感应强度

B的分布。
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  [解题思路]

� ��在该钢芯电缆为无限长直载流系统的理想化条件下 ,根据其场分布的

题 3 - 10 图

   对称性 , 即对轴线呈同轴圆柱形对称分布

的平行平面场特征 ,当可在进一步设定内、

外导体分别载有不同的电流密度 J1 和 J2

的情况下 , 应用安培环路定律 ( 3 - 73 )求

解 ;  

� 该钢芯电缆的运行工况表明 ,其内、外导体

中电流分布应反比于两导体的电阻 (或正比

于两导体的电导 )。

[解]  ( 1) 设沿 z 轴放置的钢芯与外层铝导体中的电流密度分别为 J1 =

J1 ez 和 J2 = J2 ez ,则可知其运行工况应满足以下方程组 :

J1πR
2
1 + J2π( R

2
2 - R

2
1 ) = I     (由给定载流为 I的条件得出 )

J1πR2
1

J2π( R
2
2 - R

2
1 )

=
γ1πR2

1

γ2π( R
2
2 - R

2
1 )
  (由电流分布正比于电导的关系得出 )

由此解得 :

J1 =
r1

r2

I

π R
2
2 +

r1

r2
- 1 R

2
1

;   J2 =
I

π R
2
2 +
γ1

γ2
- 1 R

2
1

(2 ) 应用安培环路定律 ,可得 :

B1 2πρ=μ1 J1πρ
2

B1 =
μ1 J1

2
ρe�= 250μ0 J1ρe�   (ρ< R1 )

又由  B2 2πρ=μ2 [ J1πR
2
1 + J2π(ρ

2
- R

2
1 ) ]

B2 =
μ0 J2

2
ρe� +
μ0 R

2
1 ( J1 - J2 )

2ρ
e�  ( R1 <ρ< R2 )

以及

B3 2πρ=μ0 I

B3 =
μ0 I
2πρ

e�  (ρ> R2 )

3 - 11  真空中 ,在 x = - 2 m、y = 0 处 ,有一沿 ez 方向 6 mA的线电流 ;另

外在 x = 2 m、y = 0 处 ,有一沿 ( - ez )方向 6 mA的线电流。设原点的标量磁位

φm = 0 ,试求沿 y 轴的φm。
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[解题思路]

� ��为保证标量磁位 φm 的单值性 , 在分析中 , 必须引入“磁屏障”( 3.4.3

节 ) ;

� 标量磁位φm 为相对度量的计算辅助量 ,在运用时 ,还必须合适地选定零

标量磁位的参考点 ;

� 本题的载流系统在引用叠加原理为解题方法的基础上 ,可分解为两个简单

的分别载有相同电流 ,但流向相反的无限长直线电流系统的合成效应。

[解]  首先分析对应于单一无限长直线电流磁场分布的标量磁位φm 的表

题 3 - 11 图 (1)

达式。设线电流 I 如图设置 ,为保证 φm 的

单值性 , 本题设定的磁屏障面为起自线电

流表面沿 x 轴正方向无限延展的平面 [见

图 (1 ) ]。显然 ,该磁屏障面为一等磁位面 ,

为简化分析 ,令其为参考磁位面 ,即有

φm 0 < ρ< ∞ ,�= 0 = 0 ( 1)

据磁位定义 ,由式 ( 3 - 51)可知 :

dφm = -
BP

μ0
·d l = - HP d l = -

I
2πρ
ρd�= -

I
2π

d�

故 φm = -
I

2π
�+ c

代入式 ( 1)的磁位参考点条件 , 即得积分常数 c = 0 , 故在给定的线电流 I 流向

下 ,任意场点 P(ρ,�)处的标量磁位

题 3 - 11 图( 2)

φm = -
I

2π
�

然后 ,基于以上分析 , 对于题设的载流系

统 ,如图 ( 2)所示 ,应用叠加原理可得

φmP =φm1 +φm2 = -
I

2π
α1 +

I
2π
α2 + c′

根据前已确定的磁位参考点条件 ,现应继

续依此确定上式中待定的积分常数 c′。

显然 ,当α2 =π时 ,应有φm2 = 0 ,由此可知

c′= -
I

2π
·π

故 φm P �= -
I

2π
α1 +

I
2π

(α2 -π)
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=
I

2π
( - α1 +α2 -π)

= -
I
π
α1 = -

I
π

arctan
y
2

3 - 12  真空中厚度为 d 的无限大导板 (μ= μ0 ) ,通有密度为 J0 ez 的体电

流 ,求矢量磁位及磁感应强度。

[解题思路]

� ��对应于本题的载流系统 ,若单一求解其磁感应强度 B的分布 ,则其“先分后

合”的解题思路 ,应可由教材例 3 - 4→例 3 - 5→例 3 - 6依次展开的解题过

程得到深入、系统的理解 ,由此即可直接基于毕奥—萨伐尔定律 (3 - 34)、真

空中的安培环路定律(3 - 27) ,并在运用叠加原理的基础上 ,求得磁感应强度

B的分布。但应指出,据题意,本题系在引入辅助计算量———矢量磁位 A的

前提条件下 ,再求其磁感应强度 B的分布。因此,应遵循下述解题途径:

(1 ) 构造以矢量磁位 A( r)为待求量的边值问题的数学模型 ;

(2 ) 求解上述数学模型 ,得矢量磁位 A ( r)的分布 ;

(3 ) 再由 A的定义式 ,即 B( r) =Δ× A( r) ,最终解出磁感应强度 B ( r)的

分布 ;

� ��在写出本题的数学模型———BVP时 ,应注意到计算场域内涉及有电流和无

电流两类区域 ,因此需分域定义相应的子域及与之对应的泛定方程;

� ��当由已解出的 A( r) ,按定义式 B=Δ×A,求解场中 B( r)的分布时,需根据

A( r)表达式中相关的坐标变量,在相应的坐标系下展开其旋度运算,以解出

B( r)。

[解 ]  按计算场域 D内有无电流存在 ,如图所示划分子域 ,即有 D = D1 +

题 3 - 12 图

D2 + D3 ;然后 ,设定直角坐标系如图。因励磁电流

源 J = J0 ez , 故由矢量磁位 A 的直接积分计算式

(3 - 31 )可知

A = A zez = A z ( x ) ez

因而所构造的 BVP中的泛定方程应分域定义为

Δ
2

A z1 ( x ) =
d

2
A z1

d x
2 = - μ0 J0 D1∶ -

d
2

< x <
d
2

Δ2 A z2 ( x ) =
d

2
A z2

d x2 = 0 D2∶x >
d
2

Δ
2

A z3 ( x ) =
d

2
A z3

d x
2 = 0 D3∶x < -

d
2
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其对应的各子域中矢量磁位的通解为

A z 1 ( x ) = c1 x + c2 -
μ0 J0

2
x2 D1 : -

d
2
≤ x≤

d
2

A z 2 ( x ) = c3 x + c4 D2 : x≥
d
2

A z 3 ( x ) = c5 x + c6 D3 : x≤ -
d
2

然后 ,引入相应的定解条件 ,以逐一确定各积分常数。

(1 ) 设定矢量磁位参考点为 A z1 x = 0 = 0 ,故 c2 = 0。

(2 ) 注意到场分布的对称性。对于 D1 域 , 其解 A z1 ( x )应为偶函数 , 故

c1 = 0;对于 D2 和 D3 域 , 它们的解答 A z 2 ( x )和 A z 3 ( x )对相同的 x 应有同

解 ,由此可以判定 : c4 = c6 和 c3 = - c5。这样 ,通解得以简化为

Az 1 = -
μ0 J0

2
x

2

Az 2 ( x ) = c3 x + c4

Az 3 ( x ) = - c3 x + c4

(3 ) 根据衔接条件 ,即在 x = d/ 2 处 ,应有

A z 1 = A z 2

1
μ0

��Az 1

��x
=

1
μ0

��A z2

��x

得
-
μ0 J0

2
·

d
2

4
= c3

d
2

+ c4

- μ0 J·
d
2

= c3

故 c4 =
μ0 J0 d

2

8

最终得解

A z1 ( x ) = -
μ0 J0

2
x

2
x ≤

d
2

A z2 ( x ) = -
μ0 J0 d

2
x -

d
4

x≥
d
2

A z3 ( x ) =
μ0 J0 d

2
x +

d
4

x≤ -
d
2

按上述矢量磁位函数的表达式 ,显然 ,应在直角坐标系下展开 B =Δ×A ,得
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B = -
d A z ( x )

d x
ey =

μ0 J0 xey x <
d
2

μ0 J0
d
2

ey x >
d
2

- μ0 J0
d
2

ey x < -
d
2

3 - 13  画出题 3 - 13 图所示各种情况下的镜像电流 ,注明电流的方向、量

值及有效的计算区域。

题 3 - 13图 (1 )

[解题思路]

� ��对于镜像法 (3.5.4 节 )的应用 ,镜像电流的确定应在满足给定 BC 不变

的前提下 ,把握其“三要素”,即镜像电流的位置、个数和数值。显然 ,其

位置按镜像原则可直观给出;其个数取决于原问题中给定电流的分布 ,以

及镜像法应用中等效变换的次数 ;其量值则由原问题中给定的 BC决定 ;

� ��应强调指出 ,因为电流 I 是代数量 ,故在确定镜像电流 I′、I″的量值时 ,

均有应先给定其假定正方向 (即参考方向 )的问题。因此 ,必须注意 ,镜

像电流 I′、I″的计算关系式 ( 3 - 93 )和 (3 - 94 ) ,即是在设定其参考方向

与原电流 I 的方向相同的前提下给出的 ;

� ��镜像法应用的另一关键是其等效求解的“有效计算区域”问题 ,即经等效

变换后 ,该有效计算区域中的 BVP 应保持不变 ,从而达到采用镜像法以

简化原较复杂的 BVP求解过程的目的。

[解]

题 3 - 13图 (2 )
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  镜像电流 I′= lim
μ

2
→∞

- μ2 +μ1

μ2 +μ1
I = - I;镜像电流 I″= lim

μ
2
→∞

2μ2

μ2 +μ1
I = 2 I;有

效计算区域分别记为 D域和 D′域 (以下同之 )。

题 3 - 13图 (3 )

I′= lim
μ

2
→∞

μ2 - μ1

μ2 +μ1
I = I;   I″= lim

μ
2
→∞

2μ1

μ2 +μ1
I≈0

题 3 - 13图 (4 )

镜像电流 I′、I″分析同 ( b)。

题 3 - 13图 (5 )

镜像电流 I′、I″分析同 ( b)。
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  3 - 14  一长直载流导线平行于一无限大铁板 (μFe→∞ ) ,相距为 h ,通过的

题 3 - 14 图( 1)

电流 I 方向如题 3 - 14 图所示 ,求 :

(1 ) 铁板表面任意点处的磁感应

强度 B;

(2 ) 铁板内任意点处的磁场强度

H 和磁感应强度 B;

(3 ) 定性描绘场图 ;

(4 ) 载流导线所受到的磁场力。

[解题思路 ]

� ��按题 3 - 13“解题思路”,分别给出经镜像法等效变换后求解铁板上方 (含

铁板表面 )的 D 域场分布 , 以及求解铁板内 D′域场分布的场结构图。

从而 ,待求的较复杂的边值问题即被简化为单一均匀线性媒质中场分布

的分析计算问题 ,为叠加原理方法的应用或在具有对称场分布特征的平

行平面场条件下直接应用安培环路定律 ( 3 - 73)奠定了基础 ;

� ��应指出 ,磁场为矢量场 ,因此 ,场分布 B和 H 的求解必须遵循矢量分析

的运算规则 ;

� ��定性描绘场图的能力来自于观察、分析与实践经验的多方面知识的积

累 ,同时 ,必须准确把握物理概念 ,例如 ,磁场线必须围绕励磁电流源 (有

旋场 ) ;磁场线必与理想导磁体 (μ→∞ )表面正交 ;基于工程观点 ,磁场

线应垂直于铁磁材料 (μ>>μ0 )表面等 ;

� ��载流导线所受的磁场力可应用基本实验定律———安培力公式(1 - 8)求解。

[解]  经镜像法等效变换 ,可得出分别对应于有效计算场域 D 和 D′的场

结构 ,如图所示。

题 3 - 14图 (2 )

( a ) 有效计算域 D  ( b) 有效计算域 D′
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  (1 ) 计算域 D:按式 (3 - 93 )可得镜像电流 I′=
μ2 - μ1

μ2 +μ1
I = I ,对于铁板表面

任意点 P ,由叠加原理的应用 ,得

BP =μ0
2 I

2πr
cosα( - ey ) =

μ0 I

π x
2

+ h
2
·

x

x
2

+ h
2

( - ey ) =
μ0 Ix

π( x
2

+ h
2
)

( - ey )

题 3 - 14图 (3 )

(2 ) 计算域 D′:按式 (3 - 94 )可得镜像电流

I″=
2μ1

μ2 +μ1
I≈0

因而 ,铁板内任意点 P′处的磁感应强度为 �

B′P =μ2 H2 =μ2
I″

2πr
e�=μ2

2μ0

μ2 +μ0
·

I
2πr

e�=
μ0 I
πr

e�

H′P ≈0

(3 ) 图略 (可参阅教材图 3 - 34 , 但需注意 ,本题原

电流 I 方向与该图中 I 方向适反 )。

(4 ) 应用安培力公式 ( 1 - 8 )求磁场力 :首先 ,如题图 ( 3 )所示 ,该载流导线所

在处的磁感应强度为 B′=μ0
I

2π(2 h)
ex ,应指出 ,式 ( 1 - 8 )中 B是除载流导线 I

外其余镜像电流在该载流导线处产生的 B。由此可知 ,元电流 Id l 所受的元磁

场力为 d Fm = Id l×B′= Id l
μ0 I
4πh

( - ey ) ,故载流导线单位长度上受力大小是

F =
d Fm

d l
=
μ0 I

2

4πh
( - ey )   (N/ m)

3 - 15  在大块铸铁板内 ,距其平表面 h = 15 cm 处钻孔埋设了一根载流为

I = 10 A的长直绝缘细导线。设铸铁的磁导率为μ= 10μ0 ,求 :

题 3 - 15 图 (1)

(1 ) 在 y = 0 平面内 ,沿 x 轴正向的磁感应

强度值 B = f ( x )的变化关系 ;

(2) 作用于导线每单位长度上的电磁力 F。

[解题思路]

� ��按题 3 - 13“解题思路”,分别给出经镜像

法等效变换后求解铸铁板内的 D 域场

分布 ,以及求解空气中 D′域场分布的场

结构图。从而 , 待求的较复杂的边值问

题即被简化为单一均匀线性媒质中场分

布的分析计算问题 ,为叠加原理方法的

应用或在具有对称场分布特征的平行平

面场条件下直接应用安培环路定律 ( 3 - 73)奠定了基础 ;
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� ��应指出 ,磁场为矢量场 ,因此 ,场分布 B和 H 的求解必须遵循矢量分析

的运算规则 ;

� ��载流导线所受的磁场力可应用基本实验定律———安培力公式(1 - 8)求解。

[解]  经镜像法等效变换 ,可得出分别对应于有效计算场域 D 和 D′的场

结构 ,如图所示。

题 3 - 15图 (2 )

( a ) 有效计算域 D  ( b) 有效计算域 D′

(1) 计算域 D:按式 (3 - 93)可得镜像电流 I1 =
μ2 - μ1
μ2 +μ1

I = -
9
11

I = - 8.18 A ,

应用叠加原理 ,即知沿 x 轴正方向在铸铁板内的磁感应强度为

B =
μ1 I
2πx

+

9
11

Iμ1

2π( 2 h - x )
ey   (0 < x < h)

计算域 D′:按式 ( 3 - 94)可得镜像电流 I2 =
2μ1

μ2 +μ1
I =

20
11

I = 18.18 A ;因

题 3 - 15 图 (3 )

而 ,沿 x 轴正方向在空气中的磁感应强度为

B =
μ2

20
11

I

2πx
ey   ( x > h)

综合以上分析结果可描绘沿 x 轴正向 B =

f ( x )的变化曲线如右图所示。图中 ,各相关特征

点的 B值计算结果列于下表 :

x/ cm B/ 10 �
- 4

T

1 ��.5 13 ��.34

15 �
2 ��.42

0 ��.242

30 �0 ��.121
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( 2) 应用 (1 - 8)安培力公式 ,类同于题 3 - 14 (4 )分析计算过程 ,即可求得作

用于导线每单位长度上的电磁力为

F = BlI ( - ex ) =
μ1

9
11

I

2π(2 h)
×1×10( - ex ) = 5.45×10

- 4
( - ex ) N

3 - 16  在磁导率为μ1 的媒质 1 中 ,有载流直导线与两媒质分界面平行 ,垂

题 3 - 16 图( 1)

直距离为 a。设 μ2 =μ0 ,μ1 = 9μ0。参阅题

3 - 16 图 ,求两种媒质中的磁场强度和载流

导线每单位长度所受之力。

[解题思路]

� ��按题 3 - 13“解题思路”,分别给出经

镜像法等效变换后求解媒质 μ1 的

D域场分布 , 以及求解媒质 μ2 的

D′域场分布的场结构图。从而 , 待

求的较复杂的边值问题即被简化为单一均匀线性媒质中场分布的分析

计算问题 ,为叠加原理方法的应用或在具有对称场分布特征的平行平面

场条件下直接应用安培环路定律 (3 - 73 )奠定了基础 ;

� ��应指出 ,磁场为矢量场 ,因此 ,场分布 B和 H 的求解必须遵循矢量分析

的运算规则 ;

� ��载流导线所受的磁场力可应用基本实验定律———安培力公式(1 - 8)求解。

[解]  经镜像法等效变换 ,可得出分别对应于有效计算场域 D 和 D′的场

结构 ,如图所示。其中 ,镜像电流 I′=
μ2 - μ1

μ2 +μ1
I = - 0.8 I , I″=

2μ1

μ2 +μ1
I = 1.8 I。

题 3 - 16图 (2 )

( a ) 有效计算域 D  ( b) 有效计算域 D′

721



(1 ) 媒质 μ1 的 D 域中的磁场强度 :

分析可知 :

ρ1 = xex + ( y + a) ey ,   ρ2 = xex + ( y - a) ey

对应于 H1 的单位矢量

e�
1

= ez×eρ
1

= [ xey - ( y + a) ex ] ρ1

对应于 H2 的单位矢量

e�
2

= ez×eρ
2

= [ xey - ( y - a) ex ] ρ2

基于叠加原理和安培环路定律的应用 ,可得媒质 μ1 中任意场点处的磁场

强度为

H( x, y) �= H1 + H2 =
I

2πρ1
e�

1
+

I′
2πρ2

e�
2

=
I

2π
xey - ( y + a)ex

x
2

+ ( y + a)
2 - 0.8·

xey - ( y - a) ex

x
2

+ ( y - a)
2

=
I

2π
-

y + a
x2 + ( y + a)2 -

0.8·( y - a)
x2 + ( y - a)2 ex +

x
x2 + ( y + a)2 -

0.8 x
x2 + ( y - a)2 ey

(2 ) 媒质 μ2 的 D′域中的磁场强度 :

H( x , y ) =
I″

2πρ
e�=

0.9 I
π

xey - ( y + a) ex

x
2

+ ( y + a)
2

(3 ) 镜像电流 I′在导线处产生的磁感应强度 B为

B=
μ1 I′

2π( 2 a)
ex = -

9μ0·0.8 I
4πa

ex = -
1.8μ0 I
πa

ex

故基于安培力公式 ,载流导线上每单位长度所受之力为

Fl = I·1·ez×B = -
1.8μ0 I2

πa
ey

3 - 17  一无损耗同轴电缆尺寸如题 3 - 17 图所示。求 :

题 3 - 17 图 (1 )

(1 ) 单位长度的外电感 L0 ;

(2 ) 单位长度的电容 C0 ;

(3 ) 若 D = 5 mm , d = 1.37 mm ,介质的εr = 2.4 ,

μr = 1 ,求此电缆的特性阻抗 Z0 = L0/ C0多大 ?

[解题思路]

� ��凡电磁系统、装置电磁参数的精确计算 ,均必须

基于相应的电磁场场分布的分析计算 ;

� ��关于电感参数的计算 ,除应界定自感系数 L 与

互感系数 M外 ,对自感系数 L 的计算取决于线匝与磁通相互交链的不

同情况 ,还必须区分并分别计算其内自感 Li 和外自感 Lo ;

� ��基于场分布 B,分析、计算电感参数的方法可归结为
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设定载流系统中的电流 I
有关的分析计算方法

B
Φ =∫S

B·dS
Φ(ΦL 或ΦM )

× N(线匝数 )
Ψ(ΨL 或ΨM )

电感定义式
L =
ΨL

I
或 M =
ΨM

I
;

� ��关于电容参数的计算 ,同样基于场分布 E的分析、计算 ,可归纳方法如

下 :

题 3 - 17 图 (2 )

设定带电系统的电荷 q
有关的分析计算方法

E

U =∫l
E·d l

U
电容定义式

C =
q
U
。

[解]  (1 ) 如图设该同轴电缆载流为 I。理想

化绝缘媒质 (εr ,μr )中的磁场具有圆柱对称的平行

平面场特征 ,故可直接引用安培环路定律解得

BP =
μ0μr I

2πρ
e�   

d
2

<ρ<
D
2

从而 ,同于教材例 3 - 18 的分析 ,取轴向长度为

l ,宽为 dρ的面积元 d S ,即可在计算元磁通 dΦ的基础上 ,求得与电流 I 全交链

一次 (即 N = 1 )的外磁链

Ψo �=∫dΨo =∫1·dΦo =∫
S
Bo·d S

=∫
D
2

d
2

μ0μr I
2πρ

ldρ=
μ0μr Il

2π
ln

D
d

故所求的单位长度的外自感

Lo =
Ψo

Il
=
μ0μr

2π
ln

D
d

(2 ) 如图设该同轴电缆内外导体带电为 +τ和 - τ,理想化绝缘介质 (εr )中

的电场具有圆柱对称的平行平面场特征 ,故可直接引用高斯定理 ( 2 - 6 ) ,解得

EP =
τ

2πε0εrρ
eρ

从而 ,内外导体间的电位差

U =∫E·dρ =∫
D
2

d
2

τ
2πε0εr

dρ=
τ

2πε0εr
ln

D
d

故所求的单位长度的电容

C0 =
τ
U

=
2πε0εr

ln
D
d
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(3 ) Z0 ��=
L0

C0
=
μ0μr

4π
2
ε0εr

ln
D
d

 2

=
1

2π
μ0μr

ε0εr
ln

D
d

=
60

εr

ln
D
d

= 50.14Ω

此即为同轴电缆重要工程参数之一———特性阻抗分析计算的结果。

3 - 18  一均匀密绕 N 匝的环形螺线管 ,尺寸如题 3 - 18 图所示。环形铁

心的磁导率为μ,求 :

(1 ) 环内的磁场强度 H;

(2 ) 环形铁心截面中的磁通 Φ;

(3 ) 该线圈的电感 (自感 ) L;

(4 ) 该螺线管中存储的磁场能量 W m。

[解题思路]

� ��按题设载流系统“均匀密绕”的结构特点 ,可以理想化假设该环形载流螺

线管内的磁场 (亦即主磁通 )呈均匀分布的特征 ,且其周围不存在漏磁场

(即经空气路径闭合的漏磁通分布可以略而不计 ) ;

题 3 - 18图 (1 )

� ��在上述理想化假设的基础上 ,取任一在环形铁心内闭合的圆形回路 l ,即

可应用安培环路定律 ( 3 - 73)求出环内的磁场强度 H的分布 ;

� ��在解得场分布 H的基础上 ,设定与环形螺线管轴线正交的截面 S ,由在

该截面 S 上呈均匀分布的 B,可继续解得穿过该截面 S 的磁通Φ,以及

与 N 匝环形螺线管全交链的磁通链Ψ;然后 ,由电感的定义式 ( 3 - 95 ) ,
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即可算出该螺线管的电感 L;

� ��同样 ,在解得场分布 H 的基础上 ,即可算出该螺线管中存储的磁场能量

Wm [式 ( 3 - 110 ) ]。应该指出 ,本题若在解得场分布 H 后 , 先求该螺线

管中的磁场能量 Wm [式 (3 - 119) ] ,则也可按单个载流回路自感的计算

关系式 (3 - 111) ,续求该螺线管的电感 L。

[解]  (1 ) 按“解题思路”,如图示 ,取半径为ρ的闭合圆形回路 l ,则应用安

培环路定律 (3 - 73 )即得

H =
N I

2πρ
e�

(2 ) 设定元面积 dS = hdρe�,则穿过环形铁心截面 S 的磁通

题 3 - 18图 (2 )

Φ ��=∫S
B·dS =∫S

Bd S

=∫
R

2

R
1

μ
N I

2πρ
hdρ=
μN Ih

2π
ln

R2

R1

(3 ) 基于磁通与线匝全交链的关系 ,故磁通链 Ψ= NΦ,从而可得该环形螺

线管的自感 L =
Ψ
I

=
μN

2
h

2π
ln

R2

R1

(4 ) 按单个载流回路的磁场能量 W m 与其自感之间的内在关系 ,磁场能量
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Wm =
1
2

L I
2

=
μN

2
hI

2

4π
ln

R2

R1

3 - 19  一镯环形铁心线圈 ,如题 3 - 19 图所示 ,其有关几何尺寸与参数为

D = 8 cm , d = 5 cm , h = 2 cm ,μ= 125 μ0。试问 :为获得一个 20 mH 的电感 ,该

线圈的匝数 N 应为多少 ?

题 3 - 19 图

[解题思路]

� ��根据题 3 - 18 的分析 ,已经导出电感 L 的计算关系式 ,其中即已包含匝

数 N 与其关系。应指出 ,在题设的典型理想化条件下 ,电感量正比于线

匝数 N 的平方。

[解]  参照题 3 - 18 的题解 , 由该线圈的电感计算式可知本题的电感为

L =
μN

2
h

2π
ln

D
d

,故得

         N ��=
2πL

μhln
D
d

=
2π×20×10

- 3

125×4π×10
- 7
×2×10

- 2
ln

8
5

≈292

3 - 20  二对位于空气中的无限长直导线 (导线半径为 a )分别平行放置 ,

与一无限大铁面相距为 h1 和 h2 ,且 h1 , h2 , d >> a ,如题 3 - 20 图所示。试求二

对导线间的互感。
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  [解题思路]

� ��互感系数的计算必须基于场分布的解答 ,因此 ,当设定其中一对导线载

题 3 - 20图 (1 )

流为 I ,由题设可知 , 为求

得在另一对导线中与之交

链的互感磁通 , 导线旁无

限大铁面的磁化效应的影

响应采用镜像法予以考

虑 ;

� ��在计算互感磁通时 , 应参

照教材例 3 - 20 的处理方法 ,将可基于磁通连续性原理简捷地得出计算

关系式。

[解]  据题意 ,设定一对无限长直导线回路 ( AB )通有电流 I , 则应用镜像

法可知与另一对无限长直导线回路 ( CD)交链的互感磁链 ΨM ,应可由载流导线

A、B 及其镜像载流导线 A′, B′分别在回路 CD 中产生的互感磁链的总和求得 ,

如图所示。

题 3 - 20图 (2 )

(1 ) 互感磁链 ΨMA :参照教材例 3 - 20 的处理方法 ,由磁通连续性原理

可知 ,载流导线 A 所产生的穿过面积 S ( = l·CD) 的磁通应等于穿过面积

S′( = l·CD′)的磁通 ,即

ΦM A =∫
S
B·dS =∫

S′
Bd S′=∫

D
AD′

D
AC

μ0 I
2πρ

ldρ=
μ0 Il
2π

ln
DA D′

DAC
=
μ0 Il

2π
ln

DA D

DAC

得 ΨM A =ΦM A =
μ0 Il
2π

ln
DA D

DA C

(2 ) 互感磁链 ΨM A′:

同理 ΨMA′= ΦM A′=
μ0 Il

2π
ln

DA′D

DA′C

(3 ) 互感磁链 ΨM B :
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同理 ΨMB = ΦM B =
μ0 Il

2π
ln

DBD

DBC

(4 ) 互感磁链 ΨM B′:

同理 ΨMB′=ΦMB′=
μ0 Il
2π

ln
DB′D

DB′C

注意到对于 CD回路 ,互感磁链间的增助或互削关系 ,故总的互感磁链为

ΨM ��= ΨM A + ΨM A′ - ΨM B - ΨM B′=
μ0 Il

2π
ln

DAD DBC

DAC DBD
+ ln

DA′D DB′C

DA′C DB′D

=
μ0 Il

2π
ln

( h1 - h2 )
2

+ (3 d )
2
· ( h1 - h2 )

2
+ d

2

( h1 - h2 ) 2 + ( 2 d) 2
+

 ln
( h1 + h2 ) 2 + ( 3 d ) 2· ( h1 + h2 ) 2 + d2

( h1 + h2 )
2

+ (2 d )
2

该二对导线回路间的互感

M = ΨM/ I = ;
μ0 l
2π

ln
( h1 - h2 ) 2 + ( 3 d) 2· ( h1 - h2 ) 2 + d2

( h1 - h2 )
2

+ (2 d )
2 +

ln
( h1 + h2 )

2
+ (3 d)

2
· ( h1 + h2 )

2
+ d

2

( h1 + h2 )
2

+ ( 2 d)
2

3 - 21  一矩形线框 (匝数为 N )置于一无限长直载流导线 (半径为 R)的近

题 3 - 21 图( 1)

旁 ,如题 3 - 21 图所示 ,框边与线轴

平行。试求 :

(1 ) 长直载流导线与线框间的

互感 M ;

(2 ) 若线框中顺时针方向流过

电流 I′,试计算线框各边所受的作用

力 (在图中标出力的参考方向 ) ,并求

该线框所受的合力。

[解题思路]

� ��场分布的计算基础———归结

为无限长直载流导线的磁场

问题 ,可参考教材例 3 - 4;

� ��为计算互感磁通 ΦM =∫
S
B·dS ,显然 ,元面积 dS选取中的坐标变量应

与 B中坐标变量相一致 ,且其指向取与 B一致的方向 ;

� ��当计算两载流系统的相互作用力时 ,根据本题上述计算过程 ,宜采用虚

位移法 (3.8 节 ) ,而其中引入的磁场能量 W m 显然可简约为与所设定的
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广义坐标相关联的相互作用能 Wm12。应强调指出 ,基于虚位移法所求

得的广义力 F ,其假定正方向 (即参考方向 )为广义坐标 g增加的方向。

[解]  (1 )按“解题思路”的分析 ,应选取元面积 d S = cdρ如图所示 ,从而 ,

可计算长直载流导线所产生的与矩形线框相交链的互感磁通为

ΦM =∫S
B·d S =∫

b

a

μ0 I
2πρ

cdρ=
μ0 Ic

2π
ln

b
a

故待求的互感系数

题 3 - 21 图( 2)

M =
Ψ
I

=
NΦ
I

=
μ0 Nc

2π
ln

b
a

(2 ) 采用虚位移法 ,计算两系统

的相互作用能 W互 = M II′。

分析可知矩形线框的四边受力。

对应于所设的广义力 (相互作用力 ) ,

选取相应的广义坐标 (位移 ) ,并按广

义坐标增加的方向定义为对应的广

义力的参考方向。由此可标记 FAB、

FBC、FC D和 FA D如图示 ,它们所对应

的广义坐标显然分别为 a、c、b和 c。

按题意 ,本题应在常电流体系下展开各广义力的求解如下 :

FAB =
��W互
��a I = C

= -
μ0 NcII′

2πa
     vFBC =

��W互
��c I = C

=
μ0 NII′

2π
ln

b
a

   FCD =
��W互
��b I = C

=
μ0 NcII′

2πb
FA D =
��W互
��c I = C

=
μ0 N II′

2π
ln

b
a

从而 , 最终可得线框所受合力 F = FAB + FC D =
μ0 NcII′

2πab
( a - b) eF , eF 方向与

FA B同向。

3 - 22  一三角形线圈与一长度为2 L的长直载流细导线位于同一平面

题 3 - 22 图 (1)

(ρOz 平面 )内 ,如题 3 - 22 图所示。设 L >>

a、b、c, a = 30 cm , b = 10 cm , c = 20 cm ,三角

形线圈匝数 N = 50。求 :

(1 ) 设长直载流导线中通有恒定电流 I ,

计算线圈与导线间的互感 M ;

(2 ) 若长直载流导线中流过的电流为一

正弦稳态交变电流 i = 2 Icos(ωt ) ,正方向如

前 , I = 100 A , f = 50 Hz ,计算在三角形线圈中
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产生的感应电动势 (应标明正方向 )。

[解题思路]

� ��场分布的计算基础———按题意 ,在 L >> a的给定条件下 ,据工程分析观

点 ,可归结为无限长直载流导线的磁场问题 ,可参考教材例 3 - 4;

� ��为计算互感磁通 ΦM =∫
S
B·dS ,显然 ,元面积 dS选取中的坐标变量应

与 B中坐标变量相一致 ,且其指向取与 B一致的方向 ;

� ��关于感应电动势的计算 ,当应遵循法拉第电磁感应定律 ( 1 - 60 )。必须

强调指出的是 ,沿闭合回路 l的感应电动势 e的参考方向应与所交链的

题 3 - 22 图( 2)

磁通 Φ的参考方向满足右螺旋

关系。

[解]  ( 1 ) 按题设 , 可看作无限长

直线电流 I 在三角形线圈中激励互感磁

通链Ψm ,从而待求互感

M =
Ψm

I

显然 ,在图示的ρOz 平面内 ,磁感应强度

B =
μ0 I
2πρ

e�

因此 ,在三角形线圈内 , 如图示 ,选取元

面积 d S = d zdρ,则互感磁链

  Ψm = NΦm = N∫S
B·d S = N∫

0.4

0.3∫
2 (ρ- 0.3 )

0

μ0 I
2πρ

d z dρ

= N∫
0.4

0.3

μ0 I
2πρ

(2ρ - 0.6) dρ=
μ0 N I
π∫

0.4

0.3
1 -

0.3
ρ

dρ

     =
μ0 N I
π

0.1 - 0.3ln
4
3

故 M =
Ψm

I
=

4π×10 - 7×50
π

0.1 - 0.3ln
4
3

H = 2.739×10
- 7

H

(2 ) 三角形线圈中的感应电动势

  eM ��= -
dΨm

d t
= - M

d i
d t

= Mω 2 Isin (ωt)

= 2×100×2.739×10 - 7×314sin(314 t )V = 12.163sin314 t mV

其正方向为 ACBA (顺时针 )循行方向。
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  3 - 23  求题 3 - 23 图所示环形圆截面导线通有电流 I 时所受的力。设已

知环形导线的电感 L =μ0 R ln
8 R
r

- 2 +
μ0 R

4
,式中 R 为环的平均半径 ; r

为导线半径。

[解题思路]

� ��根据题意 ,本题宜采用虚位移法 ( 3.8 节 )求该环形载流系统所受的磁场

力。显然 ,该单个载流回路系统的磁场能量 Wm 可在题设其电感 L 已

知的条件下求得[式 ( 3 - 110 ) ] ;而取决于与 Wm 相关联的广义坐标 R

和 r ,该系统的广义力应表征为与 R 和 r 相关的作用力 ,且其参考方向

为相应的广义坐标增加的方向。

题 3 - 23 图 (1 ) 题 3 - 23 图( 2)

[解]  如图所示 ,该载流环形导线将受二个电磁力 FR 和 Fr 的作用 ,即由

虚位移法可知

FR r=
��Wm

��R I = C
  =

1
2

I
2��L
��R I = C

=
1
2

I
2
μ0 ln

8 R
r

- 2 - μ0 R
r

8 R
8
r

+
μ0

4

=
1
2

I
2
μ0 ln

8 R
r

-
3
4

式中 FR > 0 ,表明 FR 的作用是使环形导线向外“扩张”的力。

以及 Fr r=
��Wm

��r I = C
  =

1
2

I
2��L
��r I = C

=
1
2

I
2
μ0 R

r
8 R

-
1
r

2 8 R = -
1
2

I
2 μ0 R

r

式中 Fr < 0 ,表明 Fr 的作用是使环形导线截面受到向轴线中心的“压缩”力。

3 - 24  参阅题 3 - 24 图 ,当线框通有电流 I2 时 ,试用以下方法求长直导线
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(通有电流 I )对它的作用力。

(1 ) 用计算式 F =∫I ( d l× B) ;

(2 ) 应用虚功原理。

[解题思路]

� ��当应用安培力公式(1 - 8) ,以及式 (3 - 112)计算磁场力时 ,必须遵循由元电

流 Id l 叉积其所在处的 B来定义元电流所受元磁场力 d F的参考方向 ;

� ��当应用虚功原理 (虚位移法 )时 ,则应遵循题 3 - 21“解题思路”中已作的

分析。

题 3 - 24 图 (1 ) 题 3 - 24 图( 2)

[解]  (1 ) 应用叠加原理 ,首先分析载流导线 1 产生的磁场对载流线框的

作用力。按图示线框各边受力的参考方向 ,可得 :

    �F′12 =∫I( d l× B) =
II2μ0 c

2π( a + R )

F′23 = F′14 =
II2μ0

2π∫
( a+ b + R )

( a+ R )

dρ
ρ

=
II2μ0

2π
ln

a + b + R
a + R

F′34 =
II2μ0 c

2π[ D - ( a + b + R) ]

同理 ,可得载流导线 2 产生于载流线框上的作用力 F″12 , F″23 , F″34和 F″14。于是 ,

最终作用于载流线框各边的合力分别为 : O

F12 = F′12 + F″12 =
II2μ0 c

2π
1

a + R
+

1
D - ( a + R)

F23 = F14 = F′23 + F″23 =
II2μ0

2π
ln

( a + b + R) ( D - a - R)
( D - a - b - R ) ( a + R)

F34 = F′34 + F″34 =
II2μ0 c

2π
1

D - ( a + b + R )
+

1
a + b + R
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(2) 为应用虚功原理 ,应首先解出两载流系统的互感系数 M。由载流导线 1

题 3 - 24 图(3)

产生的与线框交链的互感磁通链为

Ψ1 >=Φ1 =∫
S
B1·dS

=∫
a+ b+ R

a+ R

μ0 I
2πρ

cdρ=
μ0 cI
2π

ln
a + b + R

a + R

同理

Ψ2 b= Φ2 =∫
D - a - R

D - a - b - R

μ0 I
2πρ

cdρ

=
μ0 cI

2π
ln

D - a - R
D - a - b - R

故 M =
ΨM

I
=
Ψ1 + Ψ2

I
=
μ0 c
2π

ln
( a + b + R ) ( D - a - R )
( D - a - b - R ) ( a + R )

线框边12受力

F12 =
��W m

��g I
k

= C
 =
��( M II2 )
��( a + R ) I

k
= C

=
- II2μ0 c

2π
1

D - ( a + R)
+

1
a + R

同理 ��F34 =
��( M II2 )
��( a + b + R ) I

k
= C

=
II2μ0 c

2π
1

a + b + R
+

1
D - ( a + b + R)

F14 = F23 =
��( M II2 )
��c I

k
= C

=
II2μ0

2π
ln

( a + b + R) ( D - a - R)
( D - a - b - R) ( a + R)

显然 ,以上两种方法所得结果相同。

3 - 25  求题 3 - 25 图所示两同轴导体壳系统中储存的磁场能量及自感。

[解题思路]

� ��本题为一单个载流回路系统。无论磁场能量 Wm 及自感 L 的计算 ,均

题 3 - 25图

须先求得该载流系统内场分布 B、H

的解答 ;

� ��基于场分布具有同轴圆柱形对称的

平行平面场特征 ,故可直接应用安培

环路定律 ( 3 - 73 )解出场中各处 H

的分布 ;然后 ,按磁场能量的计算关

系式 (3 - 119 ) ,注意到按媒质特性参

数分域积分再累加 ,即可求得该系统

的 Wm ,再由单个载流回路系统中磁

场能量与自感系数之间的关联式

(3 - 111) ,可算得自感 L。
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[解]  设电流在导体内均匀分布 ,则应用安培环路定律 ,即可得各区域中磁

场强度为

H�(ρ) =

0       (ρ< R1 或ρ> R4 )

I(ρ
2

- R
2
1 )

2πρ( R
2
2 - R

2
1 )
  ( R1 <ρ< R2 )

I
2πρ
     ( R2 <ρ< R3 )

I( R2
4 - ρ2 )

2πρ( R
2
4 - R

2
3 )
  ( R3 <ρ< R4 )

设该同轴导壳系统的长度为 l ,则其所存储的磁场能量为

Wm 5=∫
V

1
2
μH2 d V =

μ1

2∫
R

2

R
1

I(ρ
2

- R
2
1 )

2π( R
2
2 - R

2
1 )ρ

2

2πρ· ldρ+

 
μ0

2∫
R

3

R
2

I
2πρ

2πρ· ldρ+
μ2

2∫
R

4

R
3

I( R
2
4 - ρ

2
)

2πρ( R2
4 - R2

3 )

2

2πρ· ldρ

=
I

2
l

4π

μ1

( R2
2 - R2

1 ) 2∫
R

2

R
1

ρ
3

- 2 R
2
1ρ+

R
4
1

ρ
dρ+ μ0 ln

R3

R2
+

 
μ2

( R2
4 - R2

3 ) 2∫
R

4

R
3

ρ3 - 2 R2
4ρ+

R
4
4

ρ
dρ

=
I

2
l

4π
μ1

( R
2
2 - R

2
1 )

2

R
4
2 - R

4
1

4
+ R

4
1 ln

R2

R1
- R

2
1 ( R

2
2 - R

2
1 ) +

 μ0 ln
R3

R2
+
μ2

( R
2
4 - R

2
3 )

2

R
4
4 - R

4
3

4
+ R

4
4 ln

R4

R3
- R

2
4 ( R

2
4 - R

2
3 )

由此可算得

L =
2 Wm

I
2 = ��

l
2π
μ1

( R
2
2 - R

2
1 )

2

R
4
2 - R

4
1

4
+ R

4
1 ln

R2

R1
- R

2
1 ( R

2
2 - R

2
1 ) +

  μ0 ln
R3

R2
+
μ2

( R2
4 - R2

3 ) 2

R
4
4 - R

4
3

4
+ R4

4 ln
R4

R3
- R2

4 ( R2
4 - R2

3 )
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第4章  准静态电磁场

4.1  基本内容与要求

理解准静态电磁场 (电准静态场和磁准静态场 )的定义。

掌握电准静态场和磁准静态场的基本方程 ,并理解其物理意义。

了解准静态电磁场的一般分析方法。

掌握时谐电磁场的复数表示法。

了解导电媒质中的自由电荷弛豫 ,以及磁扩散现象。

定性了解导电媒质中涡流的产生及其分布规律 ,掌握减小薄板涡流损耗的

一般方法和措施。理解集肤效应和电磁屏蔽的含义。了解透入深度 d 的物理

意义。

4.2  教学体系框架
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4.3  相关教学重点、难点解析

4.3.1  关于准静态场判别条件———似稳条件的讨论

在第一章中已经指出 ,麦克斯韦方程组奠定了宏观电磁理论的基础 ,并进而

引述了爱因斯坦关于麦克斯韦方程的评论 :“这个方程的提出是牛顿时代以来物

理学上的一个重要事件。它是关于场的定量数学描述 ,方程所包含的意义比我

们指出的要丰富得多。在简单的形式下隐藏着深奥的内容 ,这些内容只有仔细

的研究才能显示出来。方程是表示场的结构的定律。它不像牛顿定律那样 ,把

此处发生的事件与彼处的条件联系起来 ,而是把此处的现在的场与最邻近的刚

过去的场发生联系。假使我们已知此处的现在所发生的事件 ,藉助这些方程便

可预测在空间稍为远一些 ,在时间上稍为迟一些所发生的事件。”显然 ,这也就是

麦克斯韦当年预言电磁振荡能够产生各种波长的电磁波的理论依据所在。因而

由场源 J( r′, t )和ρ( r′, t )所引起的场的扰动是以有限速度传播的 ,空间中某一

时刻 t的场是由比 t早一些时候的 J、ρ的变化所决定的 ,而并不与 t时刻的 J、ρ

对应。换句话说 ,场和源之间不是瞬时关系。但是 ,如果场源随时间变化得足够

缓慢 ,则可近似地认为源和场之间 (即“因果关系”)具有瞬时关系 ,这样 ,在每一

时刻 ,源和场之间的关系类同于静态场中源和场之间的关系 ,故称这类缓变场为

准静态场 (似稳场 )。

从电流产生场的效应出发 ,可以看出 ,在源和场随时间变化的情况下 ,能以

类同于静态场的观点处置 ,其关键分析点在于忽略位移电流。因而 ,在什么情况

下得以忽略位移电流的影响 ,即归结为准静态场判别条件———似稳条件的论点。

根据所论电磁场的物理背景可分述如下 :
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(1 ) 导电媒质中的电磁场

教材 4.1.2 节中已经指出 ,在低频 (缓变 )电磁场中 ,如果 Jc >> JD , 即可忽

略位移电流 ,此时该缓变电磁场归结为磁准静态场。

现以时谐场为例 ,应用有效值关系 ,由 Jc =γE ,以及 JD =ωD =ωεE ,可进而

将 Jc >> JD 的条件等同地表示为γ>>ωε(也被称为良导体条件 )。

可以指出 ,对于金属这类良导体 ,因其电导率γ≈10
6
～10

7
S/ m ,介电常数

ε≈ε0 ,故 ω<< 107 rad/ s。这表明 ,在导体中的电磁场直至紫外线波段都允许略

去位移电流。

(2 ) 理想介质中的电磁场

在教材 5.3 节已经指出理想介质中动态电磁场的推迟作用 ,即某一时刻 t

的场量值并不与该时刻 t的场源相对应 ,而是决定于 ( t - r/ v )时刻的场源的变

化。以时谐场为例 , 对应地 , 即给出了一个描述推迟效应的因子 e
- j k | r - r′|

[式 ( 5 - 48)或式 (5 - 49 ) ]。显然 ,忽略推迟作用的条件是 e - j k | r - r′|≈1 ,即 k | r

- r′| =ωR/ v = 2πR/ λ<< 1 ,故有 R <<λ。

由此可见 ,当场点与源点之间的距离 R 远小于场的波长λ时 , 略去位移电

流是合理的。正是在这一理论分析的基础上 ,在 5.4 节电磁辐射的专题分析中 ,

将满足 R <<λ条件的区域定义为近区 ,而在该区域中的电磁场也就被称为近场

(准静态场或似稳场 )。同样 ,对于由交变电流励磁的电磁系统或装置 ,若其励磁

系统的线度尺寸 l满足 l <<λ的条件 ,则该系统或装置中的电磁场即可归类为

准静态场。

以上给出的γ>>ωε,以及 R <<λ的条件 ,就是判别准静态场的条件 ,也称

为似稳条件。

应该注意 ,似稳条件是相对的。例如 ,工频电力传输线的电磁场 ,其频率 f =

50 Hz,λ= 6 000 km , 而对于运行在微波波段的微波器件、装置来说 , 若 f =

3 GHz,则λ= 10 cm。由此可见 ,满足同一准静态场条件的上述这两类场 ,它们

的空间范围显然不存在可比性。

4.3.2  准静态场的基本方程及其导出关系式

对于缓变场 ,基于工程分析观点 ,在忽略电磁感应效应
��B
��t
项 或忽略位移

电流效应
��D
��t
项 的前提下 , 可将所论的准静态场分类为电准静态场 ( EQS )或

磁准静态场 ( MQS) ,其基本方程及相应的导出关系式分列于下 :
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电准静态场 ( EQS )

基本方程

× H = Jc +
��D
��t

 × E≈0

 ·B = 0

 ·D =ρ

磁准静态场 ( MQS)

基本方程

× H≈ Jc

 × E = -
��B
��t

 ·B = 0

 ·D =ρ

D =εE, B =μH, Jc = γ( E + Ee )

导出关系 :

� 电荷守恒定律

·Jc = -
��ρ
��t

� 判别式

    × E≈0

即 Ei << Eq ( × Ei≈0)

� 场量积分关系式

E( r, t ) =
1

4πε0∫V′

ρ( r′, t )
R

2 eR d V′

B( r, t ) =
μ0

4π∫V′

Jc ( r′, t) +
��D
��t
× eR

R
2 d V′

导出关系 :

� 电荷守恒定律

·Jc = 0

� 判别式

    × H≈ Jc

即 Jc >>
��D
��t

� 场量积分关系式

B( r, t ) =
μ0

4π∫V′

Jc ( r′, t)× eR

R2 d V′

E( r, t ) = *Eq + Ei

=
1
4π∫V′

ρ( r′, t)
ε0

eR -
��B
��t
× eR

R2 d V′

由基本方程的物理涵义可知 ,在忽略电磁感应效应
��B
��t
项 前提下定义的

电准静态场中 ,实际上略去了随时间变化的磁场对电场分布的影响 ,即略去了二

次源
��B
��t
的作用。同样 ,在忽略位移电流效应

��D
��t
项 前提下定义的磁准静态场

中 ,实际上略去了随时间变化的电场对磁场分布的影响 ,即略去了二次源
��D
��t
的

作用。从而 ,这两类场在每一时刻源和场之间的关系就类同于静态场中源和场

之间的关系 ,因此 ,基于类比关系 ,即可直接导出上列各场量积分关系式。

4.4  习题解析与解答

4 - 1  电阻率为ρ,半径为 R 的导线构成一面积为 a× b 的矩形回路 ,它的

一部分位于恒定磁场 (磁感应强度为 B)中 ,如题 4 - 1 图所示。已知该回路以恒

定速度 v0 向右移动 ,求 :
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(1 ) 回路中的感应电势 ;

(2 ) 移动时 ,回路所受的机械力 ;

(3 ) 如回路断开 (如图中所示 ) ,求开路电压。

题 4 - 1 图( 1)

[解题思路]

� ��根据题意 ,待求感应电动势属动生

电动势 ,其计算关系式为式(1 - 61)。

应指出 ,动生电动势 e的参考方

向应由 ( v×B)的方向决定。

� ��动生电动势在闭合导电回路中形

成的感应电流 ,即归属为自由电荷的定向运动。因此 ,感应电流在磁场中

所受磁场力效应 ,基于洛伦兹力公式 (1 - 7 ) ,可由式 (3 - 112 )计算之。

[解 ]  (1 ) 因仅有12边切割磁场线 ,故动生电动势 e的参考方向由 ( v×B)

题 4 - 1图 (2 )

决定 ,如图所示 ,其值为

e =∫l
( v× B)·d l = v0 Bb

(2 ) 由于回路闭合 ,该导电回路

(设电阻为 r )中将因感应电动势 e产

生感应电流 ,其值为

i =
e
r

=
v0 Bb

ρ·
2 ( a + b)
πR

2

=
πR

2
v0 Bb

2ρ·( a + b)

这样 ,载流导线在磁场中运动将受到磁场力的作用。就回路运动而言 , 12边上的

磁场力 F 将与 v0 反向 ,阻止回路的运动 ,其值为

F = i∫
l
12

d l× B = ibB =
πR

2
v0 B

2
b

2

2ρ· ( a + b)

方向如图示。

(3) 如回路如图示断开 ,其开路电压必然与感应电势 e相平衡 ,即 u开路 = e =

v0 Bb,其参考方向由断开点的右侧指向左侧。

4 - 2  设有一断开的矩形线环位于一长直导线的近旁 ,见题 4 - 2 图。

(1 ) 设 i = Im cos(ωt ) ,确定开路电压并说明其极性 (设矩形环的尺寸远小于

自由空间中的与 B(ω)有关的波长 ) ;

(2 ) 设 i 为直流电 ,但回路以 v0 向右移动 ,试决定其开路电压并指明其

极性 ;

(3 ) 若导线中通有电流 i = Im cos(ωt ) ,线环又向右以速度 v0 运动 ,重新决

定 u ( t )。
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[解题思路]

� ��根据题意 (1) ,待求感应电动势属感生电动势 ,其计算关系式为式 (1 - 62)。

题 4 - 2图 (1 )

应指出 ,沿回路 l感生电动势 e

的参考方向应与穿过回路的磁

通Φ满足右螺旋关系 ;

� ��根据题意 ( 2 ) ,待求感应电动势

属动生电动势 , 其计算关系式

为式 ( 1 - 61 )。应指出 ,动生电

动势 e 的参考方向应由 ( v×

B)的方向决定之。必须指出 ,

此时 ,对应于运动媒质 ,描述两

系统间相对位置变化的空间坐

标ρ应与时间坐标相关联 ,即应将ρ表示为ρ=ρ0 + v0 t。

� ��根据题意 (3 ) ,此时 ,待求感应电动势应既含有感生电动势 ,又含有动生

题 4 - 2 图( 2)

电动势 ,其计算关系式为式 ( 1 - 64 ) , 或

式 (1 - 60 )。

[解]  (1 ) 由长直线电流 i = Im cos(ωt )产

生的磁场为

B�(ρ, t) =
μ0 i
2πρ

=
μ0 Im

2πρ
cos(ωt) = Bm (ρ)cos(ωt)

则穿过矩形导线回路的磁通 (令ρ=ρ0 )

Φ( t ) =∫
ρ

0
+ b

ρ
0

μ0 i
2πρ

adρ=
μ0 a
2π

ln 1 +
b
ρ0

Im cos(ωt ) = Φm cos(ωt)

由法拉第电磁感应定律 ,可知对矩形导线回路应有

e( t) = u( t) = -
dΦ
d t

= -∫
S

��B
��t
·dS = Φmωsin(ωt) =

μ0 aωIm

2π
ln 1 +

b
ρ0

sin(ωt)

开路电压 u ( t )的极性如图所示。

(2 ) i = I ,此属动生电动势问题。现由 B(ρ) =
μ0 I
2πρ

e� ,可得穿过矩形导线回

路的磁通为

Φ =∫
ρ

0
+ b + v

0
t

ρ
0

+ v
0

t

μ0 I
2πρ

adρ=
μ0 Ia

2π
ln 1 +

b
ρ0 + v0 t

故 u( t) d= -
dΦ
d t

= -
μ0 Ia

2π
·
ρ0 + v0 t
ρ0 + v0 t + b

·
v0 (ρ0 + v0 t ) - (ρ0 + b + v0 t ) v0

(ρ0 + v0 t )
2
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=
μ0 abv0 I

2π(ρ0 + v0 t) (ρ0 + v0 t + b)

u ( t )极性同上。

(3 ) 此时 ,穿过矩形回路中的磁通 ,由类同于 ( 1)的分析得

Φ( t) =
μ0 aIm

2π
ln 1 +

b
ρ0 + v0 t

cos(ωt )

故 u( t) = -
dΦ
d t

=
μ0 aIm

2π
ln 1 +

b
ρ0 + v0 t

ωsin(ωt) +
bv0 cos(ωt)

(ρ0 + v0 t ) (ρ0 + v0 t + b)

4 - 3  应用感应电动势法测试磁场的探测线圈 (圆柱形的小线圈 ) ,以图所

示方位放置于均匀的工频磁场 B ( t ) = Bm sin(ωt )中 ,探测线圈匝数为 N ,几何

尺寸如题 4 - 3 图所示。求探测线圈中的感应电势值 (有效值 )。

[解题思路]

� ��本题以工程中由感应电动势法测定磁场为应用背景 ,分析探测线圈的结

构及其参数与所测磁感应强度 B( t)产生的感生电动势 e( t ) [式 (1 - 62 ) ]

之间的关系 ;

� ��解题的关键在于分析该探测线圈所交链的随时间变化的磁链 Ψ( t)。为

此 ,对于题设的均匀外施工频磁场 B( t ) ,首先 ,分析得知 ,仅有与该线圈

轴线同向的 B( t )的分量才对感生电动势 e( t )有贡献 ;其次 ,该线圈多

层线匝的结构决定了线圈各匝所交链的磁通并不相同 ,即应从“部分交

链”的情况着手分析。进一步分析可见 ,凡与轴线同轴的圆柱形轮廓上

的线匝所交链的磁通量相同 ,因此 ,可令元磁链 dΨ = d N′Φ′(式中 , d N′

即为上述圆柱形线匝轮廓所对应的元线匝 ;Φ′为 d N′所交链的磁通 ) ;从

而 ,最终由元磁链的叠加积分 ,即得待求的磁链 Ψ( t ) ;
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� ��因量测仪表的读数为正弦量的有效值 ,故分析结果关注于感生电动势的

有效值。

[解]  根据“解题思路”,如图示 ,选取与测试线圈轴线同轴的半径为 r ,厚

度为 d r 的圆柱形薄壳 ,并定义其对应的线匝为元线匝 d N′=
bd r

b( R2 - R1 )
N ,该

元线匝中交链的磁通为

Φ′ �=∫
S
B·dS =∫

S
Bd Scos30°

= B
3
2
πr2

从而 ,与其交链的元磁链即为

dΨ �= d N′Φ′=
bd r

b( R2 - R1 )
N

3π
2

Br
2

=
3πNBr

2

2 ( R2 - R1 )
d r

故与测试线圈交链的总磁链为

Ψ N=∫dΨ =∫
R

2

R
1

3πNBr
2

2( R2 - R1 )
d r

=
3πN Bm

6
sin (ωt )·( R

2
2 + R1 R2 + R

2
1 )

感应电势 e = -
dΨ
d t

= -
3πNωBm

6
cos(ωt )·( R

2
2 + R1 R2 + R

2
1 )

故 E =
6πNωΒm

12
( R

2
2 + R1 R2 + R

2
1 )
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4 - 4  一均匀绕制 (每单位长度为 N匝 )的细长螺管线圈 , 螺管的半径为

题 4 - 4图 (1 )

a,且 a << l(螺管的长度 ) ,如题 4 - 4 图

所示。已知线圈中通有缓变电流 i =

Imsin(ωt)。求:

(1 ) 螺管线圈内外的磁感应强度

B( t ) ;

(2 ) 螺管线圈内外任意点的感应

电场强度。

[解题思路]

� ��根据题意 ,显然 ,本题物理模型可以理想化为无限长直的载流螺旋管 ,因

此 ,其场分布的特点是 :螺线管内为均匀磁场 ;螺线管外的磁场理想化为

零磁场分布。

� ��基于上述场分布特征 ,可直接运用真空中的安培环路定律 ( 3 - 27 )计算

螺线管中磁感应强度 B的分布 ;

� ��根据题意 ,待求感应电动势属感生电动势 ,其计算关系式为式 ( 1 - 62 )。

应指出 ,沿回路 l 感生电动势 e的参考方向应与穿过回路的磁通Φ满足

右螺旋关系。

[解]  理想化为无限长直载流螺线管工况。

(1 ) 在长直螺线管线圈均匀密绕条件下 ,就中间区段磁场分布而言 ,螺线管

题 4 - 4 图 (2 )

内磁场方向与电流方向成右螺旋关

系。如图若取一矩形闭合回路 l1 ,

则由安培环路定律可得

∮l
1

B·d l = μ0 Nci (1 )

显然 ,如改变该矩形闭合回路 l1 的

长边尺寸 b, 则在如图所示保持其

两短边分别位于螺线管内、外的方

位不变的情况下 ,式 ( 1)恒成立。由

此根据螺线管磁场分布的特征 ,不难判断 ,其磁感应强度为

B( t ) =
Bz ( t ) ez =μ0 Ni( t) ez   (ρ< a)

0            (ρ> a )

(2 ) 基于螺管内均匀磁场 B分布的轴对称性 ,因而其感应电场 E亦具有同

一的轴对称性质 ,两者参考方向之间应满足右螺旋关系。取图示半径为ρ的同

心圆周为积分路径 l2 和 l′2 , 应用法拉第电磁感应定律可求得由缓变磁场激励

的感应电场为
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   ∮l
2
或 l′

2

E·d l ��= 2πρE�(ρ, t ) = -
d

d t∫S
2
或 S′

2

B·dS

=

- μ0 Nπρ2
d i
d t

= - μ0 Nπρ2ωIm cos(ωt )   (ρ< a)

- μ0 Nπa
2 d i

d t
= - μ0 Nπa

2
ωIm cos(ωt )   (ρ> a)

故 E (ρ, t ) = E�(ρ, t ) e�=

-
μ0 NωIm

2
ρcos (ωt ) e�  (ρ< a)

-
μ0 Na

2
ωIm

2ρ
cos(ωt ) e�  (ρ> a)

4 - 5  上题中 ,若另有一匝闭合导线与螺管线圈同轴放置 ,其半径为 R0 ,内

题 4 - 5 图 (1)

阻为 r ,电感可忽略不计 (参阅题 4 - 5

图 )。求闭合导线中的感应电流 i ( t )并

作出相应的曲线。

[解题思路]

� ��根据题意 ,待求的感应电流 i ( t)

源于闭合导线与螺旋管线圈中

交变磁通相互交链所产生的感应电动势 ,该感应电动势属感生电动势 ,

其计算关系式为式 ( 1 - 62)。应指出 ,沿回路 l 感生电动势 e的参考方

向应与穿过回路的磁通Φ满足右螺旋关系 ;

� ��在导电媒质内 ,感应电场强度 E与感应电流密度 J应满足媒质构成关系

( 3 - 5 )。

[解 ]  设闭合导线的横截面积为 S ,电导率为γ,则导线内的电场强度 E =

J
γ

=
i
γS

,其方向与感应电流同向。由上题可知 ,螺线管内外的磁感应强度为

Bz ( t ) =
μ0 NIm sin(ωt ) = Bm sin (ωt )  (ρ< a)

0             (ρ> a)

其中 Bm =μ0 NIm。

现沿闭合导线应用法拉第电磁感应定律 ,得

∮
l
E·d l 6= E�( R0 )·2πR0 =

i
γS
·2πR0 = ir

= -
d

d t∫B·dS = - μ0πa
2

NωIm cos(ωt )

故感应电流 i ( t )即为

i = -
πa

2
ω

r
Bm cos(ωt)

其随时间变化的曲线如图所示 ,在相位上滞后 B( t )的角度为 90°。
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题 4 - 5 图 (2 )

4 - 6 若上题中单匝导线不闭合 ,如题 4 - 6图所示 ,求开口处的电压 uAB ( t)。

题 4 - 6 图

[解题思路]

� ,根 据 电 压 定 义 uA B =

∫
B

A
E·d l, 基于法拉第电磁

感应定律 (1 - 60 ) , 即可由上

题的解答续求本题的开路电

压 uA B ( t )。

[解]  在导体不闭合的情况下 ,导线中无感应电流 ,导线中的电场强度为

零。但由于空间中存在感应电场 ,因此依然存在感应电动势 ,导致导线开口处产

生电压 uAB。沿导线回路应用法拉第电磁感应定律可得

∮
l
E·d l =∫

A

B
E·d l = uBA = -

d
d t∫S

B·dS = - μ0πa
2

NωIm cos(ωt)

故 uAB ( t ) = - uB A ( t ) =μ0πa
2

NωIm cos(ωt)

4 - 7  设在半径分别为 a和 b的两个同心球之间充满着理想电介质 ,其介

电常数为ε=ε0 ,两球间接有交变电压 u = Um sin(ωt )。

(1 ) 应用位移电流密度的定义 ,求通过介质中任意点的位移电流密度 ;

(2 ) 应用交流电路的方法计算两球间任意点间的位移电流密度。

[解题思路]

� ��首先 ,应解出两同心球间的电场分布。根据场结构的特点 ,可以判定 ,该

电场具有球对称分布的特征。因此 ,在假设内外同心球分别带有 + q( t )

和 - q( t )的给定场源条件下 ,应用真空中的高斯定理 ( 1 - 84d ) ,类同于

静电场中相应的分析 ,即可得同心球间电场强度 E ( r, t )的分布 ;

� ��其次 , 根据题设给定交变电压的条件 , 基于电压的定义式 u( t) =

∫l
E( t )·d l, 可导出 E( r, t)与 u ( t )的关联式 ,从而即可求得待求位移电

流密度 JD =ε0
��E
��t

;
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� ��从电路观点分析 ,本题即为一理想电压源激励的纯电容电路。因此 ,首

先 ,应基于上述场分布的分析基础 ,解出所论电系统的电容参数 C(两同

心导球构成的电容 C) ;然后 ,即可由端口电流 ic = C
d uC

d t
,以及电流连

续性原理 ,导出位移电流密度 iD = ic , 并根据位移电流场的球对称分布

特征 ,最终解得待求位移电流密度 JD。

[解]  (1 ) 设内外球表面分别带有电量 + q( t )和 - q ( t ) ,于是 ,根据待求

电场具有球对称分布的特征 ,应用高斯定理 ,显然可得球内电场为

E( r, t ) =
q( t )

4πε0 r
2 er

故有 u( t ) =∫
b

a
E·d l =∫

b

a

q( t )
4πε0 r

2 er·d r =
q( t )
4πε0

1
a

-
1
b

即有
q( t )
4πε0

=
u( t )

1
a

-
1
b

=
ab

b - a
U msin(ωt )

因而在给定电压条件下 ,该电场的电场强度为

E( r, t ) =
abUm

( b - a) r
2 sin(ωt ) er

故  位移电流密度

JD =
��D
��t

=ε0
��E
��t

=
ε0 abωUm

( b - a ) r
2 cos(ωt) er

(2 ) 如同“解题思路”中关于电路观点的分析 ,在上述场分布解答的基础上 ,

可知两同心球间电容 C =
q
U

=
q

q
4πε0

1
a

-
1
b

=
4πε0 ab
b - a

,故该电系统导线中的传

导电流为

ic = C
d uC

d t
=

4πε0 ab
b - a
ωUm cos(ωt )

基于电流连续性原理 ,显而易见 ,在内外球壳间存在位移电流 iD = ic。由电

极结构的球对称性出发 ,可以判定 ,位移电流方向为 er 方向 ,从而 , 通过应用定

义式 iD =∫S
JD·dS ,即可得位移电流密度

JD =
iD

4πr
2 er =
ε0 abωUm

( b - a) r
2 cos(ωt ) er

其结果与上述基于场观点的分析结果相同。

4 - 8  设一平板电容器由两层有损介质串联构成 ,如题 4 - 8 图所示。其介

电常数和电导率分别为ε1 ,γ1 和ε2 ,γ2 ,厚度分别为 d1 和 d2。设 t = 0 时开关

S闭合 ,接通直流电压源 uS。基于 4.2.2 节的讨论 ,求 :
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题 4 - 8 图 (1 )

(1 ) 施加于两层有损介质上的电压 u1 (0 + ) , u2 (0 + )和 u1 (∞ ) , u2 (∞ ) ;

(2 ) 分别画出对应于 t = 0 + 和 t =∞时刻的等值电路图。

[解题思路]

� ��本题分析基础是教材 4.2.2 节。事实上 ,基于电磁场理论知识的积累 ,

必然可以得出如下工程分析的结论 : 1. 对应于 t = 0 + 时刻场分布的分

析 ,应归属为静电场问题 ,即有损介质的特性完全取决于其介电常数ε

的分布 ; 2. 对应于 t =∞时刻场分布的分析 ,应归属为恒定电流场问题 ,

即有损介质的特性完全取决于其电导率 γ的分布 ;

� ��根据本题的物理本质 ,在分析其场分布的物理规律性时 ,应聚焦于该电

容器内两种不同媒质分界面上的 BC。由上述关于场分布的分析可知 ,

所论的两种不同媒质分界面上的 BC,应兼容有电场与电流场的特征 ,因

此 ,应列出对应于电场本质的基本关系式 ( 4 - 17) ,以及对应于电流场本

质的基本关系式 (4 - 18 ) ,联立求解 ,导出分析所依据的基本方程 ;

� ��分析中 ,若借鉴教材 4.2.2 节中已导出的电场 E的一般解 ,则其结论将

一览无遗。

[解 ]  (1 ) 根据“解题思路”,对于分界面上的边界条件 ,应有

D2 n - D1n =ε2 E2n -ε1 E1 n =σ

又据电荷守恒定律 J2 n - J1 n = -
��σ
��t

,并代入 J1 n =γ1 E1n , J2 n =γ2 E2n ,则可得分

界面上场量应满足的基本方程为

(γ2 E2 n - γ1 E1n ) +
��
��t

(ε2 E2n -ε1 E1n ) = 0 ( 1)

1) t = 0 +时 ,由

E1 d1 + E2 d2 = uS ( 2)

联立求解式 (1 )和式 ( 2) (见 4.2.2 节 ) ,可得
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E1 (0 + ) =
ε2 uS

d2ε1 + d1ε2

显然 , t = 0 + 时刻的电场按介电常数分布 ,即 :

u1 (0 + ) = E1 (0 + ) d1 =

ε2
d2

ε1

d1
+
ε2
d2

uS =
C2

C1 + C2
uS

u2 ( 0 + ) =
C1

C1 + C2
uS

2) t =∞时 ,由式 ( 4 - 27)可得

E1 (∞ ) =
γ2 uS

d2γ1 + d1γ2

显然 , t =∞时刻的电场按电导率分布 ,即 :

u1 (∞ ) = E1 (∞ ) d1 =

d1

γ2

d2

γ2
+

d1

γ1

uS =
R1

R1 + R2
uS

u2 (∞ ) =
R2

R1 + R2
uS

(2 ) 对应于 t = 0 + 和 t =∞时刻的等值电路图 ,分别示于图 (a)和图 ( b)。

题 4 - 8 图 (2 )
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第 5章  动态电磁场与电磁波

5.1  基本内容与要求

理解动态电磁场与电磁波的含义。

掌握动态电磁场方程组及其物理意义。理解不同媒质分界面上的边界条件。

理解动态电磁场中有损媒质特性参数的描述。

理解坡印廷矢量 S的含义 ,会应用坡印廷定理分析电磁能量传输问题 ,了

解计算媒质等值交流电路参数的一般原则和方法。

掌握电磁位的定义 ,以及与场量间的关系。理解洛伦兹规范。理解达朗贝

尔方程解的物理意义。

了解由电磁位 A( r, t )求解电偶极子 (元天线 )辐射场的思路 ,理解天线的

方向图、辐射电阻、近区和远区的含义。

了解线天线与天线阵的概念。

掌握均匀平面电磁波在理想媒质和导电媒质中的传播规律 ,能阐明理想介

质与导电媒质中平面波传播特性的异同点。理解波阻抗、传播系数、相速、波长

的含义 ,并能熟练地计算这些传播特性参数。了解平面波的极化概念。

了解均匀平面电磁波垂直入射于媒质分界面时的反射和透射规律,会计算反射

系数和透射系数。掌握全反射现象和驻波的形成,掌握驻波的特点及其分布规律。

了解电磁波的导波系统 ,及其导波原理。

以矩形波导为重点 ,了解导波系统的传输特性 (多模特性、截止波长及波导

波长等 ) ,以及波导中的电磁场分布。

了解谐振腔的工作原理。

5.2  教学体系框架

551



651



  本章首先介绍了动态电磁场分析的理论基础 ,也就是麦克斯韦方程组、媒质

特性构成方程和电磁能量守恒关系 (坡印廷定理 )。然后 ,分别按照电磁辐射、均

匀平面电磁波和导引电磁波三条主线从不同的角度深入研究电磁波的产生和传

播规律。  

在上面给出的教学体系框架中 ,各相关知识点间“带箭头的实线”表示知识

讲授的逻辑进程和关联关系 ;“带箭头的虚线”表示对现有知识的推论 ,以便从另

一个角度理解相关的知识 ,作为对“带箭头的实线”知识的一种补充理解。

使用本教材的教师可以很容易地根据学时多少对上述教学内容进行取舍和

组合。

5.3  相关教学重点、难点解析

5.3.1  坡印廷定理与坡印廷矢量

坡印廷定理与坡印廷矢量是本章的教学重点之一。基于麦克斯韦方程组 ,推导

出功率守恒关系的微分形式和积分形式 ,即坡印廷定理。这一定理是电磁能量守恒

与转换规律性的具体体现 ,是坡印廷( John Henry Poynting, 1852—1914)在 1884 年至

1885年期间发表的论文中提出的 ,它证明了空间中任意一点的电磁能量流可以简单

地由该点的电场强度和磁场强度予以描述。坡印廷定理是电磁场理论中最重要的定
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理之一 ,它不仅具有重要的理论意义 ,而且具有重要的工程应用价值。

首先 ,坡印廷定理从理论上揭示了电磁场的物质属性。电磁场是物质的一

种特殊形式 ,其能量以场的形式分布于整个场域空间内 ,并且电磁场能量的传播

及其转换满足坡印廷定理。

其次 ,坡印廷定理通过引入坡印廷矢量 ,给出了电磁场能量及其传播过程分

析计算的基本方法。坡印廷矢量 S = E× H 与电场强度 E和磁场强度 H 一样 ,

既是空间坐标的函数又是时间的函数。坡印廷矢量 S给出了时刻 t时空间任意

一点的电磁功率的面密度矢量 (也就是电磁能量流的面密度矢量 ) ,其方向表明

了该点电磁能量的流动方向 ,且恒与该点的电场强度 E和磁场强度 H 相垂直 ,

三者构成右手螺旋关系 ;其数值等于穿过与它垂直的单位面积上的电磁功率。

再次 ,基于坡印廷矢量 ,还给出了关于电磁能量传输“图景”的明确物理概

念 ,即负载从电源获取的能量并不是电源通过与负载相连接的导体向负载传输

的 ,而是以电磁场的方式通过导体周围空间沿着导体方向传输给负载的 ,导体的

作用仅在于建立其周围空间的电磁场并将能量从电源定向导引到负载。图 5.1

即通过以实线表示的坡印廷矢量 S的分布图 ,描绘了由电源至负载的电磁能量

流的图景。

图 5.1  电磁能量流的图景

为了分析时谐电磁场的电磁能量或电磁功率问题 , 引入了复坡印廷矢量。

在复坡印廷矢量的计算中 ,电场强度和磁场强度既可以采用有效值形式的复矢

量也可以采用振幅形式的复矢量 ,即

珘S =  E
 ·

 ×  H
 · *
 =

1
2
 E
 ·

m×   H
 · *

m  ( 5.1)

教材中采用有效值形式的电场强度和磁场强度复矢量。应该明确指出 ,复坡印廷

矢量的数值等于穿过与它垂直的单位面积上的复功率 ,其实部为平均功率 (又称有

功功率 ) ,虚部为无功功率。由式 (5 - 24)可知 ,输入闭合面 S 的复功率珔S 为
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珔S 5= -∮
S
珘S·dS = -∮

S
(  E
 ·
 ×  H
 · *
 )·dS

=∫
V
 E
 ·

 ·  J
 · *

c  d V + jω∫
V

(  B
 ·

 ·  H
 · *
 -  E
 ·

 ·  D
 · *
 ) d V

= P + j( QL - QC )

= P + j Q ( 5.2)

式中 , P 和 Q分别为闭合面 S 所包围体积 V 内吸收的有功功率和无功功率 ; QL

为体积 V 内对应于磁场能量的无功功率 (又称为感性无功功率 ) , QC 为体积 V

内对应于电场能量的无功功率 (又称为容性无功功率 )。在工程中 ,经常利用式

(5.2 )用以确定一个电磁系统的等值电路参数 ,即

等值电阻   R =
P
I2 =

1
I2 - Re∮

S
S·d S

等值电抗   X =
Q
I2 =

1
I2 - Im∮

S
S·d S

( 5.3)

例 5.1  一半径为 a , 高为 d的圆柱形电阻棒 (图5.2 ) ,其电导率为γ。设

图 5.2  圆柱形电阻棒

有一电压源 US 通过两个半径为 b( b >> a , d )的理想

导电圆板向电阻棒供电。试用坡印廷矢量分析电磁能

量的传输过程。

[解]  由于 b >> a 和 d ,故可忽略两理想导电圆

板间电场的边缘效应。显然 ,在两理想导电圆板之间

的电场强度为

E = - ez
US

d
  ( 0≤ρ≤ b)

在圆柱形电阻棒内 ,电流密度为

J = - ez
γUS

d
  (0≤ρ≤ a)

磁场强度为 H = - e�

γUS

2 d
ρ    ( 0≤ρ≤ a)

γUS a
2

2 dρ
   ( a≤ρ< b)

因而坡印廷矢量为 S = E× H = - eρ

γU
2
S

2 d
2ρ ( 0≤ρ≤ a)

γa
2

U
2
S

2 d
2
ρ

( a≤ρ≤ b)

由坡印廷矢量 S的空间分布形态可以判定 ,电压源经空气通过与圆柱形电阻棒

同轴的圆柱面向该电阻棒提供能量。现对空气内任意圆柱面 ( a <ρ< b)计算进
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入该圆柱面的坡印廷矢量的面积分 ,即得电压源向电阻棒提供的功率为

P = -∮S
S·dS = S· ( - eρ2πρd) =

γπa
2

d
U

2
S =

U
2
S

R

式中 , R =
d
γπa

2正是圆柱形电阻棒的电阻。上述结果显然与电路理论的分析结

果完全相同。这再次说明能量是通过空气域流向圆柱形电阻棒的 ,而并不像人

们直观推断的那样 ,能量与电流相伴随沿上下理想导电板流向电阻棒。

进一步可求坡印廷矢量的散度 ,得

Δ·S =

γU
2
S

d
2    ( 0≤ρ< a)

0     ( a <ρ< b)

上式进一步说明 ,电磁能量只是穿过空气 (或理想介质 ) ,空气 (或理想介质 )

并不截获电磁能量 ,只有有损媒质才截获电磁能量。

5.3.2  电磁位及其积分解

电磁位及其在无限大均匀理想介质空煎中的积分解是本章的教学重点之

一 ,也是讨论电磁辐射和天线的理论基础。

首先 ,应强调动态矢量位和动态标量位的定义 ,及以其表达磁感应强度和电

场强度的应用价值。其中 ,由于电磁位的引入 ,导致了麦克斯韦方程组中的两个

方程自动满足 ,从而简化了麦克斯韦方程组的求解。同时尚应指出的是 ,电磁位

只是简化动态电磁场求解的一种辅助函数 ,这种辅助函数不是惟一的 ,还存在其

他形式的电磁位。

其次 ,应强调洛伦兹规范的重要性。为了使动态矢量位具有惟一性 ,需要人

为地规定其散度。在工程实际中 ,根据动态电磁场的分析需要 ,可以采用不同的

规范形式。规范不同 ,电磁位的二阶偏微分方程的形式也不相同。教材中采用

洛伦兹规范 ,这样处置的优点是动态矢量位和动态标量位具有相同形式的二阶

偏微分方程 (非齐次波动方程 ) ,且动态矢量位和动态标量位在方程中没有耦合

项出现 ,此外 ,在直角坐标系中 ,动态矢量位的三个分量在方程中也没有耦合项

出现。这对于动态电磁场的分析是十分有利的。

再次 ,应强调非齐次波动方程的重要性。对于时谐电磁场 ,借助相量变换 ,

可得电磁位的非齐次波动方程的复数形式或频域形式。通常 ,将频域形式的非

齐次波动方程称为非齐次亥姆霍兹方程。无论非齐次波动方程的时域形式还是

它的频域形式 ,均在动态电磁场理论中占有重要的地位。可以说 ,动态电磁场的

产生、辐射、传播和接收的分析都是围绕非齐次 (或齐次 )波动方程进行的。

同样 ,应重点讲授电磁位积分解的物理意义。电磁位的积分解对于理解电
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磁辐射、电磁波和电磁能量的传播等概念具有重要意义。通过对动态标量位物

理意义的分析 ,建立起电磁场的空间传播概念 ,从而即可推得关于动态电磁场波

动性和推迟作用的物理概念的描述。由于电磁场空间传播的时间滞后性 ,通常

又将电磁位称为滞后位。对于时谐电磁场 ,电磁场空间传播的时间滞后性体现

为电磁场的相位滞后性 ,从而得到电磁位积分解的复数形式 ,也就是非齐次亥姆

霍兹方程的积分解。在这部分内容的讲授中 ,要明确时谐电磁场传播的波速、波

长与波数的概念。

5.3.3  电磁辐射

电磁辐射是本章的教学重点之一 ,也是线天线理论的基础。为使学生更深

图 5.3  电流元与电偶极子

入地掌握电磁波的产生机理和传播规律 ,教材中特

意将电磁辐射安排在均匀平面电磁波之前讲授。

一般称图 5.3( a)中的电流元为电偶极子 ,其主要原

因如下 :可以认为电流元是如图 5.3 ( b)所示的相距

Δl并用细直导线连接的两个固定导体小球 ,当一

个导体小球上的电荷为 + q( t )时 ,另一个导体小球

上的电荷为 - q( t ) , 所以两者之间形成的电流为

i( t) =
d q
d t
。在时谐电磁场情况下 ,  I

 ·

 = jω q
 ·
 。电偶极

子又常被称为赫兹偶极子。

首先 ,讨论最简单天线———电偶极子产生的电磁场。在近场讲授中 ,应着重

从场与源的等相位性、与静态电磁场的对比 ,以及由于电场强度与磁场强度之间

相位差为 90°,导致坡印廷矢量平均值为零等方面进行分析 ,突出近场为似稳场

或感应场的特征 ;在远场讲授中 ,应着重围绕场点相位滞后源点相位 ,坡印廷矢

量平均值不为零 ,从而导致电磁功率的空间辐射 , 形成球面电磁波 ,并对其传播

规律和波阻抗等方面进行分析。特别需要指出的是 ,在总结球面电磁波规律时

要注意到与后述均匀平面电磁波传播规律的有机联系 ,为往后均匀平面电磁波

的讲授奠定基础。

其次 ,无论是发射天线还是接收天线 ,方向图是描述天线辐射或接收的一个

重要特性。借助于电偶极子的远场分析 ,重点介绍天线方向图的概念 ,并定义辐

射功率和辐射电阻。

再次 ,为了提高学生的电磁环境保护意识 ,适当介绍一些人体暴露在电磁场

中的安全限值的知识是十分必要的。目前 ,电磁环境问题已被广泛关注。例如 ,

IEEE/ ANSI的标准《人体暴露在射频电磁场的安全水平标准 ( 3 kHz—

300 GHz)》(《IEEE Standard for Safety Levels with Respect to Human Exposure to
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Radio Frequency Elect romagnetic Fields , 3 kHz to 300 GHz》, IEEE C95.1 - 1991)

对频率为 90 MHz—300 GHz的公众电磁场暴露功率面密度限值规定如下 :

90—300 MHz: 0.2 mW/ cm2

300—12500 MHz:
f

1250
mW/ cm

2
, f 单位为 MHz;

12.5 GHz—300 GHz: 10 mW/ cm
2
。

按照这个标准 ,当频率在 1 GHz左右时 ,功率面密度限值约为 1 mW/ cm
2
。

为了合理地评估电磁场暴露对生物和健康的影响 ,世界卫生组织 ( WHO,

World Health Organization)于 1996 年开始了为期 10 年的国际合作研究计划。

该计划项目主要研究从直流到 300 GHz频率范围内的电磁场暴露对生物和健康

的影响 ,该计划项目将于 2006 年结束。在这个计划项目中 ,世界卫生组织推荐

采用国际非电离辐射保护委员会 ( ICNIRP, International Commission on Non-

Ionizing Radiation Protection )制定的《时变电场、磁场和电磁场暴露限值导则

(300 GHz 以下 )》(《Guidelines for Limiting Exposure to Time-Varying Electric,

Magnetic, and Electromagnetic Fields( up to 300 GHz)》,详见 Health Physics , April

1998 , Vo1.74 , No.4 , pp.494—522. )。这个导则对频率为 10 MHz—300 GHz的

公众电磁场暴露功率面密度限值规定如下 :

10—400 MHz: 0.2 mW/ cm
2

;

400—2000 MHz:
f

200
mW/ cm

2
, f 单位为 MHz;

2—300 GHz: 10 mW/ cm
2
。

按照这个导则 ,当频率在 1 GHz左右时 ,功率面密度限值为 5 mW/ cm
2
。可以看出 ,

即使采用上述导则 ,教材例 5 - 3中的电磁场功率面密度值也大于 5 mW/ cm
2
。

根据学时情况和专业需要 ,可对线天线与天线阵的讲授进行取舍 ,但介绍全

方向性天线和定向性天线的概念是必要的。同时 ,简要讨论天线的互易性 ,使学

生了解对于给定天线而言 ,无论将它作为发射天线还是作为接收天线 ,它们的方

向图因子是相同的。

此外 ,应简要介绍电磁波频谱分配、使用和管理的知识。图 5 - 15 介绍了电

磁波频谱的频率划分和各段频率的主要应用领域。对于频率低于毫米波的电磁

波 ,一般按波长以毫米、厘米、分米、米、十米、百米、千米、万米、十万米、百万米、

千万米和亿米进行频率划分如下 :

     频段       波长范围       频率范围

   ��极高频 ( EHF )    ��0.1—1 cm      �30—300 GHz

特高频 ( SHF ) 1—10 cm 3—30 GHz

超高频 ( U HF ) 10—100 cm 0.3—3 GHz

甚高频 ( VHF ) 1—10 m 30—300 MHz
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高频 ( HF ) 10—100 m 3—30 MHz

中频 ( MF ) 0.1—1 km 0.3—3 MHz

低频 ( LF ) 1—10 km 30—300 kHz

甚低频 ( VLF ) 10—100 km 3—30 kHz

超低频 ( ULF ) 0.1—1 Mm 0.3—3 kHz

特低频 ( SLF ) 1—10 Mm 30—300 Hz

极低频 ( EL F ) 10—100 Mm 3—30 Hz

在上述频段书写中 , 英文缩写为 : F—F requency , H—High , M—Medium , L—

Low , E—Extremely , S—Super , U—Ult ra, V—Very。

例 5.2  图 5.4 为空气中半径为 a 的电流环 ,又称磁偶极子。设圆环半径

a远小于其上电流频率对应的电磁波的波长 ,且 a也远小于观察距离 R。试求 :

(1 )矢量磁位、电场强度和磁场强度 ; ( 2)讨论磁偶极子的远场特性。

[解]  (1 ) 采用如图 5.4 所示的球坐标系。定义

图 5.4  磁偶极子

 m
 ·
 =  I
 ·

 S =πa2  I
 ·

 ez

为磁偶极子的磁矩。可见  A
 ·
 仅有�方向分量且与�无关。为简化计算 ,设场点

位于�= 0 的平面。参照例 3.1 的解题思路 ,并按式 (5 - 48 ) ,可得

 A
 ·

�  ( r ,θ) = 2
μ0 I
 ·

4π∫
π

0

ad�
R

cos�e
- j kR

=
μ0 I
 ·

2π∫
π

0

acos�d�
R

e
- j k R

式中

R ��= [ ( rcosθ)
2

+ ( asin�)
2

+ ( rsinθ- acos�)
2

]
1
2

= ( r
2

+ a
2

- 2 arsinθcos�)
1
2
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由于 R >> a ,有

R≈ ( r
2

- 2 arsinθcos�)
1
2≈ r - asinθcos�

1
R
≈

1
r

1 -
2 a
r

sinθcos�
-

1
2
≈

1
r

1 +
a
r

sinθcos�

所以 e
- j kR

= e
- j kr

e
j k asinθcos�

因为 ka =
2π
λ

a ,由题设知 a 远小于λ,则

e
j k asinθcos�
≈1 + j kasinθcos�

这样 ,有 e
- j k R
≈e

- j k r
( 1 + j kasinθcos�)

将以上近似式代入  A
 ·

�  ( r ,θ) ,得

 A
 ·

�  ( r ,θ) i=
μ0 I
 ·

2π∫
π

0

acos�d�
r

1 +
a
r

sinθcos� ( 1 + j kasinθcos�)e
- j k r

≈
μ0 I
 ·

2π∫
π

0

a
r

1 +
a
r

sinθcos�+ j kasinθcos� cos�d�e
- j kr

=
μ0 a I

 ·

2πr
a
r

+ j ka
π
2

sinθe
- j kr

=
μ0 S I

 ·

4πr
2 ( 1 + j kr ) sinθe

- j k r

=
μ0

4π
m
 ·

r
2 (1 + j kr) sinθe

- j kr
=
μ0

4π
| m · × er |

r
2 (1 + j kr)e

- j kr

进而可得 :

   H
 ·

 ��=
1
μ0
Δ×  A

 ·

 =
1

rsinθ
��
��θ

( sinθ A
 ·

�  ) er -
1
r
��
��r

( r  A
 ·

�  ) eθ

= er
m
 ·

2πr3 (1 + j kr )cosθe - j kr + eθ m
 ·

4πr3 ( 1 + j kr - k2 r2 ) sinθe - j kr

 E
 ·

 =
1

jωε
Δ×  H

 ·

 = - e�jω
μ0

4π
m
 ·

r
2 (1 + j kr) sinθe

- j kr

(2 ) 对于远场 ,即 kr >> 1 时 ,电场强度和磁场强度分别为 :

 E
 ·

 = e�
ωμ0 k m

 ·

4πr
sinθe

- j kr

和  H
 ·

 = - eθ
k2

m
 ·

4πr
sinθe

- j k r

可见 ,  E
 ·

 和  H
 ·

 在空间上相互垂直 ,并与半径 r 的球面相切 ,且同相位。电场强度

和磁场强度之比为

η0 =
E�
Hθ

=
ωμ0

k
=
μ0

ε0
= 377Ω

空间中任意一点的平均坡印廷矢量为

Sav = er
ωμ0 k3 m2

16π
2

r
2 sin

2
θ= er
π2η0 m2

λ
4

r
2 sin

2
θ
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这表明电磁波向无限远处传播。磁偶极子向外发出的总辐射功率为

P =∮
S
Sa v·dS =

8π
3
η0 m

2

3λ
4 = 320π

6 a
λ

4

I
2

辐射电阻为 R r =
P
I

2 = 320π
2 a
λ

4

5.3.4  均匀平面电磁波

均匀平面电磁波是本章的教学重点之一。应重点讲授无限大理想均匀介质

中均匀平面电磁波的传播规律 ,着重阐述齐次波动方程解的物理意义 ,从相位滞

后的角度理解频率、波长、波速、波数等概念。结合均匀平面电磁波的传播规律

和空间中矢量的几何关系 ,深入理解电场强度、磁场强度与波矢量三者之间方向

和大小的相互关系 ,并掌握它们之间的相互转换和计算。

在讲授中 ,可以先采用电偶极子天线在远场产生的球面电磁波引出 TEM

波和均匀平面电磁波的概念及其传播规律 ,再通过求解电场强度和磁场强度的

齐次波动方程进行讲授的方法。这样电磁辐射与电磁波传播的概念可有机地结

合在一起 ,从而对于学生深刻理解电磁波的发射、传播和接收的全过程是十分有

益的。

例 5.3  已知空气中均匀平面电磁波的磁场强度为

H
 ·

=
1

120π
( ex - ey 2j - ez 3 ) e - j0.05π( 3 x + z ) A/ m

试求 : ( 1) 波矢量和频率 ; ( 2 ) 电场强度矢量的瞬时值 ; ( 3 ) 坡印廷矢量的平

均值。  

[解]  (1 ) 由给定的磁场强度表达式和式 ( 5 - 91) ,得

k·r = kx x + ky y + kz z = 0.05π( 3 x + z )

故知 : k x = 0.05 3π, ky = 0 , kz = 0.05π

由此可得波矢量 k = 0.05π( ex 3 + ez )   rad/ m

频率 f =
k

2π μ0ε0
=

0.05π×2×3×108

2π
Hz = 15 MHz

(2 ) 由式 ( 5 - 94)给出的电场强度、磁场强度和波矢量之间的关系式 ,得电

场强度为

 E
 ·
 ��=
η0

k
 H
 ·
 × k=

120π
0.05π×2

×
e

- j0.05π( 3 x + z )

120π
×0.05π

ex ey ez

1 - 2j - 3

3 0 1

= ( - ex j - ey 2 + ez j 3 ) e - j0.05π( 3 x + z ) V/ m

故电场强度矢量的瞬时值为
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  E( x , y, z , t ) = !ex 2sin[ 30π×10
6

t - 0.05π( 3 x + z ) ] -

ey 2 2cos[30π×10
6

t - 0.05π( 3 x + z ) ] -

ez 6 sin[ 30π×106 t - 0.05π( 3 x + z ) ] V/ m

(3 ) 由式 ( 5 - 26) ,即得

Sav = Re(  E
 ·

 ×  H
 · *
 ) =

1
120π

Re

ex ey ez

- j - 2 j 3

1 j2 - 3

W/ m
2

=
1

30π
( ex 3 + ez ) W/ m

2

5.3.5  均匀平面电磁波的反射与透射

均匀平面电磁波的反射与透射是本章的教学重点之一。应重点阐明反射与

透射分析的基本方法 ,以及反射系数和透射系数的概念。

首先 ,重点讲授均匀平面电磁波入射到无限大理想介质或理想导体平面的

基本分析方法。即先应用电场强度、磁场强度和波矢量三者之间的相互关系 ,在

给定的坐标系中写出入射波、反射波和透射波的数学表达式 ;然后 ,利用电场强

度和磁场强度切向分量的边界条件 ,以入射场强分量表达反射场强分量和透射

场强分量。为了简化分析 ,一般按电场强度与入射平面的几何关系分解为平行

极化和垂直极化两种情况。这样 ,任意均匀平面电磁波入射问题的分析可以分

解为平行极化情况与垂直极化情况的叠加。

图 5.5  平行极化入射情况

其次 ,应阐明反射系数与透射系

数的定义。特别是对于平行极化情

况 ,不同教材中的定义是有差异的。

但这种差异只是形式上的 , 只要按照

各自教材中的定义进行分析 , 并不会

影响最终结果的正确性。例如 , 对于

图 5.5 所示的平行极化情况 ,教材中

按电场强度在理想介质交界面上的切

向分量定义平行极化情况下的反射系

数 R∥和透射系数 T∥ ,即式 (5 - 100)和式 (5 - 101) ,现重写如下 :

R∥ =
- E
 · -

1 cosθ1

E
 · +

1 cosθ1
=
η2 cosθ2 - η1 cosθ1
η2 cosθ2 +η1 cosθ1

( 5.4)

T∥ =
E
 · +

2 cosθ2

E
 · +

1 cosθ1
=

2η2 cosθ2
η2 cosθ2 +η1 cosθ1

( 5.5)

显然 ,按照上述定义 ,平行极化情况下的反射系数 R∥和透射系数 T∥满足如下

关系
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1 + R∥ = T∥ ( 5.6)

需要指出的是 ,在式 ( 5.4 )和式 ( 5.5 )的定义中 , 电场强度切向分量前的“ +”和

“ - ”是按其与坐标轴方向的相同与否确定的。

在有些教材中 ,平行极化情况下的反射系数 R∥和透射系数 T∥定义如下 :

R∥ = E
 · -

1

E
 · +

1
=
η1 cosθ1 - η2 cosθ2

η1 cosθ1 +η2 cosθ2
( 5.7)

T∥ =
E
 · +

2

E
 · +

1
=

2η2 cosθ1

η1 cosθ1 +η2 cosθ2
( 5.8)

在式 (5.7 )和式 ( 5.8)的定义中 ,主要侧重于反射波和透射波的总电场强度与入

射波的总电场强度之间的关系。此时 ,平行极化情况下的反射系数 R∥和透射

系数 T∥满足如下关系

1 + R∥ = T∥
η1

η2
( 5.9)

无论采用上述哪种定义 ,反射系数和透射系数都只是表达了入射波、反射波

和透射波的电场强度在理想介质交界面上的相互关系 ,是电场强度和磁场强度

边界条件的具体体现。对于理想导体平面情况 ,设图 5.5 中的 2 区 (即 z≥0 的

区域 )为理想导体。由于η2 = 0 ,所以 ,无论对于平行极化情况还是垂直极化情

况 ,无论采用上述哪种反射系数和透射系数的定义 ,透射系数均为零 ,反射系数

均为 - 1。

再次 ,当入射角为 0°时 ,即入射波的传播方向垂直于理想介质平面时 ,平行

极化和垂直极化合并为同一种情况。此时 ,需重点讲解驻波比的概念和λ/ 4 波

长片与λ/ 2 波长片的阻抗转换作用。如果学生在先期的电路理论中已经学习

过均匀传输线理论 ,则这部分内容可以对比无损耗均匀传输线的相关内容进行

讲授。

例 5.4  已知均匀平面电磁波由空气垂直入射到 μr = 1 的理想介质平面 ,

设理想介质占据半无限大空间 ,如在空气中测得该电磁波的驻波比为 2.7。试

求理想介质的相对介电常数。

[解]  由式 (5 - 127) ,得 ��

| R | =
SW R - 1
SW R + 1

=
2.7 - 1
2.7 + 1

= 0.46

由式 (5 - 113)得 η=
1 + R
1 - R
η0

当 R = + 0.46 时 ,得 : η=
1 + 0.46
1 - 0.46
η0 = 2.7η0

εr = 1
2.7η0

μrμ0

ε0

2

= 0.137
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显然 ,εr = 0.137 小于 1 不合理 ,舍去。又当 R = - 0.46 时 ,得 :

η=
1 - 0.46
1 + 0.46
η0 = 0.37η0

εr = 1
0.37η0

μrμ0

ε0

2

= 7.3

所以 ,该理想介质的相对介电常数为 7.3。

例 5.5  一均匀平面电磁波由空气斜入射到位于 z = 0 的理想导体平面上 ,

已知入射波的电场强度为

 E
 · +
 = ey 3e

- j( 3 x + 4 z )
 V/ m

试求 : (1 ) 入射波和反射波的波矢量 ; ( 2 ) 空气中合成电场强度和磁场强度 ;

(3 ) 分析空气中合成波的特性。

图 5.6  均匀平面电磁波斜入射

理想导体平面

[解]  (1 ) 由题中给出的入射波电场强

度表达式和式(5 - 91)等相位平面方程 ,得

k+
= ex 3 + ez 4  rad/ m

可见入射波的波矢量 k+
位于 x Oz 平面 ,入

射波的电场强度垂直于入射平面。如图

5.6 所示 , 属于垂直极化入射问题。由图

5.6 可得

k -
= ex 3 - ez 4  rad/ m

(2 ) 显然 ,对于垂直极化情况 ,反射系数 R⊥ = - 1 ,有

 E
 · -  = R⊥ ey 3e

- jk
-
·r

= - ey 3e
- j( 3 x - 4 z )

 V/ m

由式 (5 - 94 ) ,得入射波和反射波磁场强度分别为 :

 H
 · +
 ��=

1
η0

ek +×E +
=

1
120π

ex ey ez

3
5

0
4
5

0 3e
- j ( 3 x + 4 z )

0

A/ m

=
1

200π
( - ex 4 + ez 3)e

- j ( 3 x + 4 z )
 A/ m

 H
 · -
 :=

1
η0

ek - ×E -
=

1
120π

ex ey ez

3
5

0 -
4
5

0 - 3e
- j ( 3 x - 4 z )

0

A/ m

= -
1

200π
( ex 4 + ez 3)e

- j ( 3 x - 4 z )
 A/ m

所以 ,空气中的合成电场强度和磁场强度分别为 :
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 E
 ·
 =  E
 · +  +  E

 · -  = ey 3[e - j( 3 x + 4 z ) - e - j( 3 x - 4 z ) ] = - ey j6sin(4 z )e - j3 x  V/ m

和  H
 ·
 a=  H
 · +
 +  H
 · -
 = -

1
200π

ex [4e
- j ( 3 x + 4 z )

+ 4e
- j ( 3 x - 4 z )

] +
1

200π
ez [3e

- j( 3 x + 4 z )

 - 3e
- j( 3 x - 4 z )

] = - ex
1

25π
cos(4 z ) - ez j

3
100π

sin( 4 z ) e
- j3 x
 A/ m

(3 ) 基于所得的空气中合成电场强度和磁场强度的表达式可以看出 ,合成

波的电场强度和磁场强度在 x 方向均为正向行波 ,而在 z 方向则呈现驻波分

布。电场强度仅有垂直于传播方向 (即 x 方向 )的分量 , 无传播方向的分量 ;而

磁场强度既有垂直于传播方向 (即 x 方向 )的分量 ,也有传播方向的分量 ;所以 ,

空气中的合成波为 TE 波。

例 5.6  图 5.7 为均匀平面电磁波入射到理想介质交界平面的示意图。已

知理想介质 1 的参数为εr1 = 4 ,μr1 = 1;理想介质 2 的参数为εr2 = 9 ,μr2 = 1。如

果理想介质 1 中入射波的电场强度为

图 5.7  均匀平面电磁波入射到理想介质交界平面

 E
 · +

1  = ( ex + ey - ez 3 )e
- j6 ( 3 x + z )

V/ m

试求 : ( 1) 电磁波的频率 ; ( 2 ) 入射角和透射角 ; ( 3 ) 反射波和透射波的电场

强度。  

[解]  (1 ) 首先求入射波的波矢量 k+
1 。由题中给出的入射波电场强度表

达式和式 (5 - 91 )等相位平面方程 ,得

k+
1 = 6( ex 3 + ez ) rad/ m

进而得 k
+
1 = | k+

1 | = 6 3 + 1 rad/ m = 12 rad/ m

故该电磁波频率为

f =
k

+
1

2π μ1ε1
=

k
+
1 ×3×10

8

2π μr1εr1

=
12×3×10

8

2π×2
Hz = 286.5 MHz

(2 ) 图 5.7 中入射角θ1 为

θ1 = arccos
k+

1·ez

| k+
1 |

= arccos
6

12
= 60°
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又由透射定律[式 ( 5 - 96) ] ,得

θ2 = arcsin
μ1ε1

μ2ε2
sinθ1 = arcsin

4

9
sin60° = arcsin

1

3
= 35.3°

(3) 将入射波的电场强度分解为平行极化和垂直极化两种情况进行分

析 ,即 :  t

 E
 · +
∥ 1  = ( ex - ez 3 )e

- j6 ( 3 x + z )
 V/ m

和  E
 · +
⊥ 1  = eye

- j6 ( 3 x + z )
 V/ m

且 E
+
∥1 = 2 V/ m , E

+
⊥1 = 1 V/ m。在本例中 ,由于 μr1 =μr2 = 1 ,利用式 ( 5 - 102 )、

式 (5 - 108)和式 (5 - 110) ,可得 :

R∥ =

ε2
ε1

- sin
2
θ1 -
ε2
ε1

cosθ1

ε2
ε1

- sin
2
θ1 +
ε2
ε1

cosθ1

=

9
4

- sin
2
60°-

9
4

cos 60°

9
4

- sin
2
60°+

9
4

cos 60°

=
1.225 - 1.125
1.225 + 1.125

= 0.0426

R⊥ =
cosθ1 -

ε2

ε1
- sin

2
θ1

cosθ1 +
ε2

ε1
- sin

2
θ1

=
cos60°-

9
4

- sin
2
60°

cos60°+
9
4

- sin
2
60°

=
0.5 - 1.225
0.5 + 1.225

= - 0.42

T∥ = 1 + R∥ = 1.0426

和 T⊥ = 1 + R⊥ = 0.58

为了求反射波和透射波的电场强度 ,由图 5.7 得 ,反射波的波矢量 k-
1 为

k -
1 = 6( ex 3 - ez )  rad/ m

透射波的波矢量 k+
2 为

   k+
2 [= 2πf μ2ε2 ( ex sinθ2 + ez cosθ2 )

=
2π×286.5×10

6
× μr2εr2

3×108 ( ex sin35.3°+ ez cos35.3°)

= 18( ex 0.578 + ez 0.816)  rad/ m

在理想介质交界平面 ( z = 0 )上 ,利用式 ( 5 - 100)和式 (5 - 101 )平行极化情况的

反射系数和透射系数的定义 ,有 : ��

 E
 · -
∥1  = - R∥ E +

∥1 ( - excosθ1 - ez sinθ2 )e - jk
-

1
·r = 0.0426( ex + ez 3)e - j6( 3 x - z ) V/ m

 E
 · -
⊥1  = ey R⊥ E +

⊥1 e - j k
-

1
·r = - ey0.42e - j6 ( 3 x - z ) V/ m

     E
 · +
∥2  �=

cosθ1

cosθ2
T∥ E

+
∥ 1 ( excosθ2 - ez sinθ2 ) e

- jk
+

2
·r

= 1.278( ex 0.816 - ez 0.578 )e
- j18 ( 0.578 x + 0.816 z )

V/ m

和  E
 · +
⊥2  = ey T⊥ E

+
⊥1 e

- j k
+

2
·r

= ey0.58e
- j18 ( 0.578 x + 0.816 z )

V/ m
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综上分析结果 ,反射波和透射波的电场强度为 :

 E
 · -

1  =  E
 · -
∥ 1  +  E

 · -
⊥ 1  = ( ex 0.0426 - ey 0.42 + ez 0.0738 )e

- j( 10.392 x - 6 z )
V/ m

和  E
 · +

2  =  E
 · +
∥2  +  E

 · +
⊥2  = ( ex 1.0426 + ey 0.58 - ez 0.7387)e

- j ( 10.404 x + 14.688 z )
 V/ m

5.3.6  波的极化与琼斯矢量

波的极化是本章的教学重点之一 ,它是描述平面电磁波状态的一个重要特

征。在前面关于电磁波的讨论中 ,重点研究了电场强度在等相位平面上的一个

横向分量的规律。然而 ,在一般情况下 ,电场强度在等相位平面上存在两个相互

正交的横向分量。也就是说 ,在等相位平面上 ,平面电磁波总电场强度是由这两

个相互正交的横向分量合成的。因此 ,掌握平面电磁波总电场强度在等相位面

上的变化规律是十分重要的。这种变化规律被称为波的极化特性。按照平面电

磁波总电场强度在等相位面上随时间的运动轨迹 ,波的极化特性分为线极化、圆

极化和椭圆极化三种情况 ,而对于后两种情况 ,按照总电场强度随时间的运动方

向和波的传播方向的螺旋关系 ,又分为左旋和右旋两种情况。熟悉这些极化特

性的判定方法是十分必要的。

为了更有效地描述平面电磁波的极化特性 , 1941年琼斯( R.C.Jones)提出用一

个 2 阶列向量表达电场强度复矢量的两个相互正交的横向分量 (详见 R.C.Jones ,

J.Opt.Soc.Ain.31 ,488 ,1941)。这一表达平面电磁波电场强度的 2 阶列向量被后

人称为琼斯矢量。与其他教材不同的是 ,书中采用了琼斯矢量表示均匀平面电磁

波的电场强度。这样讲授的主要优点是波极化特性将更易表达 ,也就更容易理解

和判断波的极化特性以及它们的旋向。同时 ,借助于归一化正交琼斯矢量 ,即线极

化正交基  X
 ^  和  Y
 ^  与圆极化正交基  R

 ^  和  L
 ^  ,更容易理解任意一个均匀平面电磁波均可

以展开成为两个相互正交的线极化波或右旋圆极化波与左旋圆极化波的叠加形式

的这个重要结论。这一结论在工程中是非常重要的。

琼斯矩阵是描述均匀平面电磁波器件输出电场强度与输入电场强度之间传

输关系的一个 2×2 阶方阵。然而 ,需要指出的是 ,假定无论均匀平面电磁波器

件的入射端面还是出射端面 ,其反射系数均为零。因此 ,平面电磁波将全部透射

这些端面。但是 ,在实际中平面电磁波是存在反射的 ,为此 ,可以通过在这些端

面上加λ/ 4 波长片予以消除。

正如教材中所指出的 ,基于琼斯矢量和琼斯矩阵的琼斯矩阵法为研究任意

平面电磁波通过平面电磁波器件的传输问题 ,提供了一种十分有效的分析方法。

如果学时充裕 ,可以简要介绍均匀平面电磁波在各向异性材料传播中的相位延

迟效应和极化方向旋转效应以及对应的琼斯矩阵 ,并通过例题介绍λ/ 4 波长片

和λ/ 2 波长片的极化特性转换作用。
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例 5.7  试判断例 5.3 均匀平面电磁波的极化特性。

[解]  取坐标原点处电场强度矢量的瞬时值进行判断。由例 5.3 电场强度

的瞬时解 ,在坐标系原点处 ,有

E( 0 , 0 , 0 , t ) = ��ex 2 sin( 30π×106 t ) - ey 2 2cos( 30π×106 t ) -

ez 6sin(30π×10
6

t ) V/ m

电场强度的模值为

| E(0,0,0 , t) | ��= 2 sin
2
(30π×10

6
t) + 4×2 cos

2
(30π×10

6
t) + 6 sin

2
(30π×10

6
t ) V/ m

= 2 2 V/ m

可见 ,该电磁波为圆极化波。分别取 t = 0 和 t =
1

60
μs ,电场强度分别为 :

E(0 ,0 ,0 , t )
t = 0

= - ey 2 2  V/ m

和 E( 0 , 0 , 0 , t )
t =

10
- 6

60

= ex 2 - ez 6  V/ m

将上述两个不同时刻的电场强度矢量与波矢量 k画在坐标系中比较可以看出 ,

从 t = 0 时刻的电场强度到 t =
1

60
μs 的电场强度的右手螺旋方向为波矢量的方

向。所以 ,该电磁波为右旋圆极化波。

例 5.8  试证明圆极化波的坡印廷矢量的瞬时值为一个常矢量。

[证]  只要证明归一化右旋和左旋圆极化波的坡印廷矢量的瞬时值是常矢

量即可。设电磁波的传播方向为 z 轴方向 ,角频率为 ω。由式 ( 5 - 137 )和式

(5 - 138) ,即 :

 R
 ^  = 1

2

1

- j
,    L

 ^  = 1

2

1

j

归一化右旋和左旋圆极化波的电场强度复矢量分别为 :

 E
 ·

R  =
1

2
( ex - ey j) e

- j kz
,   E
 ·

L  =
1

2
( ex + ey j)e

- j k z

对应的右旋和左旋圆极化波的磁场强度复矢量分别为 :

 H
 ·

R  =
1

2η
( ex j + ey )e

- j k z
,   H
 ·

L  =
1

2η
( - ex j + ey )e

- j kz

分别写出归一化右旋和左旋圆极化波电场强度和磁场强度矢量的瞬时值 ,得 :

ER = ex cos(ωt - kz) + ey sin(ωt - kz) , HR =
1
η

[ - ex sin(ωt - kz ) + eycos(ωt - kz ) ]

和 EL = excos(ωt - kz) - ey sin(ωt - kz) , HL =
1
η

[ ex sin(ωt - kz) + eycos(ωt - kz) ]

归一化右旋和左旋圆极化波的坡印廷矢量的瞬时值分别为 :
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SR = ER× HR =
1
η

ex ey ez

cos(ωt - kz ) sin(ωt - kz ) 0

- sin(ωt - kz ) cos (ωt - kz ) 0

= ez
1
η

和 SL = EL× HL =
1
η

ex ey ez

cos(ωt - kz ) - sin (ωt - kz ) 0

sin(ωt - kz ) cos(ωt - kz ) 0

= ez
1
η

上式表明 :无论是右旋和左旋圆极化波 ,其坡印廷矢量的瞬时值为一个常矢量。

[证毕]

5.3.7  有损媒质中的均匀平面电磁波

在工程中 ,理想介质和理想导体是不存在的。因此 ,理应掌握均匀平面电磁

波在有损媒质中的传播规律。在这部分内容的讲授中 ,宜对比均匀平面电磁波

在有损媒质中与在理想介质中的传播规律 ,以有助于教学效果 ,并进而阐明均匀

平面电磁波在低损耗介质和良导体中的传播特性。

对于良导体而言 ,应深入讲授透入深度与表面阻抗的概念 ,并与教材中 4.3

节的有关概念进行对比。需要指出的是 ,在第四章和第五章中都引入了透入深

度 d 的概念 ,且计算公式相同。但是两者在概念上是有差别的。第四章中的电

磁场是磁准静态场 ,由于忽略了位移电流对电磁场的影响 ,电磁场满足扩散方

程。因此 , e
- j

x
d并不表示电磁场沿 x 方向传播过程中的相位变化 ,而是表示涡流

电磁场沿 x 方向扩散过程中的相位变化。与之不同的是 ,第五章中的电磁场满

足波动方程 ,在良导体内同时计入了位移电流和传导电流对电磁场的影响 , 因

此 ,同样的 e
- j

x
d表示电磁场沿 x 方向传播过程中的相位变化。综上所述 ,在第四

章中 ,透入深度 d 描述了涡流电磁场在良导体中的分布规律 ;在第五章中 ,透入

深度 d 则描述了均匀平面电磁波在良导体中的衰减特性。

例 5.9  通有电流为  I
 ·

 的圆截面长直导体 ,半径为 a 且大于 10 倍的透入深

度 d。试求该导体单位长度的内阻抗。

[解]  有两种求解方法。

方法一 :由题设知 ,该长直圆导体半径 a 大于 10 倍的透入深度 d ,因此 ,可

以将圆导体表面沿圆周展成为一个宽度为 2πa 的平面导体。从而 ,可以借助式

(5 - 167)所示的表面阻抗 Zs 计算式 ,得出该导体的单位长度的内阻抗如下 :

Z0 =
Zs

2πa
=

1 + j
2πaγd

=
1

2πa
ωμ
γ

e
j
π
4

方法二 :建立圆柱坐标系 ,设 z 轴与圆导体轴线重合 , z 轴方向为电流  I
 ·

 的

参考方向。显然 ,电磁场具有轴对称场特征。由安培环路定律 ,可得圆导体表面
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处磁场强度为

 H
 ·

 = I
 ·

2πa
e�

由于圆导体半径 a大于 10 倍的透入深度 d ,因此 ,可以将圆导体表面的柱面电

磁波视为平面电磁波处理。由良导体的波阻抗计算式 [式 ( 5 - 164 ) ] ,得圆导体

表面处的电场强度为

 E
 ·

 =ηe H�ez = I
 ·

2πa
ωμ
γ

e
j
π
4 ez

所以 ,单位长度的圆导体吸收的复功率为

珔S ��= -∮
S
 E
 ·
 ×  H
 · *
 ·dS

= I
 ·

2πa
ωμ
γ

e
j
π
4 ez× I

 · *

2πa
e� ·2πa ( - er )

=
1

2πa
ωμ
γ

e
j
π
4 I

2
= Z0 I

2

显然 ,由此可得该圆导体单位长度的内阻抗为

Z0 =
1

2πa
ωμ
γ

e
j
π
4

上式结果与方法一结果相同。

5.3.8  导引电磁波

导引电磁波是电磁波理论中的重要组成部分。如果学时允许 ,应阐明电磁

波在导波系统中的传播规律。若学时有限 ,建议按图 5.8 给出的教学要点进行

讲授。  

首先 ,通过麦克斯韦方程推导平面电磁波 ( TEM 波 )存在的必要条件。平行

板波导是一种特殊的传输线 ,除可以导引 TEM波外 ,还可以导引其他形式的电

磁波。

其次 ,介绍导波系统的数学分析方法 :即先应用电场强度和磁场强度的纵向

分量表示它们的横向分量 ,然后 ,求解由电场强度和磁场强度纵向分量所描述的

边值问题。

再次 ,以平行板波导为例 ,通过求解 TE 波的边值问题 ,介绍导波系统的模

式理论。确定不同波型模式对应的截止频率与截止波长。此外 ,基于平行极化

波入射的全反射分析 ,通过入射波和反射波的叠加和板间的横向驻波特性 ,推导

平行板波导 TM 波的解答 ,并确定其截止频率与截止波长。这样讲授的基本目

的在于对导波系统的数学分析方法和模式理论有一个更加清晰的直观理解。

最后 ,借助于电磁波在两平行板之间形成横向驻波的特性和齐次波动方程 ,
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确定矩形波导中不同波型模式对应的截止频率和截止波长 ,以及矩形谐振腔中

不同波型模式对应的谐振频率和谐振波长。并简要介绍矩形波导单模传输的

优点。  

图 5.8  导引电磁波教学要点

5.4  习题解析与解答

5 - 1  已知在某一理想电介质 (参数为γ= 0 ,ε= 4ε0 ,μ= 5μ0 )中的位移电

流密度为 2 cos(ωt - 5 z ) exμA/ m
2
。求 :

(1 ) 该媒质中的 D和 E;

(2 ) 该媒质中的 B和 H。

[解题思路]

� ��在媒质线性、稳态、源量与场量随时间呈同频正弦变化的条件下 ,对时变

电磁场 (此时即为时谐场 )问题进行相关的研究时 ,通常采用频域分析的

手段 ,即在引入相量 (复矢量 )的体系下 ,展开分析计算 ;然后 ,在频域中

所得场量解答的基础上 ,再通过反变换 ,得出时域下待求场量的解答 :

� ��关于频域形式下时谐电磁场的描述已详述于 4.1.4 节。应指出 ,教材采
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用复矢量的有效值体系展开时谐电磁场的讨论。

[解]  (1 )按频域分析的方法 ,应用复矢量 (有效值 )表示式 ,可得题设位移

电流密度

 J
 ·

D  = 2e
- j5 zexμA/ m

2

由位移电流密度的定义式 JD =
��D
��t

,即有  J
 ·

D  = jω D
 ·
 ,故 :

 D
 ·

 =
1

jω
 J
 ·

D  = - j
2
ω

e
- j5 zex

 E
 ·

 = D
 ·

ε
= - j

2
4ε0ω

e
- j5 zex

得 : D( z , t) =
2
ω

sin(ωt - 5 z ) exμC/ m2

E( z , t ) =
1

2ε0ω
sin(ωt - 5 z ) exμV/ m

(2 ) 由法拉第电磁感应定律的复数形式Δ×  E
 ·

 = - jω B
 ·

 即可得 :

 B
 ·

 = j
1
ω
��E
 ·

��z
ey = - j

2
4
·5

ε0ω
2 e

- j5 zey

 H
 ·

 = B
 ·

μ
= - j

2
4
μ0ε0ω

2 e
- j5 zey

故时域解为 :

B( z , t ) =
2.5
ε0ω

2 sin(ωt - 5 z ) eyμT

H( z , t) =
1

2μ0ε0ω
2 sin (ωt - 5 z) eyμA/ m

5 - 2  设有一垂直放置的单元辐射子作为元天线 , 已知 qm = 3×10 - 7 C,

f = 5 MHz,Δl = 0.5 m ,分别求与地面成 40°角度 ,离单元辐射子中心为 : ( 1 ) 5 m

及 (2 )5 km 处的 E和 H 的表达式。

[解题思路 ]

� ��本题为一典型的电偶极子 (单元辐射子 )对应的元天线的辐射场问题

(5.4 节 )。为判明待求辐射场量 E、H计算关系式的归属 ,首先 ,应对所

求场点位置作出其位于该元天线近区 ,还是远区的判断。然后 , 分别按

相应的计算关系式 [近区 :式 ( 5 - 54 )、式 (5 - 56 )和式 (5 - 55 ) ;远区 :式

(5 - 57 )和式 ( 5 - 58) ] ,即可得待求场量 E、H 的解答 ;

� ��当给定系统无特定的计时起点时 ,可合宜地选取源量的计时起点 (初相
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位 ) ,以展开确定的解题过程。

[解]  按“解题思路”,首先需对场点位置的归属作出判断。为此 ,由题设的

该辐射子激励的电磁波的波长λ=
c
f

=
3×10

8

5×10
6 m = 60 m ,可以判定 r = 5 m <<λ

应作近区处理 ,而 r = 5 km >>λ则应看作为远区。

(1 ) r = 5 m(近区 ) :

 E
 ·
 =

q
 ·
Δl

4πε0 r
3 ( 2cosθer + sinθeθ)

 H
 ·
 = I
 ·

Δl
4πr

2 sinθe�

设  q
 ·
 =

qm

2
,则  I
 ·

 = jω q
 ·
 =

jωqm

2
,且按题设θ= 90°- 40°= 50°,代入之 :

 E
 ·

 =
3×10 - 7·0.5/ 2

4π×8.85×10
- 12
×5

3 (2cos50°er + sin50°eθ) V/ m = (13.87er + 8.26eθ)/ 2 V/ m

 H
 ·

 = j
2π×106×5×3×10 - 7×0.5

2×4π×5
2 sin50°e� A/ m = ( j1.149×10

- 2 e�)/ 2 A/ m

故 : E ( r , t ) | r = 5 = (13.87 er + 8.26 eθ)cos (2π×5×10
6

t ) V/ m

H ( r , t ) | r = 5 = - 1.149×10
- 2

sin(2π×5×10
6

t ) e� A/ m

(2 ) r = 5 km(远区 ) :按题设波数 k =
ω
c

=
2π×5×10

6

3×108 rad/ m = 0.10 rad/ m

故 :    H
 ·

 o= j I
 ·
Δl

4πr
ksinθe

- j kre� = -
ω q
 ·Δl

4πr
ksinθe

- j kre�

= -
2π×5×106×3×10 - 7×0.5

2×4π×5×10
3 ×0.1×sin50°e

- j0.1×5000 e�

= ( - 5.745×10 - 6 e - j500 e�)/ 2 A/ m

 E
 ·
 ;=
μ0

ε0
 H
 ·

�eθ  = 377 ( - 5.745×10
- 6

e
- j500

)/ 2 eθV/ m

= ( - 2.166×10
- 3

e
- j500

)/ 2 eθV/ m

H( r , t ) | r = 5000 = - 5.745×10
- 6

sin (2π×5×10
6

t - 500 ) e�A/ m

E( r , t ) | r = 5000 = - 2.166×10
- 3

sin( 2π×5×10
6

t - 500) eθ V/ m

5 - 3  设有一内阻为零的高频电源向某一单元辐射子天线供电 ,该天线的

长度为Δl = 5 m,天线中的电流 I = 35 A,电源的频率 f = 106 Hz,求电源的电压

及其输出的功率。

[解题思路 ]

� ��当按端口参数来分析单元辐射子天线的端电压、电流 ,以及辐射功率等

积分量之间的关系时 ,可由该元天线辐射电阻的定义式 ( 5 - 63 )出发 ,展
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开相应的讨论和计算。

[解 ]  单元辐射子天线的辐射电阻为

Rr =
2π
3
Δl
λ

2

η= 80π
2 Δl
λ

2

= 80π
2 Δl·f

c

2

= 0.219Ω

由于电源内阻为零 , 故电源电压全部降落在辐射电阻上 , 即 U = R r I =

7.665 V ,输出的辐射功率 P = Rr I
2

= 0.219×35
2

W = 268.275 W

5 - 4  在无限大的真空媒质中 ,一均匀平面电磁波的电场分量为 Ex = 0 ,

Ey = 141cos 2π×10
8

t -
x
c

V/ m , Ez = 0。求 :

(1 ) 此平面电磁波的磁场分量 ;

(2 ) 此平面电磁波的传播方向、频率、相速度、波长和波数。

[解题思路 ]

� ��首先 ,应根据题设条件 ,判定该给定的均匀平面电磁波电场分量的基本

特征 : 1. 电场沿 y轴方向取向 ; 2. 该均匀平面电磁波沿 x 轴正向传播 ;

其次 ,由电磁波传播方向 v即为坡印廷矢量 S = E× H 所描述的电磁功

率流的方向 ,可进而确定该均匀平面电磁波磁场分量的取向 ,并按理想

介质中电磁波传播特性———波阻抗η[式 ( 5 - 59 ) ]的基本关系求得磁场

分量的振幅 ;最终 ,再由理想介质中 E、H 波在时间上同相变化的基本

关系 ,即可解出该均匀平面电磁波待求的磁场分量 ;

� ��基于平面电磁波电场 E或磁场 H 分量的数学表达式 ,结合理想介质中

的均匀平面电磁波 ( 5.5 节 )的讨论 ,即可逐一确定本题给定的电磁波的

传播特性 (传播方向、频率、相速度、波长和波数 )。

[解 ]  (1 )根据题设 E = Ey ey 的表达式 ,由其中因子 ( t - x/ c)可知该平面

电磁波传播方向为 ex ,从而 ,基于坡印廷矢量 S = E× H,且 S方向即为波速 v

的方向 ,由此即可判定 H = Hzez。然后 ,由波阻抗η= 377Ω,以及 E、H 波在时

间上同相变化的基本关系 ,即得其磁场分量为

Hz =
141
377

cos 2π×10
8

t -
x
c

A/ m ,  Hy = Hx = 0

(2 ) 传播方向可由 S = E× H = Eey× Hez = EHex 判定为 x 轴正向其余各

参数如下 :

f =
ω
2π

=
2π× 10

8

2π
= 10

8
Hz

v = c = 3× 10
8

m/ s

λ=
v
f

= 3 m

k =
2π
λ

= 2.094 rad/ m
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  5 - 5  在远离辐射源的相距为 r 的区域中 , 已知电磁波的电场为

E =
100

r
sinθcos(ωt - 2.09×10

- 2
r ) eθ V/ m。设该区域的ε=ε0 ,μ=μ0。求 :

(1 ) 此电磁波的磁场 ;

(2 ) 此电磁波的传播方向、波长和频率 ;

(3 ) 每单位时间通过每单位面积的能量平均值。

[解题思路 ]

� ��首先 ,应根据题设条件 ,判定该给定的在理想介质 (ε0 ,μ0 )中的电磁波的

基本特征 :1. 由等相位面方程 r = Const ,可知其为球面波 ; 2. 电磁波传

播方向为沿球坐标 r 增加的方向 ;其次 , 按理想介质中电磁波传播特

性———波阻抗η[式 (5 - 59 ) ] ,以及 E、H波在时间上同相变化的基本关

系 ,即可解出待求电磁波的磁场分量 ;

� ��按该电磁波 E、H 的数学表达式 ,结合电磁波的物理概念 ,当可得知其传

播方向、波长和频率等传播特性参数 ;

� ��待求的每单位时间通过每单位面积的能量平均值 ,即电磁功率流面密度

矢量 S(单位 : W/ m2 ) ( 5.2 节 )。

[解 ]  (1 ) 根据题设的 E,如“解题思路”的分析 ,可知该电磁波为球面波 ,

且波阻抗η= 377Ω,以及 E、H波在时间上同相变化 ,故由此可得

H =
100

377 r
sinθcos(ωt - 2.09×10

- 2
r) e� A/ m

(2 ) 传播方向由 E× H = S可以判定 ,即为 er 方向

由  k = 2.09×10
- 2
可知 , k =

ω
v

=
2π
λ

= 2.09×10
- 2

,故λ= 300 m

ω= 2πf = kv = 2.09×10
- 2
×3×10

8
rad/ s = 6.27×10

6
rad/ s

f =
6.27×10

6

6.28
Hz = 106 Hz

(3 ) S ��= E× H =ηH2 er =ωv =ε0 E2 ver

= 8.85×10
- 12 100

2 r
sinθ

2

×3×10
8 er = 13.26

sin
2
θ

r
2 er

5 - 6 设在真空中 ,有一沿铅垂线方向线性均匀极化且以频率 f = 108 Hz随时

间作正弦变化的 TEM波 ,测得此 TEM波的电场强度 E(有效值) = 0.1 V/ m。求:

(1 ) 此 TEM 波的电场波 E( r, t ) ;

(2 ) 此 TEM 波的磁场波 H( r, t) ;

(3 ) 此 TEM 波的波长λ、周期 T、相速 v、波数 k以及波的传播方向 ;

(4 ) 每单位时间通过每单位面积的能量平均值。
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  [解题思路 ]

� ��波的极化概念 ( 5.7.2 节 )确定地描述了电场强度矢量随时间在等相位

面上的变化轨迹。因此 ,按题设 ,在合宜地选取某一坐标轴与铅垂线相

重的前提下 ,结合其他给定条件 ,即可简洁地写出待求 TEM 波电场波的

数学描述 ;

� ��按理想介质中电磁波传播特性———波阻抗η[式 ( 5-59 ) ] ,以及 E、H 波

在时间上同相变化的基本关系 ,即可求得该 TEM 波的磁场波 ;

� ��待求的每单位时间通过每单位面积的能量平均值 ,即电磁功率流面密度

矢量 S(电位 : W/ m
2

) ( 5.2 节 )。

[解 ]  ( 1) 取坐标系 x Oy,设 x 轴正向与 TEM 波传播方向一致 ,且取 y 轴

方向为电场波方向 ,则电场波可记作 (令φE = 0 ) : ��

Ey ( x , t ) = 20.1sin 2π×10
8

t -
x
c

= 0.1414sin( 2π×10
8

t - 2.094 x ) V/ m

Ey = Eyey

(2 ) 磁场波为 : ��

Hz ( x , t ) =
0.1414

377
cos 2π×10

8
t -

x
c

=
0.141

377
cos[2π×10

8
t - 2.094 x] A/ m

Hz = Hzez

(3 ) ��λ=
2π
ω

v =
v
f

=
3×10

8

10
8 m = 3 m   �T =

1
f

= 10
- 8
秒/ 周

v = 3×108 m/ s k =
2π
λ

= 2.094 rad/ m

(4 )   S l= E× H =
E

2

η
ex =ηH2 ex =ωv =εE2 vex

= 8.85×10
- 12
× ( 0.1)

2
×3×10

8 ex = 0.2655×10
- 4 ex W/ m

2

5 - 7 已知自由空间中某一均匀平面波的电场强度  E
 ·

 = (100ex + j100ey )e - j2πz/ 3 ,

试决定该波的 k、v、ω、λ、φx、φy、 H
 ·

 的表达式及 E和 H的瞬时表达式。

[解题思路 ]

� ��本题均匀平面波  E
 ·

 采用了复矢量表示法 (4.1.4 节 ) ,基于电磁波的物理

概念 ,当可由所给定的复数表示式中逐一确定该平面波的各个传播特性

参数。值得指出的是 ,当由给定的电场强度  E
 ·

 确定其相应的磁场强度  H
 ·

 时 ,应在满足已知该平面波沿 z 轴正向传播的前提下 ,分别按给定的  E
 ·

x

 和  E
 ·

y  求得相应的  H
 ·

y  和  H
 ·

x  ,然后再合成所得的  H
 ·

y  和  H
 ·

x  ,导出待求的磁

场强度  H
 ·

 ;

� ��基于线性媒质 (自由空间 )中的电磁波问题 ,可应用叠加原理 ,如同上述 ,

由  E
 ·

 求  H
 ·

 。同样 ,可应用叠加原理 ,由  E
 ·

 、 H
 ·

 的频域形式的解答经反变换
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求得 E( z , t )和 H( z , t )的时域形式的解答。

[解 ]  在自由空间中 ,该均匀平面波的波速 v = c = 3×10
8
m/ s ,根据  E

 ·
 的表

达式 ,可知相位常数 k =
2π
3

rad/ m ,故 ω= k v = 2π×10
8
rad/ s ,λ=

2π
k

= 3 m ,又由

 E
 ·

x  = 100e
- j

2π
3

z
,  E
 ·

y  = j100e
- j

2π
3

z
,可得�x = 0°,�y = 90°,同样 ,根据  E

 ·

 的表达式可

见 ,该均匀平面波沿 z 轴正向传播。因而 ,对应于  E
 ·
 的  E
 ·

x  分量 ,可知其相应的磁

场强度分量为

 H
 ·

y  =
E
 ·

x

η
= 0.27e

- j
2π
3

z
;

而对应于  E
 ·

 的  E
 ·

y  分量 ,其相应的磁场强度分量为

 H
 ·

x  = -
E
 ·

y

η
= - j0.27e

- j
2π
3

z

从而 ,基于叠加原理 ,可得待求的磁场强度为

 H
 ·
 = (0.27ey - j0.27ex ) e - j

2π
3 z

经反变换 ,同样 ,基于叠加原理 ,由反变换可得该均匀平面波时域解为 :

E ( z , t ) = 100 2cos ωt -
2π
3

z ex - 100 2sin ωt -
2π
3

z ey

和 H( z , t ) = 0.27 2sin ωt -
2π
3

z ex + 0.27 2cos ωt -
2π
3

z ey

5 - 8  有一频率为 30 MHz的均匀平面波在无损耗的介质中沿 ex 方向传

播。已知该介质的ε= 20 pF/ m 和μ= 5μH/ m。 E只有 ez 分量且初相为零。当

t = 6 ns , x = 0.4 m 时 ,电场强度值为 800 V/ m ,求 E和 H的瞬时表达式。

题 5 - 8图

[解题思路 ]

� ��根据题意 ,首先 ,给出均匀平面波的电场 E 的一般表达式 : E ( x , t ) =

2 Ecos(ωt - kx) ez ;然后 ,由已知 f、ε、μ,以及当 t = 6×10
- 9

s, x = 0.4 m

时 , E( 0.4 , 6× 10 - 9 ) = 800 V/ m 的给定条件 , 即可得出 E ( x , t )的确

定解 ;  

� ��当解出 E ( x , t )后 , 根据该均匀平面波的

传播方向、传播特性参数η,即可继续得出

相应的 H( x , t )的确定解。

[解 ]  如图示 , 该均匀平面波沿 ex 方向传

播 ,其相速 :

v =
1

με
= 10

8
m/ s

ω= 2πf = 6π×10
7

rad/ s
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波数 k =
ω
v

= 0.6πrad/ m

波阻抗 η=
μ
ε

= 500Ω

设如图示 , E( x , t ) = 2 Ecos(ωt - k x) ez ,现由题设

800 = 2 Ecos (6π×107·6×10 - 9 - 0.6π·0.4 ) = 2 Ecos 0.12π

即 2 E =
800

cos0.12π
= 0.8 kV/ m

故得 E( x , t ) = 0.8cos( 6π×10
7

t - 0.6πx ) ez kV/ m

根据该均匀平面波的传播方向、波阻抗 ,可知其磁场强度为

H( x , t ) = -
2 E
η

cos(ωt - k x) ey = - 1.6cos( 6π×10
7

t - 0.6πx) ey A/ m

5 - 9  在自由空间中 ,一正弦稳态均匀平面电磁波的波长为 12 cm。当该

电磁波进入一无损耗媒质后 , 其波长变为 8 cm ,且此时电场强度的幅值 Em =

50 V/ m ,磁场强度的幅值 Hm = 0.1 A/ m。求该平面电磁波的频率 f 以及无损

耗媒质的μr 和εr。

[解题思路 ]

� ��在由不同媒质构成的空间中 ,频率一定的电磁波将在不同媒质中呈现不

同的传播速度、不同的波长、不同的波阻抗等。这些传播特性参数的变

化完全取决于媒质 ,即与相应媒质的电磁性能参数 (μr ,εr )相关联。

[解 ]  根据题设的该均匀平面波在自由空间中传播的参数 , 可知其交变

频率  

f =
c
λ0

=
3×10

8

12×10
- 2 Hz = 2.5×10

9
Hz

由此可知 ,在无损耗媒质中 ,波速变为

v =λf = 8×10 - 2×25×108 m/ s = 2×108 m/ s =
1

με
( 1)

另知该无损耗媒质的波阻抗为

η=
E
H

=
μ
ε

=
50

0.1
Ω= 500Ω ( 2)

联合求解式 (1 )和式 ( 2) ,即可得无损耗媒质的电磁性能参数为 :

μr = 1.989   (μ= 25×10
- 7

H/ m)

εr = 1.131   (ε= 10 - 11 F/ m)

5 - 10  在导电媒质 (参数为 μ0 ,ε0 和γ)中有一沿 z 轴方向传播的均匀平

面波。

(1 ) 试决定单位体积中热功率损耗的瞬时值和平均值 ;
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(2 ) 决定横截面为单位面积 ,长度为 0—∞的体积中耗散的平均功率 ;

(3 ) 决定坡印廷矢量的平均值 ,并据此重求 (2 ) ;

(4 ) 试将 ( 2)和 (3 )的结果相比较 ,以良导体为例说明两者是否相等。

[解题思路 ]

� ��关于电磁波在导电媒质中传播而伴随生成的能量、功率耗散问题的分

析 ,首先 ,必须把握其关键的传播特性参数 :传播常数 ke 与波阻抗 ηe

(5.8.2 节 ) ;然后 , 在设定导电媒质中 E、H 一般式 [式 ( 5 - 157 )和式

(5 - 158) ]的基础上 ,可采用以下两种求解方法 ;

(1 ) 基于焦耳—楞次定律的微分形式 ( 3 - 8 )的方法 :

此时 ,按式 ( 3 - 8 )即得待求的单位体积内的热功率损耗 ,进而可对应于一周

期的时间变化 ,求其平均值。然后 ,继续沿波的传播方向累加上述的热功率损

耗 ,则可解得沿波传播方向 , 横向取单位截面积的柱形导电媒质中耗散的平均

功率。  

(2 ) 基于坡印廷定理 ( 5.2 节 )的方法 :

此时 ,按式 ( 5 - 28) 可求得坡印廷矢量的平均值 ,其物理意义表征了电磁功

率流 面 密 度 矢 量 的 平 均 值。因 而 , 再 遵 循 坡 印 廷 定 理 , 通 过 计 算

-∮
S
Sav·dS 即可解得沿波传播方向 ,横向取单位截面积的柱形导电媒质中

耗散的平均功率。

� ��在比较上述两种方法的计算结果时 ,按题意 , 当应在良导体条件下 , 即

γ>>ωε,展开相应的分析。

[解 ]  (1 ) 设 E、H 的一般式为 :

E ( z , t ) = Ex ( z , t ) ex = Em e
- k″z

cos(ωt - k′z ) ex

和 H( z , t ) = Hy ( z , t ) ey =
Em

|ηe |
e

- k″z
cos(ωt - k′z - θ) ey

其中 ,传播常数

ke =ω μ珓εe =ω με 1 +
γ

jωε
=
ωμγ

2
( 1 - j) = k′- j k″

波阻抗 ηe =
μ
珓εe

=
μ

ε 1 +
γ

jωε

=
ωμ
γ

e
j
π
4 = |ηe | e

j
θ

基于焦耳—楞次定律 ,可知单位体积内的热功率损耗为

p′= E·Jc =γ| E |
2

=γE
2
m e

- 2 k″z
cos

2
(ωt - k′z )

故其平均值为 P′=
1
T∫

T

0
p′d t = γE2

m e- 2 k″z·
1

2π∫
2π

0
cos2 (ωt - k′z) dωt =

γE
2
m

2
e- 2 k″z

(2 ) 在 z = 0 至 z =∞之间单位横截面积的柱体中的平均功率损耗为
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P =∫
∞

0
P′·d z =

γE
2
m

2∫
∞

0
e

- 2 k″z
d z =
γE

2
m

4 k″

(3 ) 坡印廷矢量的复数形式为

珘S =  E
 ·
 ×  H
 · *
 =

1
2

Em e
- k″z

e
- j k′zex×

Em

|ηe |
e

- k″z
e

j k′z
e

jθey =
E

2
m

2 |ηe |
e

- 2 k″z
e

jθez

故其平均值为

Sav = Re [珘S] =
E

2
m

2 |ηe |
e

- 2 k″z
cosθez

从而 ,基于坡印廷定理 ,可知流入题设体积中的平均功率为

-∮
S
Sav·d S = -

E
2
m

2 | ηe |
cosθe - 2 k″z

z = ∞

z = 0
=

E
2
m

2 | ηe |
cosθ

(4 ) 对于良导体 ,应有 γ>> ωε, k′= k″≈
ωμr

2
,故由 ( 2 )所得的平均功率

损耗  

P =
γ

4 k″
E

2
m =

1
2
γ

2ωμ
E

2
m

而由 (3 )所得的流入相应体积的平均功率为

-∮S
Sav·d S = -

E
2
m

2
ωμ
γ

cos45°=
1
2
γ

2ωμ
E

2
m

由此可见 (2 )、(3 )结果相等 ,即柱体中平均热功率损耗等于坡印廷矢量的平均值

流入该体积的净通量。

5 - 11  设有一均匀平面波在一良导体内传播 ,其传播速度为光在自由空间

波速的 0.1 % ,且波长为 0.3 mm ,若该良导体的磁导率为μ0 ,试决定该平面波的

频率及良导体的电导率γ。

[解题思路 ]

� 本题求解的要素为

(1 ) 良导体 :即应满足γ>>ωε的条件 ;

(2 ) 已知该均匀平面波在良导体中的传播速度 v 和波长λ,故从 v 和λ的

计算关系式着手分析 ,当能获得该均匀平面波待求的频率及良导体的电导率γ。

[解 ]  对于良导体 ,传播常数 ke =
ωμγ

2
(1 - j ) = k′- j k″,由此 ,在良导体

中波速 v =
ω
k′

=
2ω
μγ

,波长λ=
2π
k′

= 2π
2
ωμγ
。

现题设为非磁性材料 ,μ=μ0 ,故由 vλ=
4π
μ0γ

,代入题设的 v = 0.1%·c,
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λ= 0.3×10
- 3

m ,即可得

γ=
4π
μ0 vλ

=
4π

4π×10
- 7
×0.001×3×10

8
×0.3×10

- 3 = 1.111×10
5

S/ m

和 f =
v
λ

= 10
9

= 1 GHz

5 - 12  某仪器正常工作的条件要求其所在处的外界磁场强度 H < 0.01A/ m,

题 5 - 12 图

为此必须采取电磁屏蔽措施 ,如题 5 - 12 图所示 , 若今实

测到在无限大屏蔽板外平表面处工频的干扰电磁场的磁

场强度值为 H0 = 10 A/ m。试按平面电磁波正入射到平

表面的半无限大媒质的观点 ,求 :

(1 ) 若采用铝板屏蔽 ,所需屏蔽板的厚度多大 ? (铝

的电导率γ= 3.5×10
7
S/ m ,μ≈μ0 ) ;

(2 ) 若采用铁板屏蔽 , 则所需屏蔽板的厚度又多大 ?

(铁的电导率γ= 8.3×10
6
S/ m ,μ= 2000μ0 ) ;

(3 ) 若干扰电磁场为甚高频电磁场 ,则应采用哪种

材料 ?  

[解题思路 ]

� ��本题应按平面电磁波正入射到平表面的半无限大媒质 ( 5.6.3 节 )的条

件 ,展开分析。此时 ,对应于电磁波透射到良导体媒质中的工况 ,必将产

生“集肤效应”(5.8.4 节 ) ,故可通过电磁波的衰减因子 ,即 e
- k″l

( l 为起

自于屏蔽板表面 ,以与表面正交的方向 ,透入相应良导体的“深度”,即待

求的屏蔽板厚度 ) ,得出所求解答 ;

� ��当屏蔽对象为甚高频电磁场时 ,基于电磁波在良导体中传播时 , 其振幅

迅速衰减的基本特性 ,应采用良导体。

[解]  按题意 ,电磁波衰减率应为

e
k″l

=
10

0.01
= 1000

故屏蔽板厚度应至少为 l =
1
k″

ln1000 =
6.9078

k″

(1 ) 铝 : k″=
ωμγ

2
= 83.121/ m

l =
6.9078
83.12

= 8.31 cm

(2 ) 铁 : k″=
ωμγ

2
= 1810.21/ m

l =
6.9078
1810.2

= 0.3816 cm

581



(3 ) 应采用良导体 (铜、铝等 )。

题 5 - 13 图

5 - 13  设空间有一沿 x 轴取向的线性极化波 ,正

入射于一完纯导体的表面 ,如题 5 - 13 图所示。已知

 E
 · +

x1  = 200e
j10°

e
- j kz

V/ m。

(1 ) 求电场强度及磁场强度的反射分量和透射分

量 (相量形式 ) ;

(2 ) 导体表面的面电流密度 ;

(3 ) 写出电场强度和磁场强度的瞬时表达式。

[解题思路 ]

� ��根据题意 ,此为一均匀平面电磁波正入射于平表面的半无限大理想导体

的问题 ,应按 ( 5.6.3 节 )的理论分析结果 , 在全反射的物理条件下 ,展开

分析 ;

� ��分析的关键点在于投射面处电磁波场量  E
 ·

 、 H
 ·

 所应遵循的物理条件 ,即

不同媒质分界面处的 BC[式 ( 5 - 9 )—式 ( 5 - 12) ]。

[解 ]  (1 ) 由题设  E
 · +

x 1  ( z ) = 200e
j10°

e
- j k z
可知 ,  H

 · +
y1  ( z ) =

1
η
 E
 · +

x 1  。然后 ,由

全反射条件可得 :在完纯导体中的透射波为零 ;反射波的分量分别为 :

 E
 · -

x 1  ( z) = - 200e
j10°

e
j kz
  和    H

 · +
y1  ( z ) =

200
377

e
j10°

e
j k z

(2 ) 根据投射面 ( z = 0)处的边界条件 ,应有 :

 K
 ·
 = - ez×  H

 · +
y1  (0 ) -  H

 · -
y1  (0 ) =

1
η
 E
 · +

x 1  -  E
 · -

x1  ex
z = 0

= 1.061ej10°ex

即 K = 1.06 2cos (ωt + 10°) ex A/ m

(3 ) 在完纯导体 (γ→∞ )内 ,透射波  E
 ·

2  =  H
 ·

2  = 0。在媒质 (μ1 ,ε0 )空间内 ,由

入射波与反射波合成的电场强度与磁场强度分别为 :

 E
 ·

x 1  ( z ) ��=  E
 · +

x1  ( z ) +  E
 · -

x 1  ( z) =  E
 ·

x1  (e
- j kz

- e
j kz

) = - 2j·200e
j10°

sin( kz )

= 400e
- j80°

sin( kz )

和  H
 ·

y1  ( z) ��=  H
 · +

y1  ( z ) -  H
 · -

y1  ( z ) =
1
η

(  E
 · +

x1  e - j k z -  E
 · -

x 1  ej k z ) =
2 E
 ·

x1

η
cos( kz )

= 1.061e
j10°

cos( kz)

对应的时域解 (瞬时表达式 )为 :

 E
 ·

x 1  ( z , t ) = 2·400sin( kz )cos(ωt - 80°) V/ m

和 H y1 ( z , t) = 2·1.061cos( kz )cos(ωt + 10°) A/ m

5 - 14  已知一均匀平面电磁波 E = Eyey = ey Ey m cos (ωt - k x )由空气正入

射到一平表面的良导体 (如题 5 - 14 图所示 ,该导体充满 x > 0 的半空间 ,其电
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导率γ= 5.8×10
7
S/ m ,磁导率μ=μ0 )。求 :

题 5 - 14 图

(1 ) 该电磁波对于良导体的透入深度 d ,并

求在 x = d 处电场强度值与 x = 0 处电场强度

值的比值多大 ?

(2 ) 若该良导体的电导率γ→∞ ,则将呈现

何种物理现象 ? 求此时的透入深度 d 及良导体

表面 ( x = 0 )处电场强度和磁场强度值。

[解题思路 ]

� ��根据题意 ,此为一均匀平面电磁波正入

射于平表面的半无限大导体的问题 ,应按 ( 5.6.3 节 )的理论分析 ,并按

电磁波在良导体中传播的特性 (5.8.4 节 ) ,即在“电的集肤效应”工程分

析观点下 ,展开分析 ;

� ��当所论导体的电导率 γ→∞ , 即该导体被理想化为完纯导体时 , 则按

(5.6.3 节 )的理论分析 ,“电的集肤效应”将被呈现在该导体 (完纯导体 )

表面 ( x = 0)处的“全反射效应”所取代。

[解 ]  (1 ) 此时 , 电磁波的透入深度 d =
1
k″

=
2
ωμ0γ
。由波的衰减因子

e
- k″x

,可知当 x = d 时电场强度值与 x = 0 处电场强度值的比值为

E
x = d

E
x = 0

= e
- 1

= 0.368

(2 ) 当该良导体的电导率γ→∞时 ,将呈现全反射 (亦称驻波 )现象。此时 ,

由透入深度 d 的计算关系式可见 ,当γ→∞时 ,电磁波的透入深度 d 为零 ,且基

于电磁波投射面 ( x = 0 )处的 BC,应有

E合成
x = 0

= 0

H合成
x = 0

= 2 Hz m = 2
Ey m

η
= 2

Ey m

377
= 5.305×10 - 3 Ey m A/ m

5 - 15  由远处辐射源激励产生的一正弦稳态均匀平面电磁波 ,在空气中某

点现测得其坡印廷矢量的平均值 Sav = ( - ey ) 100 mW/ cm
2

,频率 f = 10 MHz。

若设电场强度 E的方向沿 z 轴正方向 ,试求 :

(1 ) 该正弦稳态 (时谐 )电磁波的 E、H 的瞬时表达式 ;

(2 ) 如该平面电磁波垂直入射到一无限大的平表面的玻璃板上 ,且设玻璃

表面位于 x Oz 坐标平面 ,玻璃板厚度看作为无限大 ,求反射电磁波的 Er 和玻璃

中透射电磁波的 Ht (玻璃的εr = 4 ,μr = 1 )。
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[解题思路 ]

� ��据题设 ,应从坡印廷矢量的平均值 Sav [式 ( 5 - 26) ]分布着手分析。注意

到 ,电磁波的传播特性参数η(波阻抗 )关联了时变电场 E与时变磁场 H

振幅值之间的量值关系 [式 ( 5 - 60 ) ] ,因而 ,例如 ,在设定 E的初相位条

件下 ,即可按正弦量的三要素 :角频率、振幅和初相位 ,写出待求的 E、H

的瞬时表达式 :

� ��当平面电磁波正入射到一无限大的平表面媒质时 ,应按 5.6.3 节的理论

分析 ,可基于工程上反射和透射系数的描述 ,直接写出相应的反射电磁

波的 Er 和透射电磁波的 Ht 的解答。

[解]  (1 ) 由 Sav = Re[  E
 ·
 ×  H
 · *
 ] =

E
2

η
( - ey )可得电场强度的有效值

E = Savη= 100× ( 10
- 3

/ 10
- 4

)×377 V/ m = 614 V/ m

现若设电场强度 E( t )的初相位�E = 0 ,可定义该时谐电磁波的电场强度

E( y, t ) = 2 Ecos(ωt + ky)

式中 ,波数 k =ω με= 2πf μ0ε0 ,故代入题设的给定值即得

E ( y, t ) = ez 2614cos(2π× 10
7

t + 2π× 10
7

4π× 10
- 7
× 8.85× 10

- 12
y) V/ m

= ez868.3cos( 6.28× 10
7

t + 0.2095 y) V/ m

基于传播特性参数η,该时谐电磁波的磁场强度为

H( y, t) =
Ez m

η
cos(ωt + ky)( - ex ) =

868.3
377

cos(6.28× 10
7

t + 0.2095 y)( - ex )A/ m

= 2.303cos( 6.28× 10
7

t + 0.2095 y) ( - ex ) A/ m

  (2 ) 由题设 ,可知两种介质的特性阻抗分别为 :

η1 =
μ0

ε0
= 377Ω,    η2 =

μ
ε

=
μ0

4ε0
= 188.5Ω

由此可得在垂直入射电磁波情况下 ,介质交界面上的反射和透射系数分别为 :

R =
η2 - η1

η2 +η1
=

188.5 - 377
188.5 + 377

= - 0.333  和  T =
2η2

η2 +η1
=

2×188.5
188.5 + 377

= 0.666

因此反射电磁波的电场强度

Er ( y, t) = REm cos(ωt - ky) ez = - 0.333×868.3cos(6.28× 107 t - 0.2095 y)ez

= - 289.14cos( 6.28× 10
7

t - 0.2095 y) ez

透射电磁波的磁场强度 Ht ( y, t ) =
T Em

η2
cos(ωt + k′y) ( - ex )

式中对应于玻璃介质中的波数

k′=ω μ′ε′= 2π×10
7

4π×10
- 7
×4×8.85×10

- 12
rad/ m = 0.419 rad/ m
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代入之 ,即得

Ht ( y, t ) =
0.666× 868.3

188.5
cos( 6.28× 10

7
t + 0.419 y) ( - ex ) A/ m

= 3.0678cos( 6.28× 10
7

t + 0.419 y) ( - ex ) A/ m

  5 - 16  一内部为空气的矩形金属波导 (截面尺寸为 25 mm×10 mm) ,当频

率 f = 10
4

MHz的电磁波进入波导后 , 该波导可传输什么波型电磁波 ? 当波导

中填充εr = 4 的理想介质后 ,其传输的波型有无变化 ?

[解题思路 ]

� ��本题系给定结构的矩形波导中横电波 ( TE 波 )与横磁波 ( TM 波 )可传输

波型的判定问题 (5.9.3 节 ) ,其关键分析点在于由截止波长λc m n [式 ( 5 -

205) ]或截止频率 fc m n [式 ( 5 - 206 ) ]所决定的物理条件。

[解 ]  由式 (5 - 206)可得本题矩形空气波导的截止频率为

fc m n = 3×10
8

400 m
2

+ 2500 n
2

故其各阶波型的截止频率分别为 : ��

TE10波  f c10 = 6 GHz;       TE01波  f c01 = 15 GHz;

TE11和 TM11波  f c11 = 3×10
8

400×1 + 2500×1 Hz = 16.15 GHz;⋯

更高阶波型的截止频率更高。由此可见 ,当今工作频率为 f = 10
4
MHz = 10 GHz

时 ,仅能传输的波型为 TE10波。

当波导中填充εr = 4 的理想介质后 ,则各阶波型的截止频率应为

f′c m n =
3
2
×10

8
400 m

2
+ 2500 n

2

故对应的各阶波型的截止频率将变化为 : ��

TE10波  f c10 = 3 GHz;        TE01波  f c01 = 7.5 GHz;

TE11和 TM11波  f c11 = 8.075 GHz;

TE20波  f c20 = 6 GHz; TE30波  f c30 = 9 GHz;

TE21和 TM21波  f c21 = 9.605 GHz; TE31和 TM31波  fc31 = 11.7 GHz;

TE40波  f c40 = 12 GHz;⋯

由此可见 ,此时除可传输 TE10波外 , 还可传输 TE01、TE11、TM11、TE20、TE30、

TE21、TM21波。

5 - 17  若内充空气的矩形波导尺寸为 b < a < 2 b,工作频率为 3 GHz。现

如要求该工作频率至少高于主模 TE10波的截止频率的 20% , 且至少低于 TE01

波的截止频率的 20%。试求所设计波导尺寸 a 和 b的取值范围。

[解题思路 ]

� 本题系在给定传输一定频率范围的横电波 ( TE 波 )的要求下 ,确定矩形
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波导结构尺寸的典型工程问题。根据 ( 5.9.3 节 )的理论分析 ,解题的出发点应

归结为由式 (5 - 206)给定的截止频率 f cm n的计算关系式。

[解 ]  在矩形空气波导中 , TE10波和 TE01波的截止频率分别为 :

f c10 =
1

μ0ε0

1
2 a

=
c

2 a
 和  fc01 =

1

μ0ε0

1
2 b

=
c

2 b

按题意 ,所设计的波导尺寸应满足如下要求 :

3×10
9

Hz ≥
c

2 a
×1.2 ( 1)

3×10
9

Hz ≤
c

2 b
×0.8 ( 2)

联立求解式 (1 )和 ( 2) ,可得波导尺寸的取值范围为 :

a≥0.06 m , b≤0.04 m
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附录一  本科生期中、期末典型试题

本科生期中试题

一、填充题 : (20 分 )

1. 静电场基本方程的积分形式是 - 糷          ,相应的微分形式

是 - ��          。由此从数学、物理概念上可把静电场称作为 - ��   

- 荇         。

2. 静电场引入电位函数φ作为辅助物理量的前提在于 - 綥        

- �  。基于电位函数φ,静电场的基本规律性可归结为 - 卷          。

3. 静电场中不同介质分界面上的边界条件可应用场量 E、D描述为 - 繌   - ��

       和 - �0          。若应用电位 φ,则相应地可描述为

- 姥          和 - 姥          。

4. 对于导体 (媒质 1 )和介质 (媒质 2 )分界面上的边界条件 ,应描述为 - 羢  

- `        。

5. 在无限大由空气媒质构成的空间中 ,若置有一孤立的球形导体球 (球半

径为 a) ,设其带有电量为 q( q > 0 )的静电电荷 ,则该导球的电位 φ= - 肵    

- �(      ;导球内、外的电场强度 E ( r )分别为 - 鸣     和 - 鸣     ;

在空间中建立的电场能量 We = - 臍          ;对应的电容参数 C =

- �<          ;球表面上每单位面积所受的电场力 Fe ,其大小为 | Fe |

= - 泡          ,方向为 - 泡          。

6. 在 SI 单位中 ,以下电磁量的单位分别是 :

电场强度 E - �      ;电位移矢量 D - �      ;

磁感应强度 B - 锹     ,它与“高斯 ( Gs)”之间的换算关系为 - 锹   ;

磁通� - 萩          ;磁场强度 H - 萩          。

二、( 18 分 )工程上 ,为改善同轴电缆的电气性能 ,即在内、外导体尺寸不变

的条件下 ,力求提高其耐压强度 ,为此采用了多层绝缘结构 ,如图 1 所示。试问 :

(1 ) 若内、外导体间为单一绝缘介质ε, 则电场强度的最大值应出现在何

处 ? 其值多大 ?

(2 ) 如题述 ,为力求提高该电缆的耐压强度 ,其合理的结构应是ε1 >ε2 ,还
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是ε2 >ε1 ? 为什么 ? 描绘两种情况下 | E |～ρ的分布曲线。

图 1

三、( 18分 )在介质的介电常数为ε0的静电场中 , 有一半径为 a的长直圆

图 2

柱体如图 2 所示。已知圆柱体内、外的电位函数

φ1 和φ2 (采用圆柱坐标表示 )分别为  

φ1 = 0 (ρ≤ a)

φ2 = A ρ -
a

2

ρ
cos� (ρ≥ a)

式中 A 为常量。试求 :

(1 ) 证明解答 φ1 和φ2 满足不同媒质分界面 (ρ= a)上的边界条件 ;

(2 ) 求圆柱体内、外的电场强度 E1 和 E2 (在圆柱坐标系中 ,对于位函数 u

有以下矢量分析的微分运算关系式 :

Δ
2

u =
1
ρ
��
��ρ
ρ
��u
��ρ

+
1
ρ

2
��

2
u
���

2 +
��

2
u
��z

2    Δ u =
��u
��ρ

eρ+
��u
ρ���

e� +
��u
��z

ez

  (3 ) 结合工程背景 ,由本题解答试描述该问题的物理实在。

四、( 18 分 )二同心导体球壳间的电压为 U0 ,外球壳接地 ,且与球心 O 相距

d 处有一点电荷 q。求球内、外各点电场强度 E和电位φ(如图 3 所示 ,两球壳

间和外球壳外介质的介电常数分别为ε和ε0 )。

图 3291



  五、(12分 )面积同为 a× b的两块导电平板平行放置 ,间距为 d,它们之间的

空间 ,一半为空气 ,另一半为介质ε,如图 4 所示。现当两导电板间外施电压为 U0

时 ,忽略该导板间电场的边缘效应 ,试求每块板所受的力和介质块的受力。

六、( 14 分 )如图 5 所示 ,点电荷 q1 和 q2 分别位于介质ε1 和ε2 中 ,试述如

何应用镜像法求解介质ε1 和ε2 中的电场 (不必列出解式 ,仅需回答镜像电荷的

设置 ,即镜像电荷的位置、个数、电量大小 ,以及对应的求解的有效区域 )。

图 4 图 5

本科生期末试题

一、填充题 ( 15 分 )

1. (10 分 )电磁场的基本规律性可由电磁场基本方程组 (麦克斯韦方程组 )

予以描述 ,试写出此基本方程组的以下各种表述方式 :

方程的称谓

方 程  
积分形式 微分形式 时谐场中的相量形式

2. (5 分 )凡满足 - 蔔          条件的时变电磁场 ,其在每一瞬间

场量的解答均可按静态场规律进行分析 , 这类时变电磁场称为 - 署       

- �   。在工频 ( f = 50 Hz)激励情况下 ,对有限线度尺寸的电磁装置内电磁场
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的分析与计算 ,都可应用静态场的方法与公式 ,这是因为 - ��              

。

二、( 10 分 )当电磁能量或信号输送给负载时 ,取决于什么因素 ,在工程上 ,

将可分别采取怎么样的“输电线”,以实现所需电磁能量或信号的传输 ?

三、( 15 分 )无损耗同轴电缆尺寸如图 1 所示。求 :

(1 ) 若不计电缆内芯和外导体损耗 ,即 γ→∞ ,则当其一端外接直流电源

U ,另一端接入负载 R ,测得电缆中电流为 I。求电缆的绝缘介质中 P 点的 E

和 H,以及该点的波印廷矢量 S( E、H、S应在图中标记之 ) ;

(2 ) 计算波印廷矢量 S在电缆横截面 S 上的面积分值 ,该值的物理含义是

什么 ?

图 1

四、( 16 分 )无损耗同轴电缆尺寸如上题图示。求 :

图 2

(1 ) 导出单位长度的外电感 Lo 和单

位长度电容 Co ;

(2) 若 D = 5 mm, d = 1.37 mm;介质的

相对介电常数εr = 2.4;相对磁导率μr = 1。

求此电缆的特性阻抗 Zc = Lo/ Co = ?

五、( 20 分 )一长直载流导线平行于

一无限大铁板 (μ→∞ ) ,相距为 h ,通过的

电流 I 方向如图 2 所示 ,求 :
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(1 ) 沿铁板表面任意点处的磁感应强度 B;

(2 ) 铁板内任意点处的磁场强度 H 和磁感应强度 B;

(3 ) 定性描绘场图 ;

(4 ) 载流导线单位长度上所受到的磁场力。

六、(12分 )在真空中 ,一随时间作正弦变化的 TEM 波的电场波为 E( x , t ) =

Ey ( x , t ) ey = 0.1414sin(2π×10
8

t - 2.094 x) V/ m,求 :

(1 ) 此 TEM 波的磁场波 H( t ) (瞬时表达式 ) ;

(2 ) 此 TEM 波的频率 f、波长λ、周期 T、相速 v、相位常数 (波数 ) k 以及波

的传播方向。

七、( 12 分 )今有一均匀平面电磁波 E = 0.1sin 2π×10
8

t -
x
v

ey V/ m 从

真空正入射到一平表面的良导体 ,如图3所示。设该导体充满 x > 0的半空间 ,其

图 3

电导率γ= 5.8×10
7

S/ m ,磁导率 μ=μ0。求 :

(1 ) 该电磁波对于良导体的透入深度 d ,以

及在该处电场强度的振幅值 ;

(2 ) 若该良导体的电导率γ→∞ ,则将呈现

何种物理现象 ? 并求此时的透入深度 d ,以及表

面处 ( x = 0 )的电场强度和磁场强度值。
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附录二  硕士研究生入学典型试题

一、填充题 : (15 分 )

1. 为分析与解算电磁场问题的需要 ,在动态电磁场中 ,通常应用的辅助位

函数为 - 簝     和 - 簝     。它们和基本场量 B、E之间的关联分别为 - 簝 

- ��    和 - �%     ;和场源 J( r′, t)与ρ( r′, t )之间的关联 ,可由 - �%    

- F      方程予以描述 ,其数学表达式形式如下 : - 磺         。

2. 在脱离电磁激励源后 ,电磁波在单位时间内通过单位面积的能量可表示为

- ��        (单位 : - ��   ) ,它在空间传播的方向可由 - ��    来确定。

3. 在电磁场工程中 ,凡可作为准静态场处理的问题 ,均应满足 - 江     

- 宦     条件 ,例如 - 綩                       。

4. 电磁波在导电媒质中传播时 ,所谓透入深度 d 指的是 - 抉        - ��

                   ,它与有关物理量间的关系是 - 繐  

- ��  ;波的传播速度将比在真空中的传播速度 (光速 ) - �5    ,它和有关物理量

间的关系是 - 雷          。

二、( 14 分 )如图 1 所示 , S 为变压器铁心 , 其中磁通随时间交变 [�( t ) =

0.002cos(314 t) Wb]。绕于铁心上的开路线匝的两个线端 A 和 B,分别通过如图

所示的导线接至两个结构全同的电动式伏特表 和 。设线匝的电阻为 R ,伏

特表的内阻为 RV ,且 RV >> R,并假设空间中无漏磁通。求两个伏特表的读数。

图 1

三、( 20 分 )一内、外导体半径分别为 a1、a2 的偏心电缆 (图 2 ) ,其二轴线间

的距离为 d1 ,内、外导体间外施电压 U0 (外导体接地 )。在离外导体轴线为 d2

处 ,平行放置有一线电荷为τ,半径可忽略不计的导线。求 :
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(1 ) 电缆内、外场分布 ( E ,φ) ;

(2 ) 电缆内、外导体间每单位长度的电容 ;

(3 ) 现若电缆内介质ε为非理想电介质 , 有漏电 ,其电导率为 γ,则每单位

长度的电导为多大 ?

图 2 图 3

四、( 15 分 )管式电除尘器如图 3 所示。半径为 r1 的圆柱形内电极 (电晕

线 )周围积聚有体电荷密度ρ为一常量的电晕电荷。电晕的外半径为 r0。内电

极的电位为 - φ0 ,半径为 r2 的管状外电极 (收尘电极 )接地。求 :

(1 ) 内、外电极间电位φ;

(2 ) 内、外电极间电场强度 E的分布。

五、(16 分 )一磁场探测线圈的内、外半径分别为 R1、R2 ,在其圆环形线圈的

截面 ( R2 - R1 )× b内分布的线匝数为 N。当如图将线圈置于均匀的工频磁场

B( t) = Bmsin(314 t)中时 ,试求该探测线圈中的感应电势值 (有效值)与被测磁场方

位间的关系 ,以及最大与最小的感应电势值 (设探圈轴线与磁场方向间夹角为α)

图 4
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  六、( 20 分 )图示为一深槽异步电机转子的矩形槽 ,设其内矩形铜导条的几

何尺寸 h = 6 cm , a = 1 cm ,磁导率μ1≈μ0 ,电导率 γ= 5.6×10
7

S/ m ,并设转子

铁心磁导率μ2→∞。求 :

(1 ) 若铜导条中通有直流电流 I = 20 A ,试求导条截面中的电流密度 J的

分布 ;

(2 ) 现当铜导条如图 5 所示通以交变电流 i = 28.2sin (ωt ) A 时 ( f =

50 Hz) ,求槽口处导条表面上点 O 处的磁场强度  H
 ·

o  、电场强度  E
 ·

o  , 以及该点的

坡印廷矢量 S的方向 ;

(3 ) 由 ( 2) ,续求导条截面中电流密度有效值 J的分布 ,并图示描绘之。

图 5
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