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第 2 版前言

这次第 2 版对本书做了一次全面的修正，并且添加了第六章的

§6.6, §6.7 和 §6.8，把原来的 §6.6 改成 §6.9. 所添加的三节主要是引进

大范围的抽象曲面（二维黎曼流形）的概念，并且在抽象曲面上系统地

展开它的几何学，也就是独立地、以内在的方式讲述内蕴微分几何．

作为本科生的“微分几何＇课可以把 §6.6, §6.7 和 §6.8，以及第

七章作为选讲内容，也可以供学生自学用这部分内容对千学生进一

步了解内蕴微分儿何有很大的帮助，也为学生今后学习后续的微分几

何课程有帮助

陈维桓

2017 年 5 月于北京大学



前 言

本书是基础数学专业本科课程”微分几何＇的教科书，它的前身是

我在 1990 年编写出版的《微分几何初步》．自从《微分几何初步》问

世以来，北京大学数学学院一直以该书作为＂微分几何＇课程的教材，

我亲自讲授该书也有十多年了．经过长期的教学实践，我们感到该书

条理性强，简明扼要，节奏明快，重点突出，取材和体例都很适用于教

学的需要同时，该书也受到许多兄弟院校同行的好评，并且被采用为

“微分几何＂课程的教材或教学参考书．因此，该书在 1995 年获得教育

部优秀教材一等奖．但是，该书出版 15 年以来，微分几何课的教学改

革已经取得很多进展，在教学实践中也积累了更多的经验，因此有必要

在此基础上编写新的教科书．有幸的是，我们关千编写新的微分几何教

科书的打算被列人教育部“十五”教材规划．本书就是在这种背景下

完成的．

由于《微分几何初步》的取材和体例是成功的，因此这本《微分几

何》仍然采用同样的取材原则和体例，但是在文字上是全部重新写过

的，并且在内容方面吸收了教学改革和教学实践的新鲜经验．大体上

说新的教科书与《微分几何初步》相比较有以下几点改变

1. 加强了曲线的切触阶的叙述增添了密切球面的计算 (§2.6).

2. 增设了新的一节论述存在对应关系的曲线偶，特别是详细解说

了关于 Bertrand 曲线的理论 (§2.7).

3. 增添了正则曲面上在不同的参数表示重叠的部分参数变换的

计算 (§3.1)，这为今后要学习的微分流形理论提供了具体的模型

4. 对曲面在一点的切空间重新作了解释，特别是说明自变量的微

分 du,dv 作为切空间上的线性函数的意义 (§3.2).

5. 重新叙述了保角对应的充分必要条件的证明，增加了等温参数

系存在性的证明 (§3.5).



IV 前言

6. 增加了包络的概念具体地计算了单参数平面族的包络面并

说明了它与可展曲面的关系 (§3.6).

7. 通过直接导出法曲率表达式的方式来引进主曲率和主方向的

概念，使得概念的引人更加自然 (§4.2).

8. 引进了指数映射和法坐标系的概念并且改进了关于测地极坐

标系的叙述 (§6.3).

9. 增添了洛伦兹空间中的伪球面理论和负常曲率曲面模型 (§6.4).

10. 增加了大范围的 Gauss-Bonnet 定理的证明 (§6.6).

11. 全面改写了第七章，特别是关千外形式、外微分式、外微分的

叙述使得这些内容更便于初学者接受．在第七章中还增加了大范围

Gauss-Bonnet 定理用外微分法的证明 (§7.5)，增加了在微分几何中外

微分法的应用举例 (§7.6).

12. 全面改写了附录在附录中删除了关千张量概念的叙述，重新

给出一阶偏微分方程组的可积条件的证明，增加了系数为复解析函数

的一次微分式的积分因子存在性的证明，增加了自共扼线性变换的特

征值和特征向量的有关结论，并且编写了数学软件包 MATHEMATICA

的使用入门和用 MATHEMATICA 做微分几何课的几个课件

13. 我们还增添了一些习题并在书末增加了习题解答和提示

由此可见，我们对于第四章和第五章改动比较少．实际上，我们认为在

《微分几何初步》中关于曲面论基本定理的证明是十分清晰的，读者也

很容易理解证明的步骤和方法，关键是一阶偏微分方程组的可积条件，

在曲面的情形该条件就成为 Gauss-Codazzi 方程．原书的这两章的叙

述是简明扼要的，是明白易懂的，因此在新的书中没有做大的变动．但

是在教学实践中，我们感到关于一阶偏微分方程组的可积条件的证明

可以用读者更加容易接受的方式来叙述，因此采用另一种更加直接的

证明．以上所有的变动都来自教学实践目的是使新的教科书更加贴

近读者，便于读者的理解和使用

微分几何课的主要内容是三维欧氏空间中曲线和曲面的理论，

基本上是在 Gauss 的年代巳经完成的，距今已经有 150 年的历史．因

此关千该课程如何进行教学改革，一直有不同的意见大家所关心的
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问题往往是：开设该课程是否是必要的？它能否包括在别的课程里？

它的内容如何现代化？等等．目前在我国虽然大多数综合大学和师范

大学数学系把“微分几何＂课列入了教学计划，但是有的把它作为选

修课，而不是必修课，结果是许多数学系本科毕业生没有学过“微分几

何”课．我们认为，尽管“微分几何＇＇课的内容是经典的，但是它所传

授的数学思想和观念仍然是重要的，应该作为数学系学生的必修课．事

实上，“微分几何＇课大体上安排在“解析几何”“高等代数”和“数学

分析”之后，是本科学生在结束基础课学习后首次遇到的一门综合性

比较强的课程首先，在这门课里要系统地运用解析几何的知识，要运

用微积分的工具特别是要用线性代数知识去处理问题因此“微分几

何＇课是运用这三大基础课知识的理想场所一般来说会用学过的知

识去解决问题能够使学生的成就感油然而生，从而激发起更大的学习

兴趣．另外，微分几何＇课作为几何课，是以培养学生的空间想象能

力和直觉能力为课程的主要任务，而空间想象能力和直觉能力是创造

的源泉之一，特别是通过“微分儿何飞果的学习，学生对于空间观念的

了解和理解将会提高到一个新的水平．再有，目前计算机在各种领域

中的应用越来越普及，几何造型和几何变换的知识需要被更多的人所

掌握，这也是“微分几何＇课的任务之一．因此，我们认为在大学数学

系“微分几何＇课不仅不能削弱，并且需要进一步加强，经典内容的价

值决不能被忽略

“微分几何＇课不仅是要介绍描述曲线和曲面的形状的方法、各

种曲率的概念更重要的是要让学生知道什么是决定曲线和曲面形状

的完全不变量系统也就是说曲线论和曲面论的基本定理应该是“微

分几何＂课的重点． Gauss-Codazzi 方程尽管是＂微分几何＇课中比较

繁杂的内容，但是它是课程的重要组成部分，是理论性比较强的部分，

不能回避它

曲线和曲面的整体性定理是微分几何中漂亮的结果，但是它们的

证明方法相对来说比较专门一点，因此不应该成为本科生的＂微分几

何＇课的内容．我们选择“活动标架和外微分法”作为本书的最后一章

原因很简单，因为活动标架和外微分法是 20 世纪由大几何学家 Elie
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Cartan 发展起来的方法，后来由几何大师陈省身发扬光大，炉火纯青

地、成功地用千微分几何的研究．现在，外微分式和外微分已经成为现

代数学的很有用的工具，在“微分几何＂课中介绍和普及这方面知识

是适宜的在周学时为 4 的情况下，我们经常把第一章到第七章全部

内容作为课程的内容，对千有经验的教员来说完成这样的教学计划并

不很困难．因为在第七章，除了引进新的方法以外，并没有新的几何概

念，所以学生在学习的时候一方面是＂温故知新＇，一方面在用新的方

法观察已知的问题，会激发起更大的学习兴趣．当然，如果周学时是 3,

则只能把第一章到第六章作为课程的内容，而第七章供学生自已进一

步学习使用根据我自己的教学实践证明，低年级学生是能够接受”活

动标架和外微分法”的，而本书所做的改进应该使学生学起来感到更

加容易

本书附录介绍微分方程的几个定理的想法是为了加强本书的自足

性大学基础数学本科的“微分方程”课差不多和“微分几何＂课是同

时开设的．另外，在“微分方程课中，关于一次微分式的积分因子往

往侧重于在特殊情形下寻求它的方法，而不是它的存在性；关千一阶偏

微分方程的可积条件的证明却常常是被忽略的．但是这两件事在微分

几何中是非常重要的，所以我们给出了完整的证明在教学时间有限

的情况下，教员不必讲授这些内容，但是需要讲清楚它们的意义，然后

留给学生自学．关千系数为复解析函数的一次微分式的积分因子存在

性是证明曲面上存在等温坐标系的关键，考虑到现有文献很难找到它

的初等证明，因此本书的附录是这方面文献的必要补充．自共扼线性

变换是线性代数中的重要理论，它在微分几何课程中的应用是引人注

目的，为了方便读者起见，在附录中简单地介绍了我们要用到的有关自

共辄线性变换的主要概念和结果

本书另一个附录是关于用 MATHEMATICA 做微分几何课件．

MATHEMATICA 是功能十分强大的数学软件包．我们在“微分几何'

课的教学改革中，曾经用 MATHEMATICA 显示曲面的图形，特别是

展示从悬链面到正螺旋面的等距变形，收到很好的效果．由千 MATH­

EMATICA 兼有数值计算符号演算和图形显示的功能，对于像＂微
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积分”和“微分儿何“这样综合性比较强的课程它是十分有用的辅助

T具．我曾经在文科学生的“高等数学”课中用一小时讲解 MATHE­

MATICA 的基本使用方法，然后安排一定的上机时间，结合课程让学

生在计算机上学习微积分，收到良好的效果．现在，我们在附录中介

绍用 MATHEMATICA 做微分几何课件，目的也是供学生自学，通过

学生自己动手学习更多的数学知识和儿何知识．如果学生有条件使用

MATHEMATICA 软件包则在微分几何课中可以做很多课件．曾

经有一位本科学生在“微分几何＇课后用 MATLAB 编写了一个程序来

判断两个给定的二次微分形式是否满足 Gauss-Codazzi 方程，他在递

给我看的时候表露出来的兴奋心情至今令人难忘． MATHEMATICA

不仅是学习数学的辅助下具，也是研究数学的辅助工具．我们的附录

应该被看成是学习该软件的初等人门．

我们在本书的最后附加了部分习题的解答和提示，目的是提高本

书的可用性微分儿何的证明题往往比较困难我们的重点是给出证

明题的提示．如果读者熟悉 MATHEMATICA 的话，计算题在原则上

都可以通过该软件来做．

根据我们在北京大学教学的经验，＇微分几何＇的后继课应该是

“微分流形”，一般安排在大学 4 年级开设．原因是，“微分流形＂课

的主要教学目标是扩大空间的观念，并且学习如何处理局部定义的数

学对象和整体定义的数学对象之间的关系，学习光滑流形上的微积分，

这对学生进入现代数学的学习是十分重要的该课程的教材可用本书

的参考文献 [2).

在本书的写作过程中，作者得到北京大学数学科学学院、北京大

学研究生院、北京大学教材建设委员会、北京大学出版社以及国家自

然科学基金（项目号： 10271004) 的支持和资助，作者在此向他们表示

衷心的感谢．北京大学数学学院的多位老师曾经用《微分几何初步》

讲授过“微分几何＂课特别是王长平教授和莫小欢教授现在主持“微

分几何＂课的教学，对《微分几何初步》提供了不少意见和建议，我对

北京大学和兄弟院校的各位老师使用该书、并且提出宝贵的意见表示

衷心的感谢
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本书完成之后，北京大学出版社特别邀请李兴校教授审读一遍，在

此我对他的认真、负责的工作表示感谢．最后，作者对本书责任编辑邱

淑清同志和刘勇同志的卓有成效的辛勤工作和一贯的支持表示深切的

谢意限于作者的水平，本书中的不足之处肯定是存在的，诚恳地希望

读者能不吝指正．

陈维桓

2005 年 6 月千北京大学
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绪论

这是本书的开篇本书是“微分几何＂课程的教材．在这里我们打

算简要地介绍本课程的主要内容和教学目标．

几何学是数学中最古老的一门学科．如果从欧几里得的《几何原

本》 (Elements) 算起，至今已有两千三百多年的历史，而且该学科长盛

不衰，其内涵一直在不断地延展之中，以至于现在人们很难确切地回答

“什么是几何学？”的问题．

相传几何学起源于古埃及尼罗河泛滥后为整修土地而产生的测量

法．它的英文名称 “geometry" 是由 “geo" 和 ''metry" 组成的，其意义

就是＂土地测量＇．在 1607 年利玛窦和徐光启把欧几里得的 Elements

合译成中文，定名为《儿何原本》，｀＇儿何学”的中文译名由此而得，它

十分形象地表现了 “geometry" 的原始的“大小＂含义．

Thales （约公元前 625 年到 547 年）曾经利用两个三角形的全等

性质做过间接的测量工作． Pythagoras（约公元前 580 年到 500 年）学

派给出了直角三角形的边长之间的关系，这种关系（勾三、股四、弦五）

在我国汉朝人撰写的《周鹘算经》中以周公姬旦与商高问答的形式也

有记述但是几何学逐渐发展成理论的数学应该是在它从古埃及传到

希腊之后．哲学家 Plato （约公元前 429 年到 348 年）确立了今天几何

学中的定义、公设、公理、定理等概念古希腊数学所追求的是从少数

几个原始的假定（定义、公设、公理）出发，经过逻辑推理，得到一系列

命题，由此积累了相当丰富的数学知识约在公元前 300 年前后，欧儿

里得把当时古希腊所能得到的全部数学知识组织成一个严密的逻辑系

统写成了《几何原本》．这是人类思想史上的一件大事，是人类理性

思维的第一个成功范例，是数学的公理化方法的先驱，其影响远远超越

数学学科本身．从此，“几何学”成为＂逻辑推理系统”的代名词

在古希腊时代，《几何原本》代表了数学的全部．在欧儿里得的

食
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《几何原本》中所研究的最主要的儿何图形是三角形和四边形等所谓

的直线形，以及最简单的曲线－－圆在这里，所谓的儿何图形巳经

遵循《几何原本》的定义，即＇＇点是没有部分的','·线有长无宽”等

这就是说在讲到几何图形时已经运用了数学中的＂抽象＇＇手段例如：

三角形的边只有长度，没有宽度；三角形的顶点是两条邻边的公共点，

它没有大小．关于单个的三角形，最主要的问题是如何确定它的形状

和大小，而不计它在空间中位于何处．对此我们有判断两个＝角形全

等的定理若=边对应相等、或两边及其夹角对应相等、或两角及其

夹边对应相等则这两个三角形全等．至千确定圆的形状和大小比较

简单，只要用一个社就可以了，即有相同半径的任意两个圆有相同的形

状和大小．

恩格斯在《自然辩证法》和《反杜林论》中对数学产生的历史、发

展的动力及其应用和作用都有精辟的论述他给数学下了一个最恰当

的最有概括性的定义．他说“数学的研究对象是现实世界中的数址关

系和空间形式．”这就是说，“数”和“形”是数学的两大基本概念，整

个数学是围绕这两个基本概念的演变而发展的，同时也是通过这两个

基本概念应用到各个不同的领域中去的＂几何学＇，当然是侧重于“形',

的数学分科但是，“空间形式”和“数量关系”两者是密切相关而不可

分隔的．特别是在 17 世纪笛卡儿和费马发明了坐标系，从此可以把数

与数之间的关系描写为图形，反过来可以把图形表示成数与数之间的

关系这样，按照坐标系把图形化为数与数之间关系的问题进行研究的

数学分科就称为解析几何学．在古希腊时代 Apollonius （约公元前 262

年到公元前 190 年）等人曾经系统地研究过圆锥曲线的性质，然而，在

解析几何学中圆锥曲线恰好能够作为二次曲线的理论进行系统的代数

处理于是解析几何学把一次曲线（直线）、一次曲面，以及二次曲线

（圆锥曲线）、二次曲面作为主要的研究对象．解析几何学的研究范围与

初等几何学相比已经有很大的拓广，除了研究圆和球以外，还要研究椭

圆、抛物线、双曲线和椭球面、椭圆抛物面、双曲抛物面、单叶双曲面、

双叶双曲面等等要确定这种曲线和曲面的形状和大小，只要从它上

面的点的坐标所满足的方程式的系数构造出若干代数表达式，当两条
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二次曲线或两个二次曲面全等时，相应的代数表达式便是相同的，反之

亦然．我们通常把这些代数表达式称为二次曲线或二次曲面的（代数）

不变掀，其意义是它们只依赖于二次曲线或二次曲面的形状及其大小，

与它们在平面上或空间中的位置无关．同时也与平面上或空间中所选

取的坐标系无关．

笛卡儿和费马的坐标法将变数引进了数学，从而将运动引进了数

学，因此为微积分的发明创造了必要的环境和条件．微积分要解决的首

要问题是求曲线的切线斜率，以及曲线所围区域的面积，所以微积分在

它产生的时刻就是和解决几何问题联系在一起的．作为微积分在几何

学中的应用，微分几何学应运而生．它的主要内容是研究如何描述空

间中一般曲线和曲面的形状，以及寻求确定曲线、曲面的形状及其大

小的完全不变拯系统．对于三维欧氏空间中的一条光滑曲线，用它的参

数方程的若干次微商构造适当的代数表达式或它的积分可以得到它的

弧长、曲率和挠率，它们刻画了曲线的形状和大小，并且两条曲线能够

在一个刚体运动下彼此重合的充分必要条件是它们的弧长相同并且

曲率和挠率作为弧长的函数也对应地相同因此，弧长、曲率和挠率构

成了空间曲线的完全不变址系统．关于空间中的曲面，情况比较复杂一

点与曲线的弧长相对应的是曲面的第一基本形式（一个正定的二次

微分形式），通常称为曲面的度量形式它可以用来计算曲面上曲线的

长度、两个切向量的夹角和曲面上一块区域的面积等．描写曲面的形

状还需要另一个二次微分形式，称为曲面的第二基本形式．这两个基

本形式合在一起构成了曲面的完全不变量系统，空间中两个曲面能够

在一个刚体运动下彼此重合的充分必要条件是它们在经过一个参数变

换之后有相同的第一基本形式和第二基本形式．

对微分儿何学做出过杰出贡献的数学家有 Euler (1707-1783) 和

Monge (1746—1818)，但是他们的丁作主要限千如何描写和刻画曲面的

形状比如， Euler 发现曲面在任意一点处的法曲率心＝ ll/I 是切方向

的函数，它在两个彼此正交的切方向上分别取到它的最大值和最小值，

称为曲面在该点的两个主曲率．曲面在任意一点沿任意一个切方向的

法曲率能够用主曲率表示出来，该公式现在称为 Euler 公式．
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对微分几何学做出划时代贡献的是 Gauss (1777—1855)，他在 1827

年发表的《关千一般曲面的研究》中发现曲面的第一基本形式和第二

基本形式不是彼此独立的，他所导出的在曲面的第一基本形式和第二

基本形式之间的关系式现在称为曲面的 Gauss 方程．根据 Gauss 方程

得知：曲面在任意一点的两个主曲率的乘积仅与曲面的第一基本形式

有关，而与曲面的第二基本形式无关．现在，人们把曲面在任意一点的

两个主曲率的乘积称为曲面在该点的 Gauss 曲率． Gauss 的这个惊人

的发现意味着：如果在平面区域上给定一个正定的二次微分形式（称

为度量形式），构成一个抽象曲面则这个抽象曲面便有一定的弯曲性

质，其弯曲性质是由给定的度量形式决定的，即该曲面的 Gauss 曲率

在 Gauss 的时代之前，关于欧几里得的《几何原本》中的第五公

设（或与其等价的平行公理在平面上经过直线外一点可作、并且只能

作一条直线与已知直线平行）是否独立于其他公设已经经历了长期的

争论和讨论，人们试图从欧几里得的《几何原本》中的其余公设导出第

五公设，均遭失败． Gauss 巳经认识到可以用别的平行公理例如假设

经过直线外一点有一束直线与已知直线不相交，代替欧几里得的平行

公理所得的儿何系统仍然是相容的．这个发现率先由罗巴切夫斯基

(1792—1856) 和 Bolyai{1802—1860) 各自独立发表，后人称这种几何学

为非欧几何学． Gauss 在《关于一般曲面的研究》中的上述结果在更深

的层次上说明，非欧空间与欧氏空间的实质区别在千空间具有不同的

度量形式从而具有不同的弯曲性质欧氏空间是平直的 (Gauss 曲率

为零），而非欧空间是负常弯曲的 (Gauss 曲率是负常数）． Gauss 的这

个惊人的发现开创了一个新时代：过去微分几何所研究的是欧氏空间

中的曲线和曲面的弯曲性质而现在赋予度量形式的空间本身就是微

分几何的研究对象人们把 Gauss 开创的只赋予度量形式的曲面论称

为曲面的内蕴几何学．他的这个思想后来被 Riemann {1826—1866) 进

一步阐明． Riemann 认识到度量形式是加在流形上的一种结构，而同

一个流形可以有众多不同的度量结构现在人们把指定了一个度量结

构的 n 维流形称为 rj 维 Riemann 流形， Riemann 流形上的几何学称

为黎曼几何学（参看参考文献 [5]）．到目前为止， Riemann 流形是数学
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中关于弯曲空间的一种最成功的表述

本书作为＂微分几何＇课程的教材，其主要内容是研究三维欧氏空

间的曲线和曲面的一般理论，重点是如何描述曲线和曲面的形状，并且

给出在空间中确定曲线、曲面的形状及其大小的完全不变量系统此

外，本书还要介绍 Gauss 关于曲面的内蕴微分几何

空间中曲线和曲面的参数方程是由 Euler 引进的，现在常用向量

函数来表示．曲线和曲面的不变量是通过它们的参数方程的若干次微

商借助千代数运算得到的，因此向量分析自然是本课程的主要工具．本

课程是数学专业大学本科阶段首次综合性地系统运用解析几何学、线

性代数和数学分析基础知识的场所，它对于培养数学人才的意义和作

用是不言而喻的另外，它的内容在实践中仍然有广泛的应用．

在 20 世纪 40 年代发展起来的 Cartan 的活动标架和外微分法显

示了它的强大生命力，已经成为微分几何学的有力工具．我们在本书

还要介绍 Cartan 的活动标架和外微分法在曲面论中的初步应用，这对

千读者了解微分几何学的现状有好处．

总之，本课程的主要内容尽管是经典的，但是它展示给读者的数学

思想和数学方法，以及为读者提供的运用数学基础知识的场所，对于培

养全面的数学人才无疑是十分重要的本课程是别的课程所不能替代

的．



第一章 预备知识

我们知道，一元函数 y = f(x) 的图像是一条曲线，二元函数 z=

f(工,y) 的图像是一张曲面．但是，把曲线和曲面表示成参数方程则更

加便利于研究，这种表示方法首先是由 Euler 引进的例如，在空间中

取定笛卡儿直角坐标系之后一条曲线可以表示为三个一元函数

x = x(t), y = y(t), z = z(t). 

在向量的概念出现之后，空间中的一条曲线可以自然地表示为一个一

元向量函数

r = r(t) =（工(t), y(t), z(t)). 

因此，向量函数是本课程的基本工具．

在本章，我们首先要复习解析几何中巳经学习过的向量代数知识

以及介绍向量函数相加、向量函数与函数相乘、向量函数的点乘和叉

乘的求导法则在三维欧氏空间中标架是建立坐标系的基础而且我们

将来要把曲线和曲面与紧附在曲线和曲面上的标架族联系起来，用标

架族的变化状态来刻画曲线和曲面的弯曲情况．因此在本章我们还要

介绍三维欧氏空间中标架的概念，为在三维欧氏空间中研究曲线和曲

面做好准备

§1.1 三维欧氏空间中的标架

通常把我们所处的空间称为三维欧氏空间确切地说所谓的三

维欧氏空间萨是一个非空的集合，其中的元素称为＂点”，任意两个

不同的点唯一地决定了连接它们的直线，不在一条直线上的任意三个

不同的点唯一地决定了通过这三点的平面，而且在 E3 中存在不共面
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的四个点．另外，过直线外任意一点能够作、并且只能作一条直线与已

知直线平行．最后这个断言就是欧氏几何的平行公理

任意两个点 A,BE 岱都可以连接成一条直线段 AB. 指定 A 为

起点 B 为终点的线段 AB 称为有向线段记作五}．设石}和石｝
是两条有向线段，如果 ABDC 成为一个平行四边形，则称这两条有向

线段是相等的记为
l l 

AB=CD. 

所有相等的有向线段的集合称为一个向量．因此，在三维欧氏空间 E3

中，一个向量可以表示为炉中的一条有向线段而相等的有向线段所

代表的是同一个向量．以后，我们经常用黑斜体单个字母，或者用带箭

头的单个字母表示向量．

按照“三角形法则”，可以定义向量的加法如下：设 a,b 是两个向

量，并且假定它们用有向线段石订ii 玩＂卡表示，则连接 A 和 C 的有
向线段及汀犹代表向量 a+b. 我们把起点和终点相同的有向线段的
集合称为零向量，记为 0，千是任意一个向量与零向量之和为该向量自

身，即

a+O=a. 

另外，若向量 a 用有向线段五扣卡表示，并且把有向线段瓦U 所代表
的向量记为－a，千是

a+ (-a)= 0. 

我们把向量－a 称为 a 的反向量．容易验证，向量的加法遵循下面的

运算法则：

(l}a+b=b+a; 

(2) (a+ b) + c =a+ (b + c). 

在三维欧氏空间岱中还规定线段 AB 的长度是点 A 到点 B 的

距离，记为 IAB|，并对于任意三点 A,B,C，下面的三角形不等式成立：

IABI + IBCI ~ IACI. 

向量 a 的长度囡定义为代表它的有向线段 a ＝五扣内长度．这样，向
量 a 与实数 c 的乘积 C· a 可以定义为与 a 平行的向量，当 c>O 时
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C.a 与 a 同向，当 c<O 时 c·a 与 a 反向，并且 C·a 的长度 le-a| 是

a 的长度回的问倍；当 c=O 时， c-a =0. 容易验证，向量与实数的

乘法遵循下面的运算法则：

(1) 入(a+b) =垃＋入b;

(2) （入＋ µ)a ＝入a+µa;

{3) （入 µ)a= 入（µa),

其中入，µ是任意的实数．

向最 a 和 b 的点乘 a·b 定义为实数

a· b = lal · lbl · co立(a, b). 

很明显，向量的点乘遵循下面的运算法则：

(1) c •(a+ b) = c ·a+ c · b; 

(2) （入a) -b= 入（a· b); 

(3) a • b = b • a. 

由此可见，

I矿＝ a·a >0, 

并且上面的等号成立的条件是 a= 0. 另外，向址 a 和 b 垂直的充分

必要条件是

a-b=O. 

当向量 a 和 b 平行时，规定它们的叉乘为零向量．当 a 和 b 不平

行时，规定向量 a 和 b 的叉乘 axb 是与已知向量 a 和 b 都垂直的一

个向量，其长度等于向量 a 和 b 所张成的平行四边形的面积，即

lax bl= lal • lblsin 乙(a, b), 

并且它和 a,b 构成右手系．容易验证，向量的叉乘遵循下面的运算法

则：

(1) c x (a+ b) = c x a+ c x b; 

(2) （入a) x b= 入（ax b); 

(3) a x b = -b x a. 



§1.1 三维欧氏空间中的标架 9 

根据定义，向量 a 和 b 平行的充分必要条件是

ax b = 0. 

在伊中取定不共面的 4 个点，把其中一点记作 0，把另外 3 点分

别记为 A,B,C，千是得到由一点 0 和 3 个不共面的向量 d炉五扫苀
构成的图形 {O;OA,013，玩匀．这样的一个图形称为萨中的一个标
架其中点 0 称为该标架的原点．在胪中取定一个标架 {O;OA,O互
玩｝之后，则空间伊中的任意一点 p 可以唯一地表示为 3 个有序的
实数（工， y,z)．事实上，从点 p 出发可以作唯一的一个平面与平面 OBC

平行，它和直线 OA 有唯一的交点，记为 Pl，那么向量石；与 61 共
线于是有实数工，使得玩：＝五双．同理从点 p 出发可以作唯一的
一个平面与平面 OAC 平行，它和直线 OB 有唯一的交点，记为 P2，从

点 p 出发可以作唯一的一个平面与平面 0AB 平行，它和直线 oc 有

唯一的交点记为 p3，并且有实数 y,z，使得＠；＝ yOl扫忒＝红记，
那么

动＝苏＋忒＋苏＝ x 忒＋y 啼＋ z 峦．（1.1)
因此，在萨中取定标架 {O;OA，石扣元勺之后，点 p 和有序的 3 个
实数构成的组 (x,y,z) 是一一对应的，该数组称为点 p 关于已知标架

{O；矶弱，配｝的坐标．
设 {O; i,j, k} 是炉的一个标架，并且 i,j,k 是彼此垂直的、构

成右手系的 3 个单位向量，于是

i · i = j · j = k · k = 1, i · j = i · k = j · k = O, (1.2) 

并且

i x j = k, j x k = i, k x i = j. (1.3) 

这样的标架称为右手单位正交标架在本书简称为正交标架由正交

标架给出的坐标系称为笛卡儿直角坐标系．在笛卡儿直角坐标系下，设

向址 a 和 b 的分量分别是 (x1, Y1 五）和（功， Y2，互），则

a · b= (x1i+yd +z1k) · (x2i+y订＋ z2k)

= x1叩＋ y心2 + z1 砱，
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ax b = (x1i + yij + z1k) x (:r2i + Y2i + z2k) 

= (Xt:!/2 - X2Y1)(i X j) + (y1.z2 - Y2Z1)(j X k) 

+(z1叩－ Z2功）（k Xi) 

= (I :: :: I, I :: :: I · I :: :: D (1.4) 

设点 A, B 的坐标分别是 (x1,y1心）和 (x2, Y2五）．则线段 AB 的长度

是

IABI ＝勹＝妇－研＋彻－矿＋归－勺）2．（l.5)
因此，通常我们把三维欧氏空间炉写成配，并把配中的向址 (x,y.z)

的长度直接定义为 ✓．r2 ＋妒＋ z2. 事实上，这样的配是三维欧氏空

间贷在取定了一个正交标架 {0:i.jk} 之后的具体表现形式．为简

单起见，我们经常把三维欧氏空间理解为上面所说的配．

现在我们来考察巾萨中全体正交标架所构成的集合．设 {O;i,j,

凡是在铲中的一个固定的正交标架，则伊中的任意一个正交标架

{p; e1, e2, ea} 可以如下来确定：

kkk 
kggg 

+ 
+ 
+ 

3 a 
.3.3.3 122232 

+ 
2
a
”
“

以

.3 

+
＋
＋
所

a 
.i.t., 

+ 
a
i
i
a
i
i
a
u
5
a
a
l

量

=
=
＝
＿
＿
{
回

-
O
p
e
l
6
5
位单的

,
4

一
、

交正此彼是．
喟a

e 为因

(1.6) 

3 

ei · e3 ＝汇归叩＝ 8ij = { ~: 
k=1 0, 

由于 e1 ，切， e3 构成右手系，所以

i =.i, 
i :f- j. 

(1.7) 

e1 x e2 = e趴

因而 e1, 切， e3 的混合积

(e1 ，切， ea)= (e1 x 切） · e3 ＝切· e3 
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a11 a12 

= 1 a21 a22 

a31 a32 

几 13

a23 I = 1. 

a33 

(1.8) 

命

a= (a1, a2, a3), 

122232 aaa ll2131 a”“ (\ 

__ A 
, 

\) 
132333 aaa 

(1.9) 

则 (1.7) 和 (1.8) 式说明 A 是其行列式为 1 的正交矩阵，即 A E 

S0(3)．在取定的一个正交标架 {O; i,j, k} 下，萨中的任意一个正

交标架 {p;e1,e2,e3} 与矩阵对 (a,A) 是一一对应的，因此萨中的全

体正交标架的集合可以与集合萨 x S0(3) 等同起来．注意到正交矩阵

的条件 (1.7) 式是矩阵元素 aii(l ~ i,j ~ 3) 所满足的 6 个关系式

（如）2+ （叩）2 + (a1矿＝ 1, 

(a2i)2 + (a22)2 + (a23)2 = 1 、

(a3i)2 + (a32)2 + (a3矿＝ 1,

a11a21 + a,12a22 + a13a23 = 0, 

a11 a31 + a1诬32 + a13a33 = 0, 

a21a31 + a2妞32 + a23a33 = 0. 

因此，其行列式为 1 的正交矩阵的集合 S0(3) 有 3 个自由度，因而

E3 X S0(3) 是一个 6 维的空间

在岱中两个不同的正交标架给出了两个不同的笛卡儿直角坐标

系设 {O;i,j,k} 和 {p; e1, e2心｝是炉中的两个正交标架（见图

1.1)，它们的关系由 (1.6) 式给出．假定点 q 关千 {O;i,j,k} 的坐标是

(x,y,z)，关千 {p;e1 ，切， e叶的坐标是（云， iJ, z), 则一方面有
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P e2 

图 1.1 坐标变换

动＝戎＋ yj+zk= (x,y,z). (;), 

另一方面有

丙＝动＋动

= (a1,a2, a3). (;) +（云，;;,动．（：；）

= (a + （芍， Z） · A) .(;) · 

因此点 q 在两个不同的笛卡儿直角坐标系 {O;i,j,k} 和 {v;e1,e2,

e3} 下分别有坐标 (x,y,z) 和（元， 9立），它们满足如下的关系式：

(x,y,z) = a+ （元， i立） ·A, (1.10) 
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即

么
·
~
z
,～3

“
3
2

邓

aaa +++ 
~
y
~
y

打
y

5gg +++ 
云
～

X
-
X

111213 aaa +++ alsaJ ______ xyz ,
4

一
、

(1.10') 

正交标架的重要性还在予它能够用来表示欧氏空间萨中刚体的

运动．所谓刚体运动原是物理学中的一个概念．如果一个物体在空间

中的运动不改变它的形状及其大小，只改变它在空问中的位置，那么该

物体的这种运动称为刚体运动．要确定一个刚体在岱中的位置，只要

确定在该刚体上不共线的三个点的位置就行了，而刚体上其他的点可

以通过它到已知的＝．个点的距离、以及所成的飞个向量构成右手系还

是左手系来确定．但是，在炉中正交标架 {p; e1, e2, e叶是由点 p 和

两个彼此正交的单位向量 e1,e2 决定的，它们恰好相当于空间中不共

线的三个点．这样，在刚体上安装一个正交标架，则这个标架在空间中

的位置代表了这个刚体的位置．如果把空间和刚体捆绑在一起，把刚

体在空间中的运动看作空间自身在空间中的刚体运动，则这是空间 E3

到它自身的一个变换，这个变换保持该空间中任意两点之间的距离不

变

设在刚体上安装的正交标架是 {p; e1, e2, e3}．假定它在初始位置

时该标架与空间中取定的正交标架 {O;i,j, k} 重合，经过刚体运动 6

达到了现在的位置，那么空间中的任意一点 q 在刚体运动 6 下变成了

像点

ij = a(q), 

它关于标架 {p;e1,e2,e叶的相对位置与 q 关于 {O;i,j, k} 的相对位

置是一样的．若设

动＝（x， y,z). (;), 
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则显然地有

讨＝（x,y,z) (:J 
＿＿于 一一.. ---t 
氓＝ Op+pij

= (a + (x,.u, z) A) (;) · 
这就是说，像点 ij =(J'(q) 关于 {O; i,j, k} 的坐标是

所以

（丘， i立） = a+(.r.,y,2) · A, 

即

乙
乙
;

ggg +++ yyy 212223 aua +++ 
卢
g
n
x

aaa +++ alsaa ______ -X~y~Z ,«  ̀

(1.ll) 

(1.11') 

因此如果把正交标架 {O;i,j,k} 变到 {p;e1,e2,e叶的刚体运动同时

把点 q= （:1:,y,z) 变到点 ij =（云，臣）（它们分别是点 q 和 q 关于正交

标架 {O;i,j,k} 的坐标），则（云， fj, z) 与 (x,y,z) 之间的关系恰好是由

(1.11) 式给出的．注意到公式 (1.11) 和公式 (1.10) 有很大的相似性，但

是它们的意义却是完全不同的．这种在公式上的相似性说明刚体运动

在某种意义上可以看作一种坐标变换（参看图 1.2)．具体地说，（1.11)

式可以解读为把点 ij 在标架 {p; e1, e2, e叶下的坐标 (:i:,y, z) 变换为在

标架 {O;i,j,k} 下的坐标 (i,g,2) 的公式

我们可以把上面的讨论总结成下面的定理：

定理 1.1 萨中的刚体运动把一个正交标架变成一个正交标架；

反过来，对于庐中的任意两个正交标架，必有萨的一个刚体运动把

其中一个正交标架变成另一个正交标架

如前面所说，刚体运动可以看作空间岱到它自身的、保持任意两

点之间的距离不变的变换．空间岱到它自身的、保持任意两点之间的



§1.1 三维欧氏空间中的标架 15 

e3 l
O
.
皿

e2 

.,` 

图 1.2 刚体运动

距离不变的变换称为等距变换．刚体运动是一种等距变换．容易证明，

等距变换把共线的三个点变为共线的三个点，并且保持它们的分比不

变，进而可以证明等距变换是如 (1.11) 式给出的线性变换，但是此时

只能证明其中的矩阵 A 是正交矩阵，而不要求它的行列式的值是正的

因此等距变换把单位正交标架变成一个单位正交标架但是可能把右

手系变成左手系．换句话说刚体运动是保持右手系不变的等距变换，

而等距变换或者是一个刚体运动，或者是一个刚体运动与关于某个平

面的反射的合成．

在空间铲中取定笛卡儿直角坐标系之后，几何图形就能够用坐

标来表达几何图形固有的性质自然也可以用坐标来表达但是所表达

的性质应该与笛卡儿直角坐标系的取法无关．反过来，如果儿何图形的

一个用笛卡儿直角坐标表示的量与笛卡儿直角坐标系的取法无关，则

这个址应该是几何图形所固有的世另外，这个量在几何图形的刚体运

动下是保持不变的我们所研究的就是几何图形的这种不变掀

除了正交标架以外，我们还经常使用仿射标架．所谓的仿射标架

是指空间中的一个点 p 和在该点的三个不共面的向量 e1,e2 鼠 e3 组成

的图形 {v: e1, e2. e叶，但是对该图形不要求这三个向量有单位正交的
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性质命

.9iJ = e,; • e3, 1 ~ i,j::;;; :1, (1.12) 

我们把 (g.3) 称为仿射标架 {p;e1 ，切， e叶的度量系数．空间炉的刚

体运动把仿射标架变成仿射标架，并且保持它的度掀系数不变保持标

架的定向不变反过来，对于萨中任意两个有相同度量系数的、成右

手系的仿射标架，必有萨中的一个刚体运动把其中一个仿射标架变

成另一个仿射标架很明显，护中的全体仿射标架的集合可以等同于

E压 GL(3)，其中 GL(3) 表示非退化的 3x3 矩阵的集合．因此，伊中

的全体仿射标架构成一个 12 维的空间

§1.2 向量函数

由三维欧氏空间贷中的全体向最组成的空间称为三维欧氏向量

空间．在给定了一个正交标架 {O;i,j,k} 之后，该空间等同千由有序

的三个实数的组构成的空间配．设有配中的三个向量

a= (a1,a2,a3), 

b = (b1 曼 b2,b吐

C = (c1, C2心），

则 a 和 b 的点乘（以后也称为内积，或数量积）是

(2.1) 

a - b = Jal · Jbl · cos 乙(a, b) = a1b1 + a2切＋ a3b3; (2.2) 

a 和 b 的叉乘（以后也称为向量积）是

a x b = (I:: :: I · I:: :: I • I:~ :: I). (2.3) 

因此 (ax b).la, (ax b).lb; 向量 a,b 和 axb 构成右手系，并且

lax bl = lal · lbl · sinL(a, b). (2.4) 
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a,b 和 c 的混合积是

al a2“3 

(a, b, c) = (ax b) · c = I b1 b2 b3 I, (2.5) 

CJ C2 C3 

它的几何意义是由向量 a,b 和 c 所张成的平行六面体的有向体积．

所谓的向量函数是指从它的定义域到配中的映射，也就是三个

有序的实函数设有定义在区间 [a,b] 上的向量函数

,,.(t) = (x(t), y(t), z(t)), a~ t ~ b. 

如果 x(t), y(t), z(t) 都是 t 的连续函数，则称向拯函数巾）是连续的；

如果 :t;(t), y(t), z(t) 都是 t 的连续可微函数，则称向量函数 'I'(t) 是连续

可微的向量函数叩）的导数和积分的定义与数值函数的导数和积分

的定义是相同的，即

d'I' 咐o + at)-'I'(to) 司＝ lim 
t=t。

At-o At 

= lim(x(to+ At) - x(to) y(to +At) - y(to) 
At-o At at 

z(to + :} - z(to)) 

= (x'(to), y'(to), z'(to)), to E (a, b), (2.6) 

.lb r(t)dt ＝把为名 r(t~)ati

= (1b x(t)dt, 1b y(t)dt, 1b z(t)dt), (2.7) 

其中 a= to < t1 < · · · < tn. = b 是区间 [a, l1] 的任意一个分割， ati = 
ti-t;-1, t~E[ti-1 ，右］，并且入＝ max{dt;;i =I,···,n}．这就是说向

扯函数的求导和积分归结为它的分量函数的求导和积分，因此向扯函

数的可微性和可积性归结为它的分量函数的可徵性和可积性．
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定理 2.1 假定 a(t), b(t), c(t) 是三个可微的向址函数，则它们的

内积、向量积和混合积的导数有下面的公式：

(1) (a(t) • b(t))'= a'(t) • b(t) + a(t) • b'(t); 

(2) (a(t) x b(t))'= a'(t) x b(t) + a(t) x b'(t); 

(3) (a(t), b(t), c(t))'= (a'(t), b(t), c(t)) + (a(t), b'(t), c(t)) 

+(a(t), b(t), c'(t)). 

上述定理的证明是直接的，留给读者自已完成．下面的定理给出

了具有特殊性质的向量函数所满足的条件，以后会经常用到

定理 2.2 设 a(t) 是一个处处非零的连续可微的向量函数，则

(1) 向掀函数 a(t) 的长度是常数当且仅当 a'(t) • a(t) 三 0.

(2) 向最函数 a(t) 的方向不变当且仅当 a'(t) x a(t) 三 0.

(3) 如果向量函数 a(t) 与某一个固定的方向垂直，那么

(a(t), a'(t). a"(t)）三 o.

反过来，如果上式成立，并且处处有 a'(t) x a(t) cf 0, 那么向批函数

a(t) 必定与某一个固定的方向垂直

证明 (1) 因为

d d(a(t) · a(t)) 
-1a(t)|2 = 
dt dt 

= 2a'(t) • a(t), 

所以 la(t)l2 是常数，当且仅当 a'(t) · a(t) = O. 

(2) 如果向抵函数 a(t) 的方向不变，则有一个固定的单位向量 b,

使得向量函数 a(t) 能够写成

a(t) = f(t) · b, 

其中 f (t) = a(t) · b 是处处非零的连续可微函数，因此

a'(t) = J'(t) • b, a'(t) x a(t) 三 0.

反过来，设 a'(t) x a(t) 三 0, 命 b(t) = a(t)/la(t)I, lb(t)I = 1. 我

们要证明 b(t) 是常向掀函数．因为 b(t) 的长度是 1, 故由 (1) 可知，
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b'(t) · b(t) 三 0，即 b'{t) · a(t) = 0. 由 b(t) 的定义得知

a(t) = f(t)b(t), 

其中 f(t) = la(t)I 处处不为零，故

a'(t) = f'(t)b(t) + f(t)b'(t), 

a'(t) x a(t) = f(t)b'(t) x a(t) = 0, 

因此 b'(t) x a(t) = 0，即 b'(t) 与 a(t) 共线，假设

b'(t) ＝入(t)a(t).

由于 b'(t) · a(t) = 0, 故

b'(t) · a(t) ＝入(t)a(t) • a(t) ＝入(t)/2(t) 三 0,

于是入(t) 三 0，即

b'(t) = 0, 

故 b(t) 是常向量，所以向量函数 a(t) 的方向不变．

(3) 设有单位常向量 b，使得 a(t) · b = 0．对此式求导数得到

a'(t) • b = 0, a"(t) · b 三 0,

因此向量 a(t), a'(t), a"(t) 都落在 b 的正交补空间内，即对千任意的 t,

向量 a(t), a'(t), a"(t) 是共面的，千是

(a(t), a'(t), a" (t)）三 0.

反过来，假定上面的式子成立，则

(a(t) x a'(t)) · a"(t) = 0. 

已经假设 a'(t) x a(t) 于 0，于是可以命

b(t) = a'(t) x a(t), 
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则

b'(t) = a" (t) x a(t), 

因而

b(t) x b'(t) = b(t) x (a"(t) x a(t)) 

= (b(t) • a(t))a"(t) - (b(t) • a"(t))a(t) 

= (a(t}, a'(t), a"(t))a(t) 三 0,

根据 (2)，向量函数 b(t) 有确定的方向命 bo = b(t)/lb(t)|，则 b。是单

位常向量，并且

证毕．

a(t) · b(t) 
a(t) · bo = ~ = 0. 

lb(t)I 
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在本章，我们要给出在萨中刻画曲线形状的几何不变量，即曲线

的弧长、曲率和挠率，这些量可以用坐标来表示，但是它们与空间 E3

中的笛卡儿直角坐标系的选择是无关的，并且当曲线在空间萨中作

刚体运动时这些量也是保持不变的最后，我们要证明这三个量构成

了空间曲线的完全不变量系统，即给出了曲率和挠率作为弧长的函数，

则在空间岱中除了位置以外唯一地确定了一条曲线以给定的函数为

它的曲率和挠率，这就是所谓的曲线论基本定理．在方法上至为重要

的是，在空间曲线的每一点依附了一个正交标架，称为 Frenet 标架．当

点在曲线上运动时， Frenet 标架跟着一起运动，而且它的运动状态正好

刻画了曲线的形状特征．

§2.1 正则参数曲线

在本节我们对所要研究的曲线做一些假定．在直观上，萨中的一

条曲线是指岱中的一个点随时间的变化而运动时所描出的轨迹．换

言之，萨中的一条曲线 C 是从区间 [a,b] 到萨中的一个连续映射，

记为

p: [a,b]--+ 萨, (1.1) 

称为参数曲线．在萨中取定一个正交标架 {O; i,j, k}，则曲线 C 上的
I I 

点 p(t)(a 勺 ~b) 和向量 Op(t) 是等同的．命 r(t) = Op(t)，则 r(t) 可

以用标架向量 i,j,k 表示为

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k. {1.2) 

这样，映射 (1.1) 等价千三个实函数 x(t), y(t), z(t)．因此，我们通常在
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固定的笛卡儿直角坐标系 {O;i,j,k} 下把曲线 C 直接记成

r(t) = (x(t), y(t), z(t)), t E [a, b], (1.3) 

其中 t 是曲线的参数，（1.3) 式称为曲线 C 的参数方程．

由导数的定义可知，

T'(t) = lim 
叩＋ ll.t) - r(t) 

At一0 At 
= (x'(t), y'(t), z'(t)). (1.4) 

如果坐标函数 x(t), y(t), z(t) 是连续可微的，则称曲线 r(t) 是连续可微

的这个概念与笛卡儿直角坐标系的取法无关

导数 r'(t) 有明显的儿何意义． r(t + ll.t) - r(t) 表示从点叩）到

点 r(t + ll.t) 的有向线段，因此

r(t + ll..t) - r(t) 
ll.t 

代表经过点 r(t) 和点 r(t + ll.t) 的割线 l 的方向向量．当 ll.t---+ 0 时，

割线 l 的极限位置就是曲线在点 r(t) 的切线．如果 r'(t) # 0，则 r'(t)

是该曲线在点 r(t) 的切线的方向向量，称为该参数曲线的切向量（见

z 

" 

图 2.1 曲线的切线



§2.1 正则参数曲线 23 

图 2.1)．此时，曲线在点 r(t) 的切线是完全确定的，这样的点称为曲线

的正则点．曲线在正则点的切线方程是

X(u) = r(t) ＋叮'(t), (1.5) 

其中 t 是固定的， u 是切线上点的参数， X(u) 是从原点 0 指向切线上

参数为 u 的点的有向线段．

这样，我们所研究的参数曲线 r(t) 要满足下面两个条件：

(I) r(t) 至少是自变量 t 的三次以上连续可微的向量函数（因为曲

线的几何不变量涉及 r(t) 的三次导数）；

(2) 处处是正则点，即对千任意的 t 有 r'(t) =I 0. 

这样的参数曲线称为正则参数曲线我们还把参数增大的方向称为该

参数曲线的正向，因此 r'(t) 正好指向曲线的正向．

当然，曲线的参数方程的表达式与空间萨中笛卡儿直角坐标系

的选取有关另外，在固定的笛卡丿凶［角坐标系下，曲线的参数方程的

参数还容许做一定的变换．为了保证正则参数曲线所满足的两个条件

在参数变换下保持不变，则要求参数的变换 t = t(u) 满足下面两个条
件：

(1) t(u) 是 u 的三次以上连续可微函数；

(2) t'(u) 处处不为零

实际上，在参数变换 t = t(u) 下，曲线的参数方程成为 r(t(u)），为简单

起见仍然把它记为 r(u)．当 t(u) 是 u 的三次以上的连续可微函数时，

r(t(u)）自然是 u 的三次以上的连续可微函数．另外，根据求导的链式

法则，
d 

r'(u) =—r(t(u)) = r'(t(u)) • t'(u). 
d,U 

在 r'(t) # 0 的情况下， r'(u) 于 0 的充分必要条件是 t'(u) # 0. 如上的
参数变换在正则参数曲线之间建立了一种等价关系，等价的正则参数

曲线被看作是同一条曲线由全体等价的正则参数曲线构成的集合称

为一条正则曲线．

如果对于容许的参数变换还要求 t'(u) > 0，则这种容许的参数变
换保持曲线的定向不变如果一条正则参数曲线只容许做保持定向的
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参数变换，则这样的正则参数曲线的等价类被称为是一条有向的正则

曲线

例 1 圆螺旋线 r(t) = (acost,asint,bt)，其中 a,b 是常数，（l > 0. 

一个动点一边绕 z 轴作半径为 a 的匀速圆周运动，一边沿 z 轴方

向做匀速直线运动，该点所描出的轨迹（见图 2.2) 即

r(t) = (acost,asint,O) + (0,0,bt). 

由于

r'(t) = (-a sin t, a cost, b), Jr'(t)尸＝ a2 + b2 > 0, 

所以这是一条正则参数曲线

z 

u” 

图 2.2 圆螺旋线

例 2 半三次曲线 r(t) = (t气 t2) （见图 2.3).

这是平面上的一条连续可微的参数曲线，但是 r'(t) = (3t气 2t)，因

此 r'(O) = (0, 0)，故它不是正则的参数曲线从图形上可以看到，该曲

线在 t = 0 处有一个尖点．这就是说有尖点的曲线也可能用连续可
微的参数方程来表示，参数方程的连续可微性与曲线在直观上的光滑

性是两个不同的概念曲线在直观上的光滑性应该描述为它的切方向

（即它的单位切向量）是连续变动的对千本例的曲线，当 t 从零的负
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侧趋千零时，曲线的正向切线是 y 轴，但是与 y 轴正向相反；而当 t 从

零的正侧趋于零时，曲线的正向切线仍然是 y 轴，并且其指向相同因

此，该曲线虽然在非正则点有确定的切线但是切线的正方向在 t 经过

0 时有 180° 的转动．

z 

图 2.3 半三次曲线

在非正则点其切线不确定的连续可微参数曲线的例子也有，例如

r(t) = {（平， t2) ， t<o,
(t气 t2), t > o. 

t=O 是这条曲线的非正则点，在该处切线不确定，而正向切线在经过

该非正则点时要转动 90°．但是对千正则参数曲线而言， r'(t) 是连续

的，并且处处不为零，因此曲线的正向切线是随参数 t 连续变动的，这

样的曲线在直观上是光滑的．

用参数方程表示曲线是从 Euler 开始的曲线还能够用坐标之间

的函数关系来表示，例如

y=y（工）， z=z（工）．（1.6)

不过，这只是参数方程的一种特殊情形，即可以把 x 作为曲线的参数，

记成

r (x) = (x, y(x), z(x)). (1.7) 

如上表示的参数曲线必定是正则的，因为在此时有

T'（工） = （ l,y' （工）， z'(x)) =/ 0. 
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正则参数曲线在每一点的附近都能够表示成如 (1.7) 式的形式．例

如，在 r'(t) = (x'(t), y'(t), z'(t)）丰 0 时，不妨假定在点 t。有 x'(to) 于 0,

则存在 e>O 使得函数 x(t) 在区间 (to - e,to + e) 上有反函数，记为
t = t(x)．于是参数方程 r(t) = (x(t), y(t), z(t)）经过参数变换 t = t(x) 

成为

r(t(x)) = (x, y(t(x)), z(t(x))), 

这正是如 (1.7) 式的表达式．

曲线还能够用坐标的隐式方程来表示例如，一条曲线是两个联

立方程

{ /(x,y,z) = 0, (1.8) 
g(工,y, z) = 0 

的解（工， y,z) 的集合，其中／（工， y,z) 和 g（工， y,z) 是两个巳知的连续可

微函数．在直观上，这两个方程分别代表两张曲面，而所考虑的曲线是

这两张曲面的交线．如果这条曲线的参数方程是 r(t) ＝（x(t), y(t), z(t)), 

将其代入方程组 (1.8) 得到恒等式

｛距(t) ， y(t) ， z(t)) 三 0,
g(x(t), y(t), z(t)) = 0. 

将上面的方程对 t 求导，得到

｛总工'(t) ＋芷 y'（t) ＋总 z' （t) ＝ 0, 

8g 8g 8g, 
(1.9) 

8x 
x'(t) +—. y'(t) +—· z'(t) = 0, 8y ",-, · 8z 

这意味着切向量 r'(t) = (x'(t), y'(t), z'(t)）平行千向量

（忍忍芷） x （岱，恩贵）
若上面的向量积不为零，即矩阵

＼
丿

of-azag-az of-ayag-ay 
a
f＿
知a
g＿
彻

(\ 

(1.10) 
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的秩为 2，则由隐函数定理从方程组 (1.8) 可以解出其中两个坐标作

为第三个坐标的函数例如，当

时，可解出

8f 8f 
8y az 
89 89 
8y Dz 

钮

y=y（工）， z = z(x), 

使得 ｛ f（工， y（x) ， z(x) ） =0, 

9(x, y(x), z(x)）三 0,

于是该曲线的参数方程是

r（工）＝ (x, y(x), z(x)). (1.11) 

由此可见，如果 f(x,y,z) 和 g（工， y,z) 是连续可微函数， p = (xo, Yo, zo) 

是方程组 (1.8) 的一个解，并且矩阵 {1.10) 在点 p 的秩是 2，则方程组

(1.8) 在点 p 的一个邻域内的解是经过点 p 的一条正则曲线

习题 2.1

1．将一个半径为 r 的圆盘在 0工y 平面上沿 x 轴作无滑动的滚动，

写出圆盘上与中心的距离为 a(O <a:;;; r) 的一点随圆盘的滚动所描出

轨迹的方程

2. 求曲线 r(t) = (2sint,t,cost) 在点 t=O 和点 t= 兀／2 的切线

的方程

3. 设空间萨中一条正则参数曲线 C 的方程是 r(t), p 是曲线 C

外的一个固定点，用 p(t) 表示点 p 到点 r(t) 的距离．证明：如果函数

p(t) 在 to 处达到它的极小值（或极大值），记 q = r(to)，则讨上r'(to)-
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4. 求曲线

的参数方程

｛卢沪＋ z2 = 1, z > 0, 

泸＋沪＝ x 

5. 设平面上一条正则参数曲线 C 的方程是 r(t)(a. ~ t ~ b)，它与

同一个平面上的一条直线 l 有公共点 p = r(to)(a < to < b)，并且该曲
线除点 p 外全部落在直线 l 的同一侧，证明：直线 l 是曲线 C 在点 p

的切线

6. 设空间萨中一条正则参数曲线 r(t) 的切向掀 r'(t) 与一个固

定的方向向量 a 垂直，证明：该曲线落在一个平面内

§2.2 曲线的弧长

设萨中的一条正则曲线 C 的参数方程是 r = r(t), a ~ t ~ b. 命

s = 1" lr'(t)ldt, (2.1) 

则 s 是该曲线的一个不变量，即它与空间萨中的笛卡儿直角坐标系

的选取无关，也与该曲线的保持定向的容许参数变换无关．前者是因

为在笛卡儿直角坐标变换下（参看第一章的 (1.10) 式），切向量的长度

lr'(t)I 是不变的，故 s 不变．关于后者，不妨设参数变换是

t = t(u), t'(u) > 0, a~ u ~ (3, (2.2) 

并且

t(a:) = a, t((3) = b, 

因此

|d飞~l=I器 (t(u))I 岛 (2.3) 

根据积分的变盘替换公式有

Ja1, Idrd}t) 1dt= f。(:Jl~(t(u))I 岛du
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= 1:1~飞~ldu,
所以 s 与参数变换 (2.2) 是无关的

不变量 s 的几何意义是该曲线段的长度．事实上，可以证明对于

区间 [a,b] 的任意一个分割 a=to<ti< …＜ t九＝ b （见图 2.4)，下面

的极限成立：

坦区 lr(ti) - r(t，一1)1 = 1勹r'(t)ldt,
i=l 

其中

入＝ max{lll.til; i = 1, · · ·, n }. 

显然上式左端的和式是顶点依次为 r(to), r(ti), · · ·, r(t九）的折线的

长度，因此 lb ir'(t)ldt 是将曲线不断地细分所得的折线的长度的极
限也就是该曲线的长度，称为该曲线的弧长

t九＝b ~n-l 

tn-2 

t1 

图 2.4 曲线的弧长

现在对于任意的 a~t~b 命

s(t) = 1t lr'(t)ldt, (2.4) 

则 s(t) 是曲线 C 从 a 到 t 的弧长．由于 s(t) 是 t 的三次以上的连续

可微函数，并且
ds(t) 

dt 
= lr'(t)I > o, 
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所以 (2.4) 式给出了曲线 C 的保持定向的容许参数变换．换句话说，我

们总是可以把正则曲线的弧长作为它的参数，这种参数称为曲线的弧

长参数弧长参数由曲线本身确定到至多差一个常数（这反映了量度

曲线长度的起点不同），与表示曲线的笛卡儿直角坐标系的选取无关，

与曲线原来的参数的取法也无关．由 (2.4) 式得到

ds = lr'(t)ldt, (2.5) 

从 (2.3) 式可知 ds 也是曲线的不变量，称为曲线的弧长元素．

注意到积分 (2.4) 往往不能够用显式来表示，也就是说要显式地写

出弧长函数的表达式往往是不可能的，因此判定已知参数 t 何时是弧

长参数是十分重要的．

定理 2.1 设 r = r(t)(a ~ t ~ b) 是伊中的一条正则曲线，则 t

是它的弧长参数的充分必要条件是 lr'(t)匡 1.
ds 

证明因为—= lr'(t)| ，当 t 是它的弧长参数 s 时， ds =dt，所以
dt 

由 (2.5) 式得知 lr'(t)I 三 1．反之亦然．证毕．

上述定理的几何意义是：曲线以弧长为参数的充分必要条件是它

的切向量场是单位切向量场

习题 2.2

1. 求下列曲线在指定范围内的弧长：

(1) r(t) = (cosht,sinht,t), -1 ~ t ~ 1; 

(2) r(t) = (sin九 sintcost, log cost), [O, to]; 

(3) r(t) = (t + a叮t,t-a叮t,2alog(t/a)），在曲线与 x 轴的交点和

参数为 to 的点之间；

(4) 曳物线叩） = (cost, log(sec t + tan t) - sin t), [O, to]; 

(5) 曲线 y= 句2a,z = x勺6a2 在原点 0(0,0,0) 和点 p（兀o, Yo, zo) 

之间

2．求下列曲线的单位切向址场：

(1) r(t) = (cos3t,sin3t,cos2t); 
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(2) r(t) = (3t, 3t气 2t3).

3．设曲线 C 是下面两个柱面的交线

泸沪 z 
忑一~ = 1, x = acosh~, a,b > 0是常数．

a 

求曲线 C 从点 (a,0,0) 到点 (xo,Yo,zo) 的弧长

4. 证明：曲线 x2 = 3y, 2xy = 9z 的切向量和某个固定的方向成

定角．确定这个固定的方向和该角的大小．

5. 求曲线 r(t) = (t3 /3, t叮2,t) 上其切线平行于平面 x+3y+2z=O

的点．

6. 求曲线 r(t)，使得它经过点 r(O) = (1, 0, -5)，并且其切向量场

是 r'(t) = (t气 t, et). 

§2.3 曲线的曲率和 Frenet 标架

设曲线 C 的方程是干(s)，其中 s 是曲线的弧长参数．根据上一节

的定理 2.1 知道， r'(s) 是曲线 C 的单位切向量场．命

a(s) = r'(s). (3.1) 

下面我们要研究如何刻画曲线的弯曲程度．从直观上看， a(s) 是曲线

C 在 s 处的方向向量，因此当一点沿曲线以单位速率前进时，方向向

量转动的快慢反映了曲线的弯曲程度，而方向向量 a(s) 转动的快慢恰

好是用 ~I 来衡量的．
定理 3.1 设 a(s) 是曲线 r(s) 的单位切向量场， s 是弧长参数，

用 A0 表示切向量 a(s + ~s) 和 a(s) 之间的夹角，则

~(JI Ida 
妇。 1忒＝忙I (3.2) 

证明把曲线 C 上所有的单位切向量 o(s) 平行移动，使它们的

起点都放在原点 0 处，则这些切向量的端点便描出单位球面上的一条

曲线于是切向量 a(s+D..s) 和 a(s) 之间的夹角 D,,.(J 是在单位球面上
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a(s) 

。气~(s十tl.s)-a(s)
a(s十tl.s)

图 2.5 曲线方向向量的转动

从 o(s+As) 到 Q(s) 的大圆弧的弧长（见图 2.5)，而 la(s+As)-a(s)I

正好是该角所对的弦长，所以

庐I= lim|o(s+As) - o(s)| 

ds = A2:/00 2A:1` 
飞巴。国

证毕．

定义 3.1 设曲线 C 的方程是 r(s)，其中 s 是曲线的弧长参数

命

叩＝ l~I = lr"(s)I, ds 
(3.3) 

da 
称心）为曲线 r(s) 在 s 处的曲率，并且称一－为该曲线的曲率向量

ds 
定理 3.2 曲线 C 是一条直线当且仅当它的曲率 K(s) 三 0.

证明设直线 C 的参数方程是 r(s) = ro + aos，其中 m 是该直
线的方向向量．因此， r'(s) = ao, r"(s) = 0，故氏(s) = lr"(s)I = 0. 上
面的推导是可逆的，即凡(s) 三 0 蕴涵着 r(s) = ro + aos. 证毕．

把曲线 C 的单位切向量 a(s) 平行移动到原点 0，其端点所描出
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的曲线称为曲线 C 的切线像，它的参数方程是

r = a(s), 

一般说来， s 不再是曲线的切线像的弧长，而切线像的弧长元素是

所以

ds= l~lds ＝心）ds,

ds 
K,(s) = 7= ds. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

这就是说曲线的曲率心）是曲线的切线像的弧长元素与曲线的弧长

元素之比

因为 la(s)I = 1，根据第一章的定理 2.2, a(s) ·a'(s) = 0, 即 a(s)l.

a'(s)，所以 a'(s) 是曲线 C 的一个法向量．如果

尺(s) i= 0, 

则向量 a'(s) 有完全确定的方向，将这个方向的单位向量记为 ~(s)，称

其为曲线 C 的主法向量．千是，曲率向量 0' （s) 可以表示为

a'(s) ＝ K-(s)f3(s) 匾 (3.7) 

曲线的单位切向量 o(s) 和主法向量 /3(s) 唯一地确定了曲线的第

二个法向量

7(s) = a(s) x /3(s), (3.8) 

称其为曲线的次法向量．这样，在正则曲线上曲率凤s) 不为零的点有

一个完全确定的右手单位正交标架{r(s); a(s), f3(s)汀(s)｝，它与表示

曲线的笛卡儿直角坐标系的选取无关，也不受曲线作保持定向的容许

参数变换的影响，称为曲线在该点的 Frenet 标架

如上所述，曲线在凡(s) = 0 的点， Frenet 标架是没有定义的．如

果在一个区间 (so - E, so+ E) 内有凡（s) = 0, 则该曲线段是一条直
线对于直线而言，通常取它的两个彼此正交的法向量 B， "Y' 而且使
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o,9汀构成右手系，然后让它们沿直线作平行移动，这样得到的标架

场 {r(s);a,fj，勹｝可以被看作是直线的 Frenet 标架场．如果 so 是曲率

l'i.(s) 的孤立零点，则情形就变得十分复杂了．在 So 的两侧，曲线的曲

率心）不为零，所以有确定的 Frenet 标架场．如果在 s-So 士 0 时，

它们的极限是同一个，则可以把该极限定义为 Frenet 标架场在 s。处

的值，这就是说 Frenet 标架场可以延拓到尺(s) 的孤立零点 s。．如果在

s-+ so 士 0 时， Frenet 标架场的极限不是同一个，则 Frenet 标架场不

能够延拓到尺(s) 的孤立零点 s0·

在曲率 l'i.(s) 处处不为零的正则曲线上有内在地确定的 Frenet 标

架场，这样一来，萨中的正则曲线便成为在萨内由全体右手单位正

交标架构成的 6 维空间中的一条曲线这种看法有基本的重要性事

实上，在下一节我们会知道，在给定了描写曲线形状的全部几何不变量

之后，从萨内由全体右手单位正交标架所构成的 6 维空间中来看，曲

线所满足的微分方程是一个一阶常微分方程组．

在曲率叩）不为零的点， Frenet 标架{r(s); ct(s), fj(s) ， "'f(S)} 的三

根轴分别称为曲线的切线，主法线和次法线三个坐标面分别称为曲线

的法平面（以 o 为法向量的平面），从切平面（以 9 为法向量的平面）

和密切平面（以 7 为法向量的平面），它们的方程分别为

法平面 (X - r(s)) · a(s) = O, 

从切平面 (X - r(s)) • fj(s) = 0, 

密切平面： (X - r(s)) • "'f(s) = 0, 

其中 X 是相应的平面上的动点的向径．

下面叙述曲线的曲率和 Frenet 标架的计算方法．如果曲线 r=

千(s) 以 s 为弧长参数，则曲线的曲率和 Frenet 标架可以根据定义直接

计算．实际上，

a(s) ＝干'(s),

尺(s) = la'(s)I = lr"(s)j. 
(3.9) 

如果尺(s) 于 0，则由 (3.7) 式得到

f3(s) = 
r"(s) 
尸(s)I'

(3.10) 
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因此

-y(s) = o(s) x {3(s) = r'(s) x 产(s)

lT''(s)| · 
(3.11) 

如果曲线的方程是 T = r(t), t 不是弧长参数，则

ds 
= dt 

Jr'(t)I, 

故

o:(t) = 
r'(t) _, 
lr'(t) I' 

r'(t) = Jr'(t)J · o:(t). (3.12) 

将 {3.12) 式的第二式关于 t 再一次求导得到

', d|r'(t)| r"(t) = ~o:(t) + Jr'(t)I 
do:(t) ds 
·-· dt ds dt 

djr'(t)I 
= dt a(t) + |r' （t)|2 飞(t)/3(t),

所以

r'(t) x r"(t) = lr'(t)l3 ·凡（t)(ct(t) X /j(t)) 

= lr'(t)la. 尺（t)'Y(t),

由此得到

氏(t) = lr'(t) x r"(t)I 
lr'(t)la, 

-y(t) = 
r'(t) x r"(t) 
lr'(t) x r"(t)I' 

fj(t) = -y(t) X ct(t) = ~r"(t)-
Jr'(t)I _,,,.L, r'(t) · r"(t) 

r'(t). 
lr'(t) x r"(t)I" \-, lr'(t)l · lr'(t) x r"(t)I 

(3.13) 

例 1 求圆螺旋线 r = (acost,asint,bt) 的曲率和它的 Fl·enet 标

架其中 a,b 是常数，且 a>O （参看图 2.2).



36 笫二章 曲线论

解对圆螺旋线的参数方程求导数得到

因此

并且

r'(t) = (-asint,acost,b), 

r"(t) = (-a cost, -asint,0), 

r'(t) x r"(t) = (absint, -ab cost，吐），

片(t) = lr'(t) x r"(t)I a 
= 

lr'(t)13 吐＋ b2,

r'(t) 
a(t) =—=(- a. a b 吓） 1 立平sint, 岳平cost, 岳平），

T'(t) xT”(t) b b a 叩）＝ IT'(t)x T”(t)| = （立平 sint, 一立tb2 cost, 立式，
{3(t) =,(t) x o(t) = (-cost,-sint,O). 

因为

翌＝ lr'(t)| ＝洷+b2, s ＝洷声，
顺便得到该圆螺旋线以弧长 s 为参数的参数方程是

r = (acos 丘~• a sin卢，卢）
例 2 求曲线 C

｛泸＋ y2 +z2 =1, 
泸＋妒＝工

在 (0,0,1) 处的曲率 k 和 Frenet 标架．

解 曲线 C 是球面和圆柱面的交线，由两部分组成．我们所考虑

的点落在上半球面内解此题的方法有两种．一种方法是把该曲线在

点 (0,0,1) 的邻域内的部分用参数方程表示出来，然后按照例题 1 的

办法进行计算．例如，我们可以把该曲线用参数方程表示为

r(t) = (½ + ½cost,½ sin t，汇），
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点 (0, 0, 1) 对应千参数 t = Jt. 但是，有时候用参数方程表示两个曲面
的交线比较复杂涉及解函数方程因此，我们在此介绍第二种方法

假定曲线的参数方程是

r(s) = (x(s), y(s), z(s)), 

其中 s 是弧长参数，并且 s=O 对应千点 (0,0, I)．因此，函数 x(s),y(s),

z(s) 满足下列方程组：

｛盓｝;~;~(~：亡。＼＇(x'(s))2 + (y'(s))2 + (z'(s))2 = I. 

将上式中的前两式关千 s 求导得到

{x(s)X'(s) + y(s)y'(s) + z(s)z'(s) = 0, 
加(s)x'(s) + 2y(s)y'(s) -工'(s) = 0, 

再令 s=O 得到

z'(O) = 0, 叫（0) = 0, 

故 (y'(0))2 = 1．不妨取 y'(O) = 1, 则

a(O) = r'(O) = (0, 1, 0). 

将 (3.14) 式的第三式和 (3.15) 式关千 s 再次求导得到

｛：，（：：：？，飞言'$'（1:：)+｀扂扂勹' 1 
x(s)x"(s) + y(s)y"(s) + (x'(s))2 + (y'(s))2 = ~x"(s). 

2 

令 s=O 得到

y"(O) = 0, z"(O) = -1, 比（0) = 2, 

即

r"(O) = (2,0,-1). 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.16') 

(3.17) 
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由定义得知

凡(0) = lr"(O)I ＝看，

/3(0) = i：：｛靡＝ （孚，o,~),

-y{O) = a{O) x /3{0) ＝(－孚， o，辛）．

习题 2.3

1. 求下列曲线的曲率

(1) r(t) = (at,a迈 log叶）， a> O; 

(2) r(t) = (3t - t气 3t气 3t + t3); 

(3) r(t) = (a(t - sin t), a(l - cost), bt), a> O; 

(4) r(t) = (cos3t,sin3t,cos2t). 

2．求下列曲线的密切平面方程：

(1) r(t) = (a cost, asint, bt), a2 + b2 =/- O; 

(2) r(t) = (acost,bsint,et)，在 t=O 处其中 ab=/- 0. 

3. 求曲线

{ x+sinh工＝ y + siny, 

z + e" = (x + I) + log（工十 1)

在 {0,0,0) 处的曲率和 Frenet 标架

4. 求曲线

｛泸＋妒＋丑＝ 9,
泸－ z2 = 3 

在 (2, 2, 1) 处的曲率和密切平面方程．

5. 证明：曲线 r(t) = (3t, 3t气 2t3) 的切线和次法线的夹角平分线

的方向向量是常向量．
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6. 设曲线的参数方程是

r(t)-t立，，O），： : :: 
(0, t,e一句， t > 0. 

证明这是一条正则参数曲线并且在 t=O 处的曲率为零求这条曲

线在 t =,= 0 处的 Frenet 标架场，并且考察 Frenet 标架在 t -+旷和

t-+ 0－时的极限．这两个极限是不同的．

7. 证明：若一条正则曲线在各点的切线都经过一个固定点，则它

必定是一条直线

8. 证明：若一条正则曲线在各点的法平面都经过一个固定点，则

它必定落在一个球面上

9. 求圆螺旋线的切线和一个垂直千圆螺旋线的轴的固定平面的

交点的轨迹．

§2.4 曲线的挠率和 Frenet 公式

在上一节已经说过，曲线在一点的切线和主法线所张的平面是曲

线的密切平面，它的法向量是曲线的次法向量 'Y· 如果曲线本身落在

一个平面内，则该平面就是曲线的密切平面，于是它的法向量勹是常

向最如果曲线不是平面曲线，则 7 必定不是常向量（参看本节的定

理 4.1)．根据定理 3.1，单位切向量 o 关于弧长参数 s 的导数的长度

la'(s)I 反映了曲线的切线方向转动的快慢同理次法向量勹关千弧

长参数 s 的导数的长度厅(s)I 反映了曲线的密切平面方向转动的快

慢，因而它刻画了曲线偏离平面曲线的程度，反映了曲线扭曲的程度，

即曲线的＂挠率”·

因为勹(s) 是单位向量场，故于(s)..l-y(s). 此外，

'Y =ax (3, a'(s)//{3(s), 

所以

-y'(s) = a'(s) x {3(s) + a(s) x f3'(s) = a(s) x f3'(s), 
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这说明 -y'(s)..lo(s)．于是 -y'(s) 必定是与 9(s) 共线的，不妨设

r'(s) = -T/3(s), (4.1) 

因此

r(s) =—--y'(s) • f3(s), (4.2) 

并且

IT(s)I =|7'(s)I- (4.3) 

定义 4.1 设 9(s) 和 "Y(s) 分别是曲线 C 的主法向量和次法向量，

其中 s 是曲线的弧长参数，则 r(s) ＝－于(s)•f3(s) 称为曲线 C 的挠率．

定理 4.1 设曲线 C 不是直线，则它是平面曲线当且仅当它的挠

率为零

证明 必要性巳经在本节开头的讨论中阐明了，在这里只要证明

充分性就行了．

设曲线 C 的参数方程是 r = r(s), s 是弧长参数，并且凡{s) 产

O,r(s) = 0. 此时，曲线有确定的 Frenet 标架 {r(s); a(s),f3(s) ,7(s)}, 

并且

71(s) = -r(s) • f3(s) = 0, 

因此 "Y(s）＝ "Yo ＝常向量．但是

所以

d 
0 = r1(s) · 7(s) = r'(s) ·"Yo= —(r(s) ·飞），

ds 

r(s) ·飞＝常数＝ r(so) ·你

(r(s) - r(so)) ·飞＝ 0. (4.4) 

这说明曲线 r = r(s) 落在经过点 r(so) 、以常向量 "Yo 为法向量的平面

内．证毕．
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根据曲率、挠率和 Frenet 标架的定义，我们已经有下面的公式：

r'(s) = o:(s), 

o:'(s) = 1,,(s)/3(s), 

'Y'(s) = -r(s)f3(s). 

{4.5) 

氏enet 标架 {r(s); a:(s), f3(s) ， --y(s)｝是随着点在曲线 r(s) 上的运动而

运动的，而 r'(s), a:'(s)，于(s) 分别给出 Frenet 标架的原点 r(s) 和标架

向社 a(s) ， --y(s) 的运动公式，要获得整个 Frenet 标架的运动公式，只

要求出 /3'(s) 就行了．由于 {r(s);a(s),/3(s) ， --y(s)｝是空间萨的一个

标架，所以 /3'(s) 总可以表示成 a:(s), f3(s)汀(s) 的线性组合，不妨设

f3'(s) = aa(s) + bf3(s) + c.-y(s). (4.6) 

将上式分别与 a(s),/3(s)汀(s) 作点乘，并且利用 a(s), /3(s)汀(s) 的单

位正交性，我们有

所以

a= /3'(s) · a(s) = -/3(s) · a'(s) =－凡(s),

b = /3'(s) · /3(s) = 0, 

c = /3'(s) • -y(s) = -/3(s) •于(s) = r(s), 

/3'(s) =－氏(s)a(s) + r(s)--y(s). (4.7) 

把 (4.5) 和 (4.7) 式合并起来，便得到 Frenet 标架{ r(s); a(s), /3(s) , -y(s)} 

沿曲线 C 运动的公式

{ ;::l ;玉(s)o(s)，一二二＇廿(s片(s), (4.8) 

上述公式称为 Frenet 公式，是曲线论中最重要、最基本的公式．由法

国数学家 Serret 和 Frenet 分别在 1851 年和 1852 年发表（他们给出的
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是切线、主法线、次法线的方向余弦的导数公式）． Frenet 公式中的后

三个方程可以写成矩阵的形式

(~l三） = （－：）（s) 一：T；；:) T:s) ) （；！三） (4.9) 

在上面的公式中系数矩阵是反对称矩阵，这不是 Frenet 标架的导数所

特有的．一般地，沿曲线定义的任意一个单位正交标架场的导数公式

的系数矩阵都是反对称的．

熟练地运用 Frenet 公式对于研究曲线的性质是十分要紧的下面

以球面上曲线的特征性质为例来说明这一点．

定理 4.2 设曲线 r = r(s) 的曲率凡(s) 和挠率 r(s) 都不为零， s

是弧长参数如果该曲线落在一个球面上，则它的曲率和挠率必满足

关系式

（心）2+ 信心（心））2 =常数 (4.10) 

证明假定曲线 r = r(s) 落在一个球面上，该球面的球心是 ro,

半径是 a，则有关系式

(r(s) - ro)2 = a2. (4.11) 

将上式两边对千 s 求导得到

a(s) 圈 (r(s) - ro) = 0, 

故 (r(s) - ro) 是曲线的法向量．不妨设

r(s) —ro =入（s)f3(s) + µ(.s)-y(s), (4.12) 

将上式对千 s 求导并且利用 Frenet 公式得到

a(s) =－入(s)1,,(s)a(s) +（入'(s) - µ(s)r(s))f3(s) 

＋（入(s片(s) + µ'(s) )-y(s). 
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因此比较等式两边的系数得到

入(s)托（s) = -1, 入'(s) = µ(s)r(s), µ'(s) =－入(s)r(s), (4.13) 

于是

1 入'(s) 1 d (I 入(s) ＝－忑'µ(s) ＝了＝－而石卢）
将 (4.14) 式代人 (4.12) 式得到

r(s) - ro= －忐/3(s) 一点点（嘉）如），

因此根据关系式 (4·11) 得到

（嘉）2+ （点点（古）） 2 = a2 

证毕．

注记将 (4.14) 式代入 (4.13) 的第二式便得到

(4.14) 

(4.15) 

r(s), d / 1 d / 1 忑飞（而汃忒）＝0. (4.16) 

如果凡(s) 不是常数，则 (4.16) 式也能够通过 (4.10) 式求导直接得到．

最后我们要给出曲线的挠率的计算公式． 设曲线的参数方程是

r = r(t)，则由上一节的公式 (3.11)—(3.13) 得到

ds 
面 =|r'(t)I,

o:(t) = r'(t) 
lr'(t)i' 

,(t) = 
r'(t) x r"(t) 
lr'(t) x r"(t)I' 

(4.17) 

Ir'(t) I _,, 1i, r'(t) · r" (t) 
(3(t) = ~r"(t) - ~r'(t). 

lr'(t) x r"(t)I",-, lr'(t)I · lr'(t) x r"(t)I 
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将 -y(t) 对千 t 求导，并且利用 Frenet 公式得到

寸(t)f3(t). 一＝
ds r'(t) x 产(t)

dt Jr'(t) x r"(t)J 

心(~) • (r'(t) x r"(t)), 

再将上式两边用 (4.17) 式中的 f3(t) 作点乘便得到

r(t) = (r'(t), r" (t), 产（t))

Jr'(t) x r"(t)J2 · 
(4.18) 

如果 t 是弧长参数 s，则（4.18) 式成为

r(s) = (r'(s), r" (s), r"'(s)) 
lr"(s)J2. 

(4.19) 

定理 4.3 曲线 r = r(t) 是一条平面曲线的充分必要条件是

(r'(t), r"(t)，产(t)）三 0. (4.20) 

这是定理 4.1 和 (4.18) 式的直接推论，并且包括曲线是直线段的

情形在内证明留给读者完成

习题 2.4

1. 计算习题 2.3 的第 1 题中各曲线的挠率．

2. 求习题 2.3 的第 3 题中的曲线在点 (0,0,0) 处的挠率．

3. 假定曲线 r = r(s) 的挠率 T 是一个非零的常数， s 是弧长参数，

求曲线

沁）＝主f3(s) - I如）ds
的曲率和挠率

4. 假定 r = r(s) 是以 s 为弧长参数的正则参数曲线，它的挠率不

为零，曲率不是常数，并且下面的关系式成立：

品）2+ （古点（忐））2 ＝常数，
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证明该曲线落在一个球面上．

5. 证明：若一条正则曲线的曲率处处不是零，并且它在各点的密

切平面都经过一个固定点，则它必定落在一个平面上．

6. 设 r = r(s) 是以 s 为弧长参数的正则参数曲线它的 Frenet

标架是{r(s); a(s), /3(,'i),'"'f(s)｝，试求沿曲线定义的向量场 p(s)，使得

o:'(s) = p(s) x o:(s), f3'(s) = p(s) x {3(s), "f1(s) = p(s) x "f(s). 

7. 求曲线

r(t) = ((1+3t);, (1 —t) ; '言） -1 < t < 1 

的曲率、挠率和 Frenet 标架场．

8. 设正则参数曲线 r = r(t) 的 Frenet 标架是{r(t); a(t), {3(t), 

"/(t)｝，证明：

(a(t), a'(t), a" (t)) • ("f(t), 71 (t) ，产y"(t)) = E • la'(t)l3 ·|7'(t)l3, 

其中 E = sign(r(t)). 

9. 设 r =r(s) 是以 s 为弧长参数的正则参数曲线其挠率 T(s) ＞
0. 作曲线 6:

s 

印）＝ f 勹(t)dt,
S(l 

证明：元(s) ＝巾），于(s) ＝凡(s).

10. 设 r(t) 是单位球面上经度为 t、纬度为 i-t 的点的轨迹，求
它的参数方程，并计算它的曲率和挠率．

11. 设｛r(t); e1(t) ，切 (t), e3(t)｝是沿曲线 r(t) 定义的一个单位正

交标架场，假定

3 

e~(t) ＝汇忙(t)ej(t), 1 ~ i ~ 3. 
j=l 

证明：切(t) ＋知(t) = O,i,j = 1, 2,3. 
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§2.5 曲线论基本定理

根据前面各节的讨论，我们已经知道正则参数曲线的弧长参数、曲

率和挠率都是与曲线的保持定向的容许参数变换无关的实际上，弧

长参数的不变性在 §2.2 中已经作过讨论，而曲率和挠率是通过曲线的

参数方程关于弧长参数的各阶导数作适当的代数运算（点乘和叉乘等）

得到的，它们同样不依赖曲线上参数的选择．很明显，这三个量与欧氏

空间岱中的笛卡儿直角坐标系的选取也是无关的．实际上，这三个量

的计算公式是用曲线的向量形式的参数方程给出的，该事实本身就蕴

涵着它们不依赖空间的笛卡儿直角坐标系的选取．此外，在 §1.1 已经

解释过，欧氏空间萨上的刚体运动在某种意义上相当于空间的笛卡

儿直角坐标系的变换，因此当曲线在空间中经受一个刚体运动时，曲线

的弧长、曲率和挠率是不变的．反过来说如果在空间萨中有两条曲

线它们的曲率和挠率表示成弧长参数的函数分别是相同的，则这两条

曲线的形状是相同的．这个论断可以叙述成下面的基本定理

定理 5.1 设 r = r1(s) 和 r = r2(s) 是伊中两条以弧长 s 为参

数的正则参数曲线，如果它们的曲率处处不为零，并且它们的曲率和挠

率分别相等，即 K.1 (s) ＝心(s), T1 (s) = T2(s)，则有岱中的一个刚体运

动 6，它把曲线 r = r1(s) 变为曲线 r = r2(s). 

证明 由于这两条曲线的曲率处处不为零，因此沿这两条曲线有

完全确定的 Frenet 标架．假定它们在 s=O 处的 Frenet 标架分别是

{r1(0)心(O)凡(0)，邧0)} 和伍（O); a2(0), ~2(0) ， 'Y2(0)｝．因为它们都

是右手单位正交标架，故由第一章的定理 1.1，在萨中有一个刚体运

动 6 把后一个标架变成前一个标架．不妨把第二条曲线经过刚体运动

6 得到的像仍然记为 r = r2(s)，那么曲线 r = r1(s) 和 r = r2(s) 在对

应点仍旧有相同的曲率和挠率，并且在 s=O 处有相同的 Frenet 标架．·

我们要证明
r1(s) = r2(s), Vs. 

为此，首先定义函数

J(s) = (a1(s) - a2(s))2 + (~1(s) - ~2(s))2 
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＋（'Y1(s)-'Y2(s)）气 (5.1) 

且由假设得知 f(O) = 0. 对函数 f(s) 直接求导并且注意到 K1(s) = 

心 (s), T1 (s) = r2(s)，则得

1 df(s) 

2 ds 
~~ = (a1(s) - a2(s)) ·(凡i(s)/31 (s) －凡2(s)/32(s))

+(f31(s) -/32(s)) ·(－凡1(s)a1(s)+,-;,2(s)。2(s))

+(/31(s) -{32(s)) · (r1(s)"Ii (s) - r2(s)'Y2(s)) 

+("11(s) - "12(s)).(－冗 (s)/31 (s) + r2(s)/32(s)) 

＝凡1(s)(a1 (s) - a2(s)) · (/31(s) -/32(s)) 

一凡1 (s)(/31 (s) - /32 (s)) · (a1 (s) - a2(s)) 

十冗 (s)({31(s) -/32(s)) ·(勹1(s) - 72(s)) 

一冗 (s) （"f1(s) - "(2(s)) · (/31 (s) - /32(s) ）三 0,

故 f(s) = f(O) = 0, 即

则

a1(s) = a2(s), {31(s) = /32(s), "(1(s) = "(2(s). (5.2) 

再定义函数

g(s) = (r1 (s) - r2(s)）气 g(O) = 0, (5.3) 

1 dg(s) 

2 ds 
-—= (r1(s) - r2(s)) · (c巳1(s) - o:2(s)) 三 0,

所以 g(s) = g(O) = 0, 即 r1(s) = r2(s), Vs. 证毕．

定理 5.2 设 r = r1(t) 和 r = r2(u) 是萨中两条正则参数曲

线它们的曲率处处不为零．如果存在三次以上的连续可微函数 U=

入(t),,\'(t),f 0，使得这两条曲线的弧长函数、曲率函数和挠率函数之间

有关系式

s1(t) = s2 （入（t)), 凡 1(t)=K,2 （入（t)), 71 (t) = 72 （入（t)), (5.4) 
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则有伊中的一个刚体运动 6，它把曲线 r = r1(t) 变为曲线 r = r2(u), 

即曲线 r = r2 （入（t)) 是曲线 r = r1(t) 在刚体运动 6 下的像．

这是定理 5.1 的直接推论，证明留给读者自已完成．

在 §2.3 中已经知道，在曲率 K,(S) 处处不为零的正则曲线上有内

在的、确定的 Frenet 标架场，所以萨中的曲线便变成在萨的正交

标架空间中的一条曲线．而 §2.4 的叶enet 公式正好是这个标架场的

运动方程其系数恰好是曲线的曲率和挠率，它们完全确定了曲线在空

间中的形状．我们的问题是：给定了曲率和挠率作为弧长参数 s 的函

数尺(s), r(s) 之后，在空间铲中是否存在正则参数曲线以给定的函数

叩）， r(s) 为它的曲率和挠率？根据上面的分析，我们在伊上由全体

正交标架构成的 6 维空间中考虑，千是 Frenet 公式成为现成的已知常

微分方程组，它的解是依赖参数 s 的一族正交标架，其标架原点在 E3

中描出的轨迹应该是我们所要的曲线，而这族正交标架本身应该是曲

线的 Frenet 标架场

定理 5.3 设 K(s), r(s) 是在区间 [a,b] 上两个任意给定的连续

可微函数，并且心） > 0，则在空间胪中存在正则参数曲线 r = 
r(s), a ::;;; s ::;;; b, 以 s 为弧长参数，以给定的函数凡(s), r(s) 为它的曲

率和挠率，且这样的曲线在空间萨中是完全确定的，其差异至多为曲

线在空间中的位置不同

证明定理 5.1 已经证明这样的曲线在空间萨中确定到至多差

一个位置的不同，因此我们只要证明这样的曲线的存在性

为了能够用和式表示方程组，引进新的函数记号

（：三：1 ［三： ：三三［三： ：三三［三！） = (-:)(s) 一：T＼：:） T:s)) (5.5) 

并且用 r,e1 ，切， e3 记写成向量形式的未知函数，每一个向量函数代表

3 个未知函数，共 12 个未知函数．考虑一阶常微分方程组
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{ `研）e;, 1,; i,; 3. (s.•) 
j=l 

这是由 4 个向量形式的线性齐次微分方程组成的方程组（实际上有 12

个方程）．由于方程组的系数是连续可微函数，根据常微分方程理论，对

千任意给定的一组初始值伐 e~,eg,e}，方程组 (5.6) 有唯一的一组解

r(s), e1(s) ，切 (s), e3(s), a ~ s ~ b，满足初始条件

r(so) ＝泸， ei(so) = e?, 1 ~ i ~ 3, (5.7) 

其中 s。是区间 [a,b] 中任意固定的一点一般来说这样的解并不会满

足我们的要求如果 r=r(s) 是我们所要的曲线，而 {r(s); e1(s), e2(s), 

e心）｝是曲线的 Frenet 标架，则我们必须要求初始值｛T贮 e~,eg,e}｝是

右手单位正交标架，即它们要满足条件

{ 4 · e} ＝勾 1 ~ i,j ~ 3, 

(e~, eg, 动） = 1. 
(5.8) 

我们要证明，当初始值满足条件 (5.8) 时，方程组 (5.6) 满足初始条

件 (5.7) 的解给出的 r = r(s) 是一条正则曲线，以 s 为弧长参数，并

以给定的函数凡(s), T(s) 为它的曲率和挠率．为此，首先证明这组解

行(s); e1(s), e心）心(s)} 是右手单位正交标架族命

gi3(s) = ei(s) · e3(s) - dij, 1 ~ i,j ~ 3. (5.9) 

初始值所满足的条件 (5.8) 说明

9ii(so) = 0, 1 ~ i,j ~ 3. 

将 (5.9) 式求导，并且利用 ei(s) 满足方程组 (5.6) 得到

dgii(s) dei(s) _, _ dej(s) 
= ~ · ei + ei · ds ds - J • - • ds 

3 

＝区(aik织(s) • ei(s) + a3年{s) · ek(s)), 
k=l 

{5.10) 
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因为

吩＋ aii = 0, 

3 

故 9i;(s) 满足常微分方程组

dgi;(s) 
＝汇(a让9呻） ＋ a;心(s)). (5.11) 

ds 
k=l 

这是线性齐次方程组，并且它在初始条件 (5.10) 下的解是唯一的，所

以 g.3(s) 只能是平凡解，即

gij(s) 三 0, 1 ~ i,j ~ 3, (5.12) 

也就是

ei(s) · e;(s) ＝如， 1 ~ i,j ~ 3, (5.13) 

故 {r(s);ei(s)，切 (s), e3(s)} 是单位正交标架．这样，向量 e1(s) ，切 (s),

e3(s) 的混合积 (ei(s),e心）， e3(s)）的值是 1 或者－1. 由于条件 (5.8),

(e1(so), e认so),e小o)) = 1，故由解的连续性得到

(e1(s),e如）， e3(s)) = 1, 

所以 {r(s); e1(s) ， e2(s),e3(s)} 是右手单位正交标架族

由方程 (5.6) 的第一式得知

霄)|＝阳(s)I = 1, 

(5.14) 

故 r(s) 是正则参数曲线， s 是弧长参数， o（s) ＝ e1(s)．再由方程 (5.6)

的第二式得知

因此

da(s) de1(s) 
ds ds 
=——＝ K.(s）切 (s),

叩）＝ 1竺LI, ~(s) ＝切(s),
ds 

即凡(s) 是曲线 r = r(s) 的曲率， e2(s) 是它的主法向量，千是

'Y(s) = a(s) x {3(s) = e1(s) x e2(s) = ea(s). 
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由 (5.6) 式的最后一式得到

de3(s) 的(s)
T(s) = －－—·切(s) =-—· 

ds ds 
/3(s), 

故 T(S) 是曲线 r=r(s) 的挠率．证毕．

上面的定理说明，函数凡(s) > 0 与 T(s) 在空间萨中不计位置的

差异唯一地确定了一条曲线，因此它们可以看作是该曲线的方程，称为

曲线的内在方程，或自然方程．从曲线的自然方程得到参数方程的过

程就是求解方程组 (5.6) 的过程一般说来，该过程是比较难的．如

果知道方程组 (5.6) 的一个特解，则定理 5.1 告诉我们，其余的解都是

上述特解在伊的刚体运动下的像．

例求曲率和挠率分别是常数 Ko> 0顷』的曲线的参数方程

解 已知圆螺旋线 r = (acost,asint,bt)(a > O,b 是常数）的曲率
和挠率分别是常数

a b 
凡＝ a2 +b2'T ＝吐＋ b2. 

取 a,b 使得
a b 

= Ko, a2 +b2 吐＋ b2
=To, 

也就是
氏o

a = ~. b = To 
咕＋ T6' 咕＋奇

根据定理 5.1，曲率和挠率分别是常数凡O > 0,TO 的曲线必定是圆螺旋
线如果不计位置的差异，则它的参数方程是

r= (W,cost,W,sint,-if 咕＋ To 岛＋ T。咕＋~),
或者是

（咕?哨 COS （汇示），凡卢 sin （汇示），王），
其中 s 是弧长参数
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习题 2.5

1. 如果一条曲线的切向量与一个固定的方向交成定角，则称该曲

线为定倾曲线或一般螺线．这种曲线可以看作是落在一个柱面上与直

母线成定角的曲线证明：一条曲率处处不为零的正则参数曲线是定

倾曲线当且仅当它的挠率与曲率之比是常数．

2. 设巾），凡(s) > 0 是两个连续可微函数，满足关系式 r(s) = 
c 飞(s), C 是常数求曲线的参数方程 r(s)，使它的弧长参数是 s, 曲率

是心），挠率是 r(s).

3. 证明：下列每一条曲线的曲率和挠率相等

(1) r(t) = (a(3t - t3), 3at2, a(3t + t3)); 

(2) r(t) = (t，归订，叶 O;
(3) r(t) = (t + ~, t -~, 2a log ~), t, a > 0 

a 

4. 证明：曲线

r(t) = (t ＋戎sin t, 2 cost，迈t - sint) 

和曲线

叩）＝（2cosi,2sin 声，一u)
可以通过刚体运动彼此重合．

5. 证明：曲线

r(t) = (cosht,sinht, t) 

和曲线

叩）＝（玩＄，u+ 1) 
可以通过刚体运动彼此重合．试求出这个刚体运动．

6．证明：曲线 r = r(s) 的所有主法线都平行于一个固定平面当且
仅当它是一般螺线．

7. 确定函数 cp(t) 使得曲线 r(t) = (t, sin t, cp(t)）的主法线都平行

于 Oyz 平面
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§2.6 曲线参数方程在一点的标准展开

我们知道，解析函数 Y = f(x) 在任意一点 Xo 的邻域内可以展开

成收敛的幕级数如果函数 y= f(x) 是光滑的，即它有任意阶的导数，

则函数 f（工）可以表示成任意 n 次的一个多项式与一个余项之和，该

多项式的系数由 f（工）的直到 n 阶的各阶导数在 Xo 处的值决定，并且

余项在工 -Xo 时是比（工一工o)九更高阶的无穷小量．这样的展开式

称为函数 y=f（工）的 Taylor 展开式，它是原来函数的近似．当然，多

项式函数比原来的函数简单，它的性状更容易了解和描写．正则曲线

的参数方程是由三个可微函数组成的，将 Taylor 展开式用到这三个函

数上，便能够得到一条多项式曲线来近似原来的曲线．特别是，在曲线

的曲率和挠率都不为零的时候，在一点的附近可以求得一条三次曲线，

它与原来的曲线在该点有相同的曲率、挠率和 Frenet 标架，于是原曲

线在该点附近的性状可以用这条近似曲线来模拟

设 r = r(s) 是一条以弧长 s 为参数的正则曲线，它在 s=O 处的

Taylor 展开式为

83 
r(s) = r(O) + ;r'(O) + ~r"(O) +—r"'(0) + o(s3), (6.1) 

l! 2! 3! 

其中 o(s3) 是余项，满足条件

|o(s3)| 
lim 
S--+ii s3 

根据 Frenet 公式，我们有

r'(O) = a(O), 

r"(O) ＝尺(0)/j(O),

=0. 

r111(0) = -/'i,2(0)a(O) ＋记(0)/j(O) ＋尺(O)r(O)-y(O),

千是 (6.1) 式成为

r(s) = r(O) + (s -告） a(O) ＋（字＋告） fj(O)
＋气呫(0) + o(s勺，

(6.2) 

{6.3) 
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其中心＝邓(0)，咕＝记(O),ro = r(O)．如果把曲线在 s=O 处的 Frenet

标架{ r(O); a(O), /3(0) ， -y(O)} 取作空间岱的笛卡儿直角坐标系的标

架，则曲线在 s=O 处附近的参数方程成为

咕 3x=s- 一s3 + o(s勺，
6 

y= 匀＋尘扛 o(s勺，2 -. 6 

凡oro
z= 3 

6 
s3 +o（社）．

上式称为曲线 r = r(s) 在 s=O 处的标准展开式．

(6.4) 

当呴布 =I- 0 时，曲线的标准展开式中的坐标函数工(s), y(s), z(s) 

作为 s 的无穷小量的主要部分分别是 s,~s2 和竺空扎千是我们可
2 6 

以考虑一条新的曲线

砌＝ （s, 平，宇s3). (6.5) 

这是一条三次曲线，而且参数 s 一般不是曲线 r(s) 的弧长参数，但是

在 s=O 处有
f(O) = (0, 0, 0), 

干(0) = (1, 0, 0), 

r"(O) = (0，凡o, 0), 

产(0) = (0, 0, 凡叩）．

由此不难看出，曲线 T ＝于（s) 在 s=O 处的曲率是灼，挠率是 m，并

且 Frenet 标架是{r(O); o:(O), /3(0) ， -y(O)}, 即它与原来的曲线 r = r(s) 

在 s=O 处有相同的曲率、挠率和 Frenet 标架

曲线 r = r(s) 称为原曲线 r = r(s) 在 s=O 处的近似曲线它的

性状反映了原曲线的性状．例如它在密切平面上的投影是

x=s, y 炽］ 2 
＝一S2' 

z=O; 

它在从切平面上的投影是

X = S, y = 0, 
氏oTo

z= 
6 

3 s-: , 

(6.6) 

(6.7) 
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它在法平面上的投影是

X = 0, y = 
Ko 2 凡吓0 3 —s 2' 

Z= 
6 

s;j. (6.8) 

它们的图像如图 2.6 所示．从图上可以见到，曲线在 s=O 处是穿过

勹 。

7 

O' 

勹 。

图 2.6 近似曲线在各坐标面的投影

曲线在该点的密切平面的密切平面的正定向是由次法向量 -y(O) 确

定的．当 TQ > 0 时，曲线是从下而上地穿过密切平面的；而当 To <0 

时，曲线是从上而下地穿过密切平面的这就是挠率的正、负号的儿何

意义

两条相交的曲线在交点附近的接近程度是用所谓的切触阶来刻画

的设曲线 C1 和 C2 相交于点 Po, 在 C1 和 C2 上各取一点 m 和 P2,

使得曲线 C1 在点 Po 和 Pl 之间的弧长是 ~s, C2 在点 Po 和 P2 之间

的弧长也是 As，若有正整数 n 使得

lim IP1P2I 
~--;..::o (~s)九 =0, lim 加P2I

(.D.s)n+l =I-0, 
tl.s-+O 

(6.9) 

则称曲线 C1 和 C2 在交点 p。处有 n 阶切触．

定理 6.1 设曲线 r1(s) 和 r2(s) 都以 s 为它们的弧长参数，且

r1(0) = r2(0)，则它们在 s=O 处有 n 阶切触的充分必要条件是

叶i\o) = r护 (0), Vl ~ i ~ n; 叶九十1)(0) 于 T＄九十l)(O). (6.10) 
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证明实际上，在条件 (6.10) 下，由 Taylor 展开式得到

sn+1 
叩）－叩） = (n + 1)! （叶n+l) (0) - r~n+I) (0)) + o(s..+1), 

因此

lim 
lr1(s)- r2(s)I 

=0, 
s.....0 s九

lim 
阳(s) - r2(s)I I 

= 
S--+0 S九十1 (n + I)! 叶九十1)(0) - r~九十 1> (o) I -:f o. 

反之亦然证毕．

由此可见，一条正则曲线与由它的 Taylor 展开式的前九十 1 项之

和给出的曲线在该点处至少有 n 阶切触．正则曲线与它的切线至少有

1 阶切触，与它在一点处的近似曲线在该点至少有 2 阶切触．

作为定理 6.1 的推论，两条相交的正则曲线在交点处有 2 阶以上

的切触的充分必要条件是，这两条曲线相切尸有相同的有向密切平面

和相同的曲率实际上，由定理 6.1，两条相交的正则曲线在交点 s=O

处有 2 阶以上的切触的充分必要条件是

r1(0) = r2(0), rl1\o) = r~1>(0), ri2>(0) = r~2\0), (6.11) 

前两式说明这两条曲线相切，第三式意味着

氏1 (O)/j1 (0) =心（O)/j2(0),

即

凡1 (0) = K.2(0), /jl (0) = /j2(0). 

对于曲线 r = r(s) 上尺(so)> 0 的点 s = so，还可以在该点的密

切平面上构造一条特殊的平面曲线，即在 r(so) 处的密切平面上作以

r(so) + /j(so)体(so) 为中心、以 1压(so) 为半径的圆周，这个圆周与原

曲线在 S=S。处相切，有相同的有向密切平面，并且曲率是尺(so)，因

此它与原曲线在点 s=s。处有 2 阶以上的切触．通常称这个圆周为曲

线 r = r(s) 在点 S = So 处的曲率圆，其圆心 r(so) + /j(so)／尺(so) 称为
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曲线在 s = so 处的曲率中心，其半径 1体(so) 称为曲线在 s = so 处的
曲率半径曲率圆形象地反映了曲线在一点处的弯曲程度．

若一条曲线 C 和一个曲面 2 相交，同样能够用切触阶来刻画曲

线和曲面的接近程度设交点是 p。．在曲线 C 上取一点 Pl，把曲线 C

上从点 Po 到点 Pl 的弧长记为 As，把点 Pl 到曲面 E 的距离最近的点

记为 P2，则当 (6.9) 式成立时，称曲线 C 和曲面 E 的切触阶是 n. 如果

2 是以点 A 为中心、以 r 为半径、且与曲线 C 交于点 Po 的球面，千

是点 P2 恰好是线段 p1A 与球面 E 的交点，所以 IP1P2I = IP1AI - r．此

外， IP1P2I 和加Al2 ＿产作为 As 的无穷小量是同阶的，因此在用 (6.9)

式求曲线和球面的切触阶时可以用如Al2 ＿产代替仍P2|．下面，我们

来求与曲线 C 在一点处有最高阶切触的球面．

设曲线 C 的参数方程是 r = r(s), s 是弧长参数，它的曲率和挠

率都不为零设球面 2 与曲线 C 在对应千参数 s=O 的点 p。处相交，

用 {Poi no,/3。飞｝记曲线 C 在点 Po 的氏enet 标架，则球面 2 的球心

A 可以设为

云＝ a知＋矶＋匀o, a2 + b2 + c2 =产，（6.12)

其中 r 是球面 E 的半径把曲线 C 上的点 r(s) 记为 p，则由 (6.4) 式

得到

1沁－产＝（S －告＋矿） - a)2 +（平＋告＋ o(s勺－ b)2 

+ （竺s3 + o(s3) - c)2 
6 

+ o(s3) - c)- - (a2 + b2 + c2) 

= -2a (s 一节社＋ o(s3)) + (s －孕s3 +o（社）） 2

-2b （平＋节社＋ o（社）） + （平＋孕s3 +o（社））
-2c （平丘 o{s3)) +（平江 o(s勺） 2'

2 

因此曲线 C 和球面 E 有 1 阶以上的切触的条件是 a= 0. 在此条件
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下，上式成为

lpA尸－ r2=s2-b （心＋立3) - c竺泸＋ o(s勺，3 - J - 3 

因此曲线 C 和球面 2 有 2 阶以上的切触的条件是

a=O, 
1 

b= —. 
K.o 

(6.13) 

在此条件下，上式成为

IPAl2- 产＝－竺牡－ C竺社＋ o（社），
3凡0 - - 3 

由此可见，曲线 C 和球面 E 有 3 阶以上切触的条件是

1 氏。 1 1 
a= 0, b =— c= -— i, c=-~= 叩（动 s=O, (6.14) 

并且一般说来，曲线 C 和球面 E 的最高切触阶只能是 3. 上面的结果

可以叙述成如下的定理

定理 6.2 C: r = r(s) 是曲率和挠率都不为零的正则参数曲线，
s 是弧长参数，则在 s 处与曲线 C 有 3 阶以上切触的球面 E 的球心是

r(s) ＋上fj(s) 二（上）＇-y(s),
凡(s) T(s)K.(s) 

(6.15) 

半径是

（嘉） 2 ＋（古（右）＇） 2. (6.16) 

该球面称为曲线 C 在 s 处的密切球面，其球心所在的直线

1 
r = r(s) ＋忑f3(s) ＋入-,(s) (6.17) 

是通过曲线 C 的曲率中心、垂直千密切平面的直线，称为曲线 C 在 s

处的曲率轴
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最后我们要指出，构造曲线的 Frenet 标架的过程正是曲线的参

数方程逐次求导的过程． 实际上， Frenet 标架{a(t), (3(t),,(t)} 是

{r'(t), r"(t), r"'(t)｝经过 Schmidt 正交化得到的． r'(t) 决定了曲线的

切线而曲线的曲率是曲线切线的方向关于弧长的变化率． r'(t), r"(t) 

决定了曲线的密切平面．如果曲线的密切平面的方向不变，则它必定

是平面曲线．如果该曲线不是平面曲线则它的密切平面的方向关千弧

长的变化率是曲线的挠率，它反映了曲线的扭曲程度．很明显，曲线方

程的更高次导数仍然能够表示成 Frenet 标架向量的线性组合，其系数

是曲率凡和挠率 T 及其各阶导数．

习题 2.6

1. 求（6.5) 式给出的 3 次曲线 r(s) 在 s = 0 处的曲率，挠率和
Frenet 标架

2. 作正则参数曲线 C 关于一张平面的对称曲线 C*，证明：曲线

C 和 C＊在对应点的曲率相同，挠率的绝对值相同而符号相反．

3. 如果正则参数曲线的向径 r(s) 关千弧长参数 s 的 n 阶导数是

r(nl(s) = an(s)a(s) +加（s)f3(s) + c九 (s片(s),

求它的 n+l 阶导数．

4. 假设正则曲线 r =r(s) 的曲率和挠率都不为零．证明：如果它

在各点的密切球面的球心是一个固定点则它必定是一条球面曲线

§2.7 存在对应关系的曲线偶

本节我们要研究存在一定的对应关系的曲线偶．假定在正则参数

曲线 C1 : r = r1(t) 和正则参数曲线 C2: r= ＂(u) 之间存在一个对

应，这个对应可以用参数 t 和 u 之间的一个对应来表示，设为 n=,U， （t).

如果 u'(t) =fa 0, 则 U= u(t) 可以认为是曲线 C2 的正则参数变换，于是
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曲线 C1 和 C2 之间的对应成为曲线 C1 和 C2 之间有相同参数的点之

间的对应

定义 7.1 如果在互不重合的曲线 C1 和 C2 之间存在一个对应，

使得它们在每一对对应点有公共的主法线，则称这两条曲线为

Bertrand 曲线偶，其中每一条曲线称为另外一条曲线的侣线，或共

辆曲线

每一条平面曲线都有侣线，构成 Bertrand 曲线偶．事实上，设

r =r(s) 是在平面上的一条曲线，以 s 为它的弧长参数于是， r'(s) 是

曲线的单位切向量场，因此

r"(s) ＝凡(s)n(s),

这里 n(s) 是沿曲线定义的法向量场．命

r1(s) = r(s) ＋屈(s),

其中入是任意给定的一个非零实数，则

叶(s) = r'(s) ＋入n'(s),

因此

r~(s) · n(s) = r'(s) · n(s) ＋入n'(s) • n(s) = 0, 

(7.1) 

(7.2) 

所以 n(s) 也是曲线 r1 (s) 的法向量场．由此可见，曲线 r(s) 和八(s)

在对应点有相同的法线（也是主法线）．因此，寻求 Bertrand 曲线偶应

该在空间挠曲线（即挠率不为零的曲线）中去找

定理 7.1 设曲线 C1 和 C2 是 Bertrand 曲线偶，则 C1 和 C2 的

对应点之间的距离是常数，并且 C1 和 C2 在对应点的切线成定角．

证明 设曲线 C1 和 C2 的参数方程分别是 r1(s) 和 r2(s)，并且曲

线 C1 和 C2 之间的对应是有相同参数的点之间的对应，而且 s 是曲线

C1 的弧长参数．用{ r1(s); 01 (s), {31 (s) ， '"Y1(s)｝表示曲线 C1 的 Frenet

标架，用 {r2(s); 02(s)几(s)，飞 (s)｝表示曲线 C2 的 Frenet 标架，但是

参数 s 未必是曲线 r2(s) 的弧长参数，假定曲线 r2(s) 的弧长参数是 s.
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因为曲线 C1 和 C2 在对应点有相同的主法线，故

r2(s) = r1(s) ＋入(s)[j1 (s), 

并且队(s) ＝士9心）．利用 Frenet 公式对 (7.3) 式求导数得到

ds 
a2(s)—=a1(s) + A'(s)/31(.s) ＋入(s)(-K-1(s)。1(s) ＋叮 (s)勹1(s) ）

ds 

(7.3) 

=(1- 入(s)K-1(s))a-1(s) + A1(s)/31(s) ＋入(s)兀 (s)'YI (s). (7.4) 

因为 /31 (s) ＝士/32(s)，所以

ds 
a-2(s) · /32(s)~ ＝土入'(s)/31(s) · /31(s) = 0, 

ds 

即 A'(s) = 0, 入（s) =入＝常数，故

lr2(s) - r1(s)I = I 入 (s)/31 (s)I ＝从1.

对 a-1(s) · a2(s) 求导得到

d d5 —(a-1(s) · a-2(s)) = K-1(s)/31(s) · a2(s) + 11";2(s)。 1 (.s) · /32(s)—=0, 
ds ds 

故曲线 C1 和 C2 在对应点的切线成定角．证毕．

定理 7.2 设正则参数曲线 C 的曲率代和挠率 T 都不是零，则存

在另一条正则参数曲线 C1，使得曲线 C1 和 C 成为 Bertrand 曲线偶

的充分必要条件是，存在常数入 =I= 0 和µ，使得

从＋ JJ,T = 1. 

证明设曲线 C 有侣线 C1，它们的参数方程分别是 r(s) 和 r1 (s), 

并且曲线 C 和 G 的对应是有相同参数的点之间的对应，而且 s 是曲

线 C 的弧长参数设 5 是曲线 C1 的弧长参数用{ r(s); a(s), f3(s), 

-y(s)｝表示曲线 C 的氏enet 标架，则根据定理 7.1 的证明有

ds 
a1(s)忑＝（l- 坏(s) ）o(s) + X(s片(s), (7.5) 
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其中狂 0 是常数，因此

匿12 = (1 －坏（s))2 +你(s))2.
另一方面， a(s) · a1(s) ＝常数，并且从 (7.5) 式得到

() 
d5 

a(s) · a1(s 一·=1 －从(s) ，
ds 

所以

故

1- 压（s)

V(1 －从（s））2 +（灯(s) ）2
＝常数，

1- 压（s)

r(s) =µ=常数，

即

从(s) + µ-r(s) = l. 

反过来，设正则参数曲线 C 的参数方程是 r(s), s 是弧长参数，并

且它的曲率凡和挠率门满足关系式从(s) ＋盯(s) = 1，其中入 -1- 0 和

µ是常数．构作曲线 C1，使它的参数方程是

r1(s) = r(s) ＋沼(s),

则
r~(s) = a(s) ＋入（－凡(s)a(s) + -r(s)勹'(s))

= (1- 入K(s))a(s) ＋入T(s)"'f(s)

= µ-r(s)a(s) ＋灯(s片(s),

因此曲线 r1(s) 的单位切向量是

a1(s) = µ入叩）＋ 27(s) ．~-,--,,~ 

若用 5 记曲线 C1 的弧长参数，则

do1(s) d5d5 
ds ds 

= K1(s)f31(s)一

＝（三::凡(s) －卢本）） B(s）

(7.6) 
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所以 /31(s) ＝土/3(s), C1 和 C 成为 Bertrand 曲线偶证毕．

定义 7.2 如果在曲线 C1 和 C2 之间存在一个对应，使得曲线 C1

在任意一点的切线恰好是曲线 C2 在对应点的法线，则称曲线 C2 是

C1 的渐伸线，同时称曲线 C1 是 C2 的渐缩线（参看图 2.7).

图 2.7 渐伸线和渐缩线

定理 7.3 设正则参数曲线 C 的参数方程是 r(s), s 是弧长参数，

则 C 的渐伸线的参数方程是

其中 e 是任意的常数

证明设

r = r(s) + (c - s)o(s), 

r1(s) = r(s) ＋入(s)o:(s)

(7.7) 

(7.8) 

是曲线 C 的渐伸线，因此 o:(s) 应该是曲线 r1 (s) 的法向批．对 (7.8)

式求导得到

叶 (s) = (1 + A1(s))o:(s) ＋入(s)K.(s)/3(s),

将上式两边与 o:(s) 作点乘得到

1 +.X'(s) ＝叶 (s) · a(s) = 0, 
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因此

入(s)=c-s. (7.9) 

把 (7.9) 式代人 (7.8) 式便得到所要的结果证毕．

曲线的渐伸线可以看作该曲线的切线族的正交轨线，而 (7.7) 式可

以解释为：将一条软线沿曲线放置，把一端固定，另一端慢慢离开原曲

线并且把软线抻直，使软线抻直的部分始终保持为原曲线的切线则

这另一端描出的曲线就是原曲线的渐伸线．

定理 7.4 设正则参数曲线 C 的参数方程是 r(s), s 是弧长参数，

则 C 的渐缩线的参数方程是

f3(s) r=r(s)+—－忑（tan j T(s)ds)-y(s). (7.10) 
凡(s)

证明设

八 (s) = r(s) ＋入(s)f3(s) + µ(s)-y(s) (7.11) 

是曲线 C 的渐缩线那么入(s)f3(s) + µ(s片(s) 应该是曲线 r1(s) 的切

向量．对 (7.11) 式求导得到

r打（s) = (1 -入(s)凡(s))a(s) + (A'(s) - µ(s)T(s)){3(s) 

+(µ'(s) ＋入(s)T(s))'Y(s),

因此入(s){3(s) + µ(s)'Y(s) 与计 (s) 平行，即

入(s)凡(s) = 1, 
入'(s) - µ(s)T(s) µ'(s) ＋入(s)T(s)

= 
入(s) µ(s) · 

从 (7.12) 式的第二式得到

入'(s)11,(s) - µ'(s)入(s) =（入2(s) + µ2(s))1广(s),

因此

点 arctan （器） =-T(s) , 

(7.12) 
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故 一国） =- IT(s)ds. 

所以将上式和 (7.12) 式的第一式合起来得到

1 1 入（s) =叩'µ(s) =－叩tan/ r(s)ds. 

证毕．

习题 2.7

1. 设 C 是挠率为非零常数的正则参数曲线， 6 是沿曲线 C 的次

法线到曲线 C 的距离为常数 e 的点的轨迹求曲线 C 和 C 在对应点
的次法线之间的夹角

2. 设曲线 C 的曲率为凡，挠率为 T, C 是沿曲线 C 的切线到曲线

C 的距离为常数 c 的点的轨迹，求曲线 C 的曲率元

3．设曲线 C 的曲率为尺，挠率为 T, C 是沿曲线 C 的次法线到曲

线 C 的距离为常数 e 的点的轨迹，求曲线 6 的曲率 K,.

4. 假定曲率处处不为零的曲线 C: r = r(s) 和曲线 6: r ＝于（5）

的点之间存在一个对应，使得曲线 C 在每一点的主法线是曲线 C 在

对应点的次法线．证明：曲线 C 和 C 在对应点之间的距离为常数，记

为入；并且曲线 C 的曲率和挠率满足关系式

氏＝入（总＋产）．

5. 设曲线 r = r(s) 的曲率尺(s) 处处不为零．求它的切线像

r =a(s) 的曲率 k 和挠率于．

6. 设曲线 r = r(s) 的曲率氏(s) 处处不为零．求它的次法线像

f=-y(s) 的曲率 k 和挠率于．

7. 已知球面曲线 a(t)，其中 t 是弧长参数．

(1) 求空间曲线 r(t)，使它的切线像是给定的球面曲线；
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(2) 假定 a(t) 是单位球面上的一个圆周，求满足上述条件的空间

曲线 r(t).

8．证明：圆螺旋线的渐伸线是落在与其轴线垂直的平面内的一条

曲线并且它也是圆螺旋线所在圆柱面与该平面的交线的渐伸线．

§2.8 平面曲线

平面曲线可以看作挠率为零的空间曲线（定理 4.1)，因此前面的讨

论适用千平面曲线的情形．但是平面曲线有它自身的特点，因此本节

只限于平面本身（而不考虑外围的空间）研究其中的曲线的弯曲性质

在平面护的右手笛卡儿直角坐标系下，曲线 r = r(s) 可以表示
为

r(s) = (x(s),y(s)), 

其中 s 是弧长参数，因此它的单位切向量是

(8.1) 

a(s) = (x'(s), y'(s)), (x'(s))2 + (y'(s))2 = 1. (8.2) 

因为炉是有向平面，故可以把 a(s) 沿正向旋转 90° 得到唯一的一个

与 a(s) 垂直的单位向量 f3(s)，很明显

f3(s) = (-y'(s),x'(s)). (8.3) 

这样，沿平面曲线 r = r(s) 有一个定义好的右手单位正交标架场 {r(s);

a(s),{3(s)｝，它在平面曲线的理论中所担当的角色相当千空间曲线的

Frenet 标架，称为平面曲线的 Frenet 标架值得指出的是，平面曲线的

Frenet 标架场 {r(s);a(s),{3(s)｝的确定只用到曲线参数方程的一阶导

数， /3(s) 是曲线的法向量，它与曲线的主法向址可能差一个正负号．

巾千 a(s) 是单位向量场，故有 a(s)l_a'(s)，所以 a'(s) 是 {3(s) 的

倍数，设为

a'(s) ＝氏(s)/3(s), (8.4) 

因此
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凡r(s) = o'(s) · f3(s) = -x"(s)y'(s) + y"(s)x'(s) 

- I X'(s) y'(s) 
泸(s) y"(s) 1 · 

(8.5) 

我们把氏(s) 称为平面曲线 r =r(s) 的相对曲率．如果该曲线的曲率

是 K(s), 则有

氏(s) ＝土尺(s),

其中“十”号表示曲线朝 f3(s) 所指的方向弯曲， f3(s) 恰好是曲线的主

法向量，而＂－＂号表示曲线朝 f3(s) 所指的相反方向弯曲，曲线的主法

向量是－f3(s) （见图 2.8).

“U 

。 工

图 2.8 平面曲线

平面曲线的 Frenet 标架的运动公式成为

｛三： ：飞（s)：：：氏(s)/3(s) (8.6) 

平面曲线的曲率中心是 r(s)+/3(s)／氏(s)气这也是平面曲线的渐缩线的

参数方程．

用 0(s) 表示单位切向批 a(s) 与 .r 轴的正向所构成的角，称为向

骰 a(s) 的方向角．方向角是一个多值函数，但是在 s 的一个小范围内
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总是可以取出函数 0(s) 的一个连续分支．此时

a(s) = (cos0(s),sin0(s)), f3(s) = (-sin0(s),cos0(s)), (8.7) 

即

x'(s) = cos0(s), y'(s) = sin0(s). (8.8) 

再求导得到

x" (s) = - sin 0(s) · 0'(s), y" (s) = cos 0(s) • 0'(s), 

因此

氏(s) = 
d0(s) 
ds. (8.9) 

上面的式子清楚地说明了相对曲率氏(s) 的几何意义．对千平面曲线

来说曲线论基本定理成为下面的显式表达式

s 

O(s) = O(so) + 1 氏(s)ds,

动＝ x(So) + J.oos cosO(s)ds, 

y(s) = y(so) +『 sinO(s)ds.
so 

若平面曲线 r = r(t) 的参数方程是

叩）＝ （工(t), y(t)), 

其中 t 未必是弧长参数曲线的弧长元素是

(8.10) 

(8.11) 

ds = lr'(t)ldt = I(;叩＋ （y叩dt, (8.12) 

因此它的单位切向量是

o(t) = 1：篇＝ （平，平）， (8.13) 
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法向量是

邸＝（一平，平） (8.14) 

因此曲线 C 的相对曲率是

do(t) dt 
氏(t) = ~. /3(t) =—· a'(t) • f3(t) 

ds ds 
x'(t)y"(t) - x"(t)y'(t) 

= 
V(（工中＋（y中）3

(8.15) 

对千整条平面曲线 r = r(s)(a ~ s ~ b) 而言，也能取出其方向角

的连续分支 0(s)．事实上，在每一点处单位切向量 o(s) 的方向角确定

到差加的整数倍．这样，我们可以将区间划分得充分的小，设为

a = so < s1 < · · · < Sn = b, 

使得在每一段小区间［斗， Si+l] 上，方向角的连续分支 0(s) 的变差不超

过兀．然后，从区间 [so, s1] 的一个连续分支出发，依次唯一地确定了

各个区间［岛， s叶1］上的连续分支 0(s)，最终得到定义在整条曲线上的

方向角连续分支 0(s)．由此可见，方向角的任意两个连续分支 0(s) 和

如）之间差加的一个整数倍，即有整数 k，使得

如） - 0(s) = 2k兀

由于左边是 s 的连续函数，因此 k 只能是常数，故一条平面曲线的方

向角的总变差与连续分支的取法无关，即

祁）－如） = 0(b) - 0(a). 

根据 (8.9) 式得知

0(b) - 0(a) ＝ J'，氏 (s)ds. (8.16) 
" 

如果 r = r(s), a~ s:::; b 是炉上的一条光滑曲线，并且

r(b) = r(a.), r'(b) = r'(a), r"(b) = r"(a.), · · · 
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则称它为光滑闭曲线．如果 r = r(s),a ~ s ~ b 是若干段光滑曲线首

尾相接而成的，并且 r(b) = r(a)，则称它是分段光滑的闭曲线．
如果 r = r(s), a ~ s ~ b 是炉上的一条闭曲线，并且对千任意的

a~ s1 < s2 < b，都有

T伈） # T（叩），

则称该曲线是简单的．简单闭曲线就是没有自交点的闭曲线

对于连续可微的闭曲线

C: r = r(s), a~ s ~ b, 

它的单位切向量 o:(s) 绕曲线转一圈回到起点时与原来的单位切向量

重合，因此方向角的总变差 0(b) - 0(a) 一定是加的整数倍，它与方向

角连续分支 o:(s) 的选取无关．命

1 
i(C) =— (0(b) - 0(a)), 

2兀

称为连续可微闭曲线 C 的旋转指标

(8.17) 

定理 8.1 若 C 是平面沪上一条连续可微的简单闭曲线，则它

的旋转指标 i(C) ＝士 1.

这是曲线的大范围微分几何性质，其直观意义是明显的，但是它的

证明不是很简单若 C 是分段光滑的简单闭曲线则曲线的方向角的

总变差是

0(b) - 0(a) = J:b 氏(s)ds ＋汇 0,l，（8.18)

这里队是曲线在各个角点处的外角，玉 <0,I ＜兀，即

。I， ＝乙（o(s; - O), o(s; + 0)), (8.19) 

其中 Si 是曲线的角点所对应的参数，曲线在每一段区间 (st,s,+1) 上

是连续可微的．在上述意义下，旋转指标定理对于分段连续可微的简

单闭曲线仍然是成立的．



习题 2.8

1. 求下列平面曲线的相对曲率氏：
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(1) 椭圆： r = (a cost, bsint), a, b > 0 是常数， 0 勺 <2兀；

(2) 双曲线 r = (acosht, bsinht), -oo < t < oo; 

(3) 抛物线 r = (t, at2), -oo < t < oo; 

(4) 摆线 r = (a(t - sint),a(l - cost)), 0 ~ t ~ 2兀；

(5) 悬链线千＝（t,acosht), -oo < t < oo; 

(6) 曳物线 r = (acost,alog(sect+tant)-asint), 0 ~ t <兀／2.

2 设平面曲线在极坐标系下的方程是 p = p(0)，其中 p 是极距， 0

是极角．求曲线的相对曲率的表达式

3．假定 y=f(x) 是定义在闭区间 [a,b] 上的 2 次以上连续可微的

函数，且只在点 a< 工1 < X2 < b 上分别达到它的极大值和极小值，因
此它有拐点，设为 Xo E （气迈）．试在该函数图像上指出相对曲率为正

的部分和相对曲率为负的部分．

4. 巳知平面曲线 C 满足微分方程

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, 

求它的相对曲率的表达式

5. 已知平面曲线 C 的隐式方程是屯（扎:,y) = 0, 求它的相对曲率
的表达式

6. 已知曲线的相对曲率为
1 

(1) 氏(s) = 
1 + s2' 

1 
(2) 氏(s) = ~; 

1 + s' 
l 

(3) 氏(s) = 
切＇

其中 s 是弧长参数，求各条平面曲线的参数方程

7. 求第 1 题中各条平面曲线的曲率中心的轨迹．

8. 求下列曲线的渐伸线：

(1) 圆：沪＋沪＝ a.2:
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(2) 摆线 r = (a(t - sint), a(l - cost)), 0 勺 ~2兀；

(3) 悬链线 y = acoshx. 



第三章 曲面的第一基本形式

本章主要介绍萨中正则参数曲面的基本概念，以及外围空间 E3

的欧氏内积在正则参数曲面上诱导的度量形式，即曲面的第一基本形

式．在曲面上与度量性质有关的量都能够借助于曲面的第一基本形式

进行计算．第一基本形式是曲面参数的二次微分形式，而曲面的参数容

许作一定的变换．我们要证明在曲面上能够选取适当的参数使得第一

基本形式只含有参数微分的平方项，从而使关于曲面的计算变得简单

了，这种参数系称为曲面的正交参数系．最后我们在本章要研究能够与

平面建立等距对应的曲面，即可展曲面，这类曲面有许多特别的性质

§3.1 正则参数曲面

所谓的参数曲面 S 是指从护的一个区域 D （即炉中的一个连

通开子集）到空间岱的一个连续映射 S: D--+ 胪．若在护和护中

分别建立了笛卡儿直角坐标系，用 (u,v) 记炉中点的坐标，用（工， y,z)

记护中点的坐标，则参数曲面 S 的方程可以表示为

, D E l̀l'J v 5 ,i'1` 
叭
吐
叭

屯
皿
屯

=== xyz ,
4

扣

(1.1) 

或者写成向最方程的形式

r=r(u,'I.,) = (x(u,11),y(u,11),z(u,v)). (1.2) 

对于本书要研究的曲面首先假定函数 x(u, v), y(1口）， z(u卫）有连续

的 3 次以上的各阶偏导数

自变量 u,11 称为曲面 S 的参数．在曲面 S 上取定一点 p(），石＄＝
r(uo,'Uo)．如果让参数 u 固定， u=uo，而让参数 v 变化则动点描出一
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条落在曲面 S 上的曲线 r(uo,v)，这条曲线称为在曲面 S 上经过点 p。

的 v－曲线．同理我们有曲面 S 上经过点 Po 的 u－曲线 r(u,vo)，或记成

V = Vo．这样，在参数曲面上经过每一点有一条 u-曲线和一条 v－曲线，

它们构成曲面上的参数曲线网．在区域 D 上看， u－曲线和 v－曲线分别

是萨中的坐标曲线．因此在直观上，参数曲面 S 是把炉中的区域 D

经过伸缩、扭曲等变形后放置到萨中的结果，此时炉中的坐标曲线

网就变成了曲面 S 上的参数曲线网．这就是说，从曲面 S 上看，（u,v)

可以作为曲面 S 上的点的坐标称为曲面上的曲纹坐标（见图 3.1).

11 
z 

妇，＂ll)

启呈-
。 u. 

s 

,I＝叶

y 

工

图 3.1 正则参数曲面

但是，要使 (tt,v) 真的能够具有曲面 S 上的点的坐标的功能，必

须要求在曲面 S 和区域 D 的点之间是一一对应的然而方程 (1.1) 本

身并不能保证这一点．为此，需要在方程 (1.1) 上加一些正则性条件．

曲面 S 的参数曲线在点 Po 的两个切向批是

兀 (uo,.,'o) =竺l, 九(u.o,·L,o) ＝竺，彻 (no.vu)'r,.(-u.o, vo) = ;'Vl(u闪'IJ) (1.3) 

如果兀('u正如），九 (uo, 110) 是线性无关的，即 ru x r”| （如 ·`l/o ）于 0, 则称
曲面 S 在点 p。是正则的．今后我们所研究的曲面都是 3 次以上连续

可微的、处处是正则点的参数曲面，称为正则参数曲面．

设 S: r = r( ？口）．（ u., v) E D 是正则参数曲面．对千任意一点
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(uo, vo) ED，因为

Tu X r心，？／o) = ( 
8(y,z）烈王9 8(x,y) 
8(u,v)'8(u,v)'8(u,v)) |(Uo,1,o) 于 o, (1.4) 

不妨设
8(x,y) 

8(u,v) 1 伈o,vo)-::f 0, 

故由反函数定理得知，存在点 (uo,vo) 在 D 内的邻域 U, 使得函数

工＝ x(u,v),y= y(u,v) 在 U 上有反函数

U=U（工， y), V = V（工， y),

即它们满足恒等式

工(u(工,y),v（工， y)) =工， y(u(x, y), v（工， y)) = y. 

这时，

z = z(u,v) = z(u(x, y), v(x, y)), (1.5) 

将上式右端仍旧记为函数 z(x,y)，则曲面 S 的参数方程成为

r = (x, y, z(x, y)), (1.6) 

于是区域 U 与曲面 Siu 之间的点的一一对应是由 (u（工， y),v(x,y)）一

（工， y,z（工， y)) 给出的．

上面的讨论还说明，正则参数曲面在任意一点的某个邻域内总是

可以表示成类似千 (1.5) 式的形式，也就是说，正则参数曲面在局部上

必定可以看作一个二元连续可微函数的图像．用 (1.5) 式给出曲面的方

式称为 Monge 形式用 Monge 形式给出的曲面都是正则的，因为函

数 z = z(x,y) 的图像的参数方程恰好是 (1.6) 式，因此

几＝（1,0， Zx), Ty = (O, 1, Zy), 

于是

r北 X 乃＝（－总－总， 1) -/= 0. (1.7) 
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当然，正则参数曲面的参数容许作一定的变换设

｛ u=u（釭），
V = v(u, ii), 

它们满足如下的条件：

(1) u(ii., v), v(u, v) 都是 6五的 3 次以上连续可微函数；

(2) 
8(u,v) 
8(ii,,6) 

-I 0. 

将上面的函数代人正则参数曲面的方程 (1.2) 得到

r = r(u(ii.,v),v(ii.,v)) 

(1.8) 

= (x(u(u, v), v(ii., v)), y(u(ii., v), v(ii., v)), z(u(ii., v), v(ii., v))), (1.9) 

于是它作为 ii.,v 的函数仍然是 3 次以上连续可微的，并且

au av 
T沪寸11,玩十 T“丽

au av 
氏＝ r'II,玩十 T“丽

a(u,v) 
石 X T6 =．（兀 X 九） -f o. {1.10) 

a(u力）

由此可见，在经过如上的变量替换之后，得到的仍然是正则参数曲面

这就是说正则参数曲面的性质在满足条件 (1),(2) 的参数变换 (1.8)

下是保持不变的．我们把满足条件 (1) 和 (2) 的参数变换 (1.8) 称为容

许的参数变换

我们还规定向量 rti,xr” 所指的一侧为曲面的正侧因此参数

u,v 的次序决定了正则参数曲面的定向．当参数 u,v 的次序颠倒时，向

量 ru X r” 就改变它的指向，正则参数曲面的定向也随之颠倒．（1.10)

式还表明，容许的参数变换 (1.8) 保持参数曲面的定向不变的充分必要

条件是
8(u，切
a(u,ii) 

> 0. (1.11) 

正则参数曲面的概念在应用中是十分方便、十分广泛的，但是有的

曲面却不能够用一张正则参数曲面来表示，而是要把曲面分成若干块，
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然后每一块用正则参数曲面来表示．例如，球面的方程是泸＋y2 十 z2 = 
a气上半球面的参数方程是

z=~丑－炉，沪＋沪< a气

下半球面的参数方程则是

z = －J庄－沪－护，护＋沪 <a2.

即使如此赤道上的点都还没有包含在内，要研究球面在赤道上的点

的附近的性质，需要考虑球面上包含该点在内的一个区域的参数表示．

由此可见，正则参数曲面只是表示曲面的一种手段，正则曲面的概念本

身尚需另外定义

定义 1.1 设 S 是萨的一个子集．如果对千任意一点 p ES, 必

存在点 p 在萨中的一个邻域 V c E3，以及护中的一个区域 U，使

得在 U 和 vns 之间能够建立一一的、双向都是连续的对应，并且该

对应 r:U-+VnSc 萨本身是一个正则参数曲面

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) E U, 

则称 S 是萨中的一张正则曲面，简称为曲面

如果曲面 S 有两个正则参数表示

ri : ui - V. n s c E气 i = 1,2, 

使得 VinV2nS,f.0，那么在任意一点 pEVinV2nS 的附近便有两

组曲纹坐标 (u1 ，内）和（迈心），而且它们之间必定有容许的参数变换．

事实上，设

r1(u1 ，内） = (x1 (u1, v1), Y1 (u1 ，内）， z1(u1 ， v1)), V（也， v1) E U1, 

r2(u2，迈） = （X2(u2，迈），即 (u2 ，切）， z2(u2 ，迈））， V(u2，迈） E U2, 

那么在点 p 的附近有

x = x1(u1, 仇） ＝巧(u2 ， v2},

Y = Y1 的，内）＝ Y2(u2心），

Z = Z1如，内）＝互（迈，叩）．

(1.12) 
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对千函数兀＝ x1(u1 五）， Y = Y1(u1,v1)，在正则性条件

8(x1,Y1) 
于 0

8(m,v1) 

下，由反函数定理得知，在点 p 所对应的参数 (u炉，叶）的一个邻域内存

在 3 次以上连续可微的反函数

U1 = f(x,y), Vt= 9(工,y), (1.13) 

它们满足恒等式

/(x1(u1,v1),y1(u1,v1)) = u1, g(x1(u1,v1),y1(u1,v1)) = v1. 

于是曲纹坐标 (u1, 仇）和 (u2心）之间的变换是

u1 = /(x2(u2, v2), Y2(u2, v2)), vi = g(x2(u2, v2), Y2(u2, v2)). (1.14) 

很明显， U1, V1 是吵， V2 的 3 次以上连续可微函数，并且

8(u心） = 8 (J,g). 8（五） = 8（五） （8（五）一18(u2心） 0(x,y) 8(u2心） 8（u2心） 8（u归）） i= 0, 

因此 (1.14) 是容许的参数变换．由此可见，在正则曲面上，容许的参数

变换是自然而然地出现的，定义在正则曲面上的量应该是与它的正则

参数表示无关的量如果在正则曲面的每一个正则参数表示下都定义

了一个量，而它们在如同 (1.14) 式给出的变换下是保持相等的，则它

们便在整个正则曲面上定义了一个完全确定的量．我们要研究的定义

在曲面上的量应该具有这种不变性

如果在正则曲面的每一点的邻域内都能够选定一个正则参数表示，

使得在邻域重叠的部分其任意两组参数如同 (1.14) 式的变换都保持定

向不变，即保持不等式
8(u1 ，内）

8(u2心）
0 成立，则称这样的正则曲面是可

定向的

在直观上看，每一个正则参数曲面是一个开的曲面片，它与炉中

的一个开区域是同胚的而正则曲面是把一片片正则参数曲面粘起来
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Z` 

2: 

图 3.2 圆柱面

的结果．在我们的课程中着重研究的就是正则参数曲面以及它在容许

参数变换下的不变量

例 1 圆柱面丑＋沪＝庄（参看图 3.2).

圆柱面的一个正则参数表示是

r = r(u,v) = (acosu,asinu,bv), (1.15) 

其中 a>O 和 b 是常数．若规定－兀＜ u ＜兀，－oo<v<oo，则它所表

示的是圆柱面上除去直线

x = -a, y = O, z = bv 

后剩余的部分，即它是圆柱面落在半空间｛（工， y, z) EE丸 X >-a} 内

的部分若规定 0<u<2兀，－oo<v<oo，则它所表示的是圆柱面上

除去直线

x = a, y = 0, z = bv 

后剩余的部分，即它是圆柱面落在半空间 {(x,y,z) EE丸 x<a} 内的

部分．这两部分包含了圆柱面上所有的点如果把后面这部分圆柱面

的参数表示的参数记为（u,ii)，则在这两片曲面重叠的部分成为两个连
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通区域，其中有参数变换

'U = { :·+2兀， 一兀 <u<O,O<u ＜兀，
v =v. 

a(u, ii) 
很明显，在重叠区域上有 ＝ 1>0，所以圆柱面是可定向曲面．

8(u,v) 
例 2 球面泸＋沪＋ z2 ＝吐（参看图 3.3).

z 

工

图 3.3 球面

球面的常用的参数表示是

r=r(fJ, cp) = (acoscpcosfJ,acoscpsinfJ,asincp), (1.16) 

其中
兀a>O 是常数若规定－兀<()＜兀，－－＜ p ＜巴，则方程 (1.16) 所
2 2 

表示的是球面上除去从北极到南极、经过点 (-a,0,0) 的半个大圆周之

后剩余的区域它是球面与萨的开子集 E3\ ｛（工， O,z) ： X ~ 0,-00 < 
z<oo} 的交集

思考题：球面最少需要表示成几个正则参数曲面，才能把球面上所

有的点都包括进来？

例 3 旋转面

圆柱面和球面都是旋转面的特例．一般地，假定 C 是坐标平面

0工z 上的一条曲线它的参数方程是

工＝ f(v), y = 0, z = g(v), a~ v ~ b, {1.17) 
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并且设 f(v) > 0，则它绕 z 轴旋转一周所得的曲面就是旋转面，其参

数方程是

千＝ r(u,v) = (f(v)cosu,f(v)sinu,g(v)), (1.18) 

其中 O~u~2兀， a ~ v ~ b（参看图 3.4)．按照习惯，我们把旋转面上

的 u－曲线称为纬线（平行圆），把 v－曲线称为经线

z 

图 3.4 旋转面

当然，按照我们关于参数曲面片的定义，参数的取值范围是 0<

u < 2Jt, a < v < b．此时去掉了经线 u=O. 如要包括这条经线在内，则

需要考虑同一个参数方程 (1.18)，参数的取值范围为－兀 <u ＜兀， a<

v<b，此时经线 u ＝兀不在其中．

例 4 正螺旋面．

设直线 l 的初始位置与 x 轴重合，然后让直线 l 一边绕 z 轴做匀

速转动，一边沿 z 轴方向做匀速直线运动，则直线 l 在这两种运动的

联合作用下所产生的曲面就是正螺旋面（参看图 3.5)．很明显，它的参

数方程是

r = r(u,v) = (ucosv,usinv,av), (1.19) 

其中 a 是非零常数，－00 < U < 007 -00 < V < 00．它的 u-曲线是与 z

轴垂直、且与其相交的直线，它的＂－曲线是圆螺旋线．
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Z-

图 3.5 正螺旋面

例 5 直纹面

所谓的直纹面是指一条直线在空间中运动所产生的曲面，或者说

直纹面是单参数直线族所形成的曲面由此可见，正螺旋面是直纹面，

圆柱面也是直纹面．由于确定一条直线的方式通常是指定它所经过的

一个点以及它的方向向量，因此确定直纹面要有两个要素：一条曲线

r =a(u)，这是动直线上的一个固定点在时刻 u 的位置向量；非零向量

函数 l(u)，它是动直线在时刻 u 的方向向量．所以该直线在时刻 u 经

过点 a(u) 、以 l(u) 为方向向量，故它的参数方程是

r = r(u, v) = a(u) + vl(u). (1.20) 

上式作为 u,v 的二元函数，恰好是直纹面的参数方程曲线 r = a(u) 

称为直纹面的准线，而 v－曲线（直线即单参数直线族中的成员）称为

直纹面的直母线．因为

rv.(u, v) = a'(u) + vl'(u), 兀（11,, v) = l(u), 

所以参数曲面 {1.20) 是正则曲面的充分必要条件是

rv. x rv = (a'(u) + vl'(u)) x l(u),j: 0, (1.21) 
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即 a'(u) x l(u) 和 l'(u) x l(u) 不能同时为零．当然直纹面的准线

r =a(u) 允许作如下的变换：

r = a(u) = a(u) ＋入(u)l(u), (1 匾22)

其中入(u) 是一个连续可微的函数．直母线的方向向量 l(u) 允许改变

它的长度，例如将它取成单位向量函数．特别地，通过准线的上述变换，

可以要求 l(u) 与新的准线是垂直的．实际上，只要在 (1.22) 式中取

入(u) ＝一点1: (a'(u) · 1篇）如 (1.23) 

就行了．此时，

ii'(u) = a'(u) ＋入'(u)l(u) ＋入(u)l'(u),

a'(u) - l(u) = a'(u) -l(u) ＋入'(u)ll(u)l2 十入(u)l'(u) - l(u) 

= a'(u) ·l(u) ＋入＇（u)ll(u)l2 十入(u) ll(u)l{ll(u) I)' 

= ll(u)I (a'(u) 晶＋（入（u)ll(u)I)') = 0 

如果方向向量 l(u) 已经是单位向量函数，则 (1.23) 式有更加简单的形

式

入(u) = -1~ a'(u) • l(u)du. (1.24) 
UO 

如果方向向量 l(u) 有固定的指向，即所有的直母线互相平行，此

时 l(u) 满足条件

l(u) x l'(u) = 0, (1.25) 

则对应的直纹面称为柱面．当所有的直母线都通过一个定点，即存在

连续可微函数入(u)，使得

a(u) ＋入(u)l(u) = ro（常向量）， (1.26) 

则对应的直纹面称为锥面．此时，锥面的准线可以退化成定点 r。本身

如果 a'(u) = l(u)，则直母线是准线的切线，或者说，对应的直纹面是由
曲线 r = a(u) 的切线形成的曲面，称为曲线 r = a(u) 的切线面．这三
种特殊的直纹面有一些共同的特征，我们将在 §3.6 进行详细的研究．
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习题 3.1

1. 写出椭球面、单叶双曲面、双叶双曲面，椭圆抛物面、双曲抛

物面的参数方程并且把每一种曲面表示成若干正则参数曲面片，使得

它们包括了每一种曲面上的所有的点．

2．在球面夕＋炉＋沪＝ 1 上，命 N = (0, 0, 1), S = (0, 0, -1). 

对于赤道平面上的任意一点 p = (u,v,O)，可以作唯一的一条直线经过
N, P 两点，它与球面有唯一的交点，记为 p'.

(1) 证明：点 p' 的坐标是

2u 2v u2 ＋护－ 1 
X = ----;:---------.'U = ----;:---------. Z = 
设＋沪＋ 1 

, y= 
u2 ＋沪＋ 1 ＇ u2 ＋沪＋ 1'

并且它给出了球面上去掉北极 N 的剩余部分的正则参数表示，它是球

面与半空间 {(x,y,z)EE丸 z<l} 的交集；

(2) 求球面上去掉南极 S 的剩余部分的类似的正则参数表示，它

是球面与半空间 {(x,y,z) EE丸 z > -1} 的交集；

(3) 这两片正则参数曲面包括了球面上的所有的点，求上面两个正

则参数曲面片在其公共部分的参数变换；

(4) 证明球面是可定向曲面

3．考虑方程

r = (ucosv,usinv, ~), k > 0. 

这表示一张什么曲面？参数 u,v 的儿何意义是什么？

4．求由圆螺旋线的主法线所构成的曲面的参数方程．这是一张什

么曲面？
2 2 z2 2 2 

5．写出单叶双曲面巴+色-－ =1 和双曲抛物面 2z ＝巴＿色
a2 胪 c2 吐 b2

作为直纹面的参数方程

6. 已知空间中的四个点 Pi(l :s;;; i ~ 4) 的坐标是（乓从，女）．经过

线段 P1P2 与 p3p4 上有相同分比的点作直线所有这样的直线构成一

个直纹面，写出这个直纹面的参数方程考察该直纹面是正则参数曲

面的条件
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7. 求正螺旋面

r = (ucosv,usinv,bv), b =f 0 

与圆柱面 (x-a)2 ＋沪＝庄的交线的参数方程并求它的曲率和挠率．

8. 用若干正则参数曲面片表示庐中的圆环面（J产丁子－R)2+

z仁产(0 < r < R 是常数），使它们包括了圆环面上的所有的点．
9. 设 C: a(u) = (3cosu,3sinu,O),O:::;; u:,:;; 2兀是一个圆周，沿

C 有单位正交标架场 {a(u); e1(u)，切 (u), e3(u)｝，其中 e1(u) = (cosu, 

sinu,O) ，切 (u) = (- sin u, cosu, 0), e3(u) = (0, 0, I)．考虑沿曲线 C 定义
u u 

的方向向量 l(u) =sin~· e1 (u) +cos~· e3(u 
2 () 2 

()，千是可以定义曲面

r(u, v) = a(u) + vl(u), 0:::;; u:,:;; 2兀，一1 < v < I, 

它可以看作沿曲线 C 移动、同时绕曲线 C 旋转的一条直线段扫出的

曲面，当该直线段沿曲线 C 走一圈时正好绕曲线 C 旋转了 180°. 这

块曲面 S 称为 Mobius 带．试将该曲面 S 用若干正则参数曲面片来表

示，使得它们包括了曲面 S 上的所有的点

§3.2 切平面和法线

假定正则参数曲面 S 的参数方程是 r = r(u,v)．在 §3.1 巳经说

过，（u,v) 是曲面 S 上的点的曲纹坐标因此曲面 S 上的任意一条连

续可微曲线可以用参数方程

u = u(t), v = v(t) (2.1) 

表示，其中 u(t), v(t) 都是 t 的连续可微函数．它作为空间萨中的曲

线的参数方程是

r = r(u(t), v(t)). (2.2) 

定义 2.1 曲面 S 上经过点 p 的任意一条连续可微曲线在该点的

切向量称为曲面 S 在点 p 的切向量



86 第三章 曲面的第一基本形式

根据定义，曲面 S 上经过点 p 的 u－曲线和 v－曲线的切向量兀和

九都是曲面 S 在点 p 的切向量．假定 p 是曲线 (2.1) 上对应于 t=O

的点，则曲线 (2.1) 在点 p 的切向量是

扣(u(t) ， v(t)） 1 沂 du(t) 沂 dv(t

~lt=O =（芦丁己f)|t=0
du(t) I, _ dv{t) 

= r“dt It=0 十九了1t=0. (2.3) 

这意味着曲面 S 在点 p 的切向量
dr(u(t), v(t)) 

dt 
是切向量 rU 和兀

t=O 

的线性组合，其组合系数恰好是
du(t) I dv(t) 言lt=o'~ ．反过来，切向量

t=O ~" lt=O 
几和 rv 的任意一个线性组合 a几＋ b八，其中 a,b 是任意的实数，必

定是曲面 S 的一个切向量．事实上，只要考虑曲面 S 上的连续可微曲

线

u(t) = uo + at, v(t) = Vo + bt, (2.4) 

其中点 p 对应的参数是 (uo,vo)，则曲线 (2.4) 在点 p 的切向量是

dr(u(t), v(t)) 
't=O = a兀＋ b九. (2.5) dt t=O 

由此可见，曲面 S 在点 p 的切向量就是点 p 的切向量 r,.,rv 的任意的

线性组合

对千正则参数曲面，几 X 九 #0，故切向量九和九是线性无关

的，因此曲面 S 在点 p （设点 p 对应的参数是 (u,v)) 的全体切向量构

成一个二维向量空间，这个向量空间称为曲面 S 在点 p 的切空间，记

为 T总｛r'U,心｝是曲面 S 在点 p 的切空间 TpS 的基底在空间 E3

中经过点 p、由切向量八，几张成的二维平面称为曲面 S 在点 p 的切

平面（参看图 3.6)，它的参数方程是

X（入，µ) = r(u,v) ＋入r,,,(u, v) + µrv(u, v), (2.6) 

其中入，µ是切平面上动点的参数．很明显，该切平面的法向量是

n(u,v) = ru(u, v) x rv(u, v) 
1兀 (u,v) x rv(u,v)I" 

{2.7) 
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z 

”, 

X 

图 3.6 正则参数曲面的切平面

在空间胪中经过点 p、以法向量 n(u,v) 为方向向量的直线称为曲面

S 在点 p 的法线，它的参数方程是

X(t) = r(u, v) + tn(u, v), (2.8) 

t 是法线上动点的参数．

由 {1.10) 式不难知道，正则参数曲面 S 在点 p 的切空间、切平面、

法线等概念在曲面的容许参数变换下是不变的，因而与正则曲面的参

数表示方式无关．当容许参数变换保持定向时，单位法向量九(u,v) 的

指向也是不变的；当容许参数变换翻转定向时，单位法向量九(u,v) 则

反转指向．由此可见，在可定向的正则曲面上存在连续可微的单位法向

量场，而且只有两个互为反转的单位法向量场．确定取哪一个单位法

向量场，就是确定了该曲面的一个定向

在正则参数曲面 S: r = r(u,v) 上的每一点，借助千它的参数方
程定义了一个标架 {r(u,v)；九(u,v)，兀 (u,v) ，九（u,v)｝，称为该曲面上的

自然标架．这样，正则参数曲面 S: r = r(u,v) 不仅是依赖参数 (u,v)

的点的集合，而且也是在伊中依赖参数 u,v 的这些自然标架的集合，

即正则参数曲面不仅是在萨中依赖两个参数的点集，而被进一步看

成依赖两个参数的标架族，或者是从区域 De 炉到岱上的全体标

架所构成的 12 维空间（参看 §1.1) 的一个映射．与研究正则参数曲线

的情形相仿，对正则参数曲面的研究也可以归结为对自然标架场的研
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究不过情况要复杂多了．在第五章将给出自然标架场的运动公式

设 f（工， y,z) 是定义在岱的一个区域 b 上的连续可微函数．当

倡忍忍） #0 (2.9) 

时，函数 f 的等值面

f(工,y, z) = C (2.10) 

是萨中的一个正则曲面．事实上，若设 p 是等值面上的一点对应的

参数是 (xo,Yo,zo)，并且假定

8f 司钮，
则根据隐函数定理，在 Oxy 平面上点（工o,Yo) 的一个邻域 D 内存在连

续可微函数 z=g（x,y），使得对于任意的点 (x,y) ED 下式

f(x,y,g(x,y))=c 

成立，所以等值面 (2.10) 的参数方程是

r(x,y) = (x,y,g(x,y)). (2.11) 

很明显，（总忍忍）是等值面 (2.10) 的法向量．实际上，若设
工＝工(t), y = y(t), z = z(t) 是等值面 (2.10) 上任意一条连续可微曲线

C 的参数方程则对千任意的 t 恒等地有

f(x(t), y(t), z(t)) = c. 

将上式对变量 t 求导得到

8/ dx(t). 8/ dy(t). 8/ dz(t) +- +- 8x dt. 8y dt. 8z dt = 0, (2.12) 

这说明向量（翌翌吐）与曲线 C 的切向量（竺Q 些Q 竺Q彻'8y'8z dt'dt'dt) 
是正交的，因而它与等值面 {2.10) 上任意一条连续可微曲线都是垂直

的，因此它必定是等值面 (2.10) 的一个法向量．
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现在有必要对正则参数曲面 S 的参数方程 r = r(u,v) 的微分

dr(u,v) 作一些说明．首先， r= 千(u,v) 的微分 dr(u,v) 是关于参数

u,v 的微分 du,dv （也就是参数 u,v 的增量 Au,Av) 的线性表达式

dr(u,v) ＝兀(u, v)du ＋兀（u， v)dv

＝兀(u,v)Au ＋兀（u, v)Av, (2.13) 

当 (Au,Av)--+ (0,0) 时它是函数 r(u,v) 的增量 r(u + Au,v + Av) -

r(u,v) 作为无穷小量的线性的主要部分，即 r(u+Au, v+Av)-r(u, v)­

dr(u,v) 是 p= ✓（Au)2+ （A叩的更高阶的无穷小量，也就是

lim 
lr(u + Au, v + Av) - r(u, v) - dr(u, v)I 

=0. 
p-+0 p 

另一方面，微分表达式 (2.13) 告诉我们， dr(u,v) 是 4 个自变量 u,v,

du,dv 的函数，它关于这组新的自变量 du，如是线性的，这就是说，它

是切向量 ru(u,v)，兀 (u,v) 的线性组合组合系数是自变量 du,dv, 它

们可以取任意的实数值．由此可见，在自变量 u,v 固定的时候，也就

是在曲面 S 上固定一点的情况下，表达式 (2.13) 代表了曲面 S 在

点 r(u,v) 处的任意一个切向量，而 du,dv 正是该切向量在自然基底

｛兀(u,v)，兀 (u,v)} 下的分量，因此它们是切空间 TpS 上的线性函数

为说明这一点，先考察一下一般情形

我们知道在一个 n维线性空间 V 中取定了一个基底｛负，．．．， en},

则 V 中任意一个元素关于该基底的分量是线性空间 V 上的线性函数．

例如设

w =w1e1 +···＋矿en,

用 f，表示取向量切在基底｛由，…， en} 下的第 i 个分量的函数，即

fi（切） ＝证，

则 f，是线性空间 V 上的线性函数．事实上，若有另一个元素 zEV,

Z = z1负＋...＋沪en,
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则

也十 z= （证＋ z1)e1 + · · ·+（砃＋泸）e九，

因此

ft（切＋ z) = wi + zi = l（切） + Ji(z). 

对千任意的实数入，

入 ·W= （入证）e1 +···+（入旷）e九，

因此

f凇 ·w) ＝入旷＝入 ·l(w).

这说明 Ji 是线性空间 V 上的线性函数．

由此可见， du,dv 是作为二维线性空间的切空间 TpS 上的线性函

数，它们在切向量 X 上的值分别是该切向量 X 在自然基底 {ru(u,v),

九(u,v)｝下的分量．这就是说若设 X=X1八＋X兄，则

du(X) = X1, dv(X) = X2. 

在上述意义下，曲面 S 在点 r(u,v) 处的切平面的方程成为

X = r(u,v) ＋兀(u,v)du ＋兀（u, v)dv, 

而 du,dv 成为切平面上动点的参数．因此，在已知正则参数曲面 S 的

参数方程的前提下，对千固定的 (u,v) 来说，（du,dv) 的每一个给定的

值对应千由 (2.13) 式给出的一个确定的切向量，（du,dv) 是该切向量
的分量或坐标．此外，我们还经常用比值 du: dv 表示曲面 S 上的一

个切方向需要指出的是，一般说来，自然基底 {ru(u,v)，九 (u,v)｝不是
单位正交的，因而 (du,dv) 不是切向量在笛卡儿直角坐标系下的分量，

两个切向量的内积不能写成它们的对应的分量的乘积之和在下一节，

我们将具体地研究切向量的内积的表达式．
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习题 3.2

1. 证明：一个正则参数曲面是球面的充分必要条件是，它的所有

法线都经过一个固定点

2. 证明：一个正则参数曲面是锥面的充分必要条件是，它的所有

切平面都经过一个固定点

3. 证明：一个正则参数曲面是旋转面的充分必要条件是，它的所

有法线都与一条固定的直线相交．

4. 假定在方程

x2'l/2 z2 
＋卫—+ = 1 

a- 入 b- 入 c- 入

中， a,b,c 是常数，并且 a>b>c，入是参数当入 E (-oo,c) 时，方程给

出一族椭球面；当入 E (c,b) 时，方程给出一族单叶双曲面；当入 E (b, a) 

时，方程给出一族双叶双曲面证明：经过空间中不在各坐标面上的任

意一点有且只有分别属于这三族曲面的三个二次曲面，并且它们沿交

线是彼此正交的．

5. 设 S 是圆锥面 r = (vcosu,vsinu,v), C 是 S 上的一条曲线，

其方程是 U =./'it, V = et. 

(1) 将曲线 C 的切向量用几， r" 的线性组合表示出来；

(2) 证明： C 的切向量平分了 rU 和 rt，的夹角．

6. 已知曲面的方程是

r = (ucos'u,-usin v, f(v)), 

其中 J(1J) 是 v 的连续可微函数．试将该曲面的方程表示成 Monge 形

式 z = F(x,y)，并且求它的切平面

§3.3 第一基本形式

设有正则参数曲面 S: r = r(u,t'）．根据 §3.2 的讨论知道，曲面

S 在每一点 pES 处的切空间 TpS 是由切向量兀(u冲）， r,,(,U ， v) 张成
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的二维向量空间，它是配的子空间．因此，当曲面 S 上的切向量作为

配中的向量时可以求它们的长度和夹角．换言之，曲面 S 在任意一点

的任意两个切向量的内积就是它们作为配中的向量的内积在前面

巳经说过，曲面 S 在任意一点 r(u, v) 的任意一个切向量是

dr(u, v) = ru(u, v)du + r.,(u, v)dv, {3.1) 

其中 (du,dv) 是切向量 dr(u,v) 在自然基底｛八(u,,v)，兀 (u卫）｝下的分

量．一般说来，伈(u,v)心（u,v)} 不是单位正交基底．但是，如果知道

这个基底的度量系数，则表示成 (3.1) 式的切向量与其自身的内积就能

够表示成它的分量 du,dv 的二次型命

E(u,v) = r,.(u,v) · ru(u, v), 

F(u,v) ＝兀(u,v) ·九 (u,v) ＝兀(u, v) •兀（u, v), (3.2) 

G(u,v) ＝兀(u, v) ·九 (u,v),

它们就是基底 {ru(u,v)，九 (u,v)} 的度量系数，称为曲面 S 的第一类

基本量，通常把它们写成一个对称矩阵的形式

(! :) 
很明显， E(u,v) > O,G(u,v) > 0，并且

E(u, v)G(u, v) - F2(u, v) 

= |？嘈u(u,v)l2 ·|，嘈v(u,v)l2(I - cos2 乙(ru(u,v),r.. ,(u,v))) > 0 

(3.3) 

（因为 r,.(u, v) ，兀 (u,v) 不共线），因此 (3.3) 式是一个正定矩阵命

I= dr(u,v) • dr(u，切

= (r,.(u, v)du + rv(u, v)dv) · (r,.(u, v)du + rv(u, v)dv) 

= E(u, v)(du)2 + 2F(u, v)dudu + G(u, v) （如）2

= (du,dv) (! ~) (::), (3.4) 
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则二次微分式 I 与正则参数曲面 S 的参数的选取是无关的，称其为曲

面 S 的第一基本形式

事实上，根据一次微分的形式不变性，微分式 (3.1) 与正则参数曲

面 S 的参数的选取无关，因此 I 作为 dr(u,v) 与其自身的内积当然与

正则参数曲面 S 的参数的选取无关．这个事实也能够从另一个方面进

行解释

假定正则参数曲面 S: r = r(u,v) 有一个容许的参数变换

U = u(u, ii), V = v(u, ii). 

为方便起见，把曲面 S 的新的参数方程仍旧记成

r = r(ii,ii) = r(u(ii,ii),v(ii,ii)), 

那么根据求导的链式法则和一次微分的形式不变性，我们有

因此

并且

dr = r.,,(u, v)du ＋九（u, v)dv 

＝兀(u,v) （腐妞＋沪）十九(u,v) （总妞＋炉）
＝压(u, ii)du + r；；位， ii)dii,

8u 8v 
石(u心） ＝九(u,v)—＋ rv(u, v) — au · · v,-, -, au' 

au..av 
氏(u, ii)= Tu(U, V)—＋兀（u,v)—av'• ·u \ -, - I av, 

8u 8u 
du= —di+ - dii, au -- · av 

av -- av 
dv = --d0+ --d6. 

au 彻

将 (3.7) 和 (3.8) 式用矩阵表示，则是

切＝ J. 亿），（如， dv) = (du, dii) · J, 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 
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其中

, 、
1
J" r , “l r 

\)( 
彻
一
加a
V－
彻
＼
丿
，
九
九

彻
一
卯
彻
一
彻
义
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(
|
|
＼
＼
定
＿
＿

』
黜
门EF 
本
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` 

基类第勺
H s 

面曲据根

(3.10) 

(3.11) 

因此 (: :) ＝伈） 伈，九）=J-(! :)江 (3.12) 

所以曲面 S 的第一类基本量的矩阵

(! ;)和(! ~) 
差一个合同变换．将 (3.12) 式展开则得

2 

E=E 信） ＋ 2F芦倡＋ G 信）厂
=- _auau _(auav auav\ _avav F=E声玩＋F(劂言劂豆）＋G声丽
G=E 信）2 +2F篇~+G 信） 2

将 (3.9) 式和 (3.12) 式代人下面的表达式得到

趴d矿＋ 2户dudv + G(dv)2 

= (du, dv) (! ~) (::) 
= (du, dv)J. (; ~). JT (::) 

= (du, dv) (; ~) (::) 

= E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)气

(3.13) 
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即二次微分式 I 与正则参数曲面 S 的参数的选取是无关的．

第一基本形式 I 的几何意义是切向量 dr 的长度平方．若在点 (u,v)

处有另一个切向量

or(u, v) = 7'五 (u, v)8u + r,,(u, v)8v, (3.14) 

它的分量是如，加，则切向量 dr 和加的内积是

I 
dr ·扣＝ －［（如＋扣）2 - (dr)2 -（加）勹

2 
= Eduou + F(duov + dvou) + Gdv8v. (3.15) 

以后为方便起见，有时把 (3.15) 式的右端表达式记成 I(dr, or)．因此

ldrl = - = ~. (3.16) 

并且

COS 乙(dr，祈） = = 
dr• 加 I(dr, or) 

ldrllorl v'I(dr,dr)汃产
Edu8u + F(du8v + dv8u) + Gd说v

= 
VE(du)2+2Fdudu+G(dv)2VE(6叩＋ 2F6咖＋ G（加）2.

(3.17) 

由此可见，切向量 dr 和行彼此正交的充分必要条件是

Eduou + F(duov + dvou) + Gdvov = 0. (3.18) 

定理 3.1 在正则参数曲面 S: r=r(u,v) 上参数曲线网是正交

曲线网的充分必要条件是 F(u,v) 三 o.

证明由 (3.17) 式得知

cosL（八，九）＝
九· r1J F 
比1比 1 禹＇

(3.19) 

因此 ru..1rv 当且仅当 F(u,v) = 0. 证毕．
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利用曲面的第一基本形式能够计算正则参数曲面上的曲线的弧

长和区域的面积假定正则参数曲面 S: r = r(u,v) 上的一条连续可

微曲线的方程是

u = u(t), v = v(t), a~ t ~ b, 

则曲线的切向量是

dr(u(t), v(t)) _ du(t), _ dv(t) 
dt 

= ru + rV-dt dt' 
(3.20) 

因此由 (3.16) 式得知

|dr(u(；},v(t)）|＝产（宁）2 ＋ 2F宁宁气宁）2

根据第二章的 (2.1) 式得到曲线的长度是

b 

L = 1" lr'(t)ldt 
a', 

＝庄（字）2 ＋ 2F宁宁气宁）2dt. (3.21) 

现在假定正则参数曲面 S: r=r(u,v) 定义在区域 De 炉上．

考虑曲面上由参数曲线

u=uo, u=uo+~u, v=vo, v=vo+~v 

所围成的一小块，其中 t:i..u > 0, t:i..v > 0, 它的面积近似地等于在点

r(uo,vo) 处的切平面上由向量 (fl.u)ru 和 (fl.v)r'!1 所张成的平行四边形

的面积（参看图 3.7)，而后者的面积是

命

|(rUAu) x (r'!1Av)| = |ru x 兀lAuAv

=阮|伈 |sin 乙（八，九）AuAv

= ✓EG-F2AuAv. 
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图 3.7 面积元素

如＝ VEG-F2dudv, 

称如为曲面 S 的面积元素那么曲面 S 的面积是

A = ff 范言可dudv.
D 

(3.22) 

(3.23) 

根据重积分的变量替换法则以及第一类基本量的变换规律 (3.12)，不

难知道，上式的右端与曲面 S 上容许的参数变换是无关的．

事实上，若有容许的参数变换 (3.5)，则曲面的参数方程成为

r=r位， ii)= r(u(ii.,ii),v(ii.,ii)), V(ii.,ii) ED. 

根据重积分的变量替换法则，（3.23) 式右端的二重积分在变量替换 (3.5)

下成为

几孕言可dudv ＝几范了可妇腐－贷腐I 扭dv

但是由 (3.12) 式得知

即

det (; :) = <let J · det (; ~) · det J飞

auav au av 2 

的－萨＝ (EG-F2) (——-——) a11 av av au J' 



98 第三章 曲面的第一基本形式

因此

湿＝卒言吽竺＿空纠彻av av au I · 
所以

几卒卢丙udv= 几卒仁声扯dii,

这就是说 (3.23) 式的右端与正则曲面 S 的正则参数表示无关．

例 1 求旋转面的第一基本形式．

解由 §3.1 的例 3 得知，旋转面的参数方程是

r = r(u,v) = (f(v)cosu,f(u)sinu,g(v)), 

其中 f(u) > 0. 因此

所以

兀＝（－f(v) sin u, f(v) cosu, 0), 

几＝（f'(v) cosu, f'(v) sin u,g'(v)), 

E=ru 匾 ru =尸(v), F = ru ·兀＝ 0, G= 几·几＝ !'2(v) + g'2(v). 

它的第一基本形式是

I= /2(v)(du)2 + (!'2(v) + g'2(v))(dv)气 (3.24)

因此在旋转面上 u－曲线和 v-曲线构成正交参数曲线网

例 2 求曲面上参数曲线的二等分角轨线所满足的微分方程．

解设正则参数曲面 S 的参数方程是 r = r(u,v)，它的第一基本

形式是

I= E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)2. 

在基底｛八，九｝下， u-曲线的方向向量是 (1, 0), V－曲线的方向向量是

(0,1)．假定参数曲线的二等分角轨线的方向向量是 (du,dv)，则根据

(3.17) 式它与？L－曲线的夹角余弦是

Edu+Fdv 

痒VE(du)2+2Fdudv+G(dv)2'



它与 v－曲线的方向向量的夹角余弦是

Fdu+Gdv 
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范VE(du)2+2Fdudv+G(dv)2.

因此参数曲线的二等分角轨线的方向向量 (du,dv) 应该满足下列方程：

Edu+ Fdv. Fdu + Gdv 
＝士

痒 沉＇

由于 EG －尸＞ 0，化简之后得到

du _. --== __ dv 
（禹干F)一一＝士(./BG 干 F)一一
范淫＇

范du 士 J百dv = 0. (3.25) 

上面的方程有一个直观的几何解释． u－曲线的单位切向量是几
邓＇

而 v-曲线的单位切向量是王匕所以它们的夹角的平分线的方向向量
范＇

是立－干立即 (du,dv) ＝（上，干上）
洷沟＇ 痒范

习题 3.3

1．求下列曲面的第一基本形式

(1) r = (ucosv,usinv,f(v)); 

，因此方程 (3.25) 成立．

(2) r = (ucosv,usinv,f(u) +av)，其中 a 是常数

(3) r = (pucosv,qusinv,u2(pcos2v+qsin2v)), p,q 是常数．

2．设球面的参数方程是（参看习题 3.1 的第 2 题）

T = （ 2au2av 忙＋护－ a2 忙＋沪＋ a2 ＇忙＋沪＋ a2'u2 ＋沪＋~),
求它的第一基本形式

3. 求平面在极坐标系 (r,0) 下的第一基本形式，并且求平面上曲

线 r =r(0) 的弧长的表达式，以及该曲线与曲线 0 ＝你（常数）的夹角．
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4. 在曲面

r = (ucosv,usinv,u2/2) 

上考虑经过原点 0 = (0,0,0) 的曲线 v=k记求该曲线从原点 0 到

任意一点 u=t 的弧长．

5. 设在曲面上一点 (u,v)，由微分 du,dv 的二次方程

P(u, v)(du)2 + 2Q(u, v)dudv + R(u, v)(dv)2 = 0 

确定了在该点的两个切方向．证明：这两个切方向彼此正交的充分必

要条件是函数 P,Q,R 满足方程

ER-2FQ+GP=0, 

其中 E,F,G 是曲面的第一类基本量．

6. 在球面上求与经线相交成固定角的轨线的方程．

7. 考虑球面

( r = (acosucosv,acosusinv,asinu), a> 0 

上的曲线 U = 1'，．求该曲线分别与曲线 V=,Uo（常数）和曲线 U = Uo（常
数）的夹角．

8. 巳知曲面的第一基本形式为 I= (du)2 + (u2 ＋吐）（d1平．

(1) 求曲线 C1: u+v = 0 与 C2: U-tl = 0 的交角；

(2) 求曲线 C1: u = ~护， C2 :u= －巴护和 C3:'U = 1 所围成的
2 2 

曲边三角形的各个边长和各个内角；

(3) 求曲线 C1 : 11, = av, C2 : ·u = -av 和 C3: V = 1 所围成的曲边
三角形的面积

§3.4 曲面上正交参数曲线网的存在性

在解析几何学中我们已经知道，引进坐标系的目的是为了把几何

问题代数化从而能够用代数或微积分的手段来研究几何问题另外，
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选择适当的坐标系可以大大地简化儿何图形的方程，因此在解析几何
学中需要用很多篇幅来讨论二次曲线和二次曲面的方程的标准型问题．

对千一般的正则参数曲面参数是它上面的曲纹坐标，因此适当的坐标
系首先应该是正交参数系，此时 F = 0，于是曲面的第一基本形式可化
为比较简单的形式

I= E(du)2 + G(dv)2. (4.1) 

千是，我们遇到的首要问题是：在正则参数曲面片上是否存在正交参

数系？我们的答案是：在正则曲面的每一点的某个邻域内一定有正交

参数曲线网，这是二维曲面所特有的性质此外，在曲面上正交参数曲

线网不是唯一的，它的确定取决千在曲面上给定两个彼此正交的切向

量场．先叙述下面的引理．

引理设 f(u, v), g(u, v) 是定义在区域 De 沪上的两个不同时

为零的连续可微函数．则对于任意一点 (uo,vo)ED，必有它的一个邻

域 UcD, 以及定义在 U 上的非零连续函数入(u,v)，使得入(u,v) 是

一次微分式

w = f(u, v)du + g(u, v)dv 

的积分因子，即在 U 上存在某个连续可微函数 k(u,v)，使得

入(u, v)(f(u, v)du + g(u, v)dv) = dk(u, v). 

引理的证明参看附录 §1 的定理 1.2. 值得指出的是，引理的结论

只对含有两个变量的一次微分式才成立．这就是本节的结论只适用千

曲面情形的理由．

下面我们利用引理证明一个比正交参数系的存在性更一般的命题：

定理 4.1 假定在正则参数曲面 S: r = r(u,v) 上有两个处处线
性无关的连续可微的切向量场 a(u,v), b(u,v)．则对于每一点 p ES, 

必有点 p 的邻域 Uc S, 以及在 U 上的新的参数系 (d,6)，使得新参

数曲线的切向量压， T5 分别与 a, b 平行，即吓／／a, 行／／b.

证明假定在自然基底｛八，九｝下，切向量场 a(u,v), b(u,v) 的
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表达式是

a(u,v) = a1(u,v)ru +a2(u,v)几，

b(u,v) = b1(u,v)兀＋ "2(u, V）几，

其中 ai(u, v), bi(u, v) (i = 1, 2) 都是连续可微函数，并且

A= 
a1(u,v) 

b1(u, v) 

我们先对问题做一些分析．如果有容许的参数变换

u = u(u,v), 

使得石／／a, rv//b，则必有函数入(u, v), µ(u, v) 使得

吓＝入a, r;;=µb. 

用 (4.2) 式代人得到

吓＝入幻（u,v)r.. 十入a2(u,v)r'II ，

rv = µb1(u,v)r.. + µ切(u,v)r'II·

根据 {3.7) 式得到

J = (: 
玩

吵(u,v)
'f'0. 

切(u,v)

V = v(ii, ii), 

叭
，
切
，

也
也

(( albl 入
µ

(—\ 
__ 

｀
丿a
v＿
彻a
V－
彻

入吵(u, v) µ蛇(u,v)) · 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

设 u=u(a,ii) ， v = v(d,ii) 的反函数是 ii.= ii.(u, v), ii = ii(u,.v)，即下

面的恒等式成立：

u(u(u, v), v(u, v)）三 u,

将它们对 u,v 分别求导得到

v(u(u, v), v(u, V)）三 v.

auaa 8u86 
---+—— auav'av av 

=0, 

av au av av 
---+—— auav'avav = 1, 

8uad 8u8 
----+--- 8u8u · 8v8u 

= 1, 

Ov8d 8v86 
——+—— auau. avau =0, 
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用矩阵表示则是
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(4.9) 

这表明，如果满足条件 (4.5) 的参数变换 (4.4) 是存在的，则必有函数

入(u,v),µ(u,v)，使得

1 1 —(b2du - b1dv), —(-a2du + a1dv) 
入A µA 

是全微分．所以，我们要考虑的问题就是一次微分式

a= b2如－ b1dv 和 (3 = -a2du + a1dv (4.10) 

的积分因子的存在性问题

根据引理对千任意一点 pES，存在点 p 的邻域 U 和定义在 U

上的处处非零的连续可微函数 C,n，使得它们是一次微分式 o,g 的积
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分因子，即在 U 上存在连续可微函数 ii.(u,v), ii(u,v) 满足条件

dii. = ~(b2du - b1dv), 

dii ='T1(-a2du + a1dv), 
(4.11) 

于是

(: :) =（＿芦：：｝一：言：笥，（4.12)
并且它的行列式等于 {r,(a1b2 - a如） =I 0. 这说明 u, v 是曲面 S 在邻

域 U 内的新的参数根据前面的分析不难知道

所以
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证毕．

定理 4.1 的意思是在曲面上存在局部适用的参数系，使得参数曲

线分别与预先给定的处处线性无关的切向量场相切（即以已知的切向

量场作为参数曲线的方向场）．但是，一般来说，要使已知的切向量场

恰好是参数曲线的切向量场（即压＝ a，吓＝ b）是做不到的．

定理 4.2 在正则参数曲面 S: r = r(u,v) 的每一点 pES, 必有

点 p 的一个邻域 Uc S, 以及在 U 上的新参数系 (ii., ii)，使得新参数

曲线的切向量石， r5 是彼此正交的，即 (ii., ii) 是曲面 S 在 U 上的正

交参数系．
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证明对正则参数曲面 S: r = r(u,v) 的自然基底｛八，兀｝作

Schmidt 正交化如下：命

ru ru 
e1= —= - 

ITul 捏＇
(4.13) 

再令

b=r'll ＋入e1, (4.14) 

要求 b囡＝ o. 因此

F 
入＝ －兀· e1 =－一

捏＇
(4.15) 

故
F F 

b= 兀－一el = r1J - - 
淫 E

ru. 

这样

lbl2 =G- —= 
F2 EG-F2 
E E' 

命

沪点＝凉三（嘉兀＋亭'll),
则 {e1, e计是曲面 S 上的单位正交标架场．

根据定理 4.1 在每一点 p 的一个邻域 U 内存在新的参数 (u,v),

使得 ru//e1, rv//切，故 (ii., ii) 是正交参数系．证毕．

当然，定理 4.2 只是一个存在性定理；要在已知曲面上找出正交参

数曲线网相当于在曲面上找两个彼此正交的切向量场 a 和 b，然后求

(4.10) 式给出的一次微分式 o,f3 的积分因子．一般来说，前一件事是

容易做到的，如定理 4.2 的证明所示，而后一件却不是一件容易的事．

尽管如此，定理 4.2 仍然是十分重要的，因为这个定理保证了在正则曲

面上正交参数曲线网的存在性，从而使得我们在理论上处理正则曲面

的问题变得比较简单了．

(4.16) 
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习题 3.4

1. 设空间曲线 r = r(s) 以弧长 s 为参数，曲率是凡．写出它的切

线面的参数方程使得相应的参数曲线构成正交曲线网

2. 改写曲面

r = (ucosv,usinv,u+v) 

的参数方程使得它的参数曲线网是正交曲线网

3. 求曲面

r = (vcosu- ksinu,vsinu+ kcosu,ku) 

的参数曲线的正交轨线，其中 k>O 是常数．

§3.5 保长对应和保角对应

本节主要用来研究两个正则曲面之间保持第一基本形式不变的对

应，即所谓的保长对应首先，我们讨论如何表示两个正则曲面之间的

一个对应

假定有两个正则参数曲面，它们的参数方程分别是

81: r=r1(u1，内），（u1,v1) E D1, 

S2: r = r2(u2，迈）， （迈心） ED2,

其中 D1,D2 是炉中的两个区域．因为 (ui, Vi) 是正则曲面 Si 的点的

曲纹坐标，所以从曲面 81 到岛的一个映射表现为从区域 D1 到 D2

的一个映射换言之如果有映射 u: D1-+ D2，表示为

叩＝ ／（U1, 仇）， V2 = g(u1，内），（5.1)

则我们有从曲面 S1 到品的映射（仍记为 6)，它把曲面 S1 上的点

叫u,1项）映为曲面 S2 上的点 r2(f如， vi),g(u1 ， vi)). 反过来，正则参

数曲面之间的映射都可以这样来表示（实际上，曲面 S1 与区域趴的

点之间存在一一对应，曲面 S2 与区域仄的点之间存在一一对应（参
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看 §3.1)，故从 S1 到 S2 的映射成为从趴到 D2 之间的映射）．这就是

说，正则参数曲面之间的一个对应表现为它们的参数区域之间的一个

对应．如果函数表达式 (5.1) 是连续可微的，则称映射 u: S1 -+岛是

连续可微的．根据曲面的容许参数变换的条件，正则曲面之间的映射

的连续可微性与曲面的容许参数的选择是无关的．

下面假定映射 u: S1-+ S2 是 3 次以上连续可微的．首先要指出，

映射 6 在每一点 p E S1 诱导出从切空间 TpS1 到切空间 Tu(p)岛的一

个线性映射 “p : TpSI -+ Tu(p)出，称此映射为由映射 o 在点 p 的切空

间 TpS 上诱导的切映射实际上，若有曲面 S1 上一条连续可微曲线

C1: u1 = u1(t), v1 =切（t) (to - e < t < t0 + e), (5.2) 

则它在映射 6 下映为曲面岛上的一条连续可微曲线

C2 : u2 = u2(t) = f(ui(t)，切（t)), 迈＝迈(t) = g(u1(t)，仇 (t))

(to - e < t <to+ e). (5.3) 

那么曲线 C2 的切向量是

d 
—r认迈(t)，迈 (t))
dt 

ar2 d迈(t). 8r2 d迈 (t)
=—+--加2 dt'8v2 dt 

8千2 {8J(u1,v1)du1(t), 8f(u1,v1)dv1(t) 飞（如 dt + 8v1 丁）
＋笠 (8g(；心内）宁十 8g(;;；内）¥)

假定 p=r心（to),v1(to)），命

{5.4) 

a*P （点r1 (u1 (t), v1 (t)) lt=t。) ＝盖呐(t)，迈 (t))lt=t。, (5.5) 
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则由 (5.4) 式得到

阮 du1(t), 8r1dv1(t) 气玩 dt 十言言－）
= （妇盯(u心） 加沙g(u心） du1(t) 妇 8u1 十玩 8u1 ) dt 

＋（竺盯(u1顷） ＋沪8g(u归））三
妇如妇如 dt.

由此可见，由 (5.5) 式定义的映射 a*P 是线性映射，并且

了） ＝妇盯(u心） ＋竺 8g(u心）
如妇如 8v2 8u1 

了）＝沪盯(u心）三8g(u归）
如妇如 8v2 8v1 

用矩阵表示则是
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非退化即 Jacobi 行列式 8（迈，迈）
a(u1 ，内）

'f'0. 
p 

定理 5.1 设 6 :S1 --+场是从正则参数曲面 81 到正则参数曲

面岛的 3 次以上的连续可微映射．如果在点 p E 81, 切映射 a*P ; 

TPS1 --+Ta(p)场是切空间 Tv81 和 Ta(p)岛之间的同构，则有点 p 在 81

中的邻域 U1 和点 6(p) 在岛中的邻域 U2, 以及相应的参数系 (u1 ，内）

和 (u2，迈），使得 a(U1) C 也，并且映射司U1 是由

U2 = U1, V2 = Vt (5.10) 

给出的换言之，在适当地选取曲面 S1 和岛上的参数系之后，映射

6队是从参数区域仄到 U2 的、有相同参数值的点之间的对应．

使映射 6 能够由（5.10) 式给出的参数系 (u1 ，切）和 (u2，迈）称为

在曲面 S1 和 S2 上关于映射 6 的适用参数系

证明假定映射 6 由

吵＝ J(u1，内），迈＝ g（u1上）

给出，因为在点 p 有：臣骂 I #O，因此上面的式子可以看作曲面
p 

s1 在点 p 的某个邻域从上的容许参数变换，使得 (u2，迈）成为曲面

s1 在点 p 的某个邻域仄内的参数系．在这样的参数系下，映射 6 恰

好是参数区域上的恒同映射证毕．

映射 (J': 81 -场还能够把岛上的二次微分式拉回到 S1 上，成

为 S1 上的二次微分式．假定岛上的一个二次微分式 r.p 的表达式是

r.p = A(u2心）（du扩＋ 2B(u2心）du2如＋ C(u2心）（如）气 (5.11)

则在 (5.1) 式给出的映射 (J': S1 一场下，将表达式 (5.1) 代人 (5.11)

式得到 S1 上的一个二次微分式 6飞如下：

心＝ A(J(u1 ， v1),9(u1 ，内）） （芷奾＋芷叫
2 

+2B(J(u心）， g(u心）） （芷奾＋总叫
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(2奾＋总dv1)
+C(f(u心）， g(u心）） （坐奾＋竺dv1) 2 

au1 8“1 

= A(u1 ，切）（du1)2 + 2B(u1 ，内）du1dv1 + C(u1，切）（d内）气 (5.12)

其中

如，v1) = A(f(u心）， g(u1，内））（气；切）） 2
+2B(f(u1，内）， g(u1浏））

8f(u1，内） 8g(u1泊）
彻1 加1

+C(f(u1 ，内）， g(u归））（气；内））2,
B(u1，叫＝ A(f(ui ，仇）， g（u1,v1) ）

盯（四内）盯（u1，内）
彻1 8v1 

+B(f如，切）， g(u归））（盯（压 v1) 8g(u1, v1) 
8u1 8v1 

+ 
8f(u1, vi) 8g(u1，叨）如 8u1)

+C(f(ui, v1), g(ui, 内））
彻（u1 ， v1) 8g(u1,v1) 
彻1 彻1,

如心） ＝ A(f(u心）， g(u心）） （气；内））2
+2B(f(u1，内）， g(u1, vi)) 

盯（u1 ，内） 8g(u1，内）
彻1 8v1 

+C(f(u归）， g(u凸）） （8g(u心））2.
8v1 

(5.13) 式和 (5.12) 式用矩阵表示则是

(5.13) 

(A(u归）知，内））＝ J(;（迈，叩） B（切，迈））江（5.14)
iJ(u1卫1)6(m，内） B（切，迈） C（切，叩）
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并且

6飞＝（如， d砃）．（； :).(dd::) 

= (du1,d仇） .J(; ：)尸．（dd:：),
其中

＼
丿
、
，
＇
，
、
丿

vlvl LUl11Vl cu8cu8 agag 
、
I
,
`
i
_

，

vlvl 
回
a
u
l
回
a
v
l

BJOJ (\ 

__ 

＼
丿竺
u
l
竺
V
l

8888 

竺
t
L
l竺
V
l

8888 (\ 

__ J 
(5.15) 

我们把 6飞称为岛上的二次微分式 p 经过映射 u: S1--+ ＆拉回到

S1 上的二次微分式

定义 5.1 设 u : S1--+S2 是从正则参数曲面 S1 到正则参数

曲面岛的 3 次以上的连续可微映射．如果在每一点 p E 81, 切映

射吵： Tp81--+ T呴）岛都保持切向量的长度不变，即对于任意的

XET泌都有 l吁(X)I = IX|，则称 u: S1--+82 是从曲面 S1 到曲面

S2 的保长对应

向量之间的内积和向量长度之间的关系是

1 
a· b =~(la+ bl2 -|叶-|矿），

2 

既然保长对应 u: S1 --+ S2 保持切向量的长度不变，因此它必定保持

切向量的内积不变即对于任意的 X,YETvS1，都有

U*p(X). U*p(Y) = X. Y. (5.16) 

在 §3.2 已经说过，曲面 S1 在点 r=r1伯，仇）处的任意一个切向

量可以用它的微分

折1.. 8r1 
dr1(u1,vi) = du1 —— +dv1— 

8u1 8v1 
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来表示，这里 (du1,d内）代表曲面 S1 在点 r = r1(u1，内）处的任意一
个切向量的分量．假定映射 6 由 (5.1) 式给出，则根据 (5.7) 式有

吩(dr, (u心）） = 0＊P(（du1,dv1) 卢））

: ::uu:,1:VV.: ))6J` (5 17) 

其中 J 由 (5.15) 式给出．因此由 (5.12),(5.14) 式可知， 6 是保长对应的

条件是

ldr1(u1,v叩＝ irr*p(dr1 (u1, v1))l2 

=（du1,dv1甘）立）叶dd::)
氏(u2心） G2(u2心） dv1) 

= (du1,dv1)J (马(u2心）压(u2，迈）） JT(奾
2 = u*(ldr2(u2心）,~), (5.18) 

即

11 = rr*I2, 

这里马， F2,G2 是曲面出的第一类基本量．由此得到下面的定理．

定理 5.2 假定正则参数曲面 S1 和出的第一基本形式分别是 11

和 12，则 rr: S1---t 场是从曲面 S1 到曲面岛的保长对应的充分必要

条件是

u*l2=I1. (5.19) 
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换言之下面的公式成立：

其中

（压(u心）凡（三）） ＝ J （场（迈心）庄（迈，叩））几
凡(u1 ，阴） G1(u1，内）压（迈，迈） G2（迈， v2)

J＝言~)
如果将上面的式子展开，我们便得到下面的等式：

(~r +2F2(u2,v2)~~ 马(u2心）已＋2庄(u2心）玩玩

心(u心） （启） 2 ＝坠 (u心），
8u2 8u2. ~,, { 8u2 8v2. 8u2 8v2 氐（迈， v宝言压(u2心）（玩玩十玩玩）

8v2 8v2 
+G2(u2，迈）—— =Fi(u1 ， vi),

8u18v1 

乌(u归） （詈）2+2岛(u2心）詈笠
哗(u归） （笠） 2心(u心）．

(5.20) 

这是 (5.19) 式的等价形式在巳知正则曲面 81 和出的第一基本形

式的情况下，（5.20) 式实际上是寻求曲面 81 和 82 之间是否存在保长

对应叩＝迈(u1, Vt)，迈＝迈(u1，切）的微分方程组．但是，这是一个非

线性的一阶微分方程组，要判断该方程组是否有解，并且把解求出来自

然是一件十分困难的事情以后我们要进一步研究保长对应的不变量

（参看第五章所叙述的 Gauss 的绝妙定理），这对我们判断两个正则曲

面是否能够建立保长对应起着重要的作用．

定理 5.3 在正则曲面 81 和 82 之间存在保长对应的充分必要条

件是，能够在曲面 81 和 82 上取适当的参数系，都记成 (u,v)，并且在
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这样的参数系下这两个曲面有相同的第一类基本量，即

E1(u,v) = E2(u,v), F1(u,v) =氏（u,v), G1(u,v) = G2(u,v). (5.21) 

证明如果 6:S1 --+S2 是从曲面 81 到曲面岛的保长对应，则

在每一点 p E 81 处切映射 “p: TpS1--+Tu(pJS2 显然是非退化的．因

此由定理 5.1，在曲面 S1 和曲面岛上能够取适当的参数系，使得映射
6 是曲面 S1 和曲面岛上有相同参数的点之间的对应，把这适用的参

数系记为 (u,v)．根据定理 5.2, E1 = E2,F1 = F2,G1 = G2. 必要性得

证定理的充分性是明显的证毕．

例 1 证明：在螺旋面 r = (ucosv,usinv,u+v) 和旋转双曲面

r = (pcos0,psin0, ~) (p ~ 1,0 勺 ~2兀）之间可以建立保长对
应．

证明直接计算螺旋面的第一基本形式得到

I= 2(du)2 + 2dudv +（沪＋ l){dv)气

旋转双曲面的第一基本形式是

i= 2沪－ 1
沪－ 1

矿＋ p2d()2.

先在螺旋面上作容许的参数变换，使得参数系是正交的实际上，将 I

的后面两项配平方得到

I= (2 －三）（d矿＋但＋ 1) （砉I+dv)2.
命

则

将它与 i 相对照，命

u=u, v=arctanu+v, 

2护＋ 1
I= －—d护＋（护＋ l)d护．

护＋ 1

p= 卢,() = ii, 
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则经过直接计算得到 I= i. 因此在这两个曲面之间能够建立保长对

应，该对应是

p= 产， 0 = arctanu+ v. 

证毕．

本例题的解法带有观察和拼凑的成分，但是它比直接求解方程组

(5.20) 要简单多了．在知道 Gauss 曲率是保长对应的不变量之后，通

过计算两个曲面的 Gauss 曲率可以使拼凑有更加清晰的目标．

定义 5.2 设 (1':S1-+S2 是从正则参数曲面 S1 到正则参数曲面

S2 的一一对应，并且它和它的逆映射都是 3 次以上的连续可微映射．

如果在每一点 p E S1，切映射 (1'*P: TvS1-+Tu(v)S2 都保持切向量的夹

角不变，即对千任意的 X,Y E TvS1 都有

乙((1'*v(X),(1'叩(Y)) = L(X, Y), (5.22) 

则称 (1':S1-+ 岛是从曲面 S1 到曲面 S2 的保角对应

在初等平面几何学中，所谓的相似三角形是指对应边成比例的三

角形，然而相似三角形的特征是对应角相等．这就是说，判断两个三角

形的内角对应相等的问题可以转化为对应的三边边长是否成比例的问

题下面的定理实际上就体现了这个原理

定理 5.4 假定正则参数曲面 S1 和 S2 的第一基本形式分别是 l1

和 I2，则 u: S1-+S2 是从曲面 S1 到曲面出的保角对应的充分必要

条件是，在曲面 S1 上存在正的连续函数入，使得

6飞＝灶l1. (5.23) 

特别地如果 6:S1--+ 出是从曲面 S1 到曲面出的保角对应，则在曲

面 S1 和 S2 上能够取适当的参数系，都记成 (u,v)，使得在这样的参数

系下这两个曲面的第一类基本量成比例，即存在正的连续函数入，使得

马(u,v) ＝入2(u,v)氐 (u,v),

压(u,v) ＝灶(u,v)凡 (u,v),

G2(u, v) ＝灶(u, v)G1 (u, v). 

(5.24) 
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证明 充分性是明显的．如果 (5.23) 式成立，则对千任意的 p E 81, 

X,Y E Tp81 都有（参看 (3.17) 和 (5.12) 式）

COS 乙(X,Y)=
X-Y l1(X,Y) 

凶Y| ＝汃忒双了汃五＇
(5.25) 

l2((J'＊p(X)，吓(Y))
COS 乙((J'*p(X),(J'＊p(Y)) = 

VI2((J'*P(X) , (J'* P(X))VI2((J'*P(Y) ,(J'*P(Y)) 
6飞(X,Y)

= 
妇飞(X,X)奸飞(Y,Y) ＇

但是根据条件 (5.23) 有

6飞(X,Y) ＝灶I1(X, Y), 

6飞(X,X) ＝灶I1(X,X),

o飞(Y,Y) ＝灶I1(Y, Y), 

因此由 (5.25),(5.26) 式得到

乙(a*P(X),a叩(Y)) ＝乙(X,Y).

(5.26) 

反过来，假定 a: S1--+ 82 是从曲面 S1 到曲面场的保角对应，则

根据定义 6 必定是一一对应，故根据定理 5.1 在曲面 S1 和岛上能够

取适用参数系，都记成 (u,v)，使得在这样的参数系下 6 是有相同参数

值的点之间的对应，即

6伈 (u, v)) = r2(u, v), 

其中讯u, v), r2(u, v) 分别是曲面 81，岛的参数方程．因此

彻彻 '6* (8v)8v' 
6* （阮(u,v)) ＝如(u,v) 8m(u,v) ＝如（u， v)

并且

8r1(u,v), 8r1(u,v)\ 8r2(u,v), 8r2(u,v) 
6* ( 8u + Ov) = 8u + 8v. 
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根据条件 (5.22) 则有

COS 乙（气：， v)，气尸） ＝ cos 乙（气：， v) ，气尸），
cosL （如（u， o) ＋如（u,o) 如(u,v)彻彻'~)

=cos乙（如(u,v）十如(u,v) ，如(u,v)彻彻~),
cos乙（如(u,u）阮（u,v） 8m(u,v) 彻十彻'~)

=cos乙（如(u,v）十如(u,v) ，如(u,v)彻彻~),
用 (3.17) 式代入得到

F1 F2 
= 

豆 J玩＇
坠＋ F1 E2 +F2 

= 
✓趴＋ 2凡＋ G1范 ✓马＋ 2压＋ G2滥＇

凡＋ G1 凡＋ G2
= 

✓压＋ 2R+G1邓 ✓马＋ 2凡＋ G2郘·

将 (5.28), (5.29) 两式相除得到

Fl F2 
邓＋—邓＋－

管＝骨·
怎＋——郘＋——-
恋郘

将上式展开，并且用 (5.27) 式则得

F1F2 
严＋＝年＋

F1F2 
J酝乒＇

F1 F2 （范－怎） （1－年年） = 0, 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 
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因此再用 (5.27) 式得到

（运－范石）（1－—砰邸1)
= （范－范Ci) (1-cos2 乙（气：， v) ，气尸））＝ 0.

但是 81 是正则参数曲面，切向量
8r1(u,v) 8r1(u,v) 
加 '8v

不共线故

cos2 乙（气：， v)，气尸） I 1, 

所以

E1G2 = E2G1, 

代入 (5.27) 式则得
F2 乌 G2

= = 
F1 压 G1

＝灶．

证毕．

关于保角对应有下面的重要定理：

定理 5.5 任意一个正则参数曲面 S 的每一点 p，都有一个邻域

U 可以和平面上的一个开区域建立保角对应．换言之，任意两个正则

参数曲面在局部上都可以建立保角对应．

这是一个十分深刻的定理在曲面的参数方程是解析的情形，首

先是 Gauss 凭借着把实解析函数看作复解析函数的技巧，利用两个变

量的一次微分形式的积分因子的存在性（参看附录 §1 的定理 1.7) 证明

了这个定理当曲面的参数方程是光滑的情形，证明比较复杂另外，

当曲面的参数方程有 2 阶以上的连续可微性时，定理仍然成立，陈省

身曾经给出过一个比较简单的证明（参看 S. S. Chern, Selected Papers, 

New York: Springer Verlag, 1981, p.217)．下面我们在曲面的参数方程

是解析函数的假定下，给出定理 5.5 的简要证明

定理 5.5 的证明假定正则参数曲面 S 的方程 r = r(u,v) 是
u,v 的解析函数，于是曲面的第一类基本量 E,F,G 都是 ?L,V 的解析函
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数根据定理 4.2，可以假定 (u,v) 给出曲面 S 的正交参数曲线网，即

F(u,v) = 0，于是曲面 S 的第一基本形式成为

I= E(d矿＋ G(dv}2= （拉du＋勾范dv)碑du-v芍范dv).

命

w ＝捏du＋石范dv, (5.30} 

这是系数为复数值解析函数的一次微分式．根据附录 §1 的定理 1.7,

在每一点 pES 的一个充分小的邻域 U 内存在处处非零的复数值解

析函数入（u,v)，使得入(u,v)w 成为某个复数值函数 z(u,v) 的全微分，

即

入(u,v)(VE如＋石沉dv) = dz(u, v). (5.31) 

把函数 z(u,v) 分解为实部和虚部，设

z(u, v) = x(u, v) ＋石y(u, v), (5.32) 

则
1 

I =W豆＝丽(dx2 + d沪），（5.33)

因此曲面 S 上点 p 的一个邻域与平面上的一个邻域是保角的，保角对

应由

:1: = x(u, 11), y = y(u, v) (5.34) 

给出．证毕．

在曲面 S 上能够使第一基本形式表示成 (5.33) 式的参数系 (x,y)

称为等温参数系在曲面 S 上存在等温参数系是一个十分重要的事实，

它在实践中有很多应用．球面的球极投影建立了球面与平面的保角对

应（参看习题 3.3 的第 2 题）．在绘制地图时为了保证各个国家的辖区

形状不失真，通常使用两种保角对应对千北极和南极地区，常用球极

投影；对于极区以外的部分常用下面的例题所介绍的 Mercator 投影

例 2 试建立球面和圆柱面之间的保角对应．

解设 S 是半径为 a 的球面， S 是半径为 a 的圆柱面，它们的参

数方程分别为
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( r = (acosvcosu,acosvsinu,asinv), 

r = (a cosu, a sin u, av). 

经直接计算得到它们的第一基本形式分别为

I= a2 cos2 v(du)2 十 a2(dv)2 = a2 cos2 v ((du)2 + 
1 歹(dv)2),

i= 吐d护＋吐d护＝吐(d护＋ d护）．

命

u = u, ii= ［辛＝ log I tan G + i) I, 
则上面给出的映射 u:s-s 是保角对应上述映射称为 Mercator 投

影

很明显，圆柱面 S 和平面是保长的，球面通过 Mercator 投影和平
面建立保角对应，所以这种方法常用千描绘地图

习题 3.5

1．证明：在悬链面

r = (acoshtcos0,acoshtsin0,at), -oo < t < oo, 0 ~ 0 ~ 2兀

和正螺旋面

r = (vcosu,vsinu,au), 0 ~ u ~ 2兀，－oo<v<oo

之间存在保长对应

2. 证明：曲面

r = (a(cosu+cosv),a(sinu+sinv),b(u+v)) 

能够和一个旋转面建立保长对应．

3. 证明：平面到它自身的任意一个保长对应必定是平面上的一个

刚体运动，或刚体运动和关于一条直线的反射的合成．
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4. 试建立旋转面

r = (f(u)cosv,f(u)sinv,g(u)) 

和平面的保角对应．

5．试建立第 2 题中的曲面和平面的保角对应．

§3.6 可展曲面

在 §3.1 的例 5 已经研究过一般的直纹面．本节要研究一类特殊的

直纹面它们恰好是和平面在局部上能够建立保长对应的曲面

根据 §3.1，一般的直纹面的参数方程可以写成 r = a(u) + vl(u), 

其中 l(u) # 0. 柱面、锥面和一条空间曲线的切线面都是特殊的直纹
面（参看图 3.8)，它们的参数方程分别是

a(u) 

(a) 

a 

(b) 

图 3.8 可展曲面

(c) 

柱面： r = a(u) + vl，其中 l 是非零常向量（图 3.8(a)).

锥面 r =a+ vl(u)，其中 a 是常向量（图 3.8(b)).

切线面： r = a(u) + va'(u)（图 3.8(c)).

通过直接计算知道，这些曲面的一个共同特征是：当点沿着直母线运

动时曲面的切平面是保持不变的，即这种曲面的切平面构成依赖单个
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参数的平面族．我们以切线面为例求它的切平面族，其余两种情形留

给读者自己计算由切线面的方程得到

所以

ru = a'(u) + va"(u), 

几＝ a'(u),

兀 x rv = -va'(u) x a"(u), n =士
a'(u) x a"(u) 
la'(u) x a"(u)J. 

因为切线面的单位法向量场 n 只依赖参数 u，故切线面的法向量沿着

直母线（u ＝常数）保持不变而且直母线又落在切线面的切平面上，

因此当点沿着直母线运动时切线面的切平面是保持不变的．

定义 6.1 设 S 是直纹面．如果曲面 S 的切平面沿每一条直母线

是不变的，则称该直纹面是可展曲面

前面的讨论说明，柱面、锥面和一条空间曲线的切线面都是可展

曲面下面的命题给出了一个直纹面是可展曲面的条件．

定理 6.1 设直纹面 S 的参数方程是 r = a(u) +vl(u)，则 S 是可

展曲面的充分必要条件是，向量函数 a(u), l(u) 满足方程

(a'(u),l(u),l'(u)) = 0. (6.1) 

证明对直纹面 S 的参数方程求导数得到

几＝ a'(u) + vl'(u)，九＝ l(u),

因此曲面 S 的法向量是

兀 X 兀＝（a'(u) + vl'(u)) x l(u). 

如果 S 是可展曲面，则在直母线上的任意两个不同点 (u，内）和 (u, V2), 

其中 v1 于切，曲面 S 的法向量应该互相平行，即

(a'(u) + v1l'(u)) x l(u)//(a'(u) + v2l'(u)) x l(u). 
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根据向量的双重向量积的公式

我们有

(ax b) x c =(a• c)b - (b • c)a, 

0 = ((a'(u) + v1l'(u)) x l(u)) x ((a'(u) + v2l'(u)) x l(u)) 

= (a'(u) + v1l'(u)) · ((a'(u) + v2l'(u)) x l(u))l(u) 

= (a'(u) + v1l'(u), a'(u) + v2l'(u), l(u))l(u) 

= (v1 -v2)(a'(u),l(u),l'(u))l(u). 

由千 (v1 - v2)l(u)=/,0，所以上式末端的混合积为零，即 (6.1) 式成立．

上面的论证过程是可逆的，因此 (6.1) 式也是直纹面 S 为可展曲面的

充分条件证毕

在直纹面上可能会有两个不同的连续单参数直线族，那么是否会

出现这样的情况：对其中一个连续单参数直线族，条件 (6.1) 成立，而

对另一个连续单参数直线族，条件 (6.1) 却不成立？结论是：这种情况

是不会出现的原因是存在两个不同的连续单参数直线族的曲面只有

单叶双曲面、双曲抛物面和平面这三种情况（参看： D· 希尔伯特，S· 康

福森著．王联芳译．直观几何（上册）．北京：人民教育出版社，1959 年

第 16 页）．直接验证可知，前两者都不是可展曲面另外，直纹面在 §3.1

所提及的准线的变换和直母线方向向量的变换下，条件 (6.1) 显然是不

变的因此要判断一个直纹面是否为可展曲面只要就直纹面的一种

参数表示进行检验就可以了．

定理 6.2 可展曲面在局部上是柱面、锥面和一条空间曲线的切

线面，或者是用这三种曲面以充分连续可微的方式沿直母线拼接的结

果

证明设 S 是可展曲面，它的参数方程是 r = a(u) + ·vl(u)，并且
a(u),l(u) 满足条件 (6.1).

如果 l(u) x l'(u) 三 0，则由第一章的定理 2.2，向量 l(u) 有确定的

方向，因此直母线互相平行， S 是一个柱面．
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当 l(u) x l'(u) 羊 0 时，可以假设在 u 的一个小区间内 l(u) x l'(u) 

恒不为零，于是向量 l(u) 和 l'(u) 在该区间内处处线性无关．那么条件

(6.1) 意味着向量 a'(u) 和 l(u), l'(u) 共面因而是它们的线性组合，不

妨设为

a'(u) = o(u)l(u) + {3(u)l'(u) 圈 (6.2) 

现在让准线作变换

b(u) = a(u) ＋入(u)l(u), (6.3) 

要求 b'(u)//l(u)．对 (6.3) 式求导，并且用 (6.2) 式代人得到

b'(u) = a'(u) ＋入'(u)l(u) ＋入(u)l'(u)

= (o(u) + >.'(u))l(u) + (/3(u) ＋入(u))l'(u).

取入（u) = -/3(u)，则

b(u) = a(u) - /3(u)l(u), b'(u) = (o(u) - {31(u))l(u). (6.4) 

如果 a(u) －矿（u) = 0，则 b'(u) = 0, 千是 b(u) = b。是常向量．此时，

a(u) - /3(u)l(u) = bo, 

即直纹面 S 的直母线都通过一个定点 bo，所以该直纹面是锥面

r = bo + (v +/3(·u))l(u). (6.5) 

当 cx(u) - f3' （吩 ~o 时，不妨设在 u 的一个小区间内 o(u)-(J'(u)
恒不为零，即向量函数 b'(u) 恒不为零，故 r = b(u) 是一条正则曲线
此时，曲面 S 的参数方程成为

v+/3(u) 
r = b(u) + (v +(J(u))l(u) = b(u) + ~b'(u), (6.6) 

o(u) - f3'(u) 

这说明曲面 S 是正则参数曲线 r=b(u) 的切线面．

容易看出，在函数 l(u) x l'(u)，或 o(u)-(3' （u) 的例外零点，正好
是柱面、锥面和曲线的切线面沿直母线的拼接之处证毕．
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可展曲面的另一个特征是它和平面在局部上可以建立保长对应．

在直观上，柱面和锥面都能够在不作伸缩的情况下展开成平面，正好

体现了上面所述的特征．它的逆命题也成立，留待第五章再来证明．

定理 6.3 可展曲面在局部上可以和平面建立保长对应．

证明我们只要证明柱面、锥面和曲线的切线面都可以和平面建

立保长对应．

(1) 柱面设其参数方程为

r = a(u) + vlo, 

不妨设回＝ 1．首先作准线的变换

b(u) = a(u) ＋入(u)lo,

使得 b'(u)旦。．为此对 (6.8) 式求导得到

b'(u) = a'(u) + >.'(u)lo, 

所以

0 = b'(u) •lo= a'(u) ·lo+ >.'(u), 

故只要取

入(u) = -a(u) • lo. 

此时，该柱面的方程成为

r = b(u) + (v -入（u))lo.

接着再作参数变换

{6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

" 
u = u(u) = 1~ lb'(u)ldu, v = v -入（u), (6.10) 

uo 

使得 a 是准线的弧长参数．实际上，此时柱面的方程成为

r= 如）＋叽， (6.11) 
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其中

；；位(u)) = b(u), 

因此

咋）·笠＝ ;;'(u) · lb'(u)I = b'(u)，心(u)I = 1. 

综合起来，柱面方程可表为 (6.11)，并且下述条件成立：

1;;'(u)I = 1, llol = 1, 以及 ；；售） •lo= 0. 

经计算容易得到曲面的第一基本形式是

I = (dU)2 + (d6)2. (6.12) 

这正好是平面在笛卡儿直角坐标系下的第一基本形式，所以柱面能够

和平面建立保长对应，该对应由 (6.10) 式给出．

(2) 锥面设它的参数方程为

r = ao + vl(u), (6.13) 

其中 a。是常向量，并且假设 l(u) 是单位向量，即 ll(u)I = 1．作参数变

换
u 

ii= ii(u) = 1.: ll'(u)I du, 
uo 

则曲面的参数方程成为

V=V , (6.14) 

r = ao + ii如），

其中

郎(u,)) = l(u), 

故
du(u) 11 

i'(u) • ~ = i'(u) • ll'(u)I = l'(u), 
du 

千是仇u)I = 1，并且仇u)I = 1，即 d 是单位球面上的曲线 r=i位）的
弧长参数这样，锥面的第一基本形式成为

I= 护（du)2 + (dv)2. (6.15) 
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命

X = VCOSU, y = vsinu, (6.16) 

则得

I= {dx)2 + (dy)气

因此锥面 (6.13) 和平面是保长的，该保长对应由 {6.16) 式给出．

{3) 切线面．设 C: r = r(s) 是萨中一条正则参数曲线 s 是它

的弧长参数，故它的切线面的参数方程是

r = r(s) + tr'(s) = r(s) + ta(s), {6.17) 

这里 {r(s); o:(s),/3(s),...,(s)｝是曲线 C 的 Frenet 标架．因此

rs= r'(s) + t尺(s)f3(s), rt = o:(s), {6.18) 

其中 K(s) 是曲线的曲率．所以

E=l+t2及， F= 1, G= 1, 

切线面的第一基本形式是

I= (1 + t炉）（ds)2+2dsdt+(dt)2. (6.19) 

注意到在切线面的第一基本形式中不含有曲线 C 的挠率，这就是说，

如果 C,c1 是空间萨中任意两条有相同的弧长参数和相同的曲率函

数的正则参数曲线，则它们的切线面必有相同的第一基本形式，因此这

两个切线面必定是保长的根据曲线论基本定理（第二章的定理 5.3),

可以作一条平面曲线 C1，使它以 s 为弧长参数，以 ,;,(s) 为曲率函数，

而挠率为零，那么它的切线面是平面的一部分由此可见，曲线 C 的

切线面能够和平面在局部上建立保长对应．证毕．

可展曲面的切平面沿直母线是同一个，因此可展曲面的切平面构

成依赖一个参数的平面族，而可展曲面本身可以看作与该平面族中每

一个成员都相切的曲面这个概念可以作一些推广．
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定义 6.2 设｛品｝是依赖参数 o 的一族正则曲面．如果有一个

正则曲面 S，使得 S 上的每一点必定是曲面族 {S°'} 中的某个曲面 Sa,

上的一点并且曲面 S 和品在该点有相同的切平面；反过来，曲面族

｛品｝中的每一个成员必定与曲面 S 在某一点有相同的切平面则称

曲面 S 是单参数曲面族｛品｝的包络．

根据上述定义，可展曲面是单参数平面族的包络．下面简要地介

绍一下如何求单参数曲面族的包络．假定单参数曲面族｛品｝由方程

F（工， y,z,a) = 0 {6.20) 

给出．根据定义，｛品｝的包络面 S 上的点（工， y,z) 必定在某个品上，

对应的 o 记成 o（工， y,z)，于是点（工， g， z) 还满足方程

F(x, y, z, o(x, y, z)) = 0, (6.21) 

即上式对千包络面 S 上的点（工， y,z) 是恒等式现在来考察曲面 S 和

S。相切的条件．在曲面 S 上任意取一条曲线 C: r= （工(t), y(t), z(t)), 

因此将它的方程代入 {6.21) 式得到

F（工（t), y(t), z{t), a-（工（t), y(t), z(t))) = 0. 

将上面的恒等式对 t 求导得到

F乌陪＋ F”节＋F气~+Fa节＝ 0,
其中

a-(t) = a-(x(t), y(t), z(t)). 

由千曲面品的法向量是 (F工， Fy，凡），而且曲面 S 和品相切，所以

dx(t)..,, dy(t)..,, dz(t) 
F.,—---— +Fy +Fz =0, 

dt dt dt 

千是对于包络面 S 上的任意一条曲线 C: r= (x(t), y(t), z(t)）都有

Fa 
da-(t) 

dt 
=0. 
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因为
da(t) _ dx(t). _ dy(t). _ dz(t) 
飞=“飞钮y飞了十“飞＇

所以当向量函数 (ax,ay,Oz) 处处不为零时在包络面 S 上通过每一
如(t)

点 (x,y,z) 都可以取曲线 C, 使得——-Io, 因此包络面 S 上的点
dt 

（工， y,z) 除了满足恒等式 (6.21) 外，还满足恒等式

凡(x,y,z,a(工,y,z))=O. (6.22) 

由此可见，单参数曲面族 {Sa} 的包络 S 上的点（工， y,z) 满足方程组

{F(x,y,z心） = 0, 
凡(x,y,z,a) = 0. 

将方程组 (6.23) 中的参数 o 消去，得到判别曲面

4.>(x, y, z) = 0. 

(6.23) 

(6.24) 

如果判别曲面是正则的，而且给定的曲面族中的曲面在对应点也是正

则的，则能够证明该判别曲面是单参数曲面族｛品｝的包络．事实上，对

于固定的 o 而言，方程 (6.23) 的解是一条曲线，称为特征线，而判别曲

面 (6.24) 恰好是由这些特征线生成的这样，判别曲面上的点 (x,y,z)

必定落在某条特征线上，将对应的参数记为 a(x,y,z)，它们适合方程

(6.21) 和 (6.22)，所以包络面落在判别曲面之内反过来，能够证明判

别曲面必属于包络面．

例求单参数平面族

xcoso + ysina: - zsino = 1 

的包络

解命

F(x,y,z立） = xcoso: + ysino: - zsino: - 1, 

则

凡(x, y, z, a) = -xsina + ycoso: - z cos a. 
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将方程组 F=O, Fa=O 中的参数 Q 消去得到

护＋（y- z)2 = 1. 

这是一张柱面，属于可展曲面的一种．写成参数方程的形式是

x=cosu, y=sinu+v, z=v. 

由

习题 3.6

1. 判断下列曲面中哪些是可展曲面？哪些不是可展曲面？说明理

(1),,. =（沪＋竺心＋ UV，卢 2u2v 

3 言；
(2) r = (cosv - (u + v) sin v, sin v + (u +v) cosv, u + 2v); 

(3) r = (a(u +-v), b(u - v), 2uv); 

(4) r = (ucos'U,u sin v, sin 2v). 

2．考虑依赖两个参数的直线族

u 3 

X = UZ + V, y = VZ +—, 
3 

其中 u,v 是直线族的参数．

(1) 求参数 u 和 v 之间的关系，使得由此得到的单参数直线族是
一个可展曲面的直母线族；

(2) 确定相应的可展曲面的类型．

3. 确定下列曲面是不是可展曲面？

(1) 兀yz= k气

(2) 工y=(z-k)2.

4. 证明：单参数直线族

3 3 6 
y=ux 一 'U,z = u-y-u 

生成一个可展曲面，其中 u 是直线族的参数
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5．证明：由挠率不为零的正则曲线的主法线族和次法线族分别生

成的直纹面都不是可展曲面

6．证明：挠率不为零的正则曲线必有由其单参数法线族构成一个

可展曲面

7. 设曲线 C: r = r(s) 的 Frenet 标架为 {r(s); a:(s), {3(s),-y(s)}, 

s 为弧长参数求定义在曲线上的向量场

l(s) ＝入(s)a:(s) + µ(s)f3(s), 

使得以 C 为准线、以 l(s) 为直母线的方向向量的直纹面是可展曲面．

8. 设 C 是直纹面 S 上与直母线处处正交的一条曲线，由直纹面

S 沿曲线 C 的法线又构成另一个直纹面 s. 证明： S 是可展曲面的充

分必要条件为 S 是可展曲面

9. 求单参数平面族 a2x 十 2ay+ 2z = 2a 的包络
10. 求单参数球面族工2 + (y －入）2 + (z - 2入） 2 = 1 的包络
11. 证明：单参数平面族的包络面是可展曲面

12. 假定两个可展曲面相交成一条曲线 C，并且这条曲线 C 与两

个可展曲面的直母线都正交．证明：这两个可展曲面在各个交点的夹

角是常数
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在上一章，我们介绍了正则参数曲面的基本概念，并且初步研究了

正则参数曲面上与度量有关的概念和性质特别是定义了曲面的第一

基本形式证明了一个重要的结果，即：在正则曲面上任意一点的一个

邻域内总是存在正交参数曲线网的．此外，我们还研究了可展曲面的

特征性质和局部的分类．本章我们将研究描写正则参数曲面形状的方

法，并且介绍曲面的各种曲率（包括法曲率、主曲率等）的概念

§4.1 第二基本形式

设 S : r = r(u,v) 是一张正则参数曲面曲面 S 在任意一点

(uo,vo) 处的切平面 II 的单位法向量是

ru X rv 
n =. 

lru X 兀 1 (uo,？丿o)

(l.1) 

在直观上，曲面 S 在点（如， Vo) 处弯曲的状况可以用该点附近的点到

切平面 II 的有向距离 6 来刻画（参看图 4.1)，若曲面 S 在点 (UQ, Vo) 

处弯曲得越厉害，则团的增加的速率越大，即 6 的绝对值与邻近点到
点 (Uo, ＇（Jo) 的距离之比反映了曲面在该邻近点方向的弯曲程度． 6 的符

号说明曲面 S 上点 (11,0, Vo) 的邻近点落在点 (uo, vo) 的切平面 II 的哪

一侧．

设（如， vo) 的邻近点是 (,Uo+ Au,vo+Av)，它到切平面 II 的有向

距离是

o(A,U, Av)= (r(uo + Au, Vo+ Av) - r(uo, vo)) ·九．（1.2)
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图 4.1 邻近点到切平面的有向距离

根据 Taylor 展开式我们有

r(uo + Au,vo + Av) - r(uo, vo) 

= （九Au ＋心）＋； （ruu心）2 + 2ruvAuAv + rvv(Av)2) 

十0((6矿＋（6v)2),

其中向量函数丘几u 等都在点 (uo, Vo) 处取值，并且

lim 
o((Au)红 (6v)2)

(A叩＋（av)2-+o (~u)2 + (6v)2 
=0. 

因此

其中

o(Liu, Liv) 
1 

= ~[L(Liu)2 + 2MLiuLiv + N(Liv)2] + o((Liu)2 + (Liv)2), (1.3) 
2 

L= r匹他， vo) · n(uo, vo), 

M = r,,,,,(uo, vo) · n(uo, vo), 

N = rvv(uo,vo) · n(uo,vo)-

(1.4) 
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由于八 ·n ＝九 ·n=O，因此

九u. 九十 ru ·九u = 0, 

几'II ·九十 ru·n'II = 0, 

几u· 九十九·九u = o, 
九'II. 九十几·九'II =0, 

所以 L,M,N 还能表示成

L = -r,. ·九,., M = -r,. ·九＂ = －九·妇， N =－九·九".(1.5)

在 (1.3) 式中，有向距离 6(Au，凶）的主要部分是二次微分式

一[L(l:!.u}2 + 2M l:!.u凶＋ N(I:!.呏］，
2 

这启示我们考虑二次微分式

Il = d2r · n = -dr · dn = L(du)2 + 2Mdudv + N(d永 (1.6)

下面我们首先要说明，它和第一基本形式 I 有类似的特性，即 Il 与曲

面上保持定向的容许参数变换是无关的，因而它是给定了定向的曲面

上的二次微分式称为曲面的第二基本形式，其系数 L,M,N 称为曲面

的第二类基本量．

为此假定曲面 S 有容许的参数变换

u=u(u,ii), v=v(u,ii), (1.7) 

并且
8(u,v) 

a(u,v) 
> 0, (1.8) 

因此
8u av au av 

r;;, =r —＋兀—门＝ Tu—＋兀—'II,Q'U I "1'8u'•v-•11,av I •Vav' (1.9) 

故
8(u,v) 

r11 x r ;; = ru X rv, 
8(i劝）

~ n=n. (1.10) 
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与 (1.9) 式类似，我们有

加 8v 8u 8v 
痄＝ nUOO 十九“OO' nii=n“玩十九“玩． (1.11) 

现在 (1.9) 式和 (1.11) 式分别能够写成矩阵形式

伈） = J. (::)' 

(::) =J• 仁），
(1 圆 12)

其中

. 

\) 
彻
一
彻a
v
-
a
v

au-auau-av (\ 

__ J 

将 (1.12) 式代入 (1.5) 式得到

(~ !)＝一亿） ( nu,nv) 

=-J 仁） （九心） ,P = J (! !) JT. (1.13) 

由此可见， L,M,N 在保持定向的容许参数变换下的变换规律与第一

类基本量 E,F,G 的变换规律是一样的很明显，根据函数微分的公式

我们有

(du, dv) = (du, dii) · J, (1.14) 
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因此

L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 

= (du, dv) (! ~) (::) 
= (du, dii) - J (! ~) JT (::) 

= (du,dii) (! !) (::) 
=£(d矿＋ 2Mdudii 十 N(dii)2.

这就证明了 I 与曲面 S 上保持定向的容许参数变换是无关的由此

可见，在有向正则曲面 S 上存在定义在整个曲面 S 上的第二基本形式

Il，它和第一基本形式 I 一起是有向正则曲面 S 上的两个基本的二次

微分形式

实际上，（1.6) 式告诉我们

I =-dr · dn, 

并且在保持定向的容许参数变换下，单位法向量 n 是保持不变的（参

看 (1.10) 式）．然而 dr,dn 分别是向量函数 r，九的一次微分，并且具

有一次微分形式的不变性，所以 dr·dn 在保持定向的容许参数变换

下是不变的．上面的讨论还告诉我们，若参数变换翻转曲面的定向，则

九＝一九，于是第二基本形式就恰好改变它的符号．第二基本形式的直

接的几何意义是：它是有向距离 6(du,dv) 在

✓(ll.u)2 + (ll.v)2 ---+ 0 

时作为无穷小的主要部分的两倍，即

ll ~ 26(du, dv). 

例求平面和圆柱面的第二基本形式．
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解设 s1 是萨中的 O工y 平面，所以它的参数方程是

r=(u,v,O), 

它的单位法向量是

n = (0,0, 1), 

所以

I= dr · dr = (du)2 + (dv)2, II= -dr · dn = 0. (1.15) 

设圆柱面岛的方程是

r = (acos 竺， a sin 巨），
a a 

故

兀＝ （－ sin~,cos~,o) ，几＝ (0, 0, 1), 

r,.. X 兀＝ （cos 芒， sin 巨） = n, 
a a 

几u = (-~cos~，一~ sin 扣）， Tuv = Tvv = 0. 

因此

E=r？儿·兀＝ 1, F ＝兀·兀＝ 0, G= 几·兀＝ 1,
1 

L= 几u·n=--=-, M=ruv·n=O, N=r.,.,-n=O. 
(l 

所以

I= (du)2 + (dv)2, II= -~(du)2. (1.16) 
a 

上面的例题告诉我们，尽管圆柱面和平面有相同的第一基本形式，

因而它们在局部上可以建立保长对应，但是它们的第二基本形式却是

不同的，这反映了它们的外观形状是不同的

下面我们要叙述两个定理它们分别用第二基本形式来描述平面
和球面的特征
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定理 1.1 一块正则曲面是平面的一部分，当且仅当它的第二基

本形式恒等于零

证明定理的必要性在例题中已经证明，现在只要证明充分性成

立．假定正则曲面的参数方程是

r = r(u,v), 

它的第二基本形式恒等于零，即

L= 一九·兀＝ 0,

M= －九·九＂ ＝－几·九,.=0, {1.17) 

N= －几·九v =0. 

我们要证明它的单位法向量 n 是常向量场．因为 n 是单位向量场，故

有

九ti,. 九＝九v· 九＝ 0. (1.18) 

注意到｛r; 九八， n} 是空间萨中的标架，而 (1.17) 和 (1.18) 两式表

明向量凡，九矿在标架向量八，八， n 上的正交投影都是零，所以凡，几

都是零向量，即

dn = nudu + nvdv = 0, n ＝常向量场．

由千

dr•n=O, 

所以

d(r • n) = dr -n + r • dn = 0, r • n =常数，

千是

r(u, v) · n = r(uo, vo) · n, (r(u, v) - r(uo，彻）） ·九＝ 0,

这说明曲面 S 落在经过点 r(uo,vo) 、以九为法向量的平面内．证毕．
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定理 1.2 一块正则曲面是球面的一部分，当且仅当在曲面上的

每一点，它的第二基本形式是第一基本形式的非零倍数．

证明设曲面 S: r = r(u,v) 落在以 ro 为中心、以常数 R 为半

径的球面上，则曲面的参数方程满足条件

(r(u, v) - ro)2 = R2. 

对 (1.19) 式求微分得到

dr · (r(u, v) - ro) = 0, 

由此可见， r(u,v)- r。是曲面的法向量，故

1 
n= 五 (r(u, v) - ro)-

因此

(1.19) 

(1.20) 

1 _ _ 1 
ll = -dr · dn = --;:;dr 匾 dr= －—I. (1.21) R R. 

反过来，假定有处处不为零的函数 c(u,v)，使得曲面的第二基本形

式和第一基本形式满足关系式

JI = c(u, v) • I, (1.22) 

将上面的关系式展开便得到

(L - cE)(du)2 + 2(M - cF)dudv + (N - cG)(d呏＝ 0. {1.23) 

对于任意一个固定点 (u,v)，上式是关千 (du,dv) 的恒等式，因此

L(u, v) = c(u, v)E(u, v), 

M(u, v) = c(u, v)F(u, v), 

N(u, v) = c(u, v)G(u, v). 

(1.24) 

根据第一类基本量和第二类基本量的定义，上面的方程组等价于

（匹＋ C 几）• r., = 0, 

(n,. + C 兀） ·兀＝（m ＋ C 九）·几＝ 0, (1.25) 

(nv + c 九） ·rv =0. 
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另一方面， n 是单位法向量场，所以

（匹＋ C兀）· n = (n,, + cr11) · n = 0. (1.26) 

由千 {r;ru，九， n} 是空间萨中的标架，而 (1.25) 和 (1.26) 两式表明

向量压＋cru,nv +er" 在标架向量八，几，n 上的正交投影都是零，所

以匹＋ c:ru,nv + c:r” 都是零向量，即

妇＋ c:ru = 0, nv + c兀＝ 0. (1.27) 

将 (1.27) 式分别对 v,u 求导得到

九u“+CJ飞，＋ cr,.v = 0, 九＂u ＋伍兀＋ crvu = 0, 

比较这两个式子得到

Cvru = Curv. 

因为八， r11 是线性无关的，上面的式子意味着

Cu= C'IJ =O, 

即 c(u,v) = c 是常数从 {1.27) 式得到

d(n +er)= (nu+ c九）du+(nv+c兀）dv = 0, 

故 n+cr 是定义在曲面 S 上的常向量场．不妨设有常向量 m 使得

九十 er= 守O,

千是

r(u, v) - ro = - ~n(u, v), (r(u, v) －研＝百＇

即曲面 S 落在以点 r。为中心、以上为半径的球面上．证毕．
|c| 

定理 1.2 的条件的意义是在曲面上的每一点，曲面沿各个方向的

弯曲程度都是相同的．这个条件用下一节要介绍的法曲率的概念来表

达将会变得更加清晰．定理 1.2 的结论是很强的，它的意思是：如果曲

面上在每一个固定点沿各个方向的弯曲程度都是相同的，则它在各个

点、沿各个方向的弯曲程度都是相同的．



习题 4.1

1．求下列曲面的第二基本形式
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(1) r = (a cos 怀 cos 0, a cos 沪 sin 0, bsincp）（椭球面）；

(2) r = (u,v, ~(u2 护
2 

(u2 + ）)（旋转椭圆抛物面）；
(3) r = (a(u + v), a(u - v), 2uv)（双曲抛物面）；

(4) r= (f(u),g(u),v)（一般柱面）；

(5) r = (ucosv,·usinv,f(v)）（劈锥曲面）．

2. 求下列曲面的第二基本形式：

(1) z(x2 ＋沪）＝ 2xy; (2) 泸＋沪＝ (tan2 a)z气 o 是常数；

(3) xyz ＝炉， k :/ 0 是常数

3. 求曲线 r = r(s) 的切线面的第二基本形式，其中 s 是该曲线的

弧长参数

4. 求曲面 z=f(x,y) 的第一、第二基本形式．

5. 证明：当曲面 r = r(u,v) 在空间萨中作刚体运动时，它的第

一基本形式和第二基本形式是保持不变的．

6．证明：如果在可展曲面 S 上存在两个不同的单参数直线族，则

S 必是平面

§4.2 法曲率

上一节所定义的第二基本形式直观地描述了曲面在每一点处的弯

曲状况．自然曲面上的曲线受到曲面的制约，因而曲面的弯曲情况能

够借助于落在它上面的曲线的弯曲性质来了解，而且曲面上曲线的曲

率（特别是本节要介绍的曲线的法曲率）与曲面的第二基本形式有关．

作为例子，很明显，直线是不可能放到球面上去的，即在球面上不存在

曲率为零的曲线

设曲面 S 的参数方程是 r=r(u,v)，它上面的曲线 C 可以用参数

方程

u = u(s), v = v(s) {2.1) 
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来表示，假定这里的 s 是曲线的弧长参数．作为空间胪中的曲线， C

的参数方程将是

r = r(u(s),v(s)), (2.2) 

因此它的单位切向量是

扣 du(s), _ dv(s) 
o:(s) =石＝ Tu ds 十几 ds, (2.3) 

曲率向量是

笠＝哦＝ T'Uu (宁）2 ＋ 2TUVdud:s)d;:s） ＋ Tvv(宁）2
d2u(s), _ d2v(s) 

+r.., ds2 十九 ds2. 

因此曲线 C 的曲率向量在曲面的法向量九上的正交投影是

压＝譬 ·n ＝叩· n) 

=L (~'l1,(s))2 +2M三dv(s) + N(dv(s))2. 
ds ds ds ds 

(2.4) 

(2.5) 

从上面的表达式可以知道店．只依赖于曲面在该点的第二类基本量

L,M,N，以及曲线 C 的单位切向量 (d:：s) ， dvd?) ，通常把凡”称
为曲面 S 上曲线 C 的法曲率．由此可见，如果曲面 S 上有两条曲线

C1立在点 p 处有相同的单位切向量，则这两条曲线在点 p 有相同的

法曲率若命乙({3,n)=0 是曲线 C 的主法向量 9 与曲面 S 的法向量

n 之间的夹角，则有

心＝尺 cos 0. (2.6) 

从 (2.6) 式还能得到一个有趣的事实：在曲面 S 上考虑经过点 p=

r(u(s),v(s)），并且在点 p 处彼此相切的所有曲线则这些曲线在点 p

的曲率中心都落在与该切方向垂直的平面（这些曲线的公共的法平面）

内直径为 1/1凡nl 的圆周上（参看图 4.2)．实际上，根据 (2.6) 式，

1 1 
- =— cos 0, 
凡凡n
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因此曲线 C 的曲率中心是

c = r(u(s), v(s)) ＋扫＝ r(u(s),v(s)) + dJcos0 • (3, 

所以
1 

le - r(u(s),'I./(s))l2 =— cos2 0. 
咚

(2.7) 

九

图 4.2 曲面上相切曲线的曲率中心

由千曲面上在一点相切的曲线在该点有相同的法曲率，所以法曲

率的概念可以抽象出来作为曲面上在一点的切方向的函数．事实上，

因为 s 是曲线 r(s) = r(u(s), v(s)）的弧长参数，所以

du(s) 2 

lr'(s)12 = E(了) +2Fdud:s) dv(s) +G （勹？）2 = 1, 

即

ds2 = E{du)2 + 2Fdudv + G(dv)2 = I. 

代人 (2.5) 式得到

L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 Il 
凡n= cis2 = -. 

I 

上述表达式的分子和分母都是 (du,dv) 的二次齐次多项式，因此它只
如

是一－的函数
dv 
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定义 2.1 设正则参数曲面 S 的参数方程是 r =r(u,v), I 和 I1 分

别是它的第一基本形式和第二基本形式则

Il L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 
凡n =- = 

I E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)2 
(2.8) 

称为曲面 S 在点 (u,v) 处沿切方向 (du,dv) 的法曲率

于是，曲面 S 在点 (u,v) 处沿切方向 (du,dv) 的法曲率恰好等于

曲面 S 上经过点 (u,v) 、以 (du,dv) 为切方向的曲线在该点的法曲率

曲面 S 在点 (u,v) 处由切方向 (du,dv) 和法向量 n(u,v) 决定了一个

平面，称为曲面 S 在该点处由切方向 (du,dv) 确定的法截面．法截面

与曲面 S 本身相交成一条平面曲线，它是曲面 S 上经过点 (u,v) 、以

(du,dv) 为切方向的一条曲线，称为曲面在该点的一条法截线．根据前

面的讨论，曲面 S 上所有在点 (u，,v) 处与法截线相切的曲线在该点有

相同的法曲率，也就是法截线在该点处的法曲率由于法截线是曲面 S

上经过点 (u,v) 、以 (du,dv) 为切方向的平面曲线它以曲面在该点的

法向量 n 为法向量，也就是它的主法向量 9 ＝士n. 换言之，在 (2.6)

式中的 0=0 或兀，所以

/'i,=| 凡nl• (2.9) 

如果规定曲面 S 在点 (u,v) 处由切方向 (du,dv) 确定的法截面以切方

向 (du,dv) 到曲面的法向量 n(u,v) 的旋转方向为正定向，那么上面的

结果还可以更确切地叙述为：

定理 2.1 曲面 S 在点 (u,v) 处沿切方向 (du,dv) 的法曲率际，

等千以曲面 S 在该点处由切方向 (du,dv) 确定的法截线作为相应的有

向法截面上的平面曲线的相对曲率氏·

在直观上，可以把法截面想象为与曲面在一点处垂直（即包含曲

面在该点的法线）的＂刀”，法截线就是用这把刀在曲面上切割出来的

剖面线．法曲率恰好是曲面在该点沿相应的切方向的剖面线的相对曲

率这正是 Euler 研究曲面形状的基本出发点．下一节要讲的 Euler 公

式就是把法曲率作为切方向的函数具体地写出来．

例求平面、圆柱面和球面的法曲率．
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解参看 §4.1 的例题平面的第二基本形式是 n = o，因此平面上
在任意一点处沿任意一个切方向的法曲率心都是零．很明显，平面上

沿任意一个切方向的法截线都是直线．

圆柱面

r = (acos~,asin 扣）
的第一基本形式和第二基本形式分别是

l=(du)2+(dv)气 n =－长 (du)气
所以法曲率是

(du)2 
凡n=-

a((du)2 + (dv)2) · 

若用 0 表示切方向 (du,dv) 与让曲线（圆柱面的平行圆）切方向的夹

角，则

所以

du 
cos0= 

V(du)2 + (dv)2' 

际＝－－ cos:i: 0. (2.10) 
a 

这意味着，圆柱面在一点的法曲率际在 0 = 0 时取最小值－－；在
兀 a

0= －时取最大值 0．负号说明非直线的法截线（它是平面与圆柱面的
2 

交线因而是一个椭圆）总是朝圆柱面的法向量 n 的相反的方向弯曲

的．换言之，圆柱面的法向量

九＝ （cos~'sin 扣）
是曲面的外法向量，即曲面是朝－n 的方向弯曲的．

根据定理 1.2，球面的法曲率是常数

1 
心＝ －五＇

这里球面的法向量 n=r 是外法向量．很明显，球面的法截线是半径

为 R 的大圆周由于凸＝凡cos0，因此球面上的曲线的曲率永远不会

是零
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上面的例题提示我们应该把曲面在任意一个固定点处沿各个切方

向的法曲率表示成切方向的方向角的函数．为此，不妨假定曲面 S:

r=r(u,v) 的参数系 (u,v) 在点 r(uo,110) 处是正交的千是曲面 S 在

该点的第一基本形式和第二基本形式分别是

I= E(du)2 + G(dv)气 Il = L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2. 

所以曲面 S 在该点的法曲率是

]IL(du)2 + 2Mdud叶 N(dv)2
心＝－ = I E(du)2 + G(dv)2 

= - ( 
2 

L 痒duE 平产妇可）
2M 痒du 沟dv

+ 
禹✓E(du)2+G(dv)2VE(du)2+G(d”)2

2 
N 范dv十万（霉了三） · 

用 0 记切方向 (du, dv) 与 u－曲线切方向的夹角，则

洷du
cos0 = 

JE(du)2 +G(dv)2' 
sin0 = 范dv

✓E(du)2+G(dv)2' 

因此

L 2M N 
望）＝ - cos20+ — cos 0 sin 0 +.; sin勺

E 陑 G
L 1+cos20 M N 1 -cos20 

= - +— sin20 + ~ 
E 2 湿 G 2 

叶（负分）叶（负－＄） cos20＋嘉sin20
命

A= 叫切）2＋（嘉）2, (2.11) 
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则当 A =I- 0 时可以引进角 0o，使得

cos2(Jo ＝点（½-~), sin20o = A嘉，（2.12)

千是

11 L N 际(0) = ½ (½ +石)+A(cos 20 cos 200 + sin 20 sin 200) 

= ; （护＄）
丑 I (；佐－切）2+ （嘉）2 cos2(0 - 00). (2.13) 

由此可见，当 0 ＝先时，法曲率心(0) 取最大值：

气（负分）仇（女切）2＋（嘉）2, (2.14) 

当 0=0o ＋兀／2 时，法曲率心(0) 取最小值：

，，，叶（护笥－山（负－＄））2 ＋（嘉）2. (2.15) 

当 A=O 时，法曲率环(0) 与角 0 无关，即

，，，九（0) = ；攸＋ $). 
无论如何，上面的结果可以叙述成下列定理圈

定理 2.2 正则参数曲面在任意一个固定点，其法曲率必定在两

个彼此正交的切方向上分别取最大值和最小值．

定义 2.2 正则参数曲面在任意一个固定点，其法曲率取最大值

和最小值的方向称为曲面在该点的主方向，相应的法曲率称为曲面在

该点的主曲率．

在正交参数曲线网下，主方向与 u-曲线的夹角是 0。和 0o ＋兀／2,

其中先是由 (2.12) 式给出的．主曲率 K1, K,2 分别由 (2.14) 和 (2.15)
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式给出．根据 (2.13) 式沿方向角为 0 的切方向的法曲率是

心(0) = 1t1 cos2(0 - 0o) ＋心 sin2(0 - 0o). (2.16) 

通常把公式 (2.16) 称为关千法曲率的 Euler 公式．

在正则参数曲面的任意的参数系下，如何求主方向和主曲率呢？这

是一个重要的问题我们将在下面两节解决这个问题为此，需要把曲

面的主方向和主曲率解释为曲面的 Weingarten 映射（见 §4.3) 的特征

向量和特征值，从而获得更加丰富的几何内容．在本节的最后，我们引

进曲面的渐近方向和渐近曲线的概念．

定义 2.3 在曲面 S 上一点，其法曲率为零的切方向称为曲面 S

在该点的渐近方向．如果曲面 S 上一条曲线在每一点的切方向都是曲

面在该点的渐近方向，则称该曲线是曲面 S 上的渐近曲线．

在一个固定点 (u,v)，渐近方向 (du,dv) 是二次方程

L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 = 0 (2.17) 

的解因此，曲面在点 (u,v) 有实渐近方向的充分必要条件是

LN-M2 ~O. (2.18) 

当 LN-M2 < 0 时有两个不同的实渐近方向，它们是

du -M土 J沪－ LN N 
= dv L = -M式M2_LN.

当 LN-M2 =0 时有一个实渐近方向（或者认为两个实渐近方向重合

在一起），它是
du M N 

=--=-dv L. M" 

把 (u,v) 看作动点，则方程 (2.17) 是渐近曲线的微分方程．特别

是，如果在曲面上条件 LN-M2 <0 处处成立，则在曲面上存在两个

处处线性无关的渐近方向场，于是，根据第三章的定理 4.1，在曲面上

存在由渐近曲线构成的参数曲线网，
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定理 2.3 曲面上的参数曲线网是渐近曲线网的充分必要条件是

L=N=O. 

证明 如果曲面上的参数曲线网是渐近曲线网，即 u－曲线和 v－曲

线都是渐近曲线于是 (du, dv) = (1, 0) 和 (du, dv) = (0, 1) 都是渐近

方向．将它们分别代入 (2.17) 式便得到 L = N = 0. 反过来，如果

L=N=O，则方程 (2.17) 成为

2Mdudv = 0, 

它的解是 dv =0 和 du=O，即 u－曲线和 v-曲线都是渐近曲线．证毕．

定理 2.4 曲面上的一条曲线是渐近曲线，当且仅当或者它是一

条直线，或者它的密切平面恰好是曲面的切平面．

证明 根据公式 (2.6)，曲面上的一条曲线的法曲率是

际＝ K,COS0,

其中 0 是曲线的主法向量 9 与曲面的法向量 n 之间的夹角．因此，

心＝ 0 的充分必要条件是凡＝ 0 或者 cos0 = 0. 如果处处有 K, =0，则

该曲线是直线如果在曲线上有一点使氏 =f'0，则必定有 cos0 = 0，故

0 ＝兀／2，于是 B 与曲面的法向量 n 垂直，即曲线的密切平面与曲面相

切证毕．

习题 4.2

1．设悬链面的方程是

r= （洷言cosv, Ju言石sinv,alog(u+ Ju言面），

求它的第一基本形式和第二基本形式，并求它在点 {0,0) 处、沿切向量

dr = 2r., + r" 的法曲率．
2. 求曲面 2y-132 

+ 泸
一2
0

= z 
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被平面 z = ky 所截的截线在原点处的法曲率，其中 a,{3,k 都是常数

3. 证明：曲面上的一条曲线在任意一点的法曲率等于该曲线在该

点、由其切向量决定的法截面上的投影曲线在这个点的相对曲率．

4. 设曲面 S1 和曲面出的交线为 C. 设 p 为曲线 C 上的一点，

假定曲面 S1 和曲面出在点 p 处沿曲线 C 的切方向的法曲率分别是

氏1 和心．如果曲面 S1 和曲面岛在点 p 的法向量的夹角是 0，求曲线

C 在点 p 处的曲率 K.

5. 求下列曲面上的已知曲线的法曲率：

(1) 球面 ( 兀
r = (acosucos,U ,acosusin v, a sin u) 上的曲线 u+V = -; 

2 
(2) Viviani 曲线

叩）＝（k(l + cos u), k sin u, 2ksi叶）

的切线面 r(u, v) = r(u) + vr1(u) 上的曲线 u= 优

(3) 曲面 r = (u,v,kuv) 上的曲线 u ＝说

6. 求下列曲面上的渐近曲线

(1) 正螺旋面： r = (ucosv,usinv,bv); 

(2) 双曲抛物面： r= （勹 V，亡产UV)
7．设 C 是曲面 S 上的一条非直线的渐近曲线，其参数方程为

u = u(s), v = u(s), 

其中 s 是弧长参数证明： C 的挠率是

1 
(v'(s))2 -u'(s)v'(s) (u'(s))2 

T= 
✓EG-F2 

E F G I. 

L M N 

8. 设 n 是正整数，则曲线 an= {rcost,rsint,sign t · It尸）落在圆

柱面 x丘妒＝产上．试求曲线 on 在 t=O 处的法曲率．验证：当

n>2 时，曲线 o" 在 t=O 处的曲率中心在一个圆周上．写出该圆周

的方程
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§4.3 Weingarten 映射和主曲率

本节首先介绍 Gauss 映射，然后把 Gauss 映射的切映射与曲面的

第二基本形式联系起来．这样， Gauss 映射及其切映射成为研究曲面弯

曲状况的强有力的工具．

设 r=r(u,v) 是一块正则参数曲面，它在每一点处有一个确定的

单位法向量 n(u,v)．将九(u,v) 在空间萨中平行移动到坐标原点 0,

那么它的终点便落在伊中的单位球面 E 上，千是得到从曲面 S 到 E

的一个可微映射 g:S--+E，使得

g(r(u,v)) = n(u,v). (3.1) 

这个映射称为 Gauss 映射．很明显，当曲面 S 弯曲得比较厉害时，则

当曲面 S 上的点变动时其相应的法向量的变化就比较大，于是法向量

场在 2 上所扫过的面积与曲面上的点扫过的面积之比就比较大（参看

图 4.3)．这正是 Gauss 观察曲面形状的出发点．据说， Gauss 的灵感来

自他担任天文台台长时从事大地测量的研究工作．

Zb 

图 4.3 Gauss 映射

在第三章 §3.5 我们已经提到过，两个曲面之间的可微映射在对

应点的切空间之间诱导出一个线性映射，称为该映射的切映射这样，

Gauss 映射 g:8--+E 便诱导出从曲面 S 在点 p 的切空间 TPS 到球
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面 2 在像点 g(p) 的切空间 T叭p):E 的切映射

g* : TpS-+ T9(p):E. (3.2) 

下面我们来求这个切映射的表达式．

设曲面 S 上的一条曲线的参数方程是

u = u(t), v = v(t), (3.3) 

于是它在 Gauss 映射下的像是

g(r(u(t),v(t))) = n(u(t),v(t)). 

根据诱导切映射的定义，

dr \ dn(u(t), v(t)) _ du(t). _ dv(t) 9＊信） = dt =n飞一十九'II了
因此

g＊伈）＝妇， 9＊（九） ＝九v· (3.4) 

由于九是球面 E 的向径，因此它本身也是球面 E 的法向量，这就

是说曲面 S 在点 p 的切平面和球面 2 在点 g(p) 的切平面是彼此平行

的，特别是切空间 TpS 和切空间 Tg(p)E 可以自然地等同起来，于是球

面 E 的切向量妇，九”可以看作曲面 S 的切向量．这样，切映射 9＊成

为从切空间 TpS 到它自身的线性映射，命

W=-g,. :TpS----+ 耳s, (3.5) 

称 W 为曲面 S 在点 p 的 Weingarten 映射根据线性代数的理论，

在具有欧氏内积的向量空间上的自共辄线性变换和二次型是彼此确定

的．我们在这里定义的 Weingarten 映射和曲面的第二基本形式恰好有

这种关系

定理 3.1 曲面 S 的第二基本形式][可以用 Weingarten 映射表

示成

Il = W(dr) · dr. (3.6) 
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证明 曲面 S 上任意一个切向量可以表示成

dr = rudu ＋兀dv,

其中 du,dv 是切向量的分量根据 (3.5) 和 (3.4) 式

所以

证毕．

W(dr) = W(r冲＋ r'I)dv) = -g芯du+r'I)dv)

=-g＊伈）du-g*（九）dv

= －伲du + nvdv) = -dn, 

Il = -dn · dr = W(dr) · dr. 

(3.7) 

(3.8) 

定理 3.2 Weingarten 映射 W 是从切空间 TpS 到它自身的自共

扼映射，即对千曲面 S 在点 (u,v) 的任意两个切方向扣和 6T，下面

的公式

W(dr) •加＝ dr • W(8r) 

成立．

证明设

dr = r,.,,du + rvdv, 扣＝ r,.,,8u+rv8v.

由 (3.8) 式得到

W(dr) =－（匹du 十九"dv), W（加）＝ －（匹加＋心v).

这样

W(dr) ·or= －伲du+ nvdv) · (ruOU + r拉v)

= Lduou + M(duov + dvou) + Ndvov 

= －（兀du+ 兀dv) · (nuOU＋心v)

= dr · W(or). 

{3.9) 
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证毕．

如果有非零切向量 dr 和实数入，使得

W(dr) ＝入dr, (3.10) 

则称入是 Weingarten 变换 W 的特征值，并且把中称为对应于特征

值入的特征向量．此时，

W(dr) · dr =入dr 圈 dr,

因此由定理 3.1 得知，曲面沿特征向量 dr 的法曲率是

Il W(dr) · dr 
岛＝－ = ＝入

I dr · dr 
(3.11) 

这说明如果入是 Weingarten 映射 W 的一个实特征值，则它正好是

曲面在该点沿与它对应的特征方向的法曲率

定理 3.2 告诉我们，Weingarten 映射 W: TpS--+ 耳S 是自共辄映

射．根据线性代数理论（参看附录 §2)，从一个二维向量空间到它自身

的自共辄映射正好有两个实特征值（这两个实特征值可能相等），并且

对应地有两个线性无关的实特征向量．特别地，当这两个实特征值不

相等时，对应的实特征方向是完全确定的，并且它们彼此正交；如果这

两个实特征值相等，则曲面在该点的任意一个切方向都是特征方向由

此可见，曲面在每一点 p 的 Weingarten 映射 W: TpS--+ 耳S 必定有

两个特征值并且不管那两个特征值是否相等，在点 p 总是有两个彼

此正交的特征方向

根据前面的讨论知道，我们有下面的定理

定理 3.3 正则参数曲面在每一点的 Weingarten 映射的两个特征

值恰好是该曲面在这一点的主曲率，对应的特征方向是曲面的主方向

证明 我们在切空间 TpS 中总是可以取单位正交基底 {e1, e叶，使

得切向量 e1, e2 是曲面 S 在点 p 的特征方向，对应的特征值是入1 ;;?:垃

则

W(e1) ＝压， W（迈）＝入妇 (3.12) 
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现在设 e 是曲面 S 在点 p 的任意一个切向量，于是可以把它表示

为

e = cos0e1 + sin0e2, (3.13) 

则

W(e) = cos0W(e1) + sin0W（幻） ＝入1 cos如＋如in0e2, (3.14) 

因此沿切方向 e 的法曲率是

1t(0) = W(e) · e 
e · e 

= （入1 cos0e1 +入2 sin0e2) · (cos0e1 + sin0e2) 

＝入1cos20 +入2sin切

＝入1- 伈－入2) sin2 。

＝入2+ 伈－入2) cos2 0. 

由此可见，法曲率际(O) 在 0=0 时取最大值入1，在 0 ＝兀／2 时取最

小值垃换言之， Weingarten 映射的特征值入1 ~入2 分别是曲面在该

点的主曲率杠应，因而其对应的特征方向是曲面在该点的主方向证

毕．

现在可以把上一节 (§4.2) 的公式 (2.16) 重新叙述成下面的定理．

定理 3.4 (Euler 公式） 设 e1,e2 是曲面 S 在点 p 处的两个彼此

正交的主方向单位向量，对应的主曲率是内, fli.2, 则曲面 S 在点 p 处

沿任意一个切向量 e = cos 0e1 + sin 0e2 的法曲率是

际(0) = K.1 cos2 0 +心 sin切． (3.15) 

当凡l = "-2 时，对任意的切方向 0 都有心(O) =氏l ＝心，这正是

主方向不确定的情形．我们把这样的点称为曲面的脓点由千在肪点，

法曲率
L(d矿＋ 2Mdudv + N(dv)2 

代九＝
E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)2 

(3.16) 
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与切方向 (du,dv) 无关即

(L －心nE)(d,U）2+2(M －心）dudv+ (N- 凡nG)(dv)2 = 0 

是关千 du,dv 的恒等式，所以在该点有

L M N 
一＝ = E F G. (3.17) 

由此可见，跻点是曲面的第一类基本量和第二类基本量成比例的点．如

果这个比是零，则称该肪点是平点；如果这个比不是零，则称该跻点是

圆点．按照这样的术语，定理 1.1 和定理 1.2 可以重述为：

命题 曲面 S 是平面，当且仅当曲面 S 上的点都是平点；曲面 S

是球面当且仅当曲面 S 上的点都是圆点．

定义 3.1 设 C 是正则曲面 S 上的一条曲线．如果曲线 C 在每

一点的切向量都是曲面 S 在该点的主方向，则称曲线 C 是曲面 S 上

的一条曲率线

从定义可知，曲率线是曲面 S 上主方向场的积分曲线．设曲面 S:

r=r(u,v) 上的一条曲线 C 的参数方程是

u = u(t), v = v(t). 

根据定义 3.2，曲线 C 是曲面 S 上的曲率线的条件是

w （中（u（；｝， v(t)）） ＝入扣(u(;｝,v(t) ）

由 Weingarten 映射的定义得知

w （中（u（t) ， v(t) ） =－如(u(t) ， v(t) ）
dt) dt' 

由此得到曲线 C 是曲面 S 上的曲率线的判别准则：

定理 3.5 (Rodriques 定理） 曲面 S: r = r(u,v) 上的一条曲

线 C : u = u(t), v = v(t) 是曲率线的充分必要条件是，曲面 S 沿曲线

C 的法向量场 n(u(t), v(t)）沿曲线 C 的导数与曲线 C 相切，即

如(u(t) ，，u(t) ） dr(u(t) ,v(t)). 
dt II dt(3.18) 
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根据定理 3.5 还可以得到曲率线的一个特征性质：

定理 3.6 曲面 S 上的曲线 C 是曲率线的充分必要条件是，曲面

S 沿曲线 C 的法线构成一个可展曲面

证明设曲面 S: r=r(u,v) 上的一条曲线 C 的参数方程是

u = u(s), v = v(s), 

其中 s 是弧长参数．设曲面 S 沿曲线 C 的单位法向量是 n(s) = 

n(u(s), v(s)），因此由曲面 S 上沿曲线 C 的法线构成的直纹面是

r = r(s) + tn(s), (3.19) 

其中 r(s) = r(u(s),v(s)）．根据第三章的定理 6.1, 这个直纹面是可展

曲面的充分必要条件是

(r'(s),n(s),n'(s)) = 0. (3.20) 

由千 n(s) 是曲面 S 的单位法向量，所以 r'(s)•n(s) = 0, n'(s)•n(s) = 0. 

因此 n(s)／厅(s) x n'(s)，不妨设

r'(s) x n'(s) ＝入n(s),

则由 (3.20) 式得到

0 = -(r'(s) x n'(s)) • n(s) ＝入n(s) · n(s) =入，

故

r'(s) x n'(s) = 0, r'(s)//n'(s). (3.21) 

由此可见，曲面 S 沿曲线 C 的法线构成可展曲面的充分必要条件是

(3.21) 式成立，即 C 是曲面 S 上的曲率线．证毕．

例 1 求旋转面上的曲率线

解旋转面的经线是经过旋转轴的平面与旋转面的交线，它是生

成旋转面的母线旋转面沿一条经线的法线都经过旋转轴，因而落在经

线本身所在的平面内，故由这些法线构成的直纹面是可展曲面．另外，
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旋转面沿平行圆（纬线）的法线都经过旋转轴上的一个定点，所以它们

构成一个锥面，仍是可展曲面由此可见，根据定理 3.6，旋转面上的经

线和纬线都是旋转面上的曲率线，它们构成曲面的正交曲线网

例 2 求可展曲面上的曲率线

解可展曲面是直纹面，而且曲面的切平面沿直母线是不变的．换

言之，曲面的单位法向量沿直母线是常向量场，即曲面的单位法向量沿

直母线的导数是零．由定理 3.5 可知，可展曲面的直母线必定是曲率

线根据定理 2.2，它们的正交轨线是另一个主方向场的积分曲线因

而是可展曲面的另一族曲率线

1. 求抛物面

习题 4.3

护 y2

z ＝歹＋萨

在原点处的法曲率和主曲率．

2. 证明：曲面 S 在任意固定的一点处沿任意两个彼此正交的切

方向的法曲率之和是一个常数

3．设曲面 S 上的一条曲率线不是渐近曲线，并且它的密切平面与

曲面 S 的切平面相交成定角，证明：该曲线必定是一条平面曲线．

4. 证明：曲面 S 上任意一点 p 的某个邻域内都有正交参数系

(u,v)，使得参数曲线在点 p 处的切方向是曲面 S 在该点的两个彼此正

交的主方向

5. 设在曲面 S 的一个固定点 p 的切方向与一个主方向的夹角为

(J，该切方向所对应的法曲率记为凡..(9)，证明：

旬加心(9)d9 = H, 
。

其中 H = (K.1 ＋心）／2.

6. 设点 p 是曲面 S 的一个非跻点．如果曲面 S 在点 p 的任意两

个夹角为 Oo 的切方向上的法曲率之和为常数，则该夹角先必等千巴
2 
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§4.4 主方向和主曲率的计算

根据法曲率的 Euler 公式，曲面在一点的主曲率是曲面在该点的

法曲率的最大值和最小值因此，计算主方向和主曲率是了解曲面在该

点的弯曲情况的重要手段在 §4.3 已经知道主方向和主曲率恰好是曲

面在这一点的 Weingarten 映射的特征方向和特征值．因此求曲面主方

向和主曲率的问题归结为求 Weingarten 映射的特征方向和特征值

设曲面 S 的方程是 r=r(u,v)．假定扣＝ ru.5u+r“如是曲面在

点 (-u,v) 的一个主方向，即（如，加）于 0，并且有实数入使得

W(or) ＝珈 (4.1) 

将 (4.1) 式展开就是

一(nu8u+ n冲）＝入（八8u+T如）．（4.2)

将上式分别与切向量八，千＂作内积，得到

L加＋M加＝入(Eou+ Fov), 

M知＋ N加＝入(Fou +Gov), 

所以 (6u,6v) 应该是线性方程组

{（L －入E）6u+ （M －入F）6v =0, (4.3) 
(M －入F)ou+(N －入G)ov = 0 

的非零解根据线性方程组理论，线性齐次方程组 (4.3) 有非零解的充

分必要条件是，它的系数行列式为零，即入要满足二次方程

L －入E M －入F
=0. 

M －入F N －入G
(4.4) 

将它展开得到

灶(EG-F2) －入(LG-2MF+NE) + (LN -M2) = 0, 
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即

入2 _ LG-2MF+NE.. LN-M2 
入＋EG - F2..'EG - F2 = 0. (4.5) 

根据定理 3.3 知道，二次方程 (4.5) 必定有两个实根应戍．这个事实

也能够用方程 (4.5) 的判别式来检验．事实上，二次方程 (4.5) 的判别

式是

(LG - 2MF + NE)2 - 4(EG - F2)(LN - M2) 

= ((EN-GL) －竺(EM-FL) ＋些(EG- F2)) 2 E,--·- - -,. E 

-4(EG - F2)(LN - M2) 

= ((EN-G~) －竺(EM -FL)) 2 
E 

4(EG-F2) 
) 

+~(EM - FL)2 ~ 0. E2 

由二次方程的系数与根的关系得知

LG-2MF+NE 
凡1 十心＝ 2H= EG-F2' 

LN-M2 
氏1心＝ K= EG-F2. 

(4.6) 

(4.7) 

我们把 H= －（m ＋心）称为曲面的平均曲率，把 k= 凡岱2 称为曲面
2 

的 Gauss 曲率或总曲率 (4.6) 和 (4.7) 式分别给出了用曲面的第一类

基本量和第二类基本量计算平均曲率 H 和 Gauss 曲率 K 的公式这

样，主曲率是方程

灶－ 2H入＋ K=O (4.8) 

的根千是

氏1=H+~, 心＝ H-,/i百飞． (4.9) 

直接验证可知，方程 (4.4) 在曲面保持定向的参数变换下是不变

的，因此平均曲率 H 和 Gauss 曲率 K 的表达式 (4.6) 和 (4.7) 在曲面

保持定向的参数变换下也是不变的．
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定理 4.1 曲面的主曲率吓心是定义在曲面上的连续函数，并

且在每一个非跻点的一个邻域内，主曲率灯心是连续可微的函数．

证明 已经假定曲面的参数方程至少是三次连续可微的，而曲面

的第一类基本量和第二类基本量是曲面的参数方程经过两次求偏导得

到的，因此平均曲率 H 和 Gauss 曲率 K 都是连续可微的函数．（4.9) 式

表明，主曲率 K.1, K.2 是连续的．在非肪点的邻域内我们有尺l f= 应，即

沪－ K>O，因此 J沪－ K 还是连续可微的，故主曲率肛心是连续
可微的函数证毕．

现在把求主方向和主曲率的方法综述如下：首先，按照公式 (4.6)

和 (4.7) 用曲面的第一类基本量和第二类基本量计算曲面的平均曲率

H 和 Gauss 曲率 K，并解二次方程 (4.8)，得到曲面的主曲率釭心．其

次，分两种情形来处理在非跻点的情形，凡＃心，逐次将 K.1 和尺2 代

替线性方程组 (4.3) 中的入，其相应的方程组系数矩阵的秩是 1, 因此

对应于 K.1 的主方向是

加 M-,-;,1F N-,,.,1G 

瓦 =-L-/'i,lE =-M-/'i,lF' (4.10) 

对应千凡2 的主方向是

如 M- 氏2F _ N－郊．
=--=-

加 L - K.2E M - K.2F' 
(4.11) 

L M N 
在胱点的情形，凡l ＝心＝—＝—=—，将 m（或心）代替线性方程

E F G 
组 (4.3) 中的入，其相应的方程组系数矩阵是零矩阵，此时任意的非零

数组（如， 6v) 都是方程组 (4.3) 的解，即主方向是不定的．

上述求解的次序是先求主曲率、后求主方向这种求解的过程可

以倒过来，即为先求主方向，后求主曲率的方法将方程组 (4.3) 改写，

得到

因此

(L加＋ Mt5v) －入(E如＋ F如）＝ 0,

(Mt5u+ N加）－入(Ft5u + Gt5v) = 0, 

Lou ＋ M如 Mou+N初
入＝ = 

Eou+F加 Fou+Gov.

(4.12) 

(4.13) 
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上式说明，主方向 (8u, 8v) 必须满足方程

L8u + M8v E8u + F8v 

M加＋ N8v F8u+G8v 

将方程 (4.14) 展开得到

= 0. (4.14 () 

(LF-ME)（如）耳 (LG - NE)8u8v + (MG- NF)(8v)2 = 0. (4.15) 

于是，首先解二次方程 (4.15)，得到主方向如：如，然后将此值代人

(4.13) 得到相应的主曲率．

为了便于记忆用 (du,dv) 代替（如， 8v)，并且把上面的方程 (4.15)

改写为

(dv)2 -dudv (du)2 

E F G I =0. (4.16) 

L M N 

对于固定的点 (u, v), (4.16) 式是求主方向 (du,dv) 的方程；如果把

(u,v) 看作动点，则 (4.16) 式是曲面上的曲率线所满足的微分方程

定理 4.2 在曲面 S: r=r(u,v) 上的任意一个固定点 (u,v)，参

数曲线的方向是彼此正交的主方向当且仅当在该点有 F=M=O. 此

时，让曲线方向的主曲率是 /'i,1 = L/E, V－曲线方向的主曲率是心＝

N/G圈

证明必要性．因为兀和 r" 彼此正交，故 F = 0. 又假定

(du, dv) = (1, 0) 是主方向，故代入方程 (4.16) 得到 EM=O，即 M=O.

充分性．假定在固定点 (u,v) 有 F=M=O, 则方程 (4.16) 成为

(EN - GL)dudv = 0, 

因此 (du, d-v) = (1, 0) 和 (du, dv) = (0, 1) 都是上述方程的解，即参数

曲线的方向是彼此正交的主方向．将上述解分别代人 (4.13) 式得到相

应的主曲率是
L N 

凡1= —凡2= —E'G. (4.17) 
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证毕．

定理 4.2 的直接推论是

定理 4.3 在曲面 S 上，参数曲线网是正交的曲率线网的充分必

要条件是 F=M 三 0，并且此时曲面的两个基本形式分别是

I= E(du)2 + G(dv)气
Il = t.1E(du)2 十凡2G(dv)气

(4.18) 

其中凡，凡2 是曲面的主曲率．

定理 4.3 表明若在曲面上取正交的曲率线网作为曲面的参数曲

线网时，则它的两个基本形式就能够写成十分简单的表达式．问题是

这样的参数曲线网是否存在？我们知道，在曲面上由非跻点构成的集

合是一个开集．当非跻点集是非空集的情形，定理 4.1 断言主曲率函数

凡，心是这个非空开集上的连续可微函数，而且在每一点有两个完全

确定的彼此正交的主方向因此在非跻点集上有两个连续可微的、彼

此正交的主方向场．由第三章的定理 4.1 容易得到下面有重要理论价

值的定理

定理 4.4 在正则曲面 S 上的每一个非跻点的一个邻域内存在参

数系 (u,v)，使得参数曲线构成彼此正交的曲率线网

如果在曲面上，肪点集构成一个开集，则由定理 1.1 和定理 1.2 得

知，这一片曲面是平面或球面，于是它上面的任意的正交参数曲线网都

是正交的曲率线网在孤立跻点的邻域内，情况是十分复杂的，不能保

证正交曲率线网的存在性．但是，无论如何，在曲面上任意一个固定点

p 的邻域内总是可以取正交参数曲线网，使得在该点 p 沿参数曲线的

方向是曲面的主方向（参看习题 4.3 的第 4 题）．这对于有些问题的讨

论仍然有重要的意义

在本节的最后，我们来导出 Weingarten 映射在曲面的自然基底下

的矩阵．设曲面 S 的参数方程是 r=r(u,v)．根据 Weingarten 映射的

定义，

W（八） ＝一九．u, W(r11) = -n,,. 
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因为凡，九＂是曲面 S 的切向量，不妨设

（二） = （：；：二） (::).(4.19) 

将上式两边分别与向量组（九九）作内积

（二）伈，兀） = （：；：二）（：：） （九九）

得到 (; :) = （：；：二）（： :), 

所以 （：；：二） = (;:) (: :)-1 (420) 

对千 2x2 可逆矩阵容易知道其逆矩阵的公式是

(; ~厂＝ EG-F2 (_：一：），

因此（：；：二） = EG-F2 （芦骂＿－汇骂），（4.21)
所以

心） = EG[F2 （笃飞FF －一:::!) (::). (4.22) 

线性变换在某基底下的矩阵的迹和行列式是线性变换的不变量，

它们与基底的选取无关．从 (4.22) 式知道，Weingarten 映射 W 在自然

基底（八心）下的矩阵的迹和行列式分别是 2H 和 K，即

LG-2MF+NE 
2H = an +a22 = EG-F2' 

LN-M2 
K = a11a22 - a12a21 = EG-F2. 
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在这里，我们顺便能够得到 Gauss 曲率的几何意义．从 (4.19) 式

和 (4.22) 式得到

n,.. x nv = (aua22 - a12a21)兀 Xrv =K 几 X rv, 

因此

In,, X nvl = IKI · I兀 X rvJ, (4.23) 

面积元素 da = Ir,, x rvldudv 实质上是曲面 r = r(u,v) 上由参数曲

线 u = uo, u = uo + du, v = vo, v = vo + dv 围成的小区域的面积，它在
Gauss 映射下的像的面积是 d叩＝ lnu X nv Jdudv，因此 (4.23) 式成为

duo= IKlda, 

即

IKI= 
d叩
du. (4.24) 

如果 D 是曲面 S 上围绕点 p 的一个邻域，用 g(D) 表示它在 Gauss 映

射下的像，那么 g(D) 的面积是

如（D)) = l(D) 如＝ fv1Kldu.

利用重积分的中值定理并且让区域 D 收缩千一点 p 取极限得到

IK(p)| = lim 
A(g(D)) 

D--+P A(D). 
(4.25) 

由此可见，曲面 S 在点 p 的 Gauss 曲率的绝对值 IK(p)I 是，围绕点 p

的小区域 D 在 Gauss 映射下的像 g(D) 的面积与区域 D 的面积之比

在区域 D 收缩到点 p 时的极限．在曲线论中，关千曲线的曲率有类似

的解释（参看第二章的 (3.6) 式）．

如果用 I。表示单位球面 2 上的第一基本形式，那么它通过 Gauss

映射 g:S-+E 拉回到曲面 S 上所得到的二次微分形式称为曲面 S

的第三基本形式记为

顶＝ g*lo. (4.26) 
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根据第三章 (5.12) 式

顶＝ dn · dn = e(du)2 + 2fdudv + g(dv)气（4.27)

其中

e =nu· nu, f = n,. · nv, g = n,, · nv. (4.28) 

从曲面 S 的第三基本形式得不到更多的不变量，因为 m 和 I, Il 有密

切的关系．我们有下面的定理

定理 4.5 曲面 S 上的三个基本形式满足关系式

][- 2Hll+ KI= 0, (4.29) 

其中 H,K 分别是曲面 S 的平均曲率和 Gauss 曲率．

证明 因为 JII, Il, I, H, K 都与曲面 S 上保持定向的参数变换无

关所以我们只要在曲面 S 上的任意一点 p 的附近取一个特殊的参数

系来验证 (4.29) 式就可以了．不妨设 (u,v) 是点 p 附近的参数系，使

得 u－曲线和 v－曲线的方向是曲面 S 在点 p 的彼此正交的主方向，于

是在点 p 有 F=M=O（参看定理 4.2)，并且

L N 
氏l =— 应＝－ －匹＝凡1兀， 一九＂ ＝凡沁. (4.30) E'G' 

所以

e= 凡·兀＝伈）2E, f =nu· nv = 0, g = nv · nv =（心）2G,

千是在点 p 处有

I= E(du)2 + G(dv)气
Il = K1E(du)2 十尺2G(dv)气

llI = (K1)2 E(du)2 +（心）2G(dv)2.

因此

2Hil —KI 

= (K1 + K2)[K1E(du)2 十 K2G(dv产］－＇t1K2[E(du)2 + G(dv)勹

= (K1)2E(du)2 +（心）2G(dv)2 =皿

证毕．
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习题 4.4

1. 求螺旋面 r = (ucosv,usinv,u+v) 的 Gauss 曲率和平均曲率．

2. 设 S 是平面曲线 C: r = (g(s), 0, f(s)）围绕 z 轴旋转一周所

得的曲面其中 s 是曲线 C 的弧长参数求曲面 S 的 Gauss 曲率 K.

3. 求下列曲面的 Gauss 曲率 K 和平均曲率 H:

(1) r = (ucosv,usinv,ku2); 

(2) 曲线 z = k..fx, y = 0 绕 z 轴旋转所生成的曲面；

(3) 曲线（曳物线）

r = (ksinv,O,k (logt气＋ cosv))

绕 z 轴旋转所生成的曲面（伪球面）；

(4) Scherk 曲面 z = i(log(cos k工） - log(cosky)). 

4. 求双曲抛物面 r = (a(u + v), b(u - v), 2uv) 的 Gauss 曲率 K,

平均曲率 H，主曲率肛 K2 和它们所对应的主方向

5．设在曲线 C: r = r(s) 的所有法线上截取长度为入的一段，它
们的端点的轨迹构成一个曲面 S，称为围绕曲线 C 的管状曲面其方

程是

r(s, 0) = r(s) ＋入(cos0fj(s) + sin0勹(s)),

其中 s 是曲线的弧长参数， [j(s) ， -y(s) 分别是曲线 C 的主法向量和次

法向量．求该曲面的 Gauss 曲率 K，平均曲率 H 和主曲率杠心·

6. 在曲面 S: r = r(u,v) 上每一点沿法线截取长度为入（适当小
的正数）的一段，它们的端点的轨迹构成一个曲面 5，称为原曲面 S 的

平行曲面，其方程是

讯u, v) = r(u, v) ＋屈(u, v). 

从点 r(u,v) 到点和（u,v) 的对应记为 (J'.

(1) 证明：曲面 S 和曲面 S 在对应点的切平面互相平行；

(2) 证明：对应 6 把曲面 S 上的曲率线映为曲面 S 上的曲率线；
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(3) 证明：曲面 S 和曲面 S 在对应点的 Gauss 曲率和平均曲率有

下列关系：
K H －入KK= 打＝

1-2入H+ 入2k'1-2入H+ 入2K.

7. 求曲面 z=f（工， y）上的跻点所满足的（充分必要）条件．

8. 求下列曲面上的跻点：
护 y2

(1) 2z ＝了歹，其中 a> (3 > O; 

护 y2. z2 
(2) －＋－＋— =1, 其中 Cl'> f3 >'Y > 0. 
心炉 -y2

9. 证明下列恒等式

(1) (! :). (! ~)-1 
1 －凡. (r'Vxn) 凡· (ru x n) \. ＝禹匕'V · (r'V x n) n'V · (ru x n) ), 

(2) (;:)(: :) -1 (; :) = (; ;) 
§4.5 Dupin 标形和曲面参数方程在一点的标准展开

本节要对正则曲面在一点的弯曲情形作一些分析除了一些特殊

点以外，我们将根据曲面在一点的弯曲情形的不同把曲面上的点分为

三类即所谓的椭圆点、双曲点和抛物点．首先对法曲率的 Euler 公式

给出一个直观的解释

设曲面 S: r = r(u,v) 在点 p 的两个主曲率是杠应，其对应的

两个彼此正交的主方向单位向量是 e1, ea，则 Euler 公式说，曲面 S 在

点 p 沿任意一个切方向

e = cos0e1 + sin0e2 (5.1) 

的法曲率是

心＝凡1cos20 +心 sin切， (5.2) 
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自然，｛p;e1, e叶给出曲面 S 在点 p 处的切平面 II 上的直角坐标系．

假定沿切方向 e 的法曲率心(0) =J 0，则在该方向的射线上可以取一点
q，使得线段 pq 的长度是

IPql=~ ~· 
那么在上述直角坐标系下点 q 的坐标是

(5.3) 

1 1 
X= 

J石而I
cos 0, y = 
三

sin 0. (5.4) 

根据 Euler 公式 (5.2)，点 q 的坐标 x,y 所满足的方程是

凡江2 十几对＝ sign(K,.(0)).

这是一条二次曲线

(5.5) 

当 K ＝凡心＞ 0 时，心(0) 与肛心同号，所以方程 (5.5) 成为

l,,,1团＋ I应旷＝ 1, (5.6) 

这是一个椭圆（参看图 4.4(a)).

当 K=K心 <0 时，凡1 和尺2 异号，所以方程 (5.5) 成为

1对x2 - l,,,2|沪＝士1, (5.7) 

这是两对彼此共辄的双曲线（参看图 4.4(b)）．此时，曲面的渐近方向，

即际（0) = 0 的方向，恰好是这两对共扼双曲线的渐近线的方向（其实
这就是＂渐近方向＂的名称的由来）．

如果 K=K1心＝ 0，但是肛心不全为零，不妨设应 =I 0，则方

程 (5.5) 成为

l叫沪＝ I, (5.8) 

这是与渐近方向 e1 平行的一对直线（参看图 4.4(c)).

当 k产心＝ 0 时，相应的图不再存在

我们把曲面 S 在点 p 的切平面 II 中在直角坐标系 {p; e1, e2｝下，

方程 (5.5) 的轨迹称为曲面 S 在点 p 的 Dupin 标形，它可以看作曲面
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S 在点 p 的法曲率 /'i,n 的一种直观描述根据 Gauss 曲率 K 的符号的
不同， Dupin 标形表现为不同类型的二次曲线．因此，我们把 K>O 的

点称为椭圆点，把 K<O 的点称为双曲点，把 K=O 的点称为抛物点

圆点属于椭圆点，而平点属于抛物点

y “” 

X 工

(a) (b) 

y 

。r, 
0 X 

(c) 

图 4.4 Dupin 标形

点型、 Dupin 标形和近似曲面

点型 Gauss 曲率 Dupin 标形 近似曲面 渐近方向

椭圆点 K>O 椭圆 椭圆抛物面 无

双曲点
两对共扼

双曲抛物面 两个K<O 
双曲线

抛物点 一对平
抛物柱面 一个

（非平点）
K=O 

行直线

抛物点
无

任意的

（平点）
K=O 无

切方向
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现在我们来观察曲面在一点附近的大致形状．设曲面 S: r = 
r(u,v) 在点 p 的两个彼此正交的主方向单位向量是 e1, e2，并且 n=

e1 x e2．在 §4.3 已经知道，在曲面 S 上总是可以取点 p 附近的参数系

(u,v) 使得在点 p 处有 ru = e1'rv = e2, 于是在点 p 处下式成立：

E=G=l, F=M=O, L=K-1, N=心（5.9)

不妨设点 p 对应千参数值 U = 0, V = 0. 根据 Taylor 展开式我们有

1 
r(u, v) = r(O) ＋兀(O)u 十九(O)v + ~(ruu(O)让

2 
+2ruv(D)uv + rvv(O)护） + 0忙＋ v2). (5.10) 

将 ruu(O), ruv(O), rvv(D) 分解出切分量和法分量，并且注意到

几u(O) · n = L = Kt, ruv(O) · n = O, r11v(O) · n = N =环（5.11)

千是 (5.10) 式可以写成

r(u,v) = r(O) + (u+o（五言句）e1+(v+o（五汀句）e2
1 
+－（氏出＋凡记＋ o(u2 +句）n. (5.12) 

2 

如果把 {p;e1, e2, n} 取成空间萨的直角坐标系，那么曲面 S 的参

数方程成为

或者

x = u + o(v'u2+v2), y = v + o(v'u2+v2), 

z=½伈U2 + K记） ＋ o(u2 ＋护），

1 
Z = ~(it1泸＋应沪）＋ o（泸＋沪）． (5.13) 

2 

把 (5.13) 式称为曲面 S 的参数方程在点 p 的标准展开．当釭应不

全为零时，（5.13) 式右端在 u2 +v2-+ 0 时作为无穷小量的主要部分是

1 
z= －（尺1泸＋心沪）．

2 
(5.14) 
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这是一个二次曲面，称为曲面 S 在点 p 的近似曲面，记为 S*．容易验

证曲面 S* 和 S 在点 p 相切，共同以 e1, e2 为在点 p 的主方向，以

m, K2 为对应的主曲率，因此曲面 S＊和 S 在点 p 沿每一个切方向有

相同的法曲率由此可见，就曲面 S 在一点 p 的弯曲情形而言，近似曲

面 S＊可以看作曲面 S 的模型若点 p 是椭圆点，虹心同号，则 (5.14)

式给出的是一个椭圆抛物面（参看图 4.5(a)），曲面 S 在点 p 的附近落

在点 p 的切平面的一侧，即曲面 S 在点 p 是凸的．若点 p 是双曲点，

m, 氏2 异号，则 (5.14) 式给出的是一个双曲抛物面（参看图 4.5{b)），曲

面 S 在点 p 的附近必定落在点 p 的切平面的两侧，而且它与切平面相

Zb 

工

(a) 

z 
2 

个
i

{b) (c) 

图 4.5 近似曲面
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交成两条曲线这两条曲线在点 p 的切方向是曲面在该点的渐近方向

若点 p 是非平点的抛物点，则 (5.14) 式给出的是一个抛物柱面（参看

图 4.5(c)).

观察 Dupin 标形的方程 (5.5) 和近似曲面 S* 的方程 (5.14) 不难

发现如果用平面 z ＝土1/2 去截近似曲面 S*，则得曲线

/'i,1泸＋心沪＝土1, z =士一．
1 
2 

(5.15) 

将它投影到曲面 S 在点 p 的切平面 1I 上，所得的正是曲面 S 在点 p

的 Dupin 标形

例设环面 S 的方程是

r = ((a+ r cosu) cosv, (a+ r cosu) sin v, r sin u), 

其中 r,a 是常数，且 0 < r < a. 考察环面 S 上各种类型点的分布（参

看图 4.6).

图 4.6 环面

解直接计算得到

E=r2, F=O, G=(a+rcosu)气

L=r, M=O, N=cosu(a+rcosu), 

故

K= 
LN-M2 cosu 

= EG-F2 - r(a+rcosu)' 
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由此可见， K 的符号由 cosu 的符号来确定：

当 u=
兀 3兀
－或—
2 2' 

时 K=O，这些点是抛物点，它们落在环面的最

上面和最下面的两个平行圆上．

当－＜ u< —时， K < 0，这些点是双曲点，它们分布在环面的
、，兀 3兀

2 2 

内侧

当 O~u<
兀

或
3兀

2 2 
<u~ 加时， K>O, 这些点是椭圆点，它们

分布在环面的外侧

很明显，曲面上的椭圆点和双曲点分别构成曲面的开子集，它们的

边界是由抛物点组成的．

如果曲面上的平点构成一个开集，则它必定是平面的一部分．在

非平点的附近我们都能够用近似曲面去模拟原曲面在该点附近的大致

形状．然而当平点是孤立点或者平点沿曲线分布时，曲面的形状是比

较复杂的，下面举两个例子：

(1) 猴鞍面 z ＝沪－ 3x沪，原点是孤立的平点（参看图 4.7(a)).

(a) (b} 

图 4.7 平点不构成开集的曲面
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(2) z ＝沪护，曲面的平点落在 x 轴和 y 轴上（参看图 4.7(b)).

一般地若将曲面的方程在平点作标准展开时，即把该点作为坐标

原点、并且把曲面在该点的两个彼此正交的主方向取作 x 轴和 y 轴

时， z 必定是 x,y 的 3 次以上的函数，但是在代数学中尚未给出这种函

数的标准形式和分类因此难以刻画和归纳曲面在这种点的附近的大

致形状

习题 4.5

1. 证明：如果旋转曲面上的经线有切向量与旋转轴垂直，则相应

的切点是该曲面的抛物点

2. 求曲面 1'= （低， v气 u+v) 上的抛物点的轨迹

3. 研究习题 4.4 中第 5 题的管状曲面上各种类型点的分布情况．

4. 设 0 是曲面 S 在双曲点 p 处的两个渐近方向的夹角，证明：

(1) tan0 = 心
H' 

EN-2FM+GL 
(2) cos0 =士

V(EN-GL)2+4(EM-FL)(GM-FN) ' 

其中 E,F,G,L,M,N 分别是曲面 S 在点 p 处的第一类基本量和第二

类基本量．

5. 证明：如果曲面 S 上的渐近曲线网的夹角是常数，则曲面 S 的

Gauss 曲率 K 和平均曲率 H 的平方成比例

6. 求下列曲面在原点处的近似曲面：

(1) z = exp（泸＋沪） - l; 

(2) z = log cos x - log cosy; 

(3) z = (x + 3y)2. 
泸＋妒

7. 求曲面 logz =- 的 Gauss 曲率，画出它的草图并且
2 

指出椭圆点和双曲点分布的区域

8. 证明：如果曲面 S 在点 p 有三个两两不共线的渐近方向，则该

点必定是曲面 S 的平点
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§4.6 某些特殊曲面

本节我们要讨论几种特殊曲面的例子，这些特殊曲面包括 Ga11SS

曲率为常数的曲面和平均曲率为零的曲面．在第六章 §6.4 中我们将要

证明 Gauss 曲率为常数的曲面的第一基本形式有完全确定的表达式，

千是在任意两个有相同的常数 Gauss 曲率的曲面之间在局部上是能够

建立保长对应的，因此了解常数 Gauss 曲率的曲面的例子是重要的．

首先我们在旋转曲面中寻求有常数 Gauss 曲率的曲面的例子．假

定旋转曲面 S 的方程是

r = (ucosv,usinv,f(u)), (6.1) 

其中 U > 0, 0 ~ V < 2兀，并且假定它有常数 Gauss 曲率 K. 经直接计

算得到曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式分别是

I= (1 + J'2(u))(du)2 十忒(dv)气 (6.2) 

JI= 
f"(u) (du)2 + 

叶'(u)

✓1+f'如） V1+f'2(u) 
(dv)2. (6.3) 

因此曲面 S 的 Gauss 曲率是

K= 
LN - M2 f'(u)f"(u) 
EG-F2 = u(1 +f'邓））2 ＇

(6.4) 

所以，待定的函数 f(u) 应该满足微分方程

f'(u)f"(u) = Ku(l ＋尸（u))2. (6.5) 

将上式积分一次得到

1 
1 + f'2(u) 

=c-Ku气 (6.6) 

其中 c 为任意常数．再次积分得到

f(u) ＝士J]：勹~du. (6.7) 
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如果 K=O，则

f(u) = au+b, a ＝产三， 0 < C < 1. (6.8) 
c 

此时，旋转面 S 或者为平面 (a= 0)，或者为圆锥面 (a =/= 0)．另一个

Gauss 曲率 K=O 的旋转面是圆柱面，其方程是

r = (acosv,asinv,u), 

不在 (6.1) 式所描述的曲面之列
1 

如果 K 是正数，不妨设 K= —(a> 0)，则a2 

/(u) ＝士J J庄(1 -c) + u2 
ca2 -u2 

du. 

由此可见， c 必须取正值设 C = b2(b > 0)，则上式成为

/(u) =土JJ正(1 - b勺＋忙
a2泸－讥

du. 

取 b2 = 1，则得到

(6.9) 

U, f(u) ＝土J 如＝干#歹＋ Co. (6.10) 
✓庄－ u2

它的图像是半径为 a 的圆周，所以将它绕 z 轴旋转得到的是半径为 a

的球面．若取沪＞ 1，或 O<b只 1，积分 (6.9) 式则得到非球面的正

常曲率 K=l／成的旋转面，这样的曲面可以看成是将球面去掉南、北

极之后再往里压，或者向外抻的结果．按照第六章 §6.4 的讨论知道，所

有这样的曲面在局部上能够建立保长对应．然而在大范围微分几何学

中已经证明， Gauss 曲率为正的凸闭曲面有刚硬性，即它们不可能与其

他曲面有除了刚体运动以外的保长对应，因此球面也是刚硬的．但是

在上面所说的变形中，已经把球面的南、北极去掉了，因而它不再是闭

曲面了，不具有刚硬性．

如果 K 是负数，不妨设 K= －—(a> 0)，则a2 

f(u) ＝士！ 吐(1- c) -讥
ca2 +u2 

du. 
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由此可见，必须有 C < 1. 设 c = 1- b2(b > 0)，则上式成为

取沪＝ 1，则得到

作变量替换

则得

f(u) ＝士J a2胪－ u2

吐 (1 －泸） + u2 
du. 

即）＝士J ✓庄－设
u du. 

兀

u=acosr.p, o::;;;r.p< 一，
2 

(6.11) 

(6.12) 

I= 干！ 0. 三如＝土a(log(sec cp + tan吩－ sin 吩， O~cp< 巴
COS 中 2

在 Oyz 平面上，由函数 J(<.p）给出的曲线是

y=acosr.p, z= 土a(log(sec r.p 十 tan r.p) - sin r.p), 
兀

o < p <-,(6.13) 
2 

这是由两条曳物线构成的曲线，在 (y,z)=(a,O) 处有一个尖点， y 轴

是它在尖点的切线，并且 z 轴是它的渐近线．把上半条曳物线绕 z 轴

旋转一周所得到的曲面称为伪球面（参看图 4.8)，它的方程是

r = (a cos r.p cos 0, a cos r.p sin 0, a(log(sec r.p + tan r.p) - sin r.p)) 

(0 ::;;; r.p <兀／2,0:;,;; 0 < 2兀）．

伪球面是 Gauss 曲率为负常数的曲面的典型例子．

(6.14) 

当 0 ＜沪＜ 1 或沪＞ 1 时，积分（6.11) 式便给出 Gauss 曲率为负

常数的旋转曲面的其他例子．

平均曲率为零的曲面称为极小曲面．极小曲面是微分几何研究的

一个重要课题一百多年来，关千以已知曲线为边界的极小曲面的存在

性（即 Plateau 问题），以及大范围极小曲面的性质和极小曲面在高维

的推广，人们做了大量的研究工作，并且取得了十分丰富的成果．利用

变分法可以证明，如果在所有以给定的曲线 C 为边界的曲面中曲面 S



§4.6 某些特殊曲面 179 

y 

图 4.8 伪球面

的面积达到最小值，则曲面 S 必定是极小曲面．在这里，我们要给出极

小曲面的一些例子．

下面我们来求旋转极小曲面设曲面 S 的方程如 {6.1) 式给出，根

据 (6.2) 和 {6.3) 式，曲面 S 的平均曲率是

H分（（五沁）3 + U点）
叮”(u) + f'(u)(l + f'2(u)) 

2u(JI ＋尸（u））3.
(6.15) 

由此可见，如果 S 是极小曲面，则函数 f(u) 必须满足微分方程

uf"(u) + f'(u)(l + f'2(u)) = 0. (6.16) 

上式可以改写为

点（三）＝ 0,
因此得到它的第一积分

尸(u) C 
= 

1 ＋尸（u) u2' 
(6.17) 
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这里的常数 c 必须是非负数如果 c=O，则

J'(u) = 0, f(u) = canst, 

相应的曲面是平面假定 c=a气 a>O，则

f'(u) ＝士
a 

(6.18) 

妇－ a2'
adu f(u) ＝士／ ＝土alog(u+#二句 (6.19) 

✓u2 -a2 

相应的极小曲面的方程是

r = (ucosv,usinv，土alog(u+ ✓忑了百））， (6.20) 

命

则方程 (6.20) 成为

r 
u = acosh..:...., v = 0, 

a 
(6.21) 

(acosh~ r = (acosh~cos0,acosh~sin0,r). (6.22) 

函数 (6.19) 的图像是一条悬链线，它绕轴旋转一周所得的曲面 (6.20)

称为悬链面，是旋转曲面中的极小曲面（参看图 4.9).

图 4.9 悬链面
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根据定义， 2H= 凡1 十应，所以在极小曲面上两个主曲率的绝对值

相等，符号相反，因此 K= 尺1K.2= －伈）2 ~ 0. 这就是说在极小曲面

上没有椭圆点只有平点或双曲点．另外，根据 Euler 公式极小曲面

在双曲点的渐近方向是彼此正交的事实上，若设渐近方向与 m 所对

应的主方向的夹角是 0，则 O 满足方程

0= 际（0) =l'i,1(cos20-sin20) =l'i,1cos20, 

兀

千是 20= －，这正好是两个渐近方向之间的夹角．
2 

平均曲率为非零常数的曲面也是微分几何研究的重要课题．球面

和圆柱面就是这样的一类曲面． Hopf 曾经提出一个问题：寻求平均曲

率为非零常数的非球面闭曲面的例子．这个问题吸引了许多儿何学家

的关注．经过 50 多年的努力，这个问题最后在 20 世纪 80 年代被解决

了．在 1986 年，Wente 成功地构造出沪中平均曲率为非零常数的环

面的例子，但是它和它自己会相交．在解决这个问题的过程中发展了

很多数学方法，推动了数学的发展．

习题 4.6

1. 证明： z = c • arctan 也是极小曲面并求它的主曲率．
2. (1) 证明：

X 

1, cosay 
z =-=- log — 

a cos ax 

是极小曲面，其中 a 是非零常数．该曲面称为 Scherk 曲面；

(2) 证明：形如 z = f(x) + g(y) 的极小曲面必定是 Scherk 曲面

3. (I) 证明：

r = (3u(l +句－份， 3v(l +的－ v3,3(u2 -沪））

是极小曲面该曲面称为 Enneper 曲面；

(2) 证明： Enneper 曲面的曲率线必定是平面曲线求出曲率线所

在的平面．
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4. (1) 证明：正螺旋面 r = (ucosv,usinv,bv) 是极小曲面；

(2) 证明：形如 z=f(；)的极小曲面必定是正螺旋面．
5. 证明：如果从曲面 S 到单位球面 E 的 Gauss 映射是保角对应，

则该曲面 S 或者是球面，或者是极小曲面．

6. 推导极小曲面 z = f(x,y) 所满足的微分方程

(1 + f;)J．工工－ 2j丘f1Jf工1J + (1 + f: )f1JU = 0. 

7. 将一个旋转曲面 S 沿它的旋转轴平移得到一个单参数曲面族．

(1) 求一个共轴的旋转曲面 S*，使得它与已知单参数曲面族中的

每一个曲面都垂直相交；

(2) 假设旋转曲面 S 和 S＊的 Gauss 曲率分别是 K 和 K*．证明：

K=-K人

8. 求函数 f(x)，使得曲面 z = f(x)-f(y) 上的渐近曲线网构成正
交曲线网
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在前面两章，我们已经定义了曲面的第一基本形式和第二基本形

式并且根据这两个基本形式描述了曲面在一点附近的形状．曲面的两

个基本形式 I, Il 与曲面上保持定向不变的参数变换是无关的，与 E3

中直角坐标变换也是无关的，因而当曲面在空间岱中作刚体运动时

它的两个基本形式 I, Il 是保持不变的．总之，基本形式 I, Il 是曲面的

两个不变式一个自然的问题是：这两个基本形式是否足以确定曲面

的形状？ I, Il 是否构成曲面的完全的不变量系统？本章的目的是给出

这些问题的肯定回答

§5.1 自然标架的运动公式

在研究空间曲线时，我们在曲线上曲率不为零的每一个点处附加

了一个确定的 Frenet 标架，那么 Frenet 标架沿曲线运动的状况便反

映出曲线本身的弯曲情况． Frenet 标架可以通过曲线的参数方程的导

数和适当的代数运算显式地表示出来，从而伊中一条曲线可以转化

为萨上所有的标架构成的空间中的一条曲线．曲线论的基本定理和

存在定理都是通过标架空间中的这个单参数标架族进行证明的，因为

只有这个单参数标架族在运动时给出的信息才完整地表达曲线的弯曲

形状．对于空间中的正则参数曲面 r =r(u,v)，我们也需要以某种确定

的方式在每一点附加一个标架，这个标架就是自然标架｛r; 八，九， n}.
与曲线的情形不同的是，自然标架和曲面的参数选择是有关系的，而且

一般来说自然标架不是正交标架，更不是单位正交标架．当然，我们可

以在曲面上取单位正交标架场，如 {r;e1,e2,n}，其中 e1,e2 是曲面在

该点的彼此正交的主方向单位向量．但是，主方向本身并不能够像曲

线的 Frenet 标架那样从曲面的参数方程 r=r(u,t]) 的偏导数直截了
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当地显式表示出来即使我们假定在曲面上取了正交曲率线网作为曲

面的参数曲线网也只能做到八／／e1, 兀／／切，而不是兀＝ e1，几＝ e2,

由此可见，从自然标架场出发展开我们的理论比较方便．后来 Cartan

发展了活动标架理论来研究微分几何学，在曲面上可以取任意的标架

场，包括单位正交标架场，此时要用“微分＂替代＂偏导数＇＇，因而相应

地要用到外微分方法．我们将在第七章介绍 Cartan 的活动标架和外

微分法

由于我们要做的是多元函数的偏导数，会出现很多求和式，因此把

前面所用的由 Gauss 引进的记号系统改成所谓的张量记号系统是比较

方便的．首先，把曲面的参数记成带上指标的量，如心，护，代替原来的

u,v. 要注意的是，在新的记号系统中， d忙是参数忙的微分，而不是

微分 du 的平方．从上下文来看能够知道我们用的是哪一种记号系统，

因此是不会混淆的．这样曲面 S 的参数方程记为

T = T旷，忙）， (1.1) 

并且命
沂(ul ， u2)

r。= aua' a=l,2 (1.2) 

（需要指出的是，在第三章的 §3.5 我们曾经用过记号 r1 和＂，那时它

们是指两个不同的曲面；从现在开始，如果没有特别的声明， r1 和“

只表示上式所定义的两个切向量）．在本书，希腊字母也O，勹，队泗等

作为指标时取值是 1 和 2. 千是，曲面 S 的单位法向量是

r1 x r2 
n= 

lr1 x r2I · 

这样，参数方程 r=r（正， u2) 的微分是

2 

(1.3) 

dr= 扣（矿，吐）＝区吓(u1 ，沪）d泸＝九(u1,u2)du°. (1.4) 
a=l 

在最后一式中，我们采用了 Einstein 的和式约定，即：在一个单项式中，

如果同一个指标字母 o 出现两次，一次作为上指标，一次作为下指标，
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则该单项式实际上代表对千 o: = 1, 2 的求和式．多对重复的指标字母

表示多重的求和式例如

s动产＝立丈s动产， P尸立巧＝ Pf +Pf 
or=l {j=l a=l 

在求和式中，求和指标的字母本身并没有实质性意义，它们是所谓的

,'哑”指标，也可以用别的字母来代替，例如

s。fJTa妇＝ Se71T行“飞

但是这里的指标 7 不是哑指标，不表示求和，左、右两边应该保持一

致另外，在一个求和式中同一个指标字母出现三次以上是没有意义

的，例如表达式 S。T°'" 的写法是不适当的，如果要表示这样的和式必

须写出和号，例如

2 

区S。TQQ = 81T11 + 82T22, 
a=l 

不能用 Einstein 的和式约定．在表示多重和式时， Einstein 的和式约定

起到十分重要的简化作用．

我们用 g。0 和 b。p 分别表示曲面 S 的第一类基本量和第二类基

本量，即

g。/3 = ro: • r/3, 

b。/3 = r。/3. n= －几·叩＝ －r/3. 九＂＇
(1.5) 

其中
8 （折（心）

r0/3 ＝芦彻。）．
这样，曲面 S 的两个基本形式是

I = 9ofJdu0du13, ll = b。pdu°'du/J. (1.6) 

另外，记
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g = det(g。/3) = 911922 - (g口）气

b = det(b。p) = b11妇－ （如）2.

既然矩阵 (9op) 是正定的故它有逆矩阵，记为 (g。内，于是

心-y =砬＝｛ 1 ， o ＝勹，
0, a 于 'Y·

实际上，根据 2x2 可逆矩阵的逆矩阵的公式，显然有

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(:;: :;:) = ; （＿：：：一：：：）．（1.10)
总起来说 Gauss 的记号和张量记号对照如下表

G~；了 1 :1 1 :2 1 :: I :;| 9~l 1 :2 | 9:2 | bf1 1 : 1 :2 

采用张量记号，正则参数曲面 S 上的自然标架成为 {r;r1,r2,n}.

下面要求自然标架场的运动公式首先根据定义，标架原点的偏导数

是
沂
—＝压（1.11)
彻Q

另外，既然正2，九是线性无关的，而芷房，芷；仍然是空间岱中的
向量，因此不妨假定

{t ＝罕＋Ca6九，
扫＝ D比＋ D/3n,

(1.12) 

其中 r~/3 ， C。13,DJ,Dp 都是待定的系数函数．
将 (1.12) 式的第一式的两边用法向量 n 作内积，得到

Cn/3 = 8r。一 ·n=r。/3 · n = ba/3, (1.13) au/3 
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即系数 C“p 恰好是曲面 S 的第二类基本量 b。p．将（1.12) 式的第二式

的两边用切向量只作内积，得到

$ ·re=D比 •re=D沁
因此

DJ压＝－坛， DJ=-b氓泸． (1.14) 

命

bJ =b很9互 (1.15)

把 b；看成是将如的指标 7 借助于矩阵 (goP) 上升的结果这个过程

是可逆的，即

砂，妇＝ b殴9气压＝ bfJt;,岛＝ bp"', (1.16) 

这就是说 bof'/ 是将 bi 的上指标 n 借助于矩阵 (g。p) 下降的结果．这

样，（峈）这组量和第二类基本量 (bafJ) 是彼此决定的，并且系数 DJ 是

DJ= -bJ. (1.17) 

另外，由于 n 是单位向量场，故从 {1.12) 式的第二式得到 D13 = 0. 

综上所述 (1.12) 式成为

{ : ＝ r忱＋ bof3n,
=-

ou/3 b比·
(1.18) 

现在我们来求系数函数 r;。

在 (1.18) 式的第一式两边点乘戏，则得

r0/3 . r1; =r:/3几 ·rt; =r切9飞. (1.19) 

记

骂{39,.(= re吵 (1.20) 

则我们有

r切＝ 9丙er和/3· (1.21) 



188 第五章 曲面论基本定理

这就是说记号 r切的上指标 7 可以借助千第一类基本量的矩阵 (g。p)

（以后常常称它为曲面的度量矩阵）及其逆矩阵 (9o9) 下降和上升．在

这里我们规定，当记号 r;B 的上指标勹下降时落在下指标的最左边
成为 r位f3 ·这样，（1.19) 式记成

Ta9. Te = r扣/3· (1.22) 

注意到

0 (8r(u1 ，护） 8 沂（小，切几/3 =—( 归 8u。) ＝声 (~)=T[-Ja,
即函数 r(u1,u2) 的两次偏导数与求导的次序无关，因此 r。fJ 关千下指

标 a,(3 是对称的，千是记号 r;。和 reop 关千下指标 a,(3 是对称的，

即

r切＝ r嘉， re°'r, =r扣·

对 g。p=m·T0 求偏导数得到

告＝m ·To+r。五
用 (1.22) 式代入得到

将下指标进行调换得到

8g砬
8u'Y = r{j叩＋ ra时

8g。'Y n, n 8g,..,(:J 
——= r位(:J +rm(:J,——= r(:J-ya+ r,..,加·8u(:J 8u0 

(1.23) 

把上面两式相加，再减去 (1.23) 式，并且利用 r位9 关千后两个下指标

的对称性，则得

2r,..,o(:J ＝坠十妇一生
8u(:J'8u0 8u-Y' 

或者

r也分（扫＋告－告）， (1.24) 
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因此

巴＝巨（妇＋蛔一气2~ \ a'Uf3'8u"'8'Ue I. (1.25) 

由此可见，（1.18) 式的系数函数 r;P 是由曲面 S 的第一类基本量及其

一阶偏导数决定的．

通常把 (1.25) 式所定义的 r;9 称为由曲面 S 的度量矩阵 (g。fJ)

决定的 Christoffel 记号

我们将 (1.11) 和 (1.18) 式合起来构成为曲面 S 上自然标架场

{r;r1,r2,n} 的运动公式通常把 (1.18) 的第一式称为曲面的 Gauss

公式把 (1.18) 的第二式称为曲面的 Weingarten 公式易知道 (1.18)

的第二式正是 Weingarten 映射 W 的表达式（参看第四章的 (4.22) 式），

这就是说（砂）是 Weingarten 映射 W 在自然基底 {r1心｝下的矩阵

从上面的公式可以看出，曲面 S 上自然标架场 {r;r1,r2,n} 沿参

数曲线的运动公式是由曲面 S 的第一类基本量和第二类基本量完全

确定的要记住， r；0 的几何意义是向量＂p 用自然标架分解时在切

向量 r勹上的分量，而 r位0 的几何意义是向量 rap 在切向量 r7 上的

正交投影．因此在求觅9 时，我们既可以根据曲面的度量矩阵按照

{1.25) 式进行计算，也可以根据曲面的参数方程依据它的几何意义进

行计算．

恢复用 Gauss 曲面论的记法，则 Christoffell 记号是

18E 
r111= -— 2 8u' 

l8E 
rll2 = r121 = --- 2 av 

8F 18G 
r122 =—- -— av 28u' 

8F 18E 
r211 = - - --- au 2 av 

(1.26) 

18G 
r212 = r221 = --- 2 au' 

18G 
r222 =-— 2 8v' 

以及

氐＝ 1 （9竺十三－F竺
EG-F2 2 8u 2 8v 8u), 
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r扫＝ r妇＝ EG:F2 (＄譬芸），

屯＝ EG-F2 ( 
1 / _8F G8G F8G G茄飞页飞习

兑＝ 1 （-f甡＿竺堕＋E堕）
EG - F2 \ 2 au 2 av'- au J' 

(1.27) 

r名＝吐＝ EG[F2 (－：臣芸），

r盆＝ 1 （－F竺卫竺－竺匀EG - F2 \ - av'2 au'2 av 

如果在曲面上取正交参数曲线网，则 F 三 0，上面的公式便简化成为

18logE 1 ri1 =-
2 8u' 

r妇＝
1 8G 

2E 8u' 

r名＝疡＝ - 
18logG 
2 au' 

r扫＝ r妇
l 8logE 

= - 2 8v' 

氏＝
1 8E 

2G 8v' 

r弘＝－
18logG 
2 8v · 

(1.28) 

通常，求曲面的 Christoffel 记号是用曲面的第一类基本量，套用

上面的公式进行计算但是，如果知道曲面的参数方程则可以借助千

Christoffel 的几何意义直接来求下面的例题采用的就是后面那种方
法

例求曲面 z= f(x,y) 的 Christoffel 记号

解因为已经知道曲面的方程所以可以从曲面的方程本身出发

求它的 Christoffel 记号，不需要借助 Christoffel 记号用第一类基本量

及其导数表示的表达式．曲面的参数方程是

r= （工， y,f(x,y)),

因此这里的工， y 分别对应于心，护，于是 rh 就是 rn 在 r1 上的分量，
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r?1 就是 r11 在 r2 上的分量，如此等等．显然

因此

r工＝ （1 ， 0,f工）， ry = (0, 1 ，儿），

丘＝（0,0，止），石＝ （0,0，压）， ryy = (0,0, 比）．

如＝ 1 +片， 912 =f工儿， 922 = I+ 片，

9 = 911922 - (91寸＝ l+ 片＋片，

相应的逆矩阵元素是

沪＝
1+f; 

1 ＋片＋ f扩
泸＝－ f工儿 产＝ 1 + f: 

l+f~ ＋片＇ l+f扣＋月

求内积得到

因此

r111 = ru •r1 = fxf工x, ru2 = r121 = r12 · r1 = l:i:lx小

r122 = r22 · r1 = J.,fyy, r211 = ru · r2 = fyfx工，

r222 = r22 · r2 = f 11! yy, r212 = r221 = r12 · r2 = /yf工y,

吐＝ g11r111 + g12r211 = f4玉
I +I: ＋片＇

店＝吐＝ g11 r 112 + g12r 212 = I工fxy
1 ＋片＋片＇

r妇＝ 911 r122 + g12r222 = f工/yy
1 ＋片＋片＇

吐＝ g21r111 + g22r211 = fyfxx 
I+f; ＋片＇

r右＝疡＝ 921ru2 + g22r212 = 儿f劝
1 ＋片＋ Ii'

r名＝ 921 r 122 + g22r 222 = 儿fyy
1 ＋片＋月
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习题 5.1

1. 设容许的参数变换是研＝泸(v1,v2
a妒

），命 ap =玩百，假定

det（哆） ＞ 0．用 g。/J, b。p 分别表示曲面 S 在参数系 (ul，吐）下的第一

类基本量和第二类基本量，用 g。g，如p 分别表示曲面在参数系 (v1,v2)
下的第一类基本量和第二类基本量．证明：

妇＝ 9勹6心心， 知＝ b-r心ai.

2．用（g<>/3) 表示 (g。p) 的逆矩阵，用（铲勾表示（如B）的逆矩阵，

证明：在上题的参数变换下有

产＝护岱af.

3. 如果用 r;g 表示关千 gQp 的 Christoffel 记号，用觅P 表示关
千如p 的 Christoffel 记号，证明：在第 1 题的参数变换下有

Fr 砒
op = r知心沁＋声凡，

其中 (Ai) 是（心）的逆矩阵，即 Ap ＝岱；
4. 验证：曲面 S 的平均曲率 H 可以表示成

1 
H= ~ba/3g吨

2 

并且证明 H 在第 1 题的参数变换下是不变的

5．证明下列恒等式：

(1) g”吐＋ g叶名
8g叩

=--· 
8炉

(2) 8g"Y。 89m
—-—— =g队比－ 9o入r切；加0 8沪

18logg 
(3) 中＝－——，其中 g = 911922- （如）2.

2 OU°' 
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§5.2 曲面的唯一性定理

利用上一节所介绍的曲面上的自然标架场的运动公式，可以直接

地证明，曲面在不计空间位置的情况下是由它的第一基本形式和第二

基本形式唯一地确定的．

定理 2.1 设 S1, S2 是定义在同一个参数区域 De 炉上的两个

正则参数曲面．若在每一点（吐沪） ED, 曲面 S1 和岛都有相同的第

一基本形式和第二基本形式，则曲面岛和 S2 在空间萨的一个刚体

运动下是彼此重合的．

证明 因为在 S1，岛上采用了同一组参数，因此在每一点 u=

（吐忙） ED 处曲面 S1 和 S2 都有相同的第一基本形式和第二基本形

式的意思是，它们在每一点都有相同的第一类基本量和第二类基本量．

假定曲面 S 的自然标架场是｛T矶叶'),T护， n(il},i = 1,2，任意地
取定一点 uo = (uA峙） ED，则由假定得知

ri1>(uo) ·了古1) （u,o) = Ti2) (u,o)· T;2)(uo) = gag(u,o) , 

哗(uo) ·n(1)(uo) = T炉 (uo) · n<2l(uo) = O, (2.1) 

n(l) 伈o) · n(l) （如） = n (2)(uo) · n(2)(uo) = 1, 

并且｛严(uo)；冲 (uo), r护 (uo), nCi) 妇）｝， i = 1,2，都是右手系．这就是
说这两个标架具有相同的度量系数和定向，因而在空间萨中存在一

个刚体运动 (T, 把标架 {T(2) （uo) ； T伊 (uo), r~2) （如）， n（2) （uo)} 变为标架
｛沁(uo)；叶1l(uo),r炉 (uo), n(ll(uo)} （参看 §1.1 的定理 1.1)．用 (T(S2)
表示曲面 S2 在刚体运动 6 的作用下得到的新曲面，那么这个新的曲

面与曲面 S1 在点 Uo 处有相同的自然标架，并且由于曲面的第一类基

本量和第二类基本量在曲面作刚体运动时是保持不变的，所以新的曲

面 (T(岛）与曲面 S1 在所有对应于同一个参数值的点，仍旧有相同的第

一类基本量和第二类基本量，由此可见，它们的自然标架场适合同一组

偏微分方程 (1.11) 和 (1.18)．不妨把新的曲面 (T(82) 仍然记为 S2, 则

曲面岛和 S1 在点 tL。有相同的自然标架，而且处处有相同的第一类

基本量和第二类基本量．我们要想证明的是，曲面场和 S1 的自然标
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架场处处是重合的，因而曲面 S2 和 S1 是重合的．

为此命

扫(u) =（哗－ r炉） ·(r炉－ r伊），
儿(u) = (r炉－ r炉）· (n(1) _ n(2)),(2.2) 

f(u) = (n(1）一九(2))2.

由于曲面岛和 S1 在点 uo 有相同的自然标架，所以 (2.2) 式定义的函

数在点 U=Uo 处必定满足条件

fa13(uo) = 0, fa(uo) = 0, J(uo) = 0. {2.3) 

另外，根据自然标架的运动公式 (1.18)，经过直接计算得到函数 fop,

耘 f 满足下列一阶线性齐次偏微分方程组

告＝ r~。加＋ r~心＋ b吵＋ b1'gf°'

眙＝－b~如＋ r切＋妇f,
8f 

8u1' 一－ = －2b切·

(2.4) 

很明显，一阶线性齐次偏微分方程组 (2.4) 在初始条件 (2.3) 下的一个

解是零解根据一阶偏微分方程组在已知初始条件下的唯一性得知，

由 (2.2) 式定义的函数必定是零函数，即

fap(u) = 0, 儿（u) = 0, f(u) = 0. (2.5) 

上面的事实说明

lri1>(u) - ri2>(u)l2 = !cta(u) = 0, ln<1>(u) - n<2>(u)l2 = J(u) = 0, 

即

r炉 (u) = r炉 (u), a= 1,2; nCI>(u) = nC2l(u). (2.6) 

再命

h(u) = (r(1) (u) － r(2) （u) ）气 (2.7) 
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则对 (2.7) 式求导，并且由 (2.6) 式得到

: = 2(r(1) (u) - r(2) (u)) · （守（u) －平(u)) = 0. 

故

h(u) = h(uo) = 0, 

即

r(1)(u) = r(2) (u) , 

这说明曲面岛和 S2 是重合的证毕．

上面的定理称为曲面的唯一性定理，在理论上有十分重要的意义，

以后我们还要给出它的一些应用．要判断采用不同参数系的两个曲面

在空间萨的一个刚体运动下是否能够重合，综合第三章的定理 5.1 和

这里的定理 2.1，我们有下面的定理．

定理 2.2 设 si,i = 1,2，是空间萨中的两个正则参数曲面，其
第一基本形式和第二基本形式分别是 L 和 Il．．如果有光滑映射 6 : 

S1 -s2, 使得
a*I2 = 11,(1'＊肋＝ Il1,

则在空间护中存在刚体运动 6:E3 一萨，使得

6 ＝引S1,

即曲面 S1 和岛经过萨的一个刚体运动是彼此重合的．

证明留给读者自已完成

习题 5.2

(2.8) 

1. 在定理 2.1 的假定下，试推导由 (2.2) 式定义的函数 fap(u1 ，吐），

儿 (ul ，吐）， f(记， u2) 所满足的线性齐次微分方程组 (2.4).

2. 已知函数 f°'13(u1,u2), 儿（u\u2), f(u＼ u2) 满足微分方程组

(2.4)，命

F(u1 ,u2) = g幻产fop压＋ 2g叩儿f13 +f气
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证明：
8F(u1，忙）

8u°' 
= 0, a= 1,2. 

3. 证明定理 2.2.

§5.3 曲面论基本方程

现在我们着手讨论曲面的存在性问题具体地说如果在参数区域

D 上给定两个二次微分形式

'P = g。f3du"'d'u9，劝＝妇d泸du芞 (3.1)

其中 o,9= 1,2,g。9=gBo,b“p = bPo，并且 p 是正定的，那么我们的
问题是：在空间萨中是否存在参数曲面 f :D- 萨，使得它以已知

的微分形式化心作为它的第一基本形式和第二基本形式？这个问题

比较复杂，需要作比较深入的分析．首先我们会看到，曲面上的第一基

本形式和第二基本形式有一定的联系，并不是彼此独立的；它们必须

适合一定的相容性条件，这就是我们在本节要讨论的曲面论基本方程．

在下一节要进一步证明，如果两个微分形式中冲满足这些相容性条件，

则上述问题的答案是肯定的．

已知曲面 S 的参数方程是 T=T(u1,u2)，它的第一基本形式和第

二基本形式是

l=g。f3du°'duf3, Il = b。f3du°'d让 (3.2)

那么曲面 S 上的自然标架场｛九九九 n} 的运动公式是

其中

8r 
8u°' 
沂。

8uf:J 
8n 
8uf3 

= To,, 

= r:f:J兀＋ b。f:Jn, (3.3) 

= - b;“' 

r? 1 8g。e, 8ge13 ag。{:J。{:J ＝产（歹十声－~),砂＝ g咦{:J. (3.4) 
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由于正则参数曲面的方程具有三次以上的连续偏导数，所以 r0 和

n 的两次偏导数是连续的，并且它们与求导的次序无关，即

护r。 82r,. 铲n 铲n
= 8uf3f)u-Y - f)u-rf)u/3'8uf3f)u-r - ou-Yf)u/3 · 

用 (3.3) 式代入上式得到

8 8 
茄(r切＋ ba13n) = aiJJ (r切＋ b研），

8 8 
茄(b伈） ＝声(b扣）．

将 (3.6) 式展开，并且再次用 (3.3) 式代人，整理之后得到

（志心－志屯＋屯兑－ r品中－ b。p的＋已）”
＋（心妃－比如＋告－扫） n=O

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

由于 r1, r2, n 是处处线性无关的，所以上式的系数必须为零，即有

志心－占比＋屯屯－rl心＝ b。/Jb~ - b叮砱，（3.8)
8b。/3 8b叮—- - = r名如－ r切b幻. (3.9) 
8u勹 8沪

注意到 (3.8) 式的左边只是由曲面 S 的第一类基本量 g。p 的不高

于二阶的偏导数构成的量，可把它记成

R坛＝志中－占凡＋r~比－ r~心 (3.10) 

称 R!妇为曲面 S 的第一类基本量的 Riemann 记号．如同 Christoffel

记号 r切一样， Riemann 记号 R!13..., 的上指标可以借助于度量矩阵

（如p) 下降，然后该指标又能够借助于度最矩阵的逆矩阵上升，并且规

定当上指标下降时落在下指标的左边第二个位置，即

R或p..., = 90.,.,R~p...,, R扛＝泸R。n妇. {3.11) 
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这样方程 (3.8) 可以改写为

R坛＝ ba(3砱－ b叩砱，

或者

(3.12) 

R。6P7 = b。p妃－ b句如. (3.13) 

上面的方程称为 Gauss 方程同时，我们把 (3.9) 式称为 Codazzi 方

程很明显， Gauss-Codazzi 方程是曲面的第一类基本量和第二类基本

量必须满足的相容条件

需要指出的是，从方程 (3.7) 得不到新的相容条件实际上，将 (3.7)

式展开后得到

吗 8b~
- = - 8u'Y a证

叩; +b?r切 (3.14)

容易证明，方程 (3.14) 和 (3.9) 是等价的，请读者自己验证

Gauss-Codazzi 方程看上去比较复杂，但是实质上在方程 (3.13) 中

只包含一个方程在方程 (3.9) 中只包含两个方程．为了说清楚上面的

事实，首先需要研究 Riemann 记号 R。697 的重要的对称性质．实际上，

由 R动切的定义得到

R硒＝ g6" （志已－志觅＋心吃－ r沁）
= or归＿ ar如＿生r~ ＋垄1r1/

8u"f 8uf3 8u'Y,._ a/3'8uf3 叩

+r也如－ ri-rrli扭

= 
沉6of3 8几。勹
8u-r 8uf3 -—— +r1/6/3r品－ rnA荔· (3.15) 

上式右端的前两项用 Christoffel 记号的表达式 (1.24) 代人，经整理得

到

R王＝½(护g69 十沪g叩＿ a飞＿西。~)
2 \ au0au'Y'au6auf3 au0au{3au6au'Y 

＋归{3r品－ rn斗荔. (3.16) 
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从 (3.16) 式容易看出 Riemann 记号的下列对称性：

Rc6/3--,=R扣0/j ＝－凡。/3--, = -R。6-y/3, (3.17) 

即把凡泌妇的下指标分为前后两组，（3.17) 式的第一个等号表明当

凡6/37 的这两组指标交换位置时其数值不变； （3.17) 式的第二个等号

和第三个等号表明当每一组中的两个指标交换位置时， R呻'..,的数值

只改变它的符号．由此可见，

R1113,., = R2213勹＝ 0, 凡心11 = R或22 = 0. 

很明显，（3.13) 式右端同样具有 (3.17) 式所示的对称性质，所以方程式

(3.13) 在实质上只包含一个方程，即

R1212 = b11妇－ （如）气 (3.18) 

或者写成

如b22- （如）2 = R1212- (3.19) 

在 (3.9) 式中，如果指标 {3,7 取相同的值，则该式便成为平凡的恒等式，

于是有意义的情况只有 P=1，于＝ 2, o: = 1, 2，即

｛归告＝－b2凡＋::::名，
8b21 8b22 

(3.20) 

--=-
8u2 a小

妇兑＋ b16心．

需要强调指出的是， Gauss 方程 (3.18) 和 Codazzi 方程 (3.20) 是

r0 和 n 的两次偏导数与求导次序的无关性（即 (3.5) 式）的推论．反

过来，如果 Gauss 方程 (3.18) 和 Codazzi 方程 (3.20) 成立，则 r0 和

n 的两次偏导数与求导的次序无关性（即 (3.5) 式）也成立．这就是说

如果给定了两个二次微分形式 ip = 9a/3d沪d症，劝＝ bCl<pd泸d研，它们

具有本节开始所叙述的对称性和正定性，那么我们可以构造一阶偏微

分方程组 (3.3)，其中 r，九 r2,n 是向量形式的未知函数（一共是 12 个
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数量未知函数）．当已知函数 g。f3 和 b。p 满足 Gauss-Codazzi 方程时，

则方程组 (3.3) 的相容性条件

志（已）＝心（总），
志（妇）＝卢（总），（3.21)

志（已）＝志（启）
成立．由此可见，根据一阶偏微分方程组的解的存在性定理（参看附录

§1 的定理 1.3)，方程组 (3.3) 是可积的，即在任意给定的初始条件下方

程组 (3.3) 的解是存在的，并且是唯一的．

在这里可以领略到曲面论和曲线论的本质差别．在曲线论的情形，

曲率和挠率可以是弧长参数的任意函数（只要求曲率函数是正的）；而

在曲面论的情形，两个基本微分形式 I,Il 是彼此关联的，而不是相互独

立的．这就是说在萨中一张曲面不能够作保持第一基本形式不变的

随意的弯曲变形，在曲面作保持第一基本形式不变的变形时必定会保

持曲面某种内在的弯曲性质不变．这个事实将导致开创微分几何新纪

元的著名的 Gauss 绝妙定理在 §5.5，我们要专门讨论这个问题

在适当的参数系下， Riemann 记号 R1212 和 Codazzi 方程 (3.20)

能够写成便千记忆和应用的形式为此，下面恢复用 Gauss 曲面论的

记法首先假定我们用的是正交参数曲线网 (u,v)，千是 F = 0，并且
r:f3 有简单的表达式（参看 §5.1 的 (1.28) 式），因此

1 护E 护G
R1212 = -½（二十二） - rnllr岛＋ r.,12r石

1 8 尸） 1 8E8E 1 8E8G 
=-2玩玩－ ＋石玩玩十面玩玩

1 8 产） 1 8G8G 1 8G8E 
飞玩玩十面玩玩十石玩玩＇
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也就是

R1212= －禹（（含）＂＋ （（含）.). (3.22) 

如果我们在曲面上采用正交的曲率线网作为参数曲线网，则 F=

M 三 0，因此 Codazzi 方程 (3.20) 成为

8£ _ --" __. N 8E L 8E __ f)E 
-= -N砰1 +Lr拉＝——-＋—— =H—
彻 2G 8v'2E 8v -.. 8v' 

8N ---" __, N 8G L 8G __ 8G 
玩＝ N吐－ L屯＝茹玩＋砖玩＝ H忒＇

即
8L 8E 8N 8G 
— =H—— =H— 
彻彻'8u8u'

(3.23) 

其中 H 分（秦分）是曲面的平均曲率．
Riemann 记号 (3.22) 式和 Codazzi 方程 (3.23) 是比较容易记忆

的，但是必须记住它们所使用的是哪一种参数系

习题 5.3

1. 验证方程组 (3.14) 和 (3.9) 的等价性

2. 证明：若 (u,v) 是曲面 S 上的参数系，使得参数曲线网是曲面

S 上的正交曲率线网，则主曲率肛心满足方程组

OK1 Ev,, 8r;,2 Gu 
—=— (r;,2 -凡1), 一一＝ －－（氏t 一心）．
Ov2E 8u 2G 

3．证明：平均曲率为常数的曲面或者是平面，或者是球面或者存

在参数系 (u,v)，使得它的第一基本形式和第二基本形式能够表示成

I= 入（（du)2 + (dv)2), 

n = (1 ＋入H)(du)2 - (1 －入H)(dv)气

其中 H 是曲面的平均曲率
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4．设 S 是岱中的一块曲面，它的主曲率是两个互不相等的常值

函数，证明： S 是圆柱面的一部分

5. 已知曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式分别是

l= 护（（du)丘 (dv)2),

Il = A(u, v)(du)2 + B(u, v)(dv)气

证明：函数 A(u, v), B(u, v) 满足关系式

A(u,v) • B(u,v) = 1, 

并且它们只是 u 的函数

§5.4 曲面的存在性定理

本节要证明， Gauss-Codazzi 方程也是以给定的两个二次微分形式

为它的两个基本形式的曲面存在的充分条件．

设 De 护是护中的一个单连通区域设

cp =g。f3d沪d忧，劝＝ b。pd沪duf3 (4.1) 

是定义在 D 内的两个二次微分形式，其中 g。p 在 D 上至少是二阶连

续可微的， b。p 至少是一阶连续可微的， g。f3 = 9f3a, b。f3 = bf3a, 且矩阵
(g。p) 是正定的．用 (goP) 表示 (g。{3) 的逆矩阵．利用 gop 及其导数构

造下列各个量：

r位/3 = ~（妇十竺－ 8g0/3) 
2 \ 8u0'au/3 8订r /, 

r切＝ g-r6rfo/3 ，

R坛＝
ar!/3ar名
声一茄＋r:/3r~-r - r~-rr~/3 , 

R。6/3勹＝ 96“R:/3-y· 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 
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定理 4.1 如果由 (4.1)给出的两个二次微分形式中劝满足 Gauss­

Codazzi 方程

bub22- （如）2 = R1212, 
8bu 8b12 - = - 8忙 8记

b为吓＋ b1..,r石， (4.6) 

8b21 8b22 - = - 8u2 8u1 b2..,r弘＋ b1,.,r亟，

则在任意一点 (ui,u3)ED 必有它的一个邻域 UcD, 以及在空间 E3

中定义在该邻域 U 上的一个正则参数曲面 S: r =r（正， u2), (ul , u2) 

EU，使得它的第一基本形式和第二基本形式分别是叫u 和创u，并且

在伊中任意两块满足上述条件的曲面必定能够在萨的一个刚体运

动下彼此重合．

证明此定理的唯一性部分正是定理 2.1，所以在这里只要证明满

足上述条件的曲面的存在性．利用中冲的系数及其导数可以列出如下

的一阶线性齐次偏微分方程组：

8r 
8u(3 =r(3, 

妇＝ r:(3兀＋ b动n, (4.7) 

8n 
= - 

8沪
bJr勹 1

其中 r,r1,r2,n 都是写成向量形式的未知函数，因而一共有 12 个未知

函数，吐护是自变量．换言之，我们把求空间岱中的曲面的问题归

结为求空间萨中依赖两个参数的标架族的问题根据一阶偏微分方

程组的理论（参看附录 §1 的定理 1.3)，方程组 (4.7) 有解的充分必要

条件是方程组 (4.7) 满足相容性条件

志（已）＝心怎），
志（妇）＝卢（启）．

8 /8n\ 8 ran 郘但）＝扫匡）
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然而，上述相容性条件等价千 Gauss-Codazzi 方程所以在定理的假设

条件下方程组 {4.7) 是完全可积的．这就是说对于任意给定的 (uA, u~) 

ED，以及任意给定的初始值 ro，叶， T;”们必有它的一个邻域 UcD

和定义在 U 上的函数

r = r(u1,u2), 

r1 = r1(u1 ，设），

r2 = r2(u1 ,u2), 

n = n(u1 ，沪），

(4.8) 

使得它们满足方程组 (4.7) 和初始值

. 

', 
,o1020 
OTTn T ________ 

`_, 

ìl'
,
`i_, 

20 

)2020 2Ouuu u,

' 

,1010' l
u
o
”、伈
`
l
u
o

d
r
l
”

叭

,{4 

(4.9) 

问题在于：这样得到的函数 {r(u1 ， u2);r1(ul ， u2),r认心， u2),n(u1 ， u2)}

是否构成依赖参数心，忙的标架族，即向量函数 r1(u1 ， u2), r2(u1 ,u2), 

n(u1,u2) 是不是处处线性无关的？由 r(u1,u2) 给出的向量函数是不

是一张正则参数曲面？它是否以 p 和也为它的第一基本形式和第二

基本形式？为了得到这些问题的肯定答案，初始值伐叶，rg，忧就不

能取任意的值因为它们将构成所求曲面在点 (uA,u~) 处的自然标架

｛伐叶， rB，沪｝，因此必须假定它们的度量系数满足下列条件：

咄 •r3 =g。p(u加， u~),

动 -n° =0, 

o o nu· nu= 1 , 

（叶片，九0) > 0. 

{4.10) 

我们要证明：在初始值满足上述条件时，方程组 (4.7) 满足初始条件

(4.9) 的解 r = r(u1,u2) 给出了符合定理要求的正则参数曲面．
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设 r（小， u2),r1(u1 ，记） ,r2(u1 ， u2),n（心， u2) 是方程组（4.7) 在初始

条件 (4.9) 下的解，考虑一组函数

f0:13(u1 ，吐） ＝几（心，忒）· rg（正，切－ 9o:{3 （正，句，

fo(Ul，让）＝九 (u＼凸·九（u1, u2), 

f(ul ，沪） = n（讼，切 ·n(正， u2) -1, 

根据条件 (4.10) 和 (4.9)，这组函数满足初始条件

(4.11) 

fafJ(ui,u召） = fa(-ui,u~) = f(uA,u~) = 0. (4.12) 

对函数 f0/3 （心， u2)，儿（吐忙）， j（心， u2) 求偏导数，并利用函数压（吐

句， n(u1, u2) 所满足的方程 (4.7)，得到

告＝ r~。加＋心Joa +b动＋妇fa,
8f。 b~儿＋ r~出＋妇f,= - 8u'Y 

8f 
= - 8u'Y 2b:f6 · 

(4.13) 

注意到这里的方程组 (4.13) 和初始条件 (4.12) 与 §5.2 的方程组 (2.4)

和初始条件 (2.3) 是相同的，因此只能有零解，即在 U 上有恒等式

压（吐 u2) ＝儿（正，切＝ f（心，忒）三 0,

所以在 U 上如下的式子恒成立：

另外，由上式得到

To（正，忒）. TfJ(心，切＝ ga,此 (ul,u2),

几 (ul ，沪）• n(u1 ，忒） = o, 
n(心,u2) · n(u1 ，忒）＝ l.

沪2,n)2 ~ dm ((:) · (r1,~,n)) 

(4.14) 
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= det(;: ：:：） =det(g。p) ＞ 0, 

即向量函数 m（心，护）， r2（记， u2),n（心，忙）是处处线性无关的．由于解

的连续性，并且 (r1 (uA, u~), r2(uA峙），九(u扣岛））＞ 0, 因此处处有

(r1(u1，让）五（吐句， n(u1 ，忒）） > 0, (4.15) 

即 {r1(u1，句，个认记，设），九（正，切｝成右手系．因为 r1_l_九， T吐n, n-n 

= 1, 所以
r1 x r2 

九＝

lr1 x r2I · 
(4.16) 

从函数 T（小，忙）满足方程 (4.7) 的第一式可知，若把 r = r(u1 ，护）
看作萨中的一块曲面，则 r1(u1 ，忙）立(ul'u2) 是该曲面的参数曲线

的切向量因为这两个切向量线性无关（参看 (4.15)），故该曲面是正则

参数曲面，并且叫矿，护）是它的单位法向量由 (4.14) 式的第一式得

知，中是它的第一基本形式；从方程 (4.7) 的第二式可知，劝是它的第

二基本形式证毕

从曲面的存在性定理的证明可以看出，把曲面看作一族标架的观

念是十分重要的和基本的把曲面放到标架空间中去看，未知函数的

偏导数不再含有新的未知函数在第七章，我们要更加细致地研究空

间萨中的标架族的理论，而曲面的存在性定理就成为标架族存在性

定理的一个特例

习题 5.4

1. 验证：由 (4.11) 式定义的函数 f0叭吐忙），儿（正， u2),f(吐忙）

满足一阶线性齐次偏微分方程组 (4.13).

2. 判断下面给出的二次微分形式 p炒能否作为空间胪中一块

曲面的第一基本形式和第二基本形式？说明理由．

(1) <p = (du)2 + (dv)气劝＝ (du)2 - (dv)气
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(2) tp = (du)2 + cos2 u (dv)气劝＝ COS五 (du)2 + (dv)2. 

3．求曲面 S 的参数方程使得它的第一基本形式和第二基本形式

分别为

1 
I= (1 ＋让）（du)2 + u2 (dv)2, II= ~{(du}2 十忒 {dv}2).

J 
4. 巳知二次微分形式中冲如下：

tp = E(u, v)(du)2 + G(u, v)(dv)气中＝入(u, v) · tp, 

其中函数 E(u, v) > 0, G(u, v) > 0. 若中冲能够作为空间岱中一块
曲面的第一基本形式和第二基本形式，则函数 E(u,v), G(u,v) ，入(u卫）

应该满足什么条件？

假定 E(u,v) = G(u,v)，写出满足上述条件的函数 E(u, v), G(u, v), 

入(u, V) 的具体表达式．

§5.5 Gauss 定理

Gauss 方程本身蕴涵着一个十分精彩的结果．在 §5.3 已经导出

b11b22- （如）2 = R1212, (5.1) 

其中 Riemann 记号 R1212 是用曲面 S 的第一类基本量 g。/3 及其一阶偏

导数和二阶偏导数构造的量．将 (5.1) 式两边分别除以 g11922- （g12)气

则得
如妇－（如）2 R1212 

2 = gug22 - (g12)2 - gug22 -（如）2.
(5.2) 

注意到上式的左端是曲面 S 的 Gauss 曲率

K= 
如妇－（如）2

2 ＝凡1凡2,

如922 - (912) 

而右端只依赖曲面 S 的第一类基本量及其偏导数，即

[(= /'i,1/'i,2 = 
R1212 

911922 -（如）2.
(5.3) 
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这就是说虽然曲面 S 的主曲率灯心是由曲面 S 在空间炉中的

形状确定的，即它们是通过曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式计

算出来的，但是它们的乘积 K=K伍2 却只依赖曲面 S 的第一基本形

式而与曲面 S 的第二基本形式无关．换句话说如果胪中的两个曲

面 81 和 S2 有相同的第一基本形式，而它们的第二基本形式却未必相

同，则它们仍然有相同的 Gauss 曲率 K. 第三章定理 5.2 断言，两个

曲面能够建立保长对应的充分必要条件是，它们的第一基本形式相同

因此获得下面的 Guass 绝妙定理 (Egregium Theorem): 

定理 5.1 曲面的 Gauss 曲率是曲面在保长变换下的不变量．

Gauss 的绝妙定理是微分几何学发展过程中的里程碑． Gauss 的

这个惊人的发现开创了微分几何学的一个新的纪元正是因为 Gauss

的这个发现使我们能够研究一张抽象的具有第一基本形式的曲面，即

二维平面炉上的一个区域 D 以及定义在 D 上的一个正定的对称二

次微分形式（记成 ds2)，而不是在空间炉中的一张具体的曲面．Gauss

的绝妙定理说明，曲面的度量本身蕴涵着一定的弯曲性质，这正是曲线

所不具有的特性．例如球面的 Gauss 曲率是正的常数，平面的 Gauss

曲率是零，因此球面不能够保持长度不变地摊成一张平面反过来，平

面无论如何都不可能保持长度不变地弯曲成一个球面专门研究曲

面上由它的第一基本形式决定的几何学称为曲面的内蕴几何学．后来，

Riem旺n 发扬了 Gauss 的思想提出了高维的内蕴微分几何学的观念，

即在高维空间护的一个区域 M 上给定一个正定的对称二次微分形

式

ds2 = 9o{Jd泸du芞 1 ~ a,(3~n, 

然后研究它的弯曲性质，这就是现在所称的 Riemann 几何学在下一

章，我们将研究曲面的更多的内蕴几何性质

§5.3 的 (3.22) 式告诉我们，当曲面 S 上取正交参数曲线网 (u,v)

时， F 三 0，并且

R1212= －禹（（（含）＂＋（青）u），
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所以

k= －高（（霄）＂＋（含）.). (5.4) 

特别地如果在曲面 S 上取等温参数系（u，切，则曲面 S 的第一基本

形式成为 I ＝入2((du)2 + (d叩），于是它的 Gauss 曲率是

k=\ （已＋;;) log 入 (5.5} 

在第三章，我们已经证明可展曲面在局部上总是可以和平面的一

个区域建立保长对应．因此，根据 Gauss 的绝妙定理得知，可展曲面的

Gauss 曲率 K 恒等千零另外，可展曲面的直母线是曲率线（参看 §4.3

的例题 2)，因此可展曲面沿直母线的主曲率为零，由此也能得知它的

Gauss 曲率为零反过来，这个条件也是判断已知曲面是可展曲面的充

分条件

定理 5.2 空间萨中的一块无跻点的曲面 S 是可展曲面的充分

必要条件是，它的 Gauss 曲率 K 恒等千零

证明必要性已经证明过了，现在只要证明充分性成立．设曲面

S 的 Gauss 曲率 K=O. 现在假定点 pES, 由于处处没有肪点，故有

点 p 在曲面 S 上的一个邻域 U，使得在 U 内存在正交曲率线网作为

参数曲线网 (u,v)，所以 F=M 三 0，并且

LN 
k= ---EG 

=:0. 

不妨假定 v－曲线对应的主曲率心＝ N/G 恒等于零，千是 N = 0, LI= 

0. 由 Codazzi 方程得知

8G 8N _ _ __ L N L 
H玩＝玩＝ 0, 2H= i 十万＝~ #0, 

因此
8G 

= au 0. (5.6) 

我们首先要证明曲面 S 是直纹面，更具体地说，我们要证明每一

条 v－曲线是直线为此只要证明 v－曲线的切方向不变即 r,,,, X 九= 0. 
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事实上，根据自然标架的运动公式我们有

r1111 = r切凸＋ r切11+Nn=r妇沁＋ r切11,

r1111 X r11 = r妇ru x r11. (5.7) 

由 (5.6) 式得知

r~2 = 
1 aG 

2E8u 
= 0, 

故有

九vX 九三 o, (5.8) 

得证下面要证明曲面 S 的单位法向量 n 沿＂－曲线是不变的．实际上

根据定义和假定，我们有

九V •兀＝ - M=O, nv· 兀＝ - N = 0, nv · n = 0, 

因此 n“ 只能是零向量，故 n 沿 v－曲线是不变的，所以 S 是可展曲面
证毕

定理 5.3 无胱点的曲面 S 是可展曲面的充分必要条件是它能够

和一块平面建立保长对应

证明 在第三章已经证明可展曲面可以和一块平面建立保长对应．

现在假定曲面 S 能够和一块平面建立保长对应，则根据 Gauss 的绝妙

定理曲面 S 的 Gauss 曲率恒等千零，因而由定理 5.2 得知曲面 S 是
可展曲面．证毕．

定理 5.2 和定理 5.3 说明，对于 Gauss 曲率恒等千零的两块曲面，

它们之间是能够建立保长对应的．在下一章，我们还将进一步证明：任
意两块有相同常数 Gauss 曲率的曲面必定能够建立保长对应．但是，一

般说来， Gauss 曲率相等是两块曲面能够建立保长对应的必要条件，不

是充分条件下面的例题说明了这个问题

例 已知曲面 S 和 5 的参数方程分别是

r= (au,bv,½(a让＋ b沪）），

r= （硕，加，产主），
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并且 ab= ab. 证明：在对应 U = U, V = V 下，曲面 S 和 5 在对应点

有相同的 Gauss 曲率；但是当 (a气护） # （护护）以及 (a气沪） # （於护）
时，在曲面 S 和 3 之间不存在保长对应

证明 经直接计算得到曲面 S 的第一基本形式是

I= a2(1 ＋句(du)2 + 2abuvdudv + b2(I + v2)(dv)气

第二基本形式是

I= a (du)2 + 
b 

(dv)气
✓1 ＋忙＋ v2 ✓1 ＋忙＋ V2

所以曲面 S 的 Gauss 曲率是

1 
K= 

ab(I + u2 ＋护）2·
(5.9) 

因为曲面 S 和 S 的参数方程有相同的表达式，只是系数不同，因此曲
面 3 的 Gauss 曲率也有相同的表达式

K= 1 
动（1 ＋妒＋护）2 - ab(l ＋沪＋护）2.

(5.10) 

由此可见，曲面 S 和 3 在对应点 u = ii, V = V 有相同的 Gauss 曲率．

如果在曲面 S 和 S 之间存在保长对应

u=u(u,v), v=v(u,v), (5.11) 

则根据 Gauss 的绝妙定理，曲面 S 和 5 在对应点应该有相同的 Gauss

曲率，即
1 

ab(l ＋妒＋护）2

1 

ab(l ＋忙＋ v叩＇

故有

护(u,v) ＋沪(u,v)=u2+v2. (5.12) 

因此曲面 S 上的点 (u,v) = (0,0) 必须对应着曲面 S 上的点 (ii., ii) = 

(0,0)，即

u(O, 0) = 0, ii(O, 0) = 0. (5.13) 
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将 (5.12) 式分别对 u,v 求导得到

~8U ~86 ~86 ~86 
U- + v—=u, U-- + V-- =v, au. - au -, - av'- av 

将上面的式子再次对 u,v 求导，并且让 u=O, v =0，则得到

信）2+ 信） 2 = 1, 

侵）2+ 信）2 = 1, 

auau av 彻
——+—— au 彻 auav

=0. 

命

设妨

，
不

\) 

v

阵矩

肺
一
彻
彻
一
8

交正

卯
一
彻
彻
一
o
v

（
是__) 

。, 。

J 

( = ,I' " “5 ( J 
明表式

,I4 4 1 . 5 ( 
则

Jlcu,v)=(O,O) =（二：：0 cs二），

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

其中 c ＝土1. 因为对应 (5.11) 是保长对应，根据第三章的 (5.20) 式得

到

（a2~ ＋让） :b:vv2)) = J 护 (1 ＋妒） abU,jj JT. abuv 沪(1 ＋护） （主即＋护））
让 (u,v) = (0,0)，则根据 (5.13) 和 (5.16) 式上面的等式成为

(a02 b勹＝ (_cc0::(} ：；二）（a： ：2) （二(}0-：二），
即

护 cos20 ＋铲 sin20 = a气

（护－ a2)sin0cos0 = 0, 

护 sin2 0 + b2 cos2 0 = b2. 

(5.17) 
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如果护＝护，则从 (5.17) 式得到护＝护＝ b2 = a2．如果护于护，则

从 (5.17) 的第二式得到或者 0=0，或者 0 ＝兀／2，即

(a气沪）＝ （护，护）， 或者 (a2护） ＝（护，护）．

因此当 (a气沪） ＃（护，和以及 (a气沪） ＃（机护）时，在曲面 S 和 S 之
间不可能存在保长对应．证毕．

下面我们要证明一个重要的定理，它说明在一般情形下曲面的法

曲率的确包含了曲面形状的全部信息

定理 5.4 设 a: S1-+ S2 是从曲面 S1 到岛的连续可微映射，其

中曲面 S1 没有肪点，并且它的 Gauss 曲率 K 不为零如果曲面 S1 和

岛在所有的对应点、沿所有的对应切方向的法曲率保持不变，则有空

间萨中的一个刚体运动 ii:E3-+ 萨使得

a= 引S1· (5.18) 

证明 因为在曲面 S1 上没有跻点，所以在曲面 S1 上可以取正交

曲率线网作为参数曲线网 (u,v)，千是曲面 S1 的两个基本微分形式成

为

I= E(du)2 + G(dv)气 II= L(du)2 + N(dv)气 (5.19)

并且

L = K.1E, N = K.设， 凡 1 >心， K= 凡岱2 =J. 0. (5.20) 

由于假定曲面 S1 和 S2 在所有的对应点、沿所有的对应切方向的法曲

率保持不变，因此切映射＂首先应该是处处非退化的．千是 (u,v) 也

可以作为曲面岛上的参数，从而 6 是曲面 S1 和曲面岛上有相同参

数值的点之间的对应．不妨设曲面出的两个基本微分形式是

i = E(du)2 + 2F如dv +G(dv)气 ii= L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2. 

(5.21) 

因为在对应 6 下，曲面 S1 和 S2 在所有的对应点、沿所有的对应切

方向的法曲率都相等，因此曲面凸沿 u－曲线方向的法曲率应该是凡
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沿 v-曲线方向的法曲率应该是心，并且它们同样是曲面出在每一点

沿各个切方向的法曲率的最大值和最小值．这就是说，（u,v) 也是曲面

岛上的正交曲率线网，故有

F= M=O, L =/'i,1E, N=K位．（5.22)

这样，曲面 S1 和出在对应点、沿对应切方向的法曲率相等的条件成

为
K1E(du)2 + /\:2G(dv)2 

E(du)2 + G(dv)2 

将上式展开得到

凡泣(d矿＋几位(dv)2
= 
趴du)2 十 G(dv)2

(5.23) 

(/<i,1 -心）（EG - EG)(du)2(dv)2 = o. (5.24) 

由千 K1 -/<i,2 > Q，并且上式是关于 du,dv 的恒等式，故有

EG-EG=O. (5.25) 

设

(5.26) 

则
I 

，
入

入____ 

i 

-G-G 

, I 
入

= 

= 

-E-E 

~1 
(5.27) 

因此我们需要证明入＝ l.

根据 §5.3 的 {3.23) 式，曲面 S1 和 S2 的 Codazzi 方程是

8L __ aE 8N __ aG —=H—— =H— 枷彻＇加加＇

眈 8E 8N 的
--= H —--= H--
彻彻＇彻彻＇

(5.29) 

其中 H=~伈＋心）．因为 E ＝入E, G ＝入G, L ＝入L, N= 入N，将
2 

(5.29) 式展开，并且用 (5.28) 式代人其中得到

(5.28) 

8入 8入
（凡1 一心）玩＝（m －心）玩＝ o,
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所以
8入 8入
— =0, 一－ = 0, 8u 8v 

即入是常数将 E ＝入E, G ＝入G 代入 (5.4) 式得到

1 K=~K. 
入

(5.30) 

但是，在另一方面

k ＝内心＝ K,/, 0, 

故得

入＝ l.

由此可见，曲面 S1 和出有相同的第一基本形式和第二基本形式．根

据 §5.2 的定理 2.2，在空间萨中存在一个刚体运动 6 使得 6 ＝引S1 · 

证毕．

习题 5.5

l. 已知曲面 S 的第一基本形式如下，求它们的 Gauss 曲率 K.

(1) I= 
(du)2 + (dv)2 

(1 + i(u2 +v2))2' 
e 是常数；

1+;(u2+v2) 
4 

(2) I= 
吐((du)2 + (dv)2) 

v2 , V > 0, a 是常数；

(3) I= 
(du)2 + (dv)2 

但＋沪＋ c叩＇
c>O 是常数

(4) I= (du)红 e孕 (dv)2, a 是常数；

(5) I= (du)2 + cosh2 竺 (dv)2, a 是常数；
a 

(6) I= (du)2 + G(u)(dv)2. 

2．证明在下列曲面之间不存在保长对应：

(1) 球面； （2) 柱面； （3) 双曲抛物面： Z=X2 －沪
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3. 已知曲面 S 和 5 的第一基本形式分别是

I= (du)2 + (1 ＋沪）（dv)气
护i = d护＋护d护，
护－ 1

试问：在曲面 S 和 S 之间是否存在保长对应？

4. 设曲面 S 和 S 的参数方程分别是

r = (ucosv,usinv,logu) 

r= （如 cos ii, ii.sin ii, ii). 

证明：在对应 u = u, V = V 下，这两个曲面在对应点有相同的 Gauss

曲率，但是在曲面 S 和 S 之间不存在保长对应

5. 已知曲面 S 和 S 的第一基本形式分别是

I= e2v((du)2 十吐(1 ＋ u2)(dv)2),

i=e气(dU)2 ＋砍1 ＋的(d驴），

其中 a2 =/- b2. 证明：在对应 u ＝ u, V = V 下，这两个曲面在对应点有

相同的 Gauss 曲率，但是该对应不是曲面 S 和 S 之间的保长对应

6. 设曲面 S 的第一基本形式是 I = E(du)2 + 2Fdud,U + G(dv)2. 

证明：它的 Gauss 曲率的表达式是

K= 
1 

(EG-F叩

G叩
F Evv 

2 + UV 2 

Fv 
Gu 
2 

Gv 
2 

Eu_2E 

F 

Fu 
Ev 
2 

F 

G 

。

生
2
G
u
_
2

Eu_2EF 
L 色
2
F
G

7. 若在定理 5.4 中曲面 S1 的 Gauss 曲率 K=O，则定理的结论

是否成立？举例说明
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由 Gauss 开创的曲面内蕴几何学有丰富的内容本章的重点是研

究曲面上曲线的测地曲率和测地线，在研究它们的外在特征和性质的

同时，更主要的是证明它们可以通过曲面的第一基本形式进行计算，而

与曲面的第二基本形式无关，因此它们在曲面的保长对应下是保持不

变的，是曲面的内蕴性质．通过本章的学习，使我们了解曲面内蕴几何

学的主要研究对象是什么，从而为今后学习黎曼几何学打下基础．

§6.1 测地曲率和测地挠率

设正则参数曲面 S 的方程是 r=r(u1 ， u2), C 是曲面 S 上的一条

曲线它的方程是 u"'= u"'(s), a:= 1, 2，其中 s 是曲线 C 的弧长参数

那么 C 作为空间萨中的曲线的参数方程是

r = r(s) = r(u1(s), u2(s)). (1.1) 

在第二章我们曾经沿空间曲线 C 建立了 Frenet 标架 {r(s); a(s),{3(s), 

-y(s)｝．但是，曲线 C 的 Frenet 标架场没有考虑到目前的曲线 C 落在

曲面 S 上的事实，因此 Frenet 标架及其运动公式 (Frenet 公式）自然

不会反映曲线 C 和曲面 S 之间相互约束的关系．现在我们要沿曲线

C 建立一个新的正交标架场 {r;e1，切，切｝，使得它兼顾曲线 C 和曲面

S，其定义是（参看图 6.1)

dr(s) 
et= = a s 

ds 
(s), 

ea= n(s), 

切＝ ea x e1 = n(s) x o:(s). 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 

在直观上，向量 e2 是将曲线 C 的切向量 e1 = a 围绕曲面 S 的单位

法向量 n 按正向旋转 90° 得到的．与第二章 §2.7 相对照不难发现我
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们在这里对千曲面 S 上的曲线 C 建立正交标架场的做法和 §2.7 对于

平面曲线建立正交标架场的做法是一致的换言之，我们现在的目标

是把平面上的曲线论推广成为曲面 S 上的曲线论．

图 6.1 曲面上曲线的正交标架场

首先，我们要建立曲面 S 上沿曲线 C 的正交标架场 {r; e1, e2, e3} 

的运动公式因为这是单位正交标架场，所以可以假设（参看习题 2.4

的第 11 题）
dr(s) 

ds 
de1(s 

ds 
) 

de2(s) 
ds 

dea(s) 
ds 

= e1, 

= 灼幻＋凡起3,

= －凡gel 十Tge3,

= －比ne1 -7i产2,

其中叶心， Tg 是待定的系数函数．很明显，

de1(s) 
际＝．幻＝r"(s) •九，

ds 

{1.5) 

所以凡九恰好是曲面 S 沿曲线 C 的切方向的法曲率．根据 (1.5) 式得

到

d2r(s) 
,g = -------—· e2 = r"(s) • (n(s) x r'(s)) = (n(s),r'(s),r"(s)), (1.6) ds2 
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称氏9 为曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率．另外

de2 _ d(n x r'(s)) 
Tg =忑一． n = ds .n 

= (n'(s) x r'(s)) • n = (n(s),n'(s),r'(s)), (1.7) 

称 Tg 为曲面 S 上的曲线 C 的测地挠率

下面我们来讨论曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率的表达式和性质

从 (1.6) 式得到

尺9 = n • (r'(s) x r"(s)) = n • (a(s) x (K-/3(s))) 

＝叩· "'f(S) = KCOS0, (1.8) 

其中 6 是曲线 C 的次法向量 7 和曲面 S 的法向量 n 的夹角，也是曲
线 C 的主法向量 9 和曲面 S 的切平面的夹角公式 (1.5) 的第二式

还能够写成

所以

哦(s) ＝心切＋ K“九，

2 2 
K,- = K, 

9 
十凡

2 
九．

在第四章 §4.2，我们已经知道

凡n= 凡 cos 0, 

(1.9) 

(1.10) 

其中 0 是曲线 C 的主法向量 9 和曲面 S 的法向量九的夹角利用法

曲率的几何解释可以容易地得到测地曲率的几何解释．

定理 1.1 设 C 是在曲面 S 上的一条正则曲线，则曲线 C 在点 p

的测地曲率等于把曲线 C 投影到曲面 S 在点 p 的切平面上所得的曲

线 6 在该点的相对曲率，其中切平面的正向由曲面 S 在点 p 的法向

量九给出．

证明此定理可以通过直接计算来证明．但是，在这里我们采用

更加几何的方式，利用法曲率的几何解释来证明．

设曲面 S 在点 p 的切平面是 II，从 C 上各点向平面 II 作垂直的

投影线这些投影线构成一个柱面，记为 5（参看图 6.2)，那么曲线 C
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图 6.2 曲面上的曲线在切平面上的投影

是曲面 S 和 3 的交线曲面 S 在点 p 的法向量 n 是曲面 S 在点 p 的

切向量．因为曲线 C 是曲面 S 和 S 的交线所以曲线 C 的切向量 e1
既是曲面 S 的切向量，也是曲面 5 的切向量，因此

e2 = n x e1 

是曲面 S 的法向量

设曲线 C 是曲面 S 和平面 1I 的交线，它正好是曲线 C 在平面 1I
上的投影曲线由于 e2 是曲面 S 的法向量，故 1I 是曲面 5 的法截面

于是，从曲面 8 上来观察，投影曲线 6 是曲面 5 上与曲线 C 相切的
一条法截线而且法截面 1I 的正向是由 n 给出的，即从 e1 到 e2 的夹
角是＋ 90°.

设曲线 C 的方程是 r = r(s)，则

C 作为曲面 S 上的曲线的测地曲率为
d2r{s) 
=. e2 ds2 

=C 作为曲面 8 上的曲线的法曲率己

＝曲面 5 上与 C 相切的法截线 C 的法曲率

=6 作为平面 1I 上的曲线的相对曲率，
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上式的最后一个等号是由于第四章的定理 2.1．证毕．

定理 1.2 曲面 S 上的任意一条曲线 C 的测地曲率 /'i,9 在曲面 S

作保长对应时是保持不变的，即曲面上曲线的测地曲率是属于曲面内

蕴几何学的量

证明 曲面 S:r=r（心，吐）上任意一条曲线 C ：心＝ u1(s) ， u2=

忙(s) 作为空间萨中的曲线的参数方程是

巾）＝ T（记 (s)，吐 (s)),

其中 s 是弧长参数．所以

{1.11) 

e1(s) = a(s) ＝竺＝r,.~, (1.12) ds -~ ds 

于是

如(s) d2r(s) _ d泸(s) d沪(s), _ d罕(s)
ds ds2 =r。P

ds ds 
+r。 ds2 

d如(s),.-,-r du°'(s) du13(s) \ _,._ du°'(s) du13(s) 
= (ds2 ＋心 ds ds) r勹＋ bo9 ds ds n, 

(1.13) 

因此

为＝宁笠(s)= (~＋心~~) r-, · e2. (1.14) 

但是

切＝ n x e1 = n x (~r1 +宁r2),
故

du2(s) 
() 

d沪(s)
m. e2 = T1 圈 n x r2) = -~lr1 x r2I, 

ds ds 
du1(s) 

) 
du1(s) 

＂．切＝—－—r2 · (n x r1= -— |r1 x r21, 
ds ds 
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因此

为＝ Ir心（总（言＋r芍气）
du2 I d2心 d沪 d泸

一只盂＋r口了－））
du1 d2正 d沪 dufJ—— +r;p—-— 

= V911922 - (gm)2 
ds d泸 ds ds . (1.15) 
d忙 d2u2, n2 d泸 dufJ
—--+ r “B ds ds2 ds ds 

由于上面的式子只依赖曲面 S 的第一类基本量及其导数，以及在曲面

S 的曲纹坐标下曲线 C 的参数方程及其导数，而与曲面 S 的第二类基

本形式无关，所以当曲面 S 作保长变形时，曲线 C 的测地曲率为是

保持不变的证毕．

公式 (1.15) 比较容易记忆，但是在计算时比较复杂．如果在曲面

S 上取正交参数系，则曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率为能够写成比

较简单的表达式称为 Liouville 公式（参看 (1.16) 式），它有很多应

用下面我们恢复使用 Gauss 的记号

定理 1.3 设 (u,v) 是曲面 S 上的正交参数系，因而曲面 S 的第

一基本形式是 I= E(du)2 + G(dv)2. 设 C : u = u(s), v = v(s) 是曲面

S 上的一条曲线，其中 s 是弧长参数．假定曲线 C 与 u－曲线的夹角是

0，则曲线 C 的测地曲率是

d0 1 8logE ___,,. 1 8logG 
cos0+ 凡g= －－一一—ds 2范 8v 酰 au

sin 0. (1.16) 

证明 把 u－曲线和＂－曲线的单位切向量分别记成 ct1 和 o2，于是

1 1 
Ol =--Tu, “2 =—千们
淫范

(1.17) 
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因此曲线 C 的单位切向量能够表示成

譬= e1 = cos压＋ sin0 a2 

du(s), _ dv(s) 
= Tu +Tv 

ds ds 

＝捏譬0!1 ＋范譬如，
所以

cos0 ＝淫如(s) sin0 ＝靠宁
ds' 

(1.18) 

其中 0 是 r'(s) 与 o1 的夹角．

因为切向量 e2 是将切向量 e1 在切平面内作正向旋转 goo 得到

的，即 e2=nxe1, 所以

但是

所以

然而

因此

e2 = -sin0 01 + cos0 ct2. 

d2r(s) d 
—=— (cos0 0:1 +sin0 0:2) 
d沪 d8

d0. ndo:1.. ndo:2 
= (- sin0 0:1 + cos0 0:2)—+cos0— +sin0—, ds · ---- ds · ----- ds 

d2r(s) _ d0. ___,.da1 _. _.,.da2 
灼＝．幻＝－· + cos0—· e2 + sin0—· e2. 

d泸 ds ds ds 

da1 da2 ~ da1 da2 
— ·01= —一． 02 =0, －一． O2 =----. O1, 
ds ds ds ds 

d0.,,do1 守
灼＝—＋ cos0一一· (-sin知＋ cos002)

ds ds 
如

+sin0—· (-sin知＋ cos如）
ds 

d0 2 如 do2
=— +cos20一— .02 - sin2 0—圈。1

ds ds ds 
d0. do1 

= - +—· 02· ds · ds 

{1.19) 

(1.20) 
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由 {1.17) 式得到

詈飞（7E)ru 十方（心尸名），
詈0＝高（Tuu · r"皂＋ r吵芍）

因为 rU 和 r" 是彼此正交的，容易得知

九u' 兀＝ （九·九）u - ru. ruv =－八. ruv 
1 8 

( 
18E 

= --—-(ru ·九） = --— 28v'•u...., 28v' 
1 8 
28u () 

18G 
ruv. rv =-— rv · Tv) =-— 2 au. 

所以

da1 1 / 1 8E,,. 1 8G 忑·02= 福（－酰页COS()十講玩 sin()）
1 8 log E ___,.. I 8 log G 

= -— cosO+ — sin 0, 
2沉 8V 2捏 au

因此
dO 1 8 log E __,.. 1 8 log G 

灼＝—－ -— COS() 十———一一
ds 2沉 8v 2淫 8u

sin 0. 

证毕．

作为特例，考虑 u－曲线的测地曲率 K.gl· 此时 0=0，因此

1 ologE 
灼1 =--— 

2范 av.

同时，对于 v－曲线 0=
兀

2' 
－因此它的测地曲率为2 是

氏g2 = 
1 ologG 

2洷 au.

这样，公式 (1.16) 又可以写成

d0 
灼＝—+为1 cos0 +凡92 sin 0. 

ds 

{1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 
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最后，我们来讨论测地挠率由自然标架的运动公式得到

dn(s) 8n d泸(s) du° 
一——=—=－泸—ds 8沪 ds ° ds m 

于是从 (1.7) 式得到

由千

所以

因此

b~ 
du°'du'Y 

r9 = (n(s),n'(s),r'(s)) = -—— (n, rr, ，吓）
°'ds ds 

= (-b~ 竺竺＋ b~竺气°'ds ds'-a ds ds lr1 x r2I 

＝叶心）2 + (b~ - b}）臼笠心）2）
g 11 g22 12 21 912 22 9ll —, g= g = －一， g-- =—, = g. g g 

-bi =－gl1妇－ gl2bm= i 1 9l2 922 1, 
g I b12 b22 

b多－ b~ = 921如＋ g22妇－ gll如－ g12b21 = ~ 11911 922 

9 lbu b22 

b~ = 921b11 + 922b21 = ~ 
1 I 911 912 

9 I bu b12 I' 

du2\ 2 du1 du2 / du1 \ 2 

Tg ＝上（石）－忑忑丘）
謹 gu g12 g22 I' 

bu b12 b22 

, 

(1.25) 

从测地挠率的表达式可以看出，曲面 S 上的曲线 C 的测地挠率和法曲

率一样，只是曲面 S 上的切方向的函数，反映的是曲面 S 本身的性质，
而不只是曲面 S 上的曲线 C 的性质．特别是，如果曲面 S 上有两条

在一点相切的曲线，则这两条曲线在该点有相同的测地挠率．很明显，
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测地挠率不是曲面 S 的内蕴几何量．与第四章的主方向所满足的方程

(4.16) 相对照不难发现主方向恰好是曲面上使测地挠率为零的切方

向因此，曲面上的曲率线正好是沿其切方向的测地挠率为零的曲线

换言之，曲率线的微分方程是 Tg =0. 实际上，习题 6.1 的第 7 题将告
ld环(0)

诉我们 Tg= － ，因此心(0) 取极值的方向（即曲面的主方向）恰
2 d0 

好是 Tg 取零值的方向

下面的定理也很有意思

定理 1.4 在曲面 S 上非直线的渐近曲线 C 的挠率是曲面 S 沿

曲线 C 的切方向的测地挠率

证明第四章的习题 4.2 的第 7 题实际上就是本定理在这里，我

们通过考察沿非直线的渐近曲线 C 的 Frenet 标架来进行证明．由千

曲线 C 是非直线的渐近曲线，故凡 cf 0，但是心= 0, 千是 (1.5) 式成

为

因为

dr(s) 
ds 
de1 
ds 

d(e切）

ds 
d(ee3) 

ds 

e1, 

= 

= -囥|e1

|,,,.91(£e2), 

十 Tg(ee3) ，

-Tg(ce刃．

咕＝咕＋忒＝总# 0, 

(1.26) 

所以{r(s); e1, ce2, c:e3} 恰好是曲线 C 的 Frenet 标架，其中 c = sigllK,g. 

因此 (1.26) 式说明曲线 C 的曲率是四1，挠率是 Tg. 证毕．

总起来说本节介绍了曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率和测地挠

率的概念其中测地曲率是曲面 S 的内蕴几何量，与曲面 S 的第二基

本形式无关；测地挠率是曲面 S 在任意一点的切方向的函数，它与法

曲率有密切的关系，实际上测地挠率是法曲率作为切方向的函数的导

数之半．从方法上来讲，沿曲面 S 上的曲线 C 建立与曲面 S 和曲线 C

都有关联的单位正交标架场是十分重要的实际上，这是把平面上曲
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线的氏enet 标架场搬到曲面上的情形．测地曲率的 Liouville 公式是

十分有用的，它的推导过程有典型意义，应该予以足够的重视

习题 6.1

1. 证明：旋转曲面上的纬线的测地曲率是常数，该常数的倒数恰

好等于，过纬线上一点的经线的切线从切点到该切线与旋转轴的交点

之间的长度

2. 求椭球面
丑沪 z2
—+—+— =1 
a2 泸 c2

上由平面
X.Y 
-+-= 1 a. b 

所截的截线在点 A= (a,0,0) 的测地曲率

3. 求第 2 题中由平面

竺十包+巴 =1
a · b · c 

所截的截线在点 C = (0,0,c) 的测地曲率．

4. 证明：在球面 S

( r = (a cosu cosv, a cosu sin v, a sin u), 
:n: :n: 

-.:.:.<u<.:.:.. 0<u<2:n: 
2 2' 

上，曲线 C 的测地曲率可以表示成

d0(s).du(s) 
sin(u(s)）一—为＝－ds ds' 

其中 (u(s肛(s)）是球面 S 上的曲线 C 的参数方程， s 是曲线 C 的弧

长参数， 0(s) 是曲线 C 与球面上的经线（即 u－曲线）之间的夹角．

5. 证明：在曲面 S 的任意的参数系 (u,v) 下，曲线 C: u = 

u(s), v ='ll(s) 的测地曲率是

为＝ y'g (Bu'(s) - Av'(s) + u'(s)'l'”(s) - v'(s)u"(s)), 
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其中 s 是曲线 C 的弧长参数， g=EG-F2，并且

A= r~l (u'(s))2 + 2r~2u'(s)v'(s) + r~2(v1(s))2, 

B = r~1 (u'(s))2 + 21、~2u'(s)v'(s) + r各2(v'(s))2.

特别是，参数曲线的测地曲率是

叩＝孜均(u'(s) ）3，心＝ －孜斗(v'(s))3.

6. 假定§是曲面 S 上由保长对应构成的一个变换群，并且它的

每一个成员在曲面上的作甩是把曲面 S 上一条给定的曲线 C 变到

它自身．证明：如果变换群屯限制在曲线 C 上的作用是传递的，即对

于曲线 C 上的任意两点 p,q，必有＠中的一个成员 6，它限制在 C 上

的作用是把点 p 映到点 q，则曲线 C 的测地曲率是常数

7. 设 e1,e2 是曲面 S 在点 p 的两个彼此正交的主方向，其对应的

主曲率分别是内冲2· 证明：曲面 S 在点 p 与 e1 成 0 角的切方向的测

地挠率是

'Tg =一（心－ K.1) sin20 = 
ld心(0)
一．

2 2 d0 
8. 假定曲面 S 上经过一个双曲点 p 的两条渐近曲线在该点的曲

率不为零证明：这两条曲线在该点的挠率的绝对值相等、符号相反

并且这两个挠率之积等于曲面 S 在点 p 的 Gauss 曲率 K.

9. 证明：曲面 S 上的曲线 C 的法曲率尺九和测地挠率 'Tg 满足关

系式

忒＋ r;-2H凸＋ K=O,

其中 H 和 K 分别是曲面 S 的平均曲率和 Gauss 曲率．

10. 证明在曲面 S 上的任意一点 p 沿任意两个彼此正交的切方

向的测地挠率之和为零．

§6.2 测地线

曲面 S 上的法曲率和测地挠率不是曲面 S 的内蕴几何量，因此渐

近曲线和曲率线也都不属于曲面的内蕴几何的概念．曲面 S 上曲线 C



§6.2 测地线 229 

的测地曲率和它们不一样，当曲面 S 作保长变形时，曲线 C 的测地曲

率是保持不变的．由此可见，曲面 S 上曲线 C 的测地曲率是内蕴几何

盘，因此曲面 S 上测地曲率为零的曲线，即测地线，属千曲面的内蕴几

何学研究的内容．在本节，我们要研究曲面上的测地线的特征和性质，

既要从曲面的外在几何的角度来观测，更要从曲面内蕴几何的角度进

行研究

定义 2.1 在曲面 S 上测地曲率恒等于零的曲线称为曲面 S 上

的测地线

很明显，平面曲线的测地曲率就是它的相对曲率，因此平面上的测

地线就是该平面上的直线．由此可见，曲面上的测地线的概念是平面上

的直线概念的推广．在本节我们将从各个方面来解释这种推广的含义．

定理 2.1 曲面 S 上的一条曲线 C 是测地线，当且仅当它或者是

一条直线或者它的主法向量处处是曲面 S 的法向量

证明在 §6.1 已经知道曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率是

凡g=K.cos0,

其中 6 是曲线 C 的次法向量和曲面 S 的法向量的夹角（参看 (1.8)

式）．当 C 是曲面 S 上的测地线时，凡g=O，所以在曲线 C 的每一点

必须有 K, = 0，或者 cos0 = 0．如果在曲线 C 上处处有氏＝ 0，则该曲

线 C 是一条直线；如果在曲线 C 的点 p 处凡(p) =/. 0，则由曲率函数氏
的连续性得知在点 p 的一个邻域内处处有 K#0，于是 cos0 三 0，因此

兀

6= －，即曲线 C 的次法向量和曲面 S 的法向量垂直，这就是说，曲线
2 

C 的主法向量是曲面 S 的法向量．反过来是明显的证毕．

例 1 试证：旋转面 S 上的经线是该曲面 S 的测地线．

证明 旋转面 S 上的经线是经过旋转轴的平面与曲面 S 的交线，

它是旋转面的母线旋转面 S 就是一条经线绕旋转轴旋转一周产生的．

作为平面曲线经线的法线就是它的主法线并且该法线必定经过旋转

轴，因而它和旋转面 S 的平行圆也垂直．由此可见，旋转面 S 上经线

的法线（主法线）同时是曲面 S 的法线，故经线是旋转面 S 上的测地

线特别地球面上的大圆周都是测地线．证毕．
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例 2 证明：如果在曲面 S 上运动的质点 p 只受到将它约束在曲

面 S 上的力的作甩而不受任何其他外力的作甩则点 p 的轨迹 C 是
曲面 S 上的测地线

证明设质点 p 的运动方程是 r = r(t)，它所受到的约束力 F 只

是将它约束在曲面 S 上，因此约束力 F 的方向沿曲面 S 的法方向根

据 Newton 第二定律，
d2r(t) 

F=m dt2' 
其中 m 是质点 p 的质量．因此

d2r(t) dr(t) 1 r., dr(t) 
=—F · dt2 dt m- dt =0 

千是
1 d (dr(t) dr(t) \ _ d2r(t). dr(t) 五（了．言） ＝亩＇ ~=0,

这就是说

(2.1) 

dr(t) 
＝常数， (2.2) 

dt 

故质点 p 在曲面 S 上做匀速运动，这说明时间参数 t 与弧长参数 s 成
d2r(t) 

比例由此可见， 恰好指向轨迹曲线 C 的主法线方向，而方程dt2 
{2.1) 说明曲线 C 的主法向量是曲面 S 的法向量，故曲线 C 是曲面 S

上的测地线证毕．

为了在一般的曲面 S 上求测地线需要知道曲面 S 上的测地线所

满足的微分方程比较 (1.5) 式的第二式和 (1.13) 式得知

呫2= （言＋ r乌气）几，
然而 r1,r2 是线性无关的，因此为三 0 的充分必要条件是

d2沪 d沪 duf.3
忑＋骂气订忑－ = 0,,=1,2. 

(2.3) 

(2.4) 

这就是曲面 S 上的测地线所满足的微分方程并且该方程只涉及曲面

S 的第一基本形式，而与曲面 S 的第二基本形式无关．因此，这是曲面

S 上的测地线属于曲面内蕴几何范畴的微分方程．
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若引进新的未知函数沪，则二阶常微分方程组 (2.4) 便降阶成为

一阶常微分方程组

l 

p v 。V B 
76 

,r 勹
“
一

=__ 如
一ds甸
－ds

#-t_

__

-4 

{2.5) 

这是拟线性常微分方程组．根据常微分方程组的理论，对于任意给定

的初始值（叶， u加；衬，喘），必存在 e>O，使得方程组 (2.5) 有定义在区

间 (-C,c) 上的唯一解沪＝炉(s)，沪＝沪(s)，满足初始条件

矿(0) = uJ, 沪（0) = V礼 {2.6) 

很明显，函数组沪＝炉(s),'Y = 1, 2 满足测地线的微分方程组 (2.4).

如果初始值 (ufi,u和对，啼）满足条件

1 2 Q P g。p(u。,u。)v砂o = 1, (2.7) 

则能够证明如上所给出的解函数炉＝炉(s) 是曲面 S 上以弧长 s 为

参数的一条测地线实际上，如果命

f(s) = g。p(u1(s),u.i(s))2 du°(s) du。(s)
ds ds 

- 1, (2.8) 

则

df(s) 8ga{:Jdu'Y du0 duf3 小u0du{:J
ds ＝玩忑忑忑-+2g。气百忑

du勹 du“du0 du勹 du6 du.8 
= (r a{J-y + r f3寸——— -2g。Pr$-－－— =0,

ds ds ds ds ds ds 

并且根据 (2.7) 式有 f(O) = 0，所以

f(s) 三 0.

这意味着，由方程 u工＝炉(s),"f=l,2 给出的曲线 C 是正则曲线，并

且 s 是它的弧长参数上面的讨论可以归结为
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定理 2.2 对于曲面 S 上的任意一点 p 和曲面 S 在点 p 的任意

一个单位切向量 V，在曲面 S 上必存在唯一的一条以弧长为参数的测

地线 C 通过点 p，并且在点 p 以 v 为它的切向量

在平面上，直线显然具有定理 2.2 所叙述的性质．

需要指出，定理 2.2 的证明本身说明，方程组 (2.4) 的解炉＝

沪(s),'Y = 1, 2 必定满足

点（如正(s)，忙(s))~~尸） = 0. (2.9) 

因此只要初始值 (vJ,v3) # 0，则

I 小(s) 2 2 缸(s) d吐(s)了|= g产(s) ， u(s) ） ds ds 

= 9ap(u加，咕）v髯＝常数=/. 0. 

这就是说曲线 C: r = r （u1(s）， u2(s)) 是正则曲线并且参数 s 与弧

长成比例特别是，当条件 (2.7) 成立时，即切向量 v 的长度为 1 时， s

恰好是它的弧长参数

如果在曲面 S 上取正交参数系 (u,v)，则利用测地曲率的 Liouville

公式测地线的微分方程组还可以写成

du 1 
—=— cos 0, 
ds 淫
dv 1 
—= -- sin 0, (2.10) 
ds 范
d0 1 8logE 1 8logG —=— cos0- — 
ds 2范 8v 2涅 8u

sin 0. 

例 3 求旋转面 S: r = (ucosv, usin v, f(u)）上的测地线．

解经直接计算得到，曲面 S 的第一基本形式是

I= (1 + (f'(u))2)(du)2 +u2(dv)气 (2.11)

因此 (u,v) 是曲面 S 的正交参数系．根据 (2.10) 式曲面 S 上的测地
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线方程是

du I 
= 

ds V1+(f'(u))2 
cos0, 

dv I 
-=;-:- = -=- sin 0, 
ds u (2.12) 

d0 I 
—= -sin0. 
ds 叭／1 ＋（f'(u) ） 2

消去参数 s 得到

｛厂尸an0,
—= -- tan0. 
du u 

将上式的第二式积分得到

(2.13) 

usin0 = c, (2.14) 

因此

cos0 ＝己， tan0＝卢，
dv c 

= 
✓1+ （f' （u) ） 2 

du u✓忙－ c2'

所以

v=vo+ l~~三du叩叭尸
(2.15) 

即为所求的测地线当 c= 0 时，则得经线是旋转面的测地线

众所周知，在平面上连接两点的最短线是以这两点为端点的直线

段在曲面上，测地线具有类似的性质．下面先简要地介绍曲面 S 上

的曲线 C 的变分的概念

设 C ：研＝沪(s),a=l,2 是曲面 S: r=r（吐吐）上的一条曲

线其中 a~s~b，且 s 是曲线 C 的弧长参数．如果存在定义在区域

[a,b] x (-c,c) 上的可微函数

泸＝泸(s, t), a= 1, 2, (2.16) 
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使得

泸(s,O) = u0(s), (2.17) 

则称 (2.16) 式是曲线 C 的一个变分．如果进一步有

u"'(a, t) = u"'(a), u"'(b, t) = u°'(b), -c: < t < i::, (2.18) 

则称该变分有固定的端点．在直观上，对于每一个参数 t E (-e,e)，函

数组 (2.16) 给出了一条曲线 Ct，它的参数方程是

u°'= uf(s) = u°'(s, t), a~ s ~ b. (2.19) 

条件 (2.17) 说明已知的曲线 C 是这族曲线中的一员，且 C=G。．因

此，所谓的曲线 C 的变分就是把它嵌人到在它周围变化的一个曲线族

G 中去．条件 (2.18) 的意思是，曲线 C 的变分曲线 G 和曲线 C 本身

有相同的起点和终点，即它们有公共的端点．需要指出的是，尽管可以

假定参数 s 是曲线 C 的弧长参数，但是 s 未必是变分曲线 Ct 的弧长

参数

用 L(C) 表示曲线 C 的长度，即

L(C) =「 ✓9af3(u1(s)，忙 (s)）妇(s)d沪(s)
a ds ds 

ds. (2.20} 

曲线 C 是连接它的两个端点的最短线的意思是它的长度不会比连接

曲线 C 的端点的其他曲线的长度更长．特别是，如果把曲线 C 嵌人到

任意一个有相同端点的变分曲线族 G 中时，必定有 L(C) ~ L(Ct)，于

是应该有

盖 lt=O L(Ct) = 0. (2.21) 
t=O 

当曲面 S 上的曲线 C 关于它的一个变分 G 满足条件 (2.21)，则称曲

线 C 的弧长在它的变分曲线 G 中达到临界值．需要指出的是，上面的

做法完全忽略了曲面 S 的外在特征，而只与曲面 S 的第一基本形式有

关，这就是说上述考虑属千曲面 S 的内蕴几何的范畴
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下面我们要把条件 (2.21) 表示出来．首先对曲线 C 的变分作一些

观察命

8 沪（s) =司t=O 泸(s, t), v(s) ＝产（如（记(s)，护 (s)), (2.22) 

则 v(s) 是曲面 S 上沿曲线 C 定义的一个切向董场，称为变分 (2.16)

的变分向量场（参看图 6.3)．实际上，变分向量 v(so) 是变分 (2.16) 在

s = so（常数）时给出的曲线 uCY ＝泸（So, t), -€ < t < c 在 t=O 处的切

向量．条件 {2.18) 意味着 v(a) = 0, v(b) = 0, 即对于曲线 C 的有固定

端点的变分而言，它的变分向量场在端点的值为零反过来，如果在曲

面 S 上沿曲线 C 给定了一个切向量场 v(s)，则可以定义曲线 C 的一

个变分，使得它的变分向量场是 v(s)．实际上，只要命

u0(s, t) = u0(s) + t沪(s) (2.23) 

就可以了．很明显，当 v(a) = 0, v(b) = 0 时，上面的变分确实有固定

的端点

伲(a.), u2(a)) 

付(s)，论(s))

图 6.3 曲面上曲线的变分

假定曲面 S 的第一基本形式是

l=g。p（心，沪）d沪du气

则变分曲线 G 的长度是

伲(b), u2(b)) 

{2.24) 

如）＝「已飞，t), u2(s, t)）。砃（s， t) 妇（~ds. (2.25) 
a 8s 8s 



236 第六章 测地曲率和测地线

所以

盖L(Ct)＝尺（二）ds
1 r" { 8ga/3 8炉 8泸 8u/3 8罕 8忧

= 5l （声页矿丽＋2ga芦己
伈詈詈）寸ds

因为 s 是曲线 C=Co 的弧长参数，因此

加。加P

9o/3页页lt=O = l, 

所以

沪t)仁＝／：飞（告护(s)爷爷＋ 2g。怎名） ds
由千

g三名＝点 (9o/3V。言） －分 (g。气）
飞 (g。。气）－ v。（告詈笠＋g0名），

代入前面的式子后再用分部积分得到

沪Ct)lt＝五［点 (g。{3V0名） － v°'(9a名
十平三竺一气竺竺2 加归胫 ds ds) ]ds 

du{3 s=b b d2沾 d沪 du5
=g硬。古Is=a -J“ 三（歹＋r五式ds

(2.26) 

假定变分有固定的端点则 v°'(a) = v°'(b) = 0，于是

护(Ct{=O= －［如配（告心怎皂） ds (2.27) 
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(2.26) 式称为曲面 S 上的曲线 C 的弧长的第一变分公式，而 (2.27) 式

称为曲面 S 上的曲线 C 关千有固定端点的变分的弧长的第一变分公

式

定理 2.3 设 C 是曲面 S 上的一条曲线，则 C 的弧长在它的任

意一个有固定端点的变分 G 中达到临界值的充分必要条件是，曲线

C 是曲面 S 上的测地线．

证明设曲线 C是曲面 S 上的一条测地线，则它的参数方程研＝

沪(s) 满足微分方程组

d2u{3 6 — +r~6 
d沪 du

ds2 dsds 
=0. 

于是，根据第一变分公式 (2.27)，对于曲线 C 的任意一个有固定端点

的变分 G 下式成立：

沪Ct{=O = 0. (2.28). 
t=O 

反过来，假定对于曲线 C 的任意一个有固定端点的变分 Ct，条件

(2.28) 式都成立．取

泸{s) =sin~)兀（护~+r。王竺
b- ads2E“dsds) , (2.29) 

则沪{a)= v°'{b) = 0，于是在曲面 S 上有曲线 C 的、以泸(s) 为变分

向量场的变分 Ct, 它有固定的端点．将 {2.29) 式代人 {2.27) 式得到

d b. (s - a):n:d2泸 du{ du" ftL(Ct)仁＝ fa smb-a g。9 (芦 +ri"忑石）

（告心主笠） ds
根据 (2.3) 式

妇）2 ＝（凡9e2) 匾妇切

＝（告＋ ri总皂）（告心告笠） r。“
=g动（告＋ ri“生笠）（告心生笠），
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因此条件 (2.28) 成为

d b 

dt 
—L(Ct) =f sin (s - a)兀伈）2ds = 0. 

t=O Ja b-a 

由于上式的被积表达式 ~o，故有

(s - a)兀
妇）2sin~ = 0, a =:,; s ~ b, 

b - a 

千是冈＝ 0, 曲线 C 是曲面 S 上的测地线．证毕．

推论设 p,q 是曲面 S 上的任意两点，如果曲线 C 是在曲面 S

上连接 p,q 两点的最短线则 C 必是曲面 S 上的测地线

定理 2.3 的证明过程只涉及曲面 S 的第一基本形式，与曲面 S 的

外在特征无关

习题 6.2

1．证明：一般柱面上的测地线与直母线的夹角为常数．特别地，圆

柱面上的测地线或者是直母线，或者是正螺旋线．

2. 设曲线 C 是旋转曲面

r(u,v) = (f(u)cosv,f(u)sinv,g(u)) 

上的一条测地线用 0 表示曲线 C 与曲面的经线之间的夹角，证明：沿

测地线 C 下式为恒等式：

f(u) sin仁常数．

3. 设在旋转曲面 S 上有一条测地线 C 与经线的夹角 0 是常数，

并且 0 =f 0°'90°. 证明：该旋转曲面 S 必定是圆柱面

4. 求锥面泸＋沪－ z2 = 0 上的测地线
5. 设曲面 S 由方程 z = f(x,y) 给出．
(1) 证明曲面 S 上的测地线微分方程可以写成

皂＝出信）3 －（店－ 2店）信）2 + (r}1 -2出）皂－ r礼



其中记号 r;9 意指把 x,y 作为曲面的参数 u1,u气

(2) 证明：曲面 S 上的测地线微分方程是
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皂(1 +p气） ＝（r+2s皂＋ t 信）2) （唱－ q),
其中

8J. 8/ 82 J 82/. 8叮
p ＝玩， q ＝玩＇ r ＝忘玩＇ s ＝写＇ t ＝立＇

其中曲面 S 以 x,y 为参数，并且在计算 r;。时把 x,y 当成心，记

6. 证明：曲面 F(x,y,z) = 0 上的测地线满足微分方程

7. 证明：

凡 dx d佐

凡 dy d切＝ 0.

凡 dz d2乙

{1) 若曲面 S 上的一条曲线 C 既是测地线，又是渐近曲线，则它

必是直线

(2) 若曲面 S 上的一条曲线 C 既是测地线，又是曲率线，则它必

是平面曲线；

(3) 若曲面 S 上的一条测地线 C 是非直线的平面曲线，则它必是

曲面 S 上的曲率线

8．证明：若曲面 S 上的所有测地线都是平面曲线，则该曲面 S 必

定是全跻点曲面．

9．求具有下列第一基本形式的曲面上的测地线的参数方程：

(1) I= v((du)2 + {dv)2); 
a2 

(2) I= 万((du)2 + (dv)2). 
V 

10. 证明：如果在曲面 S 上存在两族测地线它们彼此相交成定

角，则该曲面 S 必定是可展曲面

11．证明：曲面 S 上的非直线测地线的挠率恰好是曲面 S 沿该曲

线的切方向上的测地挠率
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12. 假定曲面 S1 和 S2 沿曲线 C 相切，证明：如果曲线 C 是曲面

s1 上的测地线，则 C 也必定是曲面岛上的测地线

如果曲线 C 是曲面 Sl．上的曲率线，则有什么结论？如果曲线 C

是曲面 S1 上的渐近曲线，则又有什么结论？

§6.3 测地坐标系和法坐标系

在空间中选择适当的坐标系始终是几何学中的重要课题．对千只

有第一基本形式的曲面而言，这种适当的坐标系应该是能够把曲面的

第一基本形式最简单地表示出来的参数系．本节要构造这种特殊的参

数系，统称为测地坐标系

首先叙述在曲面上覆盖了一个区域的测地线族的概念．假定在曲

面 S 上有依赖一个参数的测地线族 E，如果对千区域 Des 上的每

一个点 p，有且只有一条属于 E 的测地线经过点 p，则称 2 是在曲面

S 上覆盖了区域 D 的一个测地线族．很明显，如果把 2 中的测地线都

限制在区域 D 上，则覆盖了区域 D 的测地线族 E 中的任意两条不同

的测地线都不会彼此相交

如果 2 是曲面 S 上覆盖了区域 D 的一个测地线族，则在 D 内

有另一个曲线族记为 E1，它是由 E 的正交轨线构成的．于是，根据第

三章 §3.4 的讨论，区域 D 内的任意一点 p 必有一个邻域 UcD 和参

数系 (u,v)，使得 2 和 E1 中的曲线在 U 上的限制分别是曲面的 u－曲

线族和 v－曲线族．实际上，测地线族 E 中的每一条测地线的切向量构

成区域 D 上的一个处处非零的切向量场 a，同时它也在区域 D 上决

定了与之正交的另一个处处非零的切向量场 b，后者与 E1 中的曲线处

处相切． §3.4 的定理 4.1 断言：在区域 D 内的任意一点 p 的一个邻域

UcD 内必存在参数系 (u,v)，使得 u－曲线和 v－曲线分别和切向量场

a 和 b 相切，这就是说， E 是由 u－曲线组成的（至多每一条曲线差一个

重新参数化），而乌是由 v－曲线组成的（至多每一条曲线差一个重新

参数化）．由于曲线族 E 和鸟是彼此正交的，故曲面 S 的第一基本形

式可以写成
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I= E(du)2 + G(dv)2. (3.1) 

由于 u－曲线是测地线它的测地曲率 l'i.91 为零，根据 Liouville 公式

(§6.1 的 (1.16) 式）得到

1 8logE 
为1 =-— 

2范 av
=0, 

即
8E —=0. (3.2) av 

这说明 E(u,v) 只是 u 的函数，与 v 无关，因此可以写成 E(u)．作参数

变换
U, 

U= f 凅荀du, v = v, 
uo 

(3.3) 

则曲面 S 的第一基本形式在 U 上的限制成为

l=d护＋ G(ii., v)d护． (3.4) 

由此可以得到下面的定理：

定理 3.1 设 E 是曲面 S 上覆盖了区域 D 的测地线族， E1 是由

在区域 D 内与 E 中曲线正交的轨线构成的曲线族，则江中的任意两

条曲线在测地线族 E 中的各条测地线上截出的曲线段的长度都相等．

证明假定在区域 D 上取参数系 (u, ii)，使得曲面 S 的第一基

本形式在 D 上的限制由 (3.4) 式给出．在 E1 中取定两条曲线设为

C1 泣＝ U1, C2:'U= 切，假定 U1 < U2. 又设 C: ii=vo 是属千测地

线族 2 的一条曲线它被曲线 C1 和 C2 所截，截得的长度是

J：汀忆，0 = f: 如＝叩－匹
它与 Vo 的值无关．证毕．

定理 3.1 的直观意义是，覆盖区域 D 的测地线族的任意两条正交

轨线之间的距离是处处相等的．因此从这个意义上说，覆盖区域 D 的

测地线族的任意两条正交轨线是测地平行的．
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定理 3.2 设 C 是曲面 S 上连接 p,q 两点的一条测地线．如果曲

线 C 能够嵌入到一个覆盖了区域 D 的测地线族 2 中去，并且 p,qED,

则曲线 C 是在区域 D 内连接 p,q 两点的最短线．

证明假定在区域 D 上有参数系 (u, v)，使得曲面 S 的第一基

本形式在 D 上的限制由 (3.4) 式给出，曲线 C 对应于 ii= 0, p 的曲

纹坐标是 (0,0)，而 q 的曲纹坐标是 (l, 0)，其中 l 是曲线 C 的长度．

若 6 是区域 D 内连接 p,q 两点的任意一条曲线设它的参数方程是

u = u(t), ii = v(t), 0 ~ t ~ l, 并且 u(O) = 0, u(l) = l, v(O) = v(l) = 0, 

则它的长度是

如）＝［ V(宁）2 + G(u(t), v(t)) 
dv(t) 

11三千u(t) ＝ l (dt) dt 

因此 L(C) ~ L(C)．证毕．

在曲面 S 上构造覆盖某个区域的测地线族的方法有很多．在本节，

我们介绍两种方法，它们所对应的参数系分别称为测地平行坐标系和

测地极坐标系．

首先在曲面 S 上取定一条测地线 C，然后经过曲线 C 上每一点

作一条测地线与曲线 C 正交，将这些测地线构成的曲线族记为 E，则

曲线族 2 必定覆盖了曲线 C 的一个邻域 U（参看图 6.4)．根据前面的

讨论得知，在曲线 C 的邻域 U 内存在参数系 (u,v)，使得 E 恰好是心

曲线族，而曲线 C 对应千曲线 u=O，并且曲面 S 的第一基本形式成

为

I= (du)2 + G(u, v)(dv)2. 

在必要时经过适当的参数变换，例如 ii=f＼陌阮可dv，总可以
Vo 

假定在 u=O 时参数 v 是曲线 C 的弧长参数，因此

G(O,v) = 1. 
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图 6.4 曲面上的测地平行坐标系

又因为曲线 C: u=O 本身是测地线，它的测地曲率

| 
1 8logG 氏g2lu=O = ½ ~L=O = 0, 

因此

Gu(O,v) = 0. 

这样，我们有

定理 3.3 在曲面 S 的每一点 p 的一个充分小的邻域 U 内必定

存在参数系 (u,v)，使得点 p 对应千 u = O,v = 0，而曲面 S 的第一基

本形式成为

I= (du)2 + G(u, v)(dv)气

其中函数 G(u,v) 满足条件

(3.5) 

8G 
G(O,v) = 1，玩（0, v) = 0. (3.6) 

这样的参数系 (u,v) 称为曲面 S 在点 p 附近的测地平行坐标系

很明显，平面上的测地平行坐标系就是通常的笛卡儿直角坐标系．

现在我们采取另一种做法，先引进曲面 S 在点 p 的法坐标系，采

用张量记号．在曲面 S 上取定一点 p，假定 (u1,u2) 是曲面 S 在点 p

附近的正交参数系， u1(p) = 0, u2(p) ＝ 0，千是曲面 S 的第一基本形式

成为

I= gu(du甲＋ 922(du平，如＝ 921 = 0, (3. 7) 
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并且可以假定

gu(O, 0) = 1, 922(0, 0) = 1. (3.8) 

这样，｛Pi r1lp, r咖｝是曲面 S 在点 p 的切空间 TpS 上的一个单位正交
标架．首先，我们要定义映射 expP: TpS-S，称为曲面 S 在点 p 的指

数映射

根据定理 2.2，对千在点 p 的任意一个切向量＂，存在唯一的一条

测地线经过点 p，并且以＂为它在点 p 的切向量，记为 -y(s) = -y(s；吩
千是

'Y(O) = p, 寸（0) ＝仇 (3.9) 

并且由 (3.9) 式得知

I寸(s)I = I寸(O}I = Iv! （常数）．

记泸(s) ＝泸(1(s)），这是测地线 "f(B) 的参数方程并且参数 s 与弧长

成比例．让 s 作变量替换 s ＝入t，其中入＞ 0 是常数，并且命

芍(t) ＝勹（入t) ＝勹（入t; v), (3.10) 

它的参数方程是

那么

因此

u'"(t) = u'" （勺（t）） = u°(勹（入t)) = u'" （入t). (3.11} 

d铲(t)
＝入

d炉(s) d2护(t),2d2泸(s)
dt 飞亡' dt2 ＝入 ds2' 

d2护(t)

dt2 +r兑
d护(t) d护 (t)

dt dt 

＝入2 （三＋ rp..,归(s) d沪 (s)d泸 ds ds) = 0, 

这说明 -y(t) 仍然是一条测地线并且

勺(0) = -y(O) = P, 勺＇（0) =入-y'(0) ＝入“. (3.12) 
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由此可见， -y(t) 是一条从点 p 出发、以加为它在点 p 的切向量的测

地线根据定理 2.2 的唯一性以及记号 "f(S；切的意义得知，必定有

勺(t) ='Y（入t;v) = 7(t；入v). (3.13) 

上式的意义是：对于给定的切向量＂来说，测地线 7(s；切的定义域可

能是某个充分小的区间 (-c,c)．如果将初始切向量＂的长度成倍地缩
E 

小，则测地线 7(s；切的定义域将会成倍地增大．例如，命 s= －t，而 s
2 

的变化范围是－c<s<c，那么 t 的变化范围就成为－2<t<2，并且

如浏＝勹（扣）＝ 1'(t; 扣）．

这就是说当切向量＂的长度充分小时，可以使测地线勹(s；切的定义

域包含区间 (-2,2) 在内因此，在切空间 TpS 上可以取原点的一个充

分小的邻域 U，使得由

expp(v) = -y(l;v),'riv EU (3.14) 

给出的映射 expP : U --+ S 有定义．该映射 expP: U--+S 称为曲面 S

在点 p 的指数映射，它的几何意义是明显的．当 v=O 时， expp{O) = p; 

当叶 0 时命砾＝旦，则 Vo 是 v 的单位方向向量．根据 (3.13) 式
有问

勹(1;v) ＝ 'Y （l; 1v|Vo) = 'Y(|v|;Vo) . 

由此可见，若以单位切向量 VO 为初始切向量作经过点 p 的测地线

如； Vo)，其中 s 是弧长参数，则在该测地线上截取 s ＝回的点正好是

切向量 v 在指数映射 expP 下的像 expp(v) = -y(l; v)．根据常微分方程

组的解关于初始值的连续可微依赖性得知，指数映射 expP: U--+ S 是

连续可微的．

假定切空间 TpS在单位正交标架 {p; r1lp,r咖｝下的坐标系是（护，

句，即在点 p 的任意一个切向量 V ETpS 可以表示为

v=v1r中＋ v五IP• (3.15) 
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我们要说明，切空间 T11S 上的坐标系（护，护）经过指数映射 expP: u­
S 成为曲面 S 在点 p 附近的参数系，这样得到的参数系称为曲面 S 在

点 p 的法坐标系实际上，命

泸＝矿(expp(v)) = u平(l;v)) 三泸（护，沪）， a = 1, 2, (3.16) 

它们是参数 v＼护的连续可微函数．任意取定 vEU，命

泸(t) ＝泸(expP （切）） ＝泸(-y(l; tv)), 

则由 (3.16) 式得到

沪（t) =矿 (tv1, tv2), (3.17) 

这正好是曲面 S 上经过点 p、以 v 为初始切向量的测地线 -y(t; V) 的

参数方程因此

u0(0) = u0(0, 0) = 0, a= 1, 2, (3.18) 

并且
du"'(t) I - I 8u0 

v = 7'(t;v)lt=O =了lt=O r咖＝已· vfir心．
将上式与 (3.15) 式相比较得到

艺 I 飞＝｛ 1， a=/3， (3.19)
p,, lo, a=I= /3. 

由此可见，（3.16) 式给出的变换 u°=u°（护，护）， 0 = 1,2 是曲面 S 在

点 p 附近的正则参数变换，因此（护，沪）是曲面 S 在点 p 附近容许的

参数系．

曲面 S 在点 p 的法坐标系（护，护）的特征是：经过点 p 的测地线

-y(t; V) 的参数方程

泸(t) = v0('Y(t;v)) ＝泸(u1(t), u2(t)) 

是 t 的线性函数．事实上，设参数变换 (3.16) 的逆变换是

泸＝沪（正，句， (3.20) 
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即它们关千任意的（正，吐）满足恒等式

U。三矿（沪 (ul ，沪），护 (ul ，忒））， o = 1,2. 

特别是将测地线 -y(t; V) 的参数方程 (,Ul(t)，让 (t)）代人上式得到

u°'(t) = u"'(v1(u1(t),u2(t)),v2(u1(t),u2(t))) 

＝矿（沪 (t) ，沪 (t)), a= 1, 2. 

另一方面从 (3.17) 式得知

u"(t) = u0(tv1 ，记）， a= 1,2. 

根据在给定的参数系下点的曲纹坐标的唯一性，比较上面两式，得到经

过点 p 的测地线 -y(t; V) 的参数方程是

沪 (t) = t护，护(t) = tv2. (3.21) 

假定曲面 S 在点 p 的法坐标系 (Vl，护）下的第一类基本量是 9础

a,(3=1,2，那么
彻7 8u/j 

如f3 = g"Y/j—— 8v0 8vg · 

特别地由 (3.19) 式得知

如（0,0) =如(0, 0) = gu(O, 0) = 922(0, 0) = 1, 

912(0, 0) = 921 (0, 0) = 912(0, 0) = 921 (0, 0) = 0. 

(3.22) 

(3.23) 

我们还能够得到关于 g。p 的更多的信息．由千 v°'(t) = t泸是曲面 S

上经过点 p、以 v 为初始切向量的测地线它应该满足测地线的微分

方程 (2.1)，因此

d如(t)
+r勹

~ d泸 (t) d泸(t)
dt2 O9 dt dt 

＝巳('Y(t;v))v心＝ 0,

其中 f;P 是关于如。的 Christoffel 记号．取 t=O, 则上式成为

巴(p)v心＝ o.
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在 U 上这是关于“=（护，护）的恒等式并且凳(:J(p) ＝ f;a(p)，因此

r~(:J(p) = o. (3.24) 

由此可见，我们有下面的定理

定理 3.4 曲面 S 在任意一点 p 的附近必有法坐标系（沪，沪），在

此坐标系下从点 p 出发、以（对，喷）为切向量的测地线的参数方程是

护 (t) = t对，护(t) = tv5; 

并且曲面 S 的第一类基本最 9。(:J 满足

§ll(p) = 922(p) = 1, §12(p) = 921(p) = o, r~(:J(p) = 0, (3.25) 

因此

妇(p)
av-r 

＝妇比(p) ＋如凡(p) =0, a，扣＝ 1, 2. (3.26) 

需要指出的是，在点 p 的法坐标系（炉，护）下，曲面 S 的第一类

基本量如9 在点 p 有很好的性质，但在点 p 以外却未必有下列等式

912 = 921 = 0, 

即法坐标系在点 p 以外未必是正交参数系

最后，我们来看曲面 S 在点 p 的测地极坐标系 (s,0)．设 (v1, V勺

是切空间 TpS 中的笛卡儿直角坐标系，则在切空间 TpS 上可以取极坐

标系 (s, 0)，使得

v1 = s cos 0, v~ = s sin 0. (3.27) 

这样的坐标系适用千切空间 TpS 中除去从点 p 出发的一条射线后余

下的区域．千是，（Vl，护）通过指数映射 expP: U-+ S 成为曲面 S 在点

p 附近的法坐标系，同时 (s, 0) 成为曲面 S 在点 p 附近、除去从点 p

出发的一条测地线后余下的区域上的一个新的参数系，称为曲面 S 在

点 p 的测地极坐标系从测地极坐标系 (s,0) 到法坐标系 (vl ，沪）的坐

标变换恰好是由 (3.27) 式给出的．
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为确定起见，假定所去掉的射线对应于 0 ＝兀，千是在切空间 TpS

上测地极坐标系 (s,0) 的适用范围是 0 < s < oo, 一兀 <0 ＜兀．用 U。

表示区域 U 在去掉从点 p 出发的这条对应的测地线后余下的区域．对

千任意固定的－兀 <0o ＜兀，让 s 变化则由 (3.27) 式给出 TpS 中从原

点出发的一条射线而在曲面 S 上得到从点 p 出发的一条测地线该

测地线用法坐标系表示的参数方程是

沪 (s) = scos0。,v2(s) = s sin 0。.

将所有这样的测地线的集合记为 E，那么 2 是覆盖了区域环的测地

线族（参看图 6.5)．任意固定一个充分小的值 s =so> 0, 让 0 变化，

则在曲面 S 上得到一条曲线，它是在测地线族 E 中每一条测地线上

从点 p 出发、截取长度为 so 的点所得到的轨迹，称为曲面 S 上以点

p 为中心、以 s。为半径的测地圆．将以点 p 为中心的全体测地圆的集

合记为乌

S－曲线（测地线）

0-曲线（测地圆）

图 6.5 曲面上的测地极坐标系

引理从点 p 出发的测地线与以点 p 为中心的测地圆是彼此正交

的，即曲线族 E1 中的每一条曲线是测地线族 E 的正交轨线．

通常把上面的引理称为 Gauss 引理

证明假定 (ul'u2) 是点 p 附近的正交参数系，并且点 p 对应于

坐标 u1 = 0,u2 =0．设曲面 S 的第一基本形式是

l=g。9d沪du/3.
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用 0 表示在点 p 的切向量与吐曲线的夹角．根据 §6.2 的定理 2.2,

经过点 p、与吐曲线的夹角为 0 的测地线记为 C(J，其参数方程是

u° ＝泸（s,0),a = 1,2，其中 s 是测地线的弧长参数，并且 u"'(s, 0) 

是 s,0 的连续可微函数．曲线族 2 中的曲线 C9 就是 0 ＝常数的曲

线，曲线族 E1 中的曲线就是 s= 常数的曲线设曲线 C 是测地线

0=0。,0 ~ s ~ so，即它的参数方程是泸＝泸(s,(Jo),O ~ s ~ so，那么

曲线族 2 是它的一个变分，其变分向量场由

w0(s) = 8沪(s, 0) 

8。 I(J＝(J。
给出．由于变分曲线都是从点 p 出发的，故沪(0,0) = 0，所以妒(0) = 

O,a = 1,2．然而 wa(so)ra 是测地圆沪＝泸(so,(J）在 (J =先处的切

向量，根据 §6.2 的曲线弧长的第一变分公式 (2.26) 得到

d 司 L(C(J）＝ 9a严（s) —
duf31s=s。

0=(J。 』rg。pwQ言卫怎笠）ds
duf3 =g。13w°'(so) 司s=so.

但是，每一条测地线 C(J ：泸＝ ua(s, 9), 0 ~ s ~ so 的长度都是 so, 即

L(C(J）＝ so，因此上式的最左端为零，千是

du13 妇妒(so) 忑| =0. (3.28) 
s=so 

这意味着，测地线 C 与半径为 so 的测地圆是彼此正交的证毕．

由于 E1 是测地线族 2 的正交轨线族， s 是曲线族 E 中测地线的

弧长参数，于是 (s,0) 是 Uo 上的参数系，而且曲面 S 的第一基本形式
成为

I= ds2 + G(s, fJ)d胪．（3.29)

我们想要知道函数 G(s, (J) 的更多的性质．已知曲面 S 在点 p 的

法坐标系（叭沪）和测地极坐标系 (s, (J) 的坐标变换是由 (3.27) 式给



§6.3 测地坐标系和法坐标系 251 

出的，因此

所以

(t，甲＋（v宁＝ s气
V 2 

vl 
—=tan(J, 

dv1 = cos (Jds - s sin(Jd(J, dv2 = sin(Jds + scos(Jd(J, 

沪dv1 十护dv2
ds = 

s' 
d() = 

妒dv2 -护dv1

s2 . 

将上式代入 {3.29) 式得到

I=(:时 +~dv2) 2 + G(s, 0)(；缸－ ~dv1) 2 

(v甲 (v宁 2v屯 G
= (丁 +G丁） （dv甲＋ S2 (1 －习 dv1dv2

＋（亨＋G宁）（dv宁
= (1 十字(~ -1)) {d沪）2十字 (1-~) 时dv2

+ (1 十字(~ -1)) (dv宁． (3.30) 

由此可见

(v叩 G如＝ 1+ 丁（巨－ 1) = 1 +sin2 
G 

= 1 +sin20(~-1), 

1 2 

如＝号（1- 笥＝ sin 0cos小－ $), 
如＝ l+宁 (i -I) = I + cos2 0 (~ - I) 

与 (3.23) 式相比较得到

即

lim 
G(s,0) = 1, 

s一0 s2 

G(s, 0) = s2 + o（s2), 卢＝ s + o(s), 

(3.31) 
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因此

归洈巧＝ 0,

并且

归（孜芦）s = 1. 

综合上面的讨论我们有下述定理

定理 3.5 在曲面 S 的每一点 p 的邻域内，除去从点 p 出发的一

条测地线外，必存在测地极坐标系 (s,0)，使得曲面 S 的第一基本形式

成为

I= ds2 + G(s, 0)d0气

其中函数 G(s,0) 满足条件

归凉可＝ 0, 归趴盂千 1. (3.32) 

显然平面上的极坐标系就是测地极坐标系

在本节，我们分别介绍了曲面上的测地平行坐标系、法坐标系和

测地极坐标系．曲面的第一基本形式在测地平行坐标系和测地极坐标

系有最简单的表达式，这就是本节所叙述的定理 3.3 和定理 3.5. 曲面

上的法坐标系是将曲面在一点处的切空间的笛卡儿直角坐标系经过指

数映射产生的，它的特点是经过该点的测地线参数方程变得十分简单，

恰好是参数的线性函数，因而相应的第一类基本量在该点有很好的性

质．在维数 ~3 的黎曼儿何情形，测地平行坐标系和测地极坐标系不

再以如此简单的形式出现了，但是仍然有法坐标系的理论，其中 Gauss

引理将是十分重要的基本事实．

习题 6.3

1. 设曲面 S 的第一基本形式是 I= (du)2 + G(u,v)(dv)气求 r切

和 Gauss 曲率 K.
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2. 设曲面 S 的第一基本形式是 I = (du)2 + G(u, v)(dv)2，并且函

数 G(u,v) 满足条件 G(O, v) = I, G.,,(O，叫＝ o. 证明：

G(u,v) = I -u2K(O,v) + o（沪）．

3. 设曲面 S 上以点 p 为中心、以 r 为半径的测地圆的周长是 Lr,

其所围的面积是 Ar. 证明：曲面 S 在点 p 处的 Gauss 曲率是

k(p) 
3 2:n:r - Lr,. 12:n:r2 -Ar = lim.:. · = lim - · 

r3 4 r--+0 兀 r--+0 兀 r

§6.4 常曲率曲面

Gauss 曲率为常数的曲面称为常曲率曲面．在第四章的 §4.6 我们

已经根据常曲率旋转曲面所满足的微分方程算出它的参数方程．在本

节，我们将利用测地坐标系决定常曲率曲面的第一基本形式．由此可

见，有相同常 Gauss 曲率的常曲率曲面在局部上是彼此等距的．

假定曲面 S 的 Gauss 曲率 K 是常数．在曲面 S 上取测地平行坐

标系 (u,v)，因而它的第一基本形式成为

I= (du)2 + G(u, v)(dv)气

其中 G(u,v) 满足条件

G(O,v) = 1, 
8G 
8u 

(0,v)=O. 

根据 Gauss 曲率 K 的内蕴表达式，我们有

k= －忘（（霄）V＋（詈）u) ＝－汕碑）uu
所以孜了作为 u 的函数满足常系数二阶线性齐次方程

（范）uu + K范＝ 0,

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 
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初始条件是（根据 (4.2) 式）

范(O,v) = 1, （范）,,(0, v) = 0. (4.4) 

方程 (4.3) 的特征方程是

入2+K = 0, 

因此，根据 K 的不同符号，方程 (4.3) 的通解分别为

K>O, 范＝ a(v) cos（汉u) + b(v) sin（汉u),

K=O, 范＝ a(v) + b(v)u, 

K<O, 沉＝ a(v)cosh（喜u) + b(v) sinh（互v.).

在初始条件 (4.4) 下，方程 (4.3) 的解为

K>O, 范＝ cos（汉u),

K=O, 范＝ 1,

K<O, 范＝ cosh(Fi?u).

因此 Gauss 曲率为 K 的常曲率曲面 S 的第一基本形式在测地平行坐

标系 (u,v) 下有完全确定的表达式，根据其 Gauss 曲率 K 的符号的不

同分别为
K > 0, I= (du)2 + cos2（汉u)(dv)气

K=O, I= (du)红 (dv)气

K < 0, I= (du)2 + cosh勺FKu)(dv)2.
由此得到下面的定理

定理 4.1 有相同常数 Gauss 曲率 K 的任意两块常曲率曲面在

局部上必定可以建立保长对应

通过前面各节的讨论可以看出， Gauss 的绝妙定理启发我们去研

究只具有第一基本形式的一张抽象曲面，而不是放在欧氏空间配中

的一张具体的曲面换句话说我们所考虑的曲面是两个变数 u,v 的

区域 D，并且在 D 上指定了一个正定的二次微分形式

ds2 = E(u, ·u)(du)2 + 2F(u, v)dudv + G(u, v)(dv)气 (4.5)
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称为该抽象曲面上的度量形式．它的几何意义是，抽象曲面在点 (u, v) 

的切向量 (du,dv) 的长度平方．抽象曲面在一点 (u,v) 的两个切向量

(du,dv) 和（如，加）的夹角 0 的余弦是

E(u,v)d咖＋ F(u,v)(d咖＋ 8udv) + G(u, v)d咖
cosO = 

✓E(du)2 +2Fdudv+G(dvWE(6叩＋ 2F8咖＋ G（加）2'
(4.6) 

曲面上的曲线 u = u(t), v = v(t), a ~ t ~ b 的长度是

J冲（熘）2 +2F器器＋G （盟） 2dt. (4.7) 

在 1854 年， Riemann 把 Gauss 内蕴微分儿何的思想一举推广到任意

维数 n 的情形，开创了现在所称的 Riemann 几何学．千是， Gauss 内蕴

微分几何学就是二维的 Riemann 几何学．在这样的抽象曲面上除了计

算上面所述的几何量以外，最主要的几何量是 Gauss 曲率 K，以及曲

面上的曲线的测地曲率和曲面上的测地线等等．由此可见，在抽象曲

面上仍然有丰富的几何学可供研究．

最简单的一类抽象曲面就是常曲率曲面，它的第一基本形式是由

它的常数 Gauss 曲率 K 完全确定的非欧几何学的出现是人类思想

史的划时代进展．从现代数学的观点来看，从欧氏几何学到非欧几何学

的发展实际上就是把平面儿何学推广到常曲率曲面上的几何学，更进

一步可以推广到一般的 Riemarm 几何学．欧氏儿何学和非欧几何学的

本质差别在于空间的弯曲程度不同欧氏空间是平坦的空间，其 Gauss

曲率 K 为零．而非欧空间是常弯曲的空间，其 Gauss 曲率 K 是非零

常数空间的弯曲性质的不同，决定了该空间中的直线（即测地线）的

性状的不同，从而决定了该空间中的（测地）三角形的内角和的不同

在 §6.9 要介绍的 Gauss-Bonnet 定理将会清晰地揭示这个事实．在本

节，我们将进一步讨论常曲率曲面上测地线的性状

直接计算表明度量形式

ds2 = (du)2 + (dv)2 

（1＋扣心）2
(4.8) 
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的 Gauss 曲率为常数 K．这个公式把常曲率曲面的度量形式写成统一

的表达式这是 Riemann 首先给出来的当 K ~ 0 时，该抽象曲面的

定义域是整个 u?) 平面；当 K<O 时，该抽象曲面的定义域是 UV 平面

上的一个区域

D = {(u,v): u2 + v2 <一女｝．
设 K=O，则 ds2 = (du)耳 (dv)2，所以这个抽象曲面就是普通的

平面，它上面的测地线就是普通的直线

设 K>O，则相应的抽象曲面可以看作为，三维欧氏空间萨中半
径为 1/./K 的球面通过从南极向球面北极处的切平面作球极投影所

得的像（参看第三章习题 3.1 的第 2 题）．具体地说该投影的表达式是

2工
U= 
汉z+ 1' 

2y 
v= 
汉z+l'

泸＋沪＋ z2
1 

= K' 
(4.9) 

或者反过来得到

4u 
X= 

4+K（忙＋护）＇

y = 4v 
4+K（忙＋泸）＇

(4.10) 

1 4-K伲＋沪）
Z=-=· 
汉 4+K（忙＋护）．

直接计算表明，球面 (4.10) 的第一基本形式恰好是 (4.8) 式在球面

上，测地线就是大圆周（参看定理 2.1，或者 §6.2 的例题 1)．很明显，这

些大圆周在球极投影下的像是在 UV 平面上以原点为中心、以 2/,/K

为半径的圆周 C，以及经过圆周 C 的任意一对对径点的所有圆周和直

线由此可见，在这个抽象曲面上，任意两条“直线＂是彼此相交的．

第四章 §4.6 所介绍的伪球面是负常曲率曲面的例子，但是在该曲

面上不是所有的测地线都能够无限地延伸的．要给出常数 K<O 时，

区域为 D 、第一基本形式为 (4.8) 式的抽象曲面（称为 Klein 圆）的具

体模型，在三维欧氏空间萨中是做不到的．我们引进所谓的洛伦兹空

间户，其中的点仍然是一组 3 个有序的实数 (x,y,z)，但是任意两个向
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量 a= (x1,Y1五）和 b= （功，即五）的内积定义为

a•b= x心2 + Y1Y2 - Z1Z2, (4.11) 

考虑炉中的曲面

E= ｛位， y,z) E L3: 泸＋沪－ z2 =夭＇ z > 0 }- (4.12) 

它也可以用参数方程来表示，一种表示方式是所谓的球极投影：将曲面

E 上的任意一点 (x,y,z) 与点 (0, 0, -1/✓习?)连成一条直线，该直线

与庄中的平面 z = 1/✓-次}相交于一点，记为 (u,v,l/v-K），称该点

为曲面 E 上的点 (x,y,z) 在球极投影下的像．经直接计算得到

2x. 2y 
U=---=-. V= 
歹z+l' 歹z+l'

(4.13) 

或者反过来得到

4u 
X= 

4+K(u2 ＋泸）＇

y = 4v 
4+K（忙＋泸）＇

{4.14) 

I 4-K但＋ v2)
z= 
心 4+K伲＋泸）＇

参数 (u,v) 的取值范围正好是区域 D，而且曲面 E 和区域 D 在上述

球极投影下是一一对应的．对表达式 (4.14) 求微分得到

dx= 
4(4+K(-u2 十沪））du - 8Kuvdv 

(4 + K(u2 十泸））2 , 

dy= 
-8Kuvdu+ 4(4 + K(u2 ＿沪））dv

(4+ K(u乓护））2 , 

dz= 
16✓飞(udu + vdv) 
(4+K(u2+ 泸））2.

因此，洛伦兹空间炉在曲面 E 上诱导的第一基本形式是

16{(du)2 + (dv)2) {du)2 + (dv)2 
I= 

(4+K（忙＋泸））2 = (1 + :阳＋沪）） 2 ，
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这正好是 (4.8) 式给出的度量形式，即洛伦兹空间 L3 中具有诱导第一

基本形式的曲面 E 是抽象曲面 Klein 圆 (D,ds2) 的模型．如果把洛伦

兹空间 L3 称为伪欧氏空间，则曲面 E 相当千＂伪＇球面．实际上，若

把洛伦兹空间 L3 中的点 (x,y,z) 仍然记成 r，则曲面 2 满足方程

1 
T • T =- z > 0. k' 

(4.15) 

对 (4.15) 式求微分得到

dr•r = 0, (4.16) 

这表明向径 T 与曲面 2 在洛伦兹内积意义下正交，即向径 r 是曲面

E 的法向量用空间庄中经过原点的平面 Il 与曲面 2 相交，设交线

的参数方程是 r(s)，其中 s 是曲线的弧长参数，那么

求导数得到

由 (4.16) 式得知

dr(s) _ dr(s) 
• = 1. ds ds 

d2r(s) _ dr(s) 
d泸 ds

=0, 

dr(s) 
ds 

•r(s)=O. 

(4.17) 

(4.18) 

d气s)
因此，在同一个平面 1I 内的向量一一一， r(s) 同时与该平面内的非零

ds2 
dT(s) d2T(s) 

向量——- 正交，于是曲线 r(s) 的曲率向量－—一（它的方向向量是
ds ds2 

主法向量）与曲面 E 的法向量 r(s) 平行，故曲线 r(s) 是曲面 2 上的
测地线．反过来可以证明，曲面 E 上的测地线就是这样的曲线在球极
投影 {4.13) 下，曲面 2 上的测地线成为 UV 平面内与区域 D 的边界曲

线 u耳沪＝－K/4 正交的圆弧或直径．很明显，在抽象曲面 Klein 圆
(D, ds2)(K < 0) 上，经过“直线“外一点可以作无数条“直线＇与已知
直线”不相交，这正是非欧几何学的平行公理
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习题 6.4

1. 试在测地极坐标系下写出常曲率曲面的第一基本形式．

2. 证明：在常曲率曲面上，以任意一点 p 为中心的测地圆的测地

曲率为常数

3. 已知常曲率曲面的第一基本形式为

1 
(du)2 +— sin勺葆u)(dv)气

I = { (du)2 _ ； sinh2（心）（dv)气
K>O, 

K<O. 

证明：若 (u(s),v(s)) 是该曲面上的一条测地线的参数方程，则存在不

全为零的常数 A,B,C，使得它按照 K>O 还是 K<O 分别满足下面

的关系式

Asin（探tt(s))cosv(s) + Bsin（探u(s))sinv(s)

+ Ccos（汉u(s)) = 0, 

Asinh（心u(s))cosv(s) + Bsinh(v-Ku(s))sinv(s) 

+ Ccosh（立u(s)) = 0. 

试把上述关系式和球面、伪球面上的测地线进行对照，想一想：上

面的关系式有什么几何意义？

4．在洛伦兹空间 L3 中求曲面 2 在参数方程 (4.14) 下的自然标

架的运动方程假定企＝ 1L,U2 = V．设洛伦兹空间 L3 中经过原点的

一个平面与曲面 E 的交线的方程是 r = r(s)，其中 s 是弧长参数，证

明：
d2r(s) 

ds2 = -Kr(s). 

设曲线 r = r(s) 用曲面 E 的参数 (u＼ u2) 表示为记＝ u1(s),'U2=

1产 (s)，将上式改写为正(s)，护(s) 所满足的常微分方程组．

5. 证明：洛伦兹空间户中经过原点的平面与伪球面 E 的交线在
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球极投影 (4.13) 下的像 (u(s), v(s)）满足方程

4 
让(s) ＋ v2(s) - 2au(s) - 2bv(s) - ~ = 0, 

K 

其中 a,b 是满足不等式#了§>——-
2 

歹
的常数

和

6. 试求

Klein 圆： u耳沪 <1, ds2 = 
(du)2 + (dv)2 
(1-(u2+ 泸））2

Poincare 上半平面： y > 0, ds2 =;:..,, 
1 

4y2 (d泸＋ d沪）

之间的保长对应

7．证明：具有下列度量形式的曲面有常数 Gauss 曲率，其值为－1.

试求它们之间的保长对应．
1 

(1) ds2=~((du)2 + (dv)2); 

(2) ds2 = (d呏＋ e气dv)气

(3) ds2 = (du)2 + cosh2 u(dv)2. 

§6.5 曲面上切向量的平行移动

本节我们要叙述曲面的内蕴微分几何的一个重要的概念，即曲面

上的切向量场的协变微分和曲面上的切向量沿曲线的平行移动．为了

容易理解起见，我们首先在萨中的曲面上来考虑，然后把这些讨论推

广到具有第一基本形式的抽象曲面上去

设 S 是欧氏空间岱中的一个曲面，它的参数方程是 r=r(u1,u2).

假定 X（心， u2) 是定义在曲面 S 上的一个切向量场，所以它在曲面的

自然切标架场 {r; r1, r2} 下可以表示为

X(u1，吐） ＝泸（心，切九（心，吐）． (5.1) 

如果产（心，沪）是可微函数，则称切向量场 X（ul,u2) 是可微的．把

X(u1，护）作为空间岱中定义在曲面 S 上的向量场，微分 dX（吐忙）
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是有意义的．从直观上看， dX(u1,U2) 是向量场 X(u1,u2) 在无限邻近

的两个点（心，护）和 (u1+du1,u2+d沪）的值之差：

dX（吐句＝ X (u1 +d吐u2+d沪） - X（心， u2).

上式右端的两个向量有不同的起点，它们能做减法的原因是，向量在欧

氏空间萨中能够作平行移动，因而把这两个向量的起点移到同一点

后再相减．但是，一般说来，向量 dX(u1,u2) 不再与曲面 S 相切了．实

际上，对 (5.1) 式求微分得到

dX（心， 1i) = d泸压＋泸dr。

= {d沪＋ xf3r3-rdu市凡＋泸duf3b叩n. (5.2) 

要从向量 dX（正，忙）得到曲面 S 的切向量，只要取 dX（正，忙）的切

分量，也就是将 dX（吐忙）在 S 的切空间上作正交投影．

定义 5.1 命

DX(u＼句＝ （dX{u1 ，护））T = (dx°' ＋戎r出应）吓， (5.3) 

其中 "T” 表示将岱中的向量向曲面 S 在（吐忙）的切空间作正交投

影称 DX(u1,u2）为曲面 S 上的切向量场 X（正，忙）的协变微分

记

D泸＝ d泸＋泸r3冲d沪，

则 (5.3) 式成为

DX（吐句＝ D泸压·

我们称 D产为切向量场 X 的分量工°（正，沪）的协变微分．

从表达式 (5.3) 不难知道

(5.4) 

(5.5) 

定理 5.1 曲面 S 上的切向量场 X 的协变微分在曲面 S 的保长

变换下是保持不变的，即：如果 u:S--+S 是保长对应，则对曲面 S 上

的任意一个可微的切向量场 X 下式成立：

a*(DX) = D亿X). (5.6) 
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证明在曲面 S 和 5 上取适用的参数系，使得保长对应 6 是曲

面 S 和 5 上有相同参数值的点之间的对应，因而切映射＂把曲面 S

的自然基底向量映为 3 的对应的自然基底向量．由于切映射＂是线

性映射，所以切向量场 X 和 "X 关千各自的自然基底有相同的分量

工”(ul,u2)，即

X= 泸（矿，让）T°'6*X ＝泸（矿，让）九．

因为 6 是保长对应，故曲面 S 和 5 在适用的参数系下有相同的第一

类基本量，因而有相同的 C虹istoffel 记号 r;-r· 从 (5.3) 式得知， DX

和 D亿X) 关于各自的自然切标架场有相同的分量，因此

DX= （缸＋泸r3,.,d炉）r°'

D亿X) = (d泸＋泸r3,.,du市兄＝ 6* (DX) . 

证毕．

由定理 5.1 可知，切向量场 X 的协变微分是属千曲面的内蕴几何

的概念，与曲面的第二基本形式无关

实际上，（5.3) 式告诉我们，在具有第一基本形式的抽象曲面 S 上

能够定义可微的切向量场 X（心， u2) ＝泸（记，沪）r。（吐 u2) 的协变微

分

DX（心， u2) = (d沪＋笠r伲应）r,., (5.3') 

其中 r3,., 是曲面 S 的第一类基本量的 Christoffel 记号．

定理 5.2 曲面 S 上的可微切向量场的协变微分有下列运算法则：

(1) D(X + Y) =DX+ DY; 

(2) D(f · X) = d/ · X + f · DX; 

{3) d{X · Y) =DX· Y + X · DY, 

其中 X,Y 是曲面 S 上的可微切向量场， J 是定义在曲面 S 上的可微
函数

定理 5.2 说明，协变微分 D 具有普通微分 d 所具有的相同的运算

法则．证明留给读者自已完成
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设 C:u"' ＝泸（t）是曲面 S 上的一条曲线，假定 X(t) 是曲面 S

上沿曲线 C 定义的一个切向量场．先假定 S 是空间萨中的一张曲
dX(t) 

面，那么——－是在空间萨中沿曲线 C 定义的一个向量场，一般说
dt 

dX(t) 
来它不是曲面 S 上沿曲线 C 定义的切向量场．要从一—－得到曲

dt 
面 S 上沿曲线 C 定义的切向量场，只要将它正交投影到曲面 S 在相

应的点的切空间就行了．

定义 5.2 命
DX(t) (dX(t) T 

dt = （丁），（5.7)
DX(t) 

我们把 称为曲面 S 上沿曲线 C 定义的切向量场 X(t) 沿曲线
dt 

C 的协变导数

若设

X(t) =泸（t）几（u1(t) ， u2(t)), (5.8) 

则有

dX(t) d泸 (t) 8%d沪(t)
－一＝—几十泸(t)———一dt dt -"'-'-'8u-Y dt 

= （宁心凶t）宁）几＋ b。，，泸(t)~n,

因此

DX(t) (dX(t) \ T / d沪 (t) d沪 (t)
dt = ( dt) = （了心泸(t)丁） m (5.9) 

若命
D研 (t) cl沪 (t)

= 
dt dt 

+r3-r泸 (t)
d炉 (t)

dt' 
(5.10) 

则
DX(t) D产 (t)

dt = dt m. (5.l1) 

D泸(t)
我们把 称为沿曲线 C 定义的切向量场 X(t) 的分量泸(t) 沿

dt 
曲线 C 的协变导数
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从表达式 (5.9) 得知若在具有第一基本形式的抽象曲面 S 上沿

曲线 C 定义了切向量场 X(t)，则我们就能够定义它沿曲线 C 的协变
DX(t) 

导数．协变导数 在曲面 S 的保长变换下是不变的，并且协变
D dt 

导数算子一具有定理 5.2 所叙述的运算法则．
dt 

类似地如果曲面 S 上的可微切向量场 X（正，忙）的分量是

x°（正，切，则同样可以定义它沿参数曲线的协变导数

a泸（吐句
咚＝ ＋ r兑芷（心，忒），8u1' 

千是分量产（吐让）的协变微分成为

D工° =工~.du"Y.,"I 

(5.12) 

(5.13) 

定义 5.3 设 X(t) 是曲面 S 上沿曲线 C ：炉＝沪(t) 定义的可

微切向量场．如果
DX(t) 

dt 
=0, (5.14) 

则称切向量场 X(t) 沿曲线 C 是平行的．

由 (5.9) 式可知，切向量场 X(t) 沿曲线 C 平行的充分必要条件

是，它的分量产(t) 满足常微分方程组

d泸(t)
+ri-r泸 (t)

du-r (t) 
dt dt 

= 0, a= 1, 2. (5.15) 

这是一阶线性齐次常微分方程组．根据常微分方程组理论（参看附录

§1 的定理 1.1)，对于给定的可微曲线 C ：沪＝ u'Y(t), a ~ t ~ b, 以及

任意给定的初始值 x8，方程组 (5.15) 在区间 [a,b] 上有唯一的一组解

沪＝泸(t), a~ t ~ b, (5.16) 

使得

泸(to)＝对，（5.17)

其中 to 是区间 [a,b] 中的任意一个固定点．我们把沿曲线 C 定义的切

向量场

X(t) = x°'(t)几 (u1(t) ，护 (t)) (5.18) 
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称为曲面 S 在点 r0 =r（心（to)，护 (to)）处的切向量 Xo= 工;r。 (u1(to),

u2(to)）沿曲线 C 作平行移动产生的切向量场．

因为方程组 (5.15) 是一阶线性齐次常微分方程组，所以它的解的

全体构成一个向量空间，该向量空间与曲面 S 在点 ro 处的切空间线

性同构用儿何的语言说上述性质表明：曲面 S 上的切向量沿可微

曲线 C 的平行移动在曲面 S 沿曲线 C 各点的切空间之间建立了线性

同构．另外，根据定理 5.2(3)，如果 X(t), Y(t) 是曲面 S 上沿曲线 C

平行的切向量场，则

d DX(t) DY(t) 
一(X(t) · Y(t)) = ~ · Y(t) + X(t) ·-— =0. (5.19) 
dt dt dt 

这意味着 X(t) · Y(t) 是常数，即切向量沿曲线 C 的平行移动保持切

向量的内积不变特别地切向量沿曲线 C 的平行移动保持切向量的

长度不变综上所述我们有下面的定理

定理 5.3 设 C: 旷＝炉(t), a :,;;; t ~ b 是曲面 S 上连接点

A= (u1(a)，沪 (a)）和点 B = (u1(b)，护 (b)) 的一条可微曲线．用骂表

示曲面 S 上的切向量沿曲线 C 从 t=a 到 t=b 的平行移动，则

陀： TAS-T皊

是从切空间 TAS 到切空间 TBS 的等距同构．

从协变导数的定义 5.2 可以直接得到下面的定理，它为构造曲面

上的切向量沿曲线的平行移动提供了一条有效途径．

定理 5.4 设空间沪中两个曲面 S1 和 S2 沿曲线 C 相切，曲面
D(1) 

S1 和岛沿曲线 C: 炉＝炉(t) 的协变导数算子分别记为—— 和
dt 

D(2) 

dt 
—．设 X(t) 是这两个曲面沿曲线 C 定义的切向量场，则

0<1) X(t) 0(2) X(t) 
dt = dt. 

特别是，如果 X(t) 作为曲面 S1 上沿曲线 C 的切向量场是平行的，则

它作为曲面岛上沿曲线 C 的切向量场也是平行的．
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设 X(t) 是在曲面 S 上沿曲线 C: 沪＝沪(t) 平行的切向量场．

曲面 S 沿曲线 C 各点的切平面构成一个单参数平面族，根据习题 3.6

的第 11 题它的包络面 S 是一个可展曲面，并且曲面 3 和曲面 S 沿

曲线 C 相切，这样 X(t) 同样是可展曲面 8 上沿曲线 C 平行的切向

量场．因为可展曲面和平面能够建立保长对应，当可展曲面 3 展开成

平面 1I 时，曲线 C 便展开成曲线 6，而切向量场 X(t) 便成为平面 1I

上沿曲线 6 定义的平行切向量场文(t)．平面 1I 是二维欧氏空间，在
它上面的平行向量场是指，它是关于一个固定方向的夹角为常数、并

且其长度也是常数的向量场千是曲面 S 上切向量沿曲线 C 的平行

移动可以这样做：在曲线 C 的一个固定点 p 取曲面 S 的一个切向量

Vo，将曲面 S 沿曲线 C 各点的切平面的包络面 S 保长地展开成平面

n．设在包络面 5 保长地展开成平面 1I 时曲线 C 变成平面 1I 上的曲

线 6，与点 p 相对应的点记为 p，与切向量 v。相对应的切向量记为如，

在平面 1I 上沿曲线 6 各点作向量 v(t) = v。．那么在曲面 S 上与之相

对应的、沿曲线 C 定义的切向量场叭t) 是由切向量＂。沿曲线 C 平

行移动所产生的切向量场．特别地，切向量叭t) 与曲线 C 的夹角等于

切向量 v(t) 与曲线 C 的夹角．

。

p 

图 6.6 球面上切向量的平行移动

例设 S 是空间胪中的一个单位球面， S 是岱中与球面 S 沿
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圆周 C 相切的锥面（参看图 6.6)．求球面 S 上的一个切向量沿圆周 C

平行移动一周后再回到原处时与原切向量所夹的角度．

解设 X 是球面 S 在点 pEC 的一个切向量，它作为球面 S 的

切向量沿圆周 C 的平行移动与它作为锥面 3 的切向量沿圆周 C 的平

行移动是一样的．设圆周 C 的半径是 m，则当锥面＄展开成平面 II

时，圆周 C 成为平面 11 上半径为 ro/JI="司的圆弧 6，它所对的圆
心角是 O! = 2叭八＝飞．如果切向量 X 与圆周 C 的夹角是 0，对应的

切向量 X 与圆弧 6 在始端的夹角也是 0．在平面 11 内圆弧 6 的终

端作向量文与 X 平行，则向量文与圆弧 6 的夹角是

加＋ 0 － 0 = 2兀＋ 0-2兀｀习．

因此当切向量 X 在球面 S 上沿圆周 C 平行移动一周时所得的切向

量文与圆周 C 的夹角是

加＋ 0-a=2兀十 0- 2兀｀五，

即切向量文和切向量 X 的夹角是

2兀－ a:= 2兀－ 2兀｀五

由此可见，一般来说当切向量在曲面 S 上沿一条封闭曲线平行

移动一周时所得的切向量与原切向童未必是重合的（参看 §6.9)．这是

弯曲曲面上的几何学与欧氏平面几何学的本质差别

在有了协变导数的概念之后，曲线的测地曲率的表达式和平面曲

线的相对曲率的表达式就统一起来了．设曲面 S 上的曲线 C 的参数

方程是泸＝泸(s)，其中 s 是弧长参数，则曲线 C 的测地曲率是

d2r _ De1(s) 
为＝忑一．切＝ ds. e2(s) 

d心

＝二二｀
du2 

ds 
E （竺．（5.20)
ds ds) 
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D 
对于在笛卡儿直角坐标系下的平面配，其协变导数—就是普通导数
d ds 

石＇
千是上面的公式成为平面配上曲线 C 的相对曲率 /'i,r 的公式

特别地，测地线的微分方程成为

岱 (~)=o, (5.21) 

或者
D /du0 忑丘） = 0, a= 1, 2. (5.22) 

所以，曲面 S 上的测地线 C 就是其单位切向量在曲面 S 上沿该曲线

C 自身平行的曲线或者说曲面 S 上的测地线 C 就是该曲面 S 上的

自平行曲线在平面上，直线可以描述为其切方向不变的曲线因此，在

这个意义上，曲面上的测地线的概念也是平面上的直线概念的推广．

习题 6.5

1. 设沪＝泸(u1,U2) 是偏微分方程组

8工°
=-

8证
ri，，沪

的非零解，其中 r;，，是曲面 S 关千它的第一基本形式 I= 9a/Jd沪dufJ
的 Christoffel 记号证明：

(1) f = 9。9泸（正，让）戎(ul ， u2) 是非零常数；

{2) X(u1，记）＝泸（记，忙）九（心，仗）是曲面 S 上沿任意一条曲线

平行的切向量场

2．证明：在曲面 S 上存在一个非零的、与路径无关的平行切向量

场，当且仅当曲面 S 的 Gauss 曲率恒等千零．

3. 证明：曲面 S 上的泸－曲线 (o 固定）的单位切向量沿曲线

C: 炉＝炉(t)

是平行的充分必要条件是，对于 /3 # a，沿曲线 C 下式成立：
d沪(t)

r么（矿 (t)，吐(t))~ =0. 
dt 
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§6.6 抽象曲面

在本章已经对千抽象曲面片上的微分几何进行了研究．具体地讲，

所谓的抽象曲面片是指二维欧氏空间炉中的一个开区域 D，并且在

其中给定了一个正定的二次微分形式

l=g。13du"'du芞

其中求和指标 a,(3 取值为 a,(3 = 1,2, g。/3=ggQ 是 D 上的光滑函数，

并且矩阵（如o) 在 D 内是处处正定的．它就是熟知的曲面的第一基本

形式或称为度量形式其儿何意义是分量为 (du1,du2）的切向最的长

度平方．所谓的在抽象曲面片 (D,I) 上的微分几何是指在本章中所论

述的只与第一基本形式有关的儿何量和几何概念，例如：Gauss 曲率 K,

区域 D 中一条曲线的长度和测地曲率，区域 D 中曲线长度的变分公

式及测地线测地坐标系和法坐标系，区域 D 内的切向量沿一条光滑

曲线的平行移动，等等

需要指出的是，在本章前面的叙述中，往往是从三维欧氏空间 E3

中一张＂具体的＇参数曲面片出发，分析出那些不依赖曲面的第二基本

形式、而只与曲面的第一基本形式有关的几何量和几何概念，因此在

引入这些概念的过程中显得有点繁杂，而不是那么直截了当的．在另

一方面，我们还只局限千一个坐标域内，即局限在一个曲面片上，缺乏

对千抽象曲面的整体性的描述和了解．因此，在这一节，我们首先要引

进整体的抽象曲面的概念然后讨论该抽象曲面上的几何概念和几何

性质

从第三章的定义 1.1 得到启发，所谓的整体的抽象曲面是一些参

数曲面片粘合的结果，要求两个参数曲面片 (Ui; (u} ，叶））和 (Uj; （对，

叶））在其交集 ui n[f;吊 0 的情况下，坐标变换

吽＝畔（叶，吟）， u'J = u? （心，吐）， a= 1,2 

都是 CIX) 函数，并且坐标变换的 Jacobi 矩阵



270 第六章 测地曲率和测地线
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都是可逆矩阵，并且互为逆矩阵

更为正式的定义是：设 M 是一个拓扑空间（因而在 M 中有开集

的结构，以及连续函数和连续映射的概念）．如果对于每一点 pEM 都

存在点 p 的一个开邻域 U 和配中的一个开区域 D, 以及从 D 到 U

的同胚 ,p:D-+U（即中是从 D 到 U 的一一对应，并且，以及它的逆

映射都是连续的），则称 M 是一个二维拓扑流形．这里的 (U, cp) 称为

M 的一个坐标卡．对千任意一点 pEU，命

U。 (p) ＝ （cp一 1(p))0, (.r=l,2, (6.1) 

则称 (ul(p) ， 1产 (p)) 为点 p 的坐标，而称 (U; (u1 ，吐））为 M 的一个坐标

系

假定 M 是一个二维拓扑流形如果存在 M 的坐标卡组成的一个

集合｛（ui小） ： iEI}，使得

{l) {Ui: i EI} 是 M 的一个开覆盖；

(2) 对于任意的 i,j EI, 当 ui nui 于 0 时，要求映射巧1 。 l.()i : 

矿(Uinui) 一矿(Uinuj) 和 'Pi1 。伤：矿(Uinui) 一矿(UinUi)
都是 C00 的，则称 M 是一个二维光滑流形．

映射 <p3-1 。 <p，正是前面所说的坐标变换实际上，对于任意的 pE

uinuj，我们有

P;1 。 'Pi (uI(p), u~(p)) ＝中尸。 l.()i('Pil(p)) ='Pjl(p) =（对(p),uJ(p)) ．

对于伊中的曲面而言，切向量是一个十分直观的概念．对千 2 维

光滑流形来说切向量概念的引进却颇费周折．我们采取以下的定义：

设 pEM，所谓 M 在点 p 的一个切向量 v 是指在包含点 p 的每一个

容许的坐标卡 (Ui,'f)i) 下，＂对应于一组数（对， vf)，并且当 (U臼,i) 和

（也，伤）是包含点 p 的任意两个容许的坐标卡时，对应的数组（叶， vf)
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和（对对）满足以下的关系式

呼＝ vf
彻？．巧1, 0= 1,2. (6.2) 

这里， a,{3 = 1,2 是求和指标， i,j 是标记不同坐标卡的记号，不做求

和甩以下都遵从这样的规定．简言之切向量在各个坐标卡下对应

的数组之间是线性变换关系，而该线性变换的矩阵恰好是坐标变换的

.Jacobi 矩阵上述定义的根据是第三章的公式 {3.8).

二维光滑流形 M 在点 p 的切向量“能够解释为在点 p 的微分算

子＂： C：：--+队，这里 C：：是指在点 p 的某个开邻域有定义、并且有各

阶连续可微偏导数的函数的集合，该微分算子的定义是

v(f) = vf · 
8(Jo 伤）吹 I, VJ E C广· (6.3) 

否l(p)

上述定义与含有点 p 的容许坐标卡 (U" 怀）的选择无关．实际上，若

(U1灼）是另一个含有点 p 的容许坐标卡，则根据求偏导数的链式法

则得到

V · 
。 8(/o 妢
j. 哈 ＝哼·

8((f o 仇） o （中·-1 。叨））

寸 (p)
彻？

矿(p)

= v'f. 8(fo伶）． 8（中1一 1 。吩）9

加f -l8u? tp;l(p) --, ltp;; l(p) 

= vf · 8(/o 伤）彻f.
百l(p)

不难验证，微分算子 v:Cf- 股遵从以下两个法则：

(1) v(f ＋入g) = v(f) ＋入v(g);

(2) v(f · g) = f(p). v(g) + g(p)· v(f),'vf,g EC;', 入 E 脱．

值得指出的是，若 (U叶石）是 M 的一个坐标卡，则在从上定义好



272 第六章 测地曲率和测地线

8 
了两个切向量场－－： C00(Ui) - C°"(Ui), a= I, 2，它们的定义是au? 

8 —(f) 
8(focpi) 

彻。＝ 加0'
叮 E C00(Ui)- (6.4) 

很明显，这两个切向量场是处处线性无关的实际上在坐标卡 (U叶动
8 8 

下，切向量场一－对应千数组 (1,0)，切向量场 对应于数组 (0, 1). 
彻1 点

因此，｛气克氝｝是坐标域队内的标架场，称为 U．上的自然
标架场

所谓的在二维光滑流形上 M 的一个度量形式 g 是指对千 M 的

任意一个容许坐标卡（ui,'Pi), g 在 ui 上的限制是一个正定的二次微

分形式
/3 血＝ 90/3du？矶，（6.5)

其中 g器 E C00（如，且 g器＝ g篇，矩阵 (g器）在从上是处处正定的
如果 (U;, cp;) 是另一个容许坐标卡，且 uinu;,/0，则在交集 uinu3

上有

. Ou7 8uj 
9lu,nu, = g篇durduf = g纷du抖吟＝ g (1) 勹6 __J___J_ 

8砬 {3, 8u. , 
d砬duf, i 

这里的 9U) 3 
彻'J au1 

3 

勹6 8uf 8uf 
关于下指标 a,g 显然是对称的，因此有

(i) __ (j) 8uJ 8uj 
g。(3 = g识而归＇ Cl!,(J = 1, 2. 

由此可见， M 上的度量形式 g 实际上是在任意一个容许坐标卡 (U“动

下指定了一个由定义在区域 U，上的光滑函数构成的、对称的正定矩

阵 (g篇），并且当另一个容许坐标卡 (Ui,'PJ) 适合条件 ui n ui,,, 0 时，
相应的 g器和 gV) 在 uinu3 上满足双重线性变换的关系式

(i) - _(j) 
. 8妒'8u§

g;,,jJ = g:;J 3 1 

彻f 8uf' 
1 ~ a,{3 ~ 2. (6.6) 
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我们把具有上述结构的量 g 称为 2 阶协变张量．

如在一个二维光滑流形 M 上指定了一个度量形式 g，则称 (M,g)

是一个二维黎曼流形，这就是我们所要研究的抽象曲面．很明显，这种

抽象曲面 (M,g) 就是一些抽象曲面片（或参数曲面片）粘合的结果在

这里，度量形式 9 有明确的几何意义：设＂是 M 在点 p 的一个切向量，

(U吃，）是包含点 p 的一个容许坐标卡，假定 v 对应于数组 (vl'vf)，而

g|ui =g器吹duf, 命

卯（也吩＝ g~，如讨， (6.7) 

则上式右端与坐标卡 (U“'.) 的选取无关，记 9lp(v, v) = lvl2. 

实际上，若有另一个容许坐标卡 (Ui,'Pi)，使得 pE U3，则 v 对应

于数组（对对），而 9厄＝ g纷duJd叶，那么

寸＝ vf 昙I,g乳＝ g~)IP 昙纠，
P - 1P • 1P 

因此

劭祝＝ g纷Ip 总 I 纠心＝g器1评？峈
p 归 p 

很明显，度量形式 g 在坐标卡 (Ui,'Pi）下的矩阵 (g~J）正好是自然标

架场｛p；志Ip ，乱｝的度量系数，即

心＝ glu信心）． (6.8) 

§6.7 抽象曲面上的几何学

假定 (M,g) 是一个抽象曲面，即 (M,g) 是一个二维黎曼流形．本

节的目标是考察在 (M,g) 上有哪些儿何内容可以进行研究
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6.7.1 在 (M,g) 中的光滑曲线的长度

设 -y : [a, b]--+M 是 (M,g) 中的一条光滑曲线它的切向量寸(t)

是沿曲线祔）定义的切向量场．实际上，若有 [to, t1] C [a, b] 使得曲线

段伽。,ti] 落在容许坐标卡 (Ui乎）内，命

U,？（t)=u? （勹＇（t)) =（“'尸（勹'(t)））气 t。~ t ~ t1, (7.1} 

则寸(t) 如，t1] 的分量是（竺陪),du沪）． 若有另一个容许坐标卡
(U;,'Pj) 使得 'Yi [t。山］落在 Uj 内，则寸(t)hto,t.] 的相应的分量成为

（字字）但是

因此

即分量

u'J(t) = (r.p;-1(-y(t)))0 = ((r.p;-1 。 'Pi)(r.pi1 (-y(t))))0 

= (r.pjl 。 'Pi)Q （叶（t），吐(t)),

d忱(t)
3 d 
dt dt 

=—(（r.p1一 1 0 r.pi)Q （心（t），叶 (t)))

8(cp3-1 。 cp沪 d碍(t) _ 8u'f d式(t)
=.=. 

加f dt auf dt' 
(7.2) 

d叶 (t) d叶(t) d叶 (t) du~(t) （了了—)卢（飞厂'dt) 在坐标变换时满足
切向量分量的线性变换规律 (6.2)，所以它们代表 M 中的切向量，记为

寸(t)，称为曲线 7 的切向量

我们也能把寸(t) 看作微分算子于(t) : C'.笠t) 一政．实际上，若

f E C罚t)，则

（寸(t))(f) = 
d(f o -y(t)) 

dt 
(7.3) 

也就是首先把函数 f 限制在曲线 'Y(t) 上，成为定义在区间 [to, t1] 上的

光滑函数 f 叮，再求它的导数，此即上式的右端若曲线段 'Y1[tu,tl] 落
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在容许坐标卡 (U凶九）内，则

d(f o-y(t)) d(f o cpi(cp;1-y(t))) d(f o'Pi(ut(t), u~(t))) 
dt = dt = dt 

8(f o cpt) . du?(t) du?(t) 8 
=-·-=-· 

8u0 
(!), 

i 
dt dt 8u'1' 

` 

即

'Y1(t)lu. 
d吽 (t) a 

=-· dt 8u'J I,,,. (7.4) 
i l'Y(t) 

现在，曲线下 [a,b]--+ M 的长度定义为

如）＝［叭t)ldt=［孕工商dt, {7.5) 

上式右端与曲线的参数选择是无关的．若有一个保持曲线定向的参数

变换 t = t(s), t'(s) > 0, c:::;; s:::;; d，那么曲线 7 的新的参数方程成为

勺(s) = 7(t(s)），于是平(s) 作为微分算子成为

（勺'(s))(f) = 
d(J('Y(t(s)))) d 

=— (JO 7(t)). 
d(t(s)) dt(s) 

ds dt ds = ds 
.'Y'(t)(J), 

即

平(s) = 
dt(s), 

ds 
-y'(t). 

这样，我们有

1平(s)I = lt'(s).'Y'(t)I = l'Y'(t)I · t'(s). 

所以 [ li'(s)lds ~ / 11'(t)l -t'(s)ds ~ [ l1'(t)ldt, 

故它与曲线的保持定向的参数变换无关．

对千 (M,g) 中的光滑曲线下 [a,b尸 M，命

s = s(t) =『 l'Y'(t) ldt, 
a 
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则 O~s~L('Y)，且 s'(t) = I寸 (t)i > 0. 将 s 看作曲线勹的新参数，即

祔）＝勺(s(t) ），则

d _ ds(t) ~I 
-y'(t) =—i'(s{t)) = i'(s) · =f;l- = i'(s) · l'Y'(t)i, 

dt dt 

故竹'(s)I = i. 这样，

L（加，tJ) = L(勺[0,s]} = 1s,平(s)ids = s. 
。

我们把 s 称为曲线 7 的弧长参数．

6.7.2 (M,g) 的一个紧致闭区域的面积

设 A 是拓扑空间 X 的一个子集．如果对于 A 的任意一个开覆盖，

必有它的一个有限子覆盖，则称 A 是 X 的紧致子集．贮中的有界闭

子集必定是紧致的紧致性概念是配中有界闭子集概念的抽象化．X

中的闭区域 D 是指 X 的一个连通开子集的闭包

设 M 是一个二维光滑流形．如果存在 M 的一个容许坐标卡集

{（U心）： i 红｝，使得 LJUi = M，并且当 uinU;#0 时，坐标变换
iEJ 

的 Jacobi 行列式
8(u},u?) 
8(u}对）

在 u.nui 上总是处处为正的，则称 M 是

可定向的，且称这样的一个坐标卡集｛（从，怀）： iEi} 给出了 M 的一
个定向．

现在假设 D 是有向的二维黎曼流形 (M,g) 的一个紧致闭区域若

有属千 M 的定向的容许坐标卡 (U吓石），使得 DcU,，定义

A(D) =/ 心溢－（g卧）2du}d叶 (7.6) 
听l(D)

上式右端的数值与坐标卡 (U叶'i) 的选择无关．实际上，若有另一个属

于 M 的定向的容许坐标卡 (Ui劝），使得 D c Ui，则 > 0, 
8(u} ,uf) 

8(u护，叶）



§6.7 抽象曲面上的几何学 277 

, 

＼
丿斗
u
,
2
u
J
1
-
2
u
,

a888 
竺
＄
－
妇

(\ 

. 
\
—
丿

39123922 39113921 (_|_\̀  
\-I 2.3-1.t2.3-2·· 

加
彻
彻
彻

aut1-aul.m. (\ 

__ 

到

\1) 

得飞）
淄
端

6 

0
9
1
1
凇
}

传

(|_\ 

由且并

因此
2 

晶俎－ （9悍）2= （妗扣皆－ （g韵） ·(Wi)~,
8(u}对）g俘g;} － （g罚）2 = ✓g甘g岩－（9停）2．（7.7)
8（对，叶）＇

根据 2 重积分变量替换原理我们有

J 儒幽－（g钳）2duJdu;
寸(D)

= f矿（D)矗忑面； ：总：，飞｝屾lu~
= j 婿忑飞沁｝du?

否－t(D)

因为 D 是 M 的紧致闭区域于是 D 可以分割成有限多个子区域
N 

的并集 D= LJ 几，使得每一个几落在属千 M 的定向的某个容许
a=l 

坐标卡 (U“中，）内（确切的做法要用到单位分解定理，在这里略过，不

细说了）．令
N 

A(D) = L A(Da), 
a=l 

称为闭区域 D 的面积．

6.7.3 (M,g) 上的切向量场的协变微分

在抽象曲面 (M,g) 上，切向量场 X 本身就是定义在 M 上的

光滑函数的微分算子 X : C00(M) - C00(M)．实际上，切向量场
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是指以光滑地依赖千点的方式在每一点指定一个切向量． 对于任意

的 f E C00(M), X(f)也是 M 上的光滑函数，其定义是对千任意一点

p E M, (X(f))(p') = (X(p))f. 下一个重要的数学结构应该是定义在

抽象曲面 M 上的切向量场 Y 沿另一个切向量场 X 的导数 DxY，称

为协变导数．在叙述它的定义的时候，我们需要把欧氏空间中切向盐

场沿另一个切向量场求导的法则作为参照的对象，因此要求所引进的

协变导数应该遵从以下的规则：设 X,Y,Z 是定义在 M 上的任意的

光滑切向量场， f E C00(M)，则

(1) D1.xY = f · DxY, Dx+zY = DxY +DzY, 

(2) Dx(f · Y) = X(f)Y +f ·DxY, Dx(Y +Z) = DxY +DxZ, 

(3) X(g(Y,Z)) =g(DxY,Z)+g(Y,DxZ). 

其中 (1),(2) 两条说明 D 是微分算子，第 (3) 条说明协变导数与度量形

式（即向量内积）的关系

现在假定 (U，中）是 M 的一个容许坐标卡，我们的目标是求协变

导数 D 在该坐标卡下可能的表达式在这里，为了简单起见，省略了

坐标卡的标识记号，以后在用到两个以上的坐标卡时再恢复标识记号

设

Zlu = Z"f朵，Xlu = X°'蒜， Ylu=Y0忐，

g(Y, Z)lu = Yo-rY0 z-r. 

那么，按照求协变导数的法则得到

DxYlu=Dx。心 (Y/3忐）＝ X。（芦志＋ y/3. D妇志）
如果假定

D a 立－＝ r勹立
茄 Oug Bo8炉＇

(7.8) 

则

DxYlu=X。(8Y勹声＋YP ．心）．心 (7.9) 

由此可见，求得 DxYlu 在局部坐标系 (U; u°') 下的表达式 (7.9) 的关

键是求出 (7.8) 式的系数 r佐
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由协变导数应该遵循的规则 (3) 得到

芒长（引u （卢志））
玉（悍卢志）＋g|u （卢， D心心）
气u （心心志）＋g|u （心立志）
= r加·如＋ r比 ·g脱· (7.10) 

如果假定系数 r;9 关千下指标 0/3 是对称的，即 r盂＝ r切，则容易
唯一地确定系数 r;0 的表达式（参看第五章的 (1.23)—(1.25)）是

r切＝坛（生十竺一气2~ \ 8uf3'au。 8u0 J' (7.11) 

称为由度量矩阵 (g。/3) 决定的 Christoffel 记号，其中 (g°'/3) 是指矩阵

(g"'g) 的逆矩阵，即满足关系式 g°''Y9-y/3 = 8i, o,/3 = 1, 2. 
现在，在 (M,g) 的每一个容许坐标卡 (Ui平）下，由度量矩阵 (g篇）

决定了 Christoffel 记号 r器$'Y．若有另一个容许坐标卡（也，伤），且 uin
u3 # O，则在 uinu; 上的 Christoffel 记号 r~宁， r~J-r 之间有一定的
联系．注意到，度量矩阵 (g篇），（g~J) 在坐标变换下满足关系式

容易得到

(j) - _(i) 8u7 aut 
g;;_~ =g~;;. —·— 

(j) 8u'J 
3 g",;J ·— t 

(i) 8ui 
8u7 =g~J. — 8u. /3' 

3 

彻f 8u/3 ' 

1'6 8ui 8uf 
g(i) 

o9 =g(j). —·— 
彻f 8u9. 

J 

对前面的关系式求导得到

忒~ - 8g~？吹咬 auf 护uf auf 
言＝页芞芞已＋g~？吟句．白

(i) 咬 8督
十g“百．矿归

3 3 
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将上式的指标 o,(3,7 轮换，并且代入 Christoffel 记号 r~J7 的表达式
得到

r(j),.,, = r(初 咬 auf ouJ, 82,U: OuJ勹
叩 E(· ——- + ·— 吹呀ou;I'8u'J8,UP

3 J 
加｝

r(j)7 8砬1/. - r,(i)r, auf {)心护u?
硕 8u? ＝压·——彻0 8ug + 

3 J J Ou}呀．

(7.12) 

设 X,Y 是 M 上的两个光滑切向量场，它们限制在 ui n U.i 上是

8 8 8uf 8 
Xlu,nu; = X['· —- = Xf ·—- = Xg. —— 

吹 呀 3 矿吹
3 

8 8 8硝｀ 8 
Ylu;nu; = Yt ·— =Yf· —- =Y/· —— Ouf 8u9 

3 
｝呀吹＇

所以

Xf =Xf 
8u't .. 

3 Ou. (3' 
.1 

我们要证明在 uinu1 上有

Yf =Yg 8u” t ·. 3 8u · f3 
3 
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飞凇心干归吟吟

心目（骂＋Yfr货'")马＝ X; （霆＋ YfrW督

由此可见，利用 Christoffel 记号，表达式 Xf ( 
8Yf a 芶＋ Y` 了心）巧与

坐标卡 (U,心）的选取无关，所以它是大范围地在 M 上定义好的切向

扯场，记为 DxY，它在从上的限制是

DxYlu; = Xf （骂＋Y．-y心）占 (7.13)
容易验证， DxY 遵循前面所提到的三条法则，称为切向量场 Y 沿 X

的协变导数，并且把

DY = （dY?+Y产宝） 8 
1..,0 8uf (7.14) 

叫作 Y 的协变微分．

对照公式 (5.3) 知道，此处切向量场的协变微分公式和该式是一致

的．不过在 §6.5 中引进切向量场的协变微分是通过“外在的途径＇（参

看第六章的定义 5.1)，在这里，完全采用内在的方式，不涉及曲面的外

在形状

6.7.4 切向量沿光滑曲线的平行移动

这一段的内容是 §6.5 的重复，不多赘述了，只是提及主要的定义

和公式

设 'Y: [a,b]----> M 是 (M,g) 中的一条光滑曲线 X 是 M 上的一个

光滑切向址场．假定曲线？落在坐标卡 (U, r.p) 内，设 7 的参数方程是
du"(t) 8 泸＝泸(t),ct = 1,2，故讥） ＝飞厂茄；1-y(t)．设 X(t) = X|"r(t) = 
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X°'(t) 
8 己 ．那么

,-(t) 

D于(t)X(t) = D于 (t) （炉(t)卢 1-y(tJ
= (~+X°'(t)宁心(t)）)志 1

,-(t) 

如果 D于(t)X(t) = 0，则 X(t) 称沿曲线 7 是平行的．该条件等价于分

量 X"'(t) 满足微分方程

d劝(t)d研(t)

dt 
+ X°'(t)~r:如（t)) = 0, o: = 1, 2. (7.15) 

dt 

容易证明上述条件与曲线 'Y 的参数选择无关．另外＇如果 X(t）沿曲线

勹是平行的，则

d 
-i;(g(X(t), X(t)))= -y'(t)(g(X(t), X(t))) 
dt 

= g(D"Y'(t)X(t), X(t)) + g(X(t), D于(t)X(t)) = 0. 

由此可见，沿曲线祔）平行的切向量场 X(t) 的长度是常数

6.7.5 (M,g) 中曲线的测地曲率

设平 [O,L]-+ M 是有向抽象曲面 (M,g) 中的一条以弧长 s 为参

数的光滑曲线，那么 g（寸（s)，寸 (s)) = 1，于是
d 

0= 面（g（寸(s)，寸(s))) = 2g(D,-,cs)寸 (s),'Y'(s)),

由此可见， D1''(s)1'(s)j_1'(s)．若命 e1(s) ＝于(s), e2(s) 是将 e1(s) 按
曲面的正定向旋转 90° 得到的单位切向量，则可以命

D1''(s)'Y'(s) = 1t9(s) ·迈(s),

因此

灼(s) = g(D于 (s)-y'(s)，切 (s)),

称为曲线 -y(s) 的测地曲率．

(7.16) 



§6.7 抽象曲面上的几何学 283 

假定曲线, : (O,L]---t M落在容许坐标卡 (U平）内，设叩）的参数

方程是泸＝忱(s), o = 1, 2，千是 7 的切向量是寸(s) = 
d妒(s) 8 

ds 8研

假定 e2(s) = v0(s) 
8 = v0(s 茄，则下面的条件成立：

a.,/3 9opV V =1 
od促(s)

'g。13V0T = 0. (7.17) 

从 (7.17) 的第二式得到

沪9al
du1(s) 

ds 
+ 

。 d忙 (s)
v-ga2 

ds 
=0, 

所以

(v。如1,V飞）＝入（ du如） du1(s)
. - ds ＇了）．（7.18)

考虑到 {e1(s), e2(s)｝给出了曲面 M 的定向，所以入＞ 0. 注意到

D-y'(s)'Y'(s) = (~ + 
d2泸(s). d研(s) du'Y(s) 8 心 ds ds r佑('Y(s)）)声'

'Y(s) 

把它们代人 (7.16) 式得到

d如 (s), d研 (s) d炉(s) 1 叩）＝ g。1v°'(~+心 ds ds r动(s)))
+9a2Va （飞us飞s) + dud:s) du]s)切(s)))

d2旷 d促 du'Y _, \ du2 
＝斗－（古十忑盂氐）而

d切2 d促 du'Y _., \ du1 
＋（歹飞石氐）已

即
d11,1 d知 d研 du1'nl
——+ --r 

灼(s) ＝入·
ds ds2 ds ds 伤

. 
du2 d2仗 duf3 du1' 
—-—+——r2 ds ds2 ds ds 妇
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下面来决定系数入首先，（7.18) 式可以改写成为

（护， v2). (:::：；产（皂皂）
因此，

(v卫）＝ 911922 〉如）2 (－言）（＿：：一：：:)
入 du°'du°'

= 911922 - (gm)2 (－g勹三）．
千是，（7.17) 的第一式成为

1 = (v。如1, V。如2). (::) 

= 9通22:2 伽）2(－宁宁） （9－lg。2douddo`s)

即入＝二二2三勹d:2;l;s:'Ys:。：三产厂2)2)
灼＝ V911922 -(gl2)2. 

忑 ds2 + ds ds r妇
. (7.19) 

du2 d甲(s). d研(s) d炉(s)
盂 ds2 ds ds 

r2 
PT 

这样，我们通过内在的途径重新获得了 §6.l 的测地曲率为的公式

(1.15). 

6.7.6 (M,g) 中的测地线

抽象曲面 (M,g) 中的测地线就是测地曲率为为零的曲线即其

单位切向量寸(s) 沿该曲线 -y(s) 本身是平行的曲线所以，测地线满足



微分方程

d罕(s), d泸(s) du-Y(s) 
ds2 + 

ds ds 
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r记（如）） = 0, O! = 1, 2. 

§6.2 的内容，包括曲线弧长的第一变分公式完全可以搬到这里来，在

此不多赘述了．

§6.8 抽象曲面的曲率

设 (M,g) 是一个抽象曲面，实际上它是一个二维的弯曲空间．为

此需要知道空间的＂弯曲”指的是什么？

在 (M,g) 上已经定义了切向噩场的协变微分算子 D. 当（M,g) 是

欧氏平面时，在 M 上可以取笛卡儿直角坐标系 (ul正），此时

{p；志 1 卢 是在 M 上在平行移动下彼此合同的单位正交标
p 

p} 
8 8 

架场，故一－—－是在 M 上大范围平行的切向量场，于是8u1'8u2 

D 
8 

a 
茄 8u/J

=0, Vo,{3=1,2. 

8 
若 X 是 M 上的光滑切向量场，设为 X=X"'—-，则

8u01 

D忐X=
8X7 8 
8?J,0 8?J介

因此

, 
护X"I 8 

DaDaX= 
歹忒 8u吩？I，9茄

｀少－D心平＝ （80：之－ 8了心）嘉＝ 0.
在一般的抽象曲面 (M,g) 上取一个容许坐标卡（U, 例，则有

8 8 
D a —= r6 — 
歹 8u1'7/38u8'

or6 
D忐．D a 

8 8 
= 

祖 8
歹 8u勹 8uO Ou6 ＋心屯 8uµ 

=(~/3 心忑。）占
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所以

D a D a 
a _ _ a 
—-DaD 。—

玩玩8u"Y 玩玩 8u"Y

ar6 ar6 ＝（志三心比－r~心）志
记

R6 = ar~P ar怎
诏。玩－茄＋屯屯－r江｀切·

注意到这个量的表达式和第五章的公式 (3.10) 是一样的，称为度量形

式 g 的印emann 记号．重要的是，当坐标卡变换时，它是按照 4 重线性

变换的规律进行变换的，因此它是否等于零与坐标卡的选择无关．由

此可见，在欧氏平面上取笛卡儿直角坐标系时这个量显然是零（见前

面的计算），而在欧氏平面上取一般的曲纹坐标系时，这个量也恒等于

零．这就是说这个量是否为零是判断该抽象曲面是不是欧氏平面的

特征．我们把这个阳emann 记号称为抽象曲面的曲率张量

下面我们通过直接的计算来验证这个重要的性质．设有抽象曲面

(M,g) 的两个容许坐标卡 (Ui心），（U1心），且 UmuJ # O，于是在
uinui 上有

(8.1) 

, 
仁
、
．
3

8-au 
叶
飞

80 
= 

O.t 

8-au 
(8.2) 

以及

r 呕 Ou；护u｝ 8u; aulj 
诅·—= + J (j)e 

auf - a砬8up
`' 

吹 8u卢·
相应的 Riemann 记号是

R(i)6 ＝立＿竺＋r（t)µ产－产r(i)6
祖o - ouf 8uf'.,_ -r.B ，上0< 沺吵，

RU)p 
arUlp lj( 扰｀（j ）p

1/{ 

11” 
= + r(j)vrU)p rU)vrU.lp 
彻5a心水犬吠叹·

J J 

(8.3) 
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对 (8.3) 式求导得到

武i6 au;'T"(i)6 沪u;+r 1 
吹．司 "YB. 0西泸

1 t 

83u;'82uj a沪彻；沪Uj= + —勺心）CB CT/ 
+—. r(j)§ 

吹况吹叹吹8uf ~ CT/ 1 8uJ 8u？吹 CT/

彻5 a砬 Ou? or(J)C 
+ 1 3 3 CT/ .. 
吹归吹 Oup3 

因此

虔亏）甘心；总－r；．i6 8u8f28飞？
妇；如 82uJ 8,U” = －ir促＿ J rU)( 
妇吹忒,., -a,;;,赞u环可勺

+ 
咐 Ou} 8u：沉沪畔｝e司司芶（言一言). (8.4) 

用 (8.3) 式代人 (8.4) 式左端的后两项得到

r(i)6a2祜护u;
1(:J . J - r(i)6. 
叫8u? 7“ 加仰＄

=r (i)li 吩咐勾祖．（门，气豆豆吩）

一心（心兰－目等~/)
= (r罗·巩千－ r牲· r瞿）·—吐加f

叩 8u} Ou'ljau; 如
－卢．一·一骂沪＋r饼·一·一叮U)E

加f 8砰加f 0·1Lf ('lj . 



288 笫六章 测地曲率和测地线

用 (8.3) 式代入 (8.4) 式右端的前两项得到

护？1,( 如
3 3 r(j)E 

妇~ a矶—- 1 _红(i)C
叹吹 auf L C:11 au7或吹 (1/

＝（心·竺＿竺．竺严竺 (J)C凶叹吹 µV)8u卢
（产吟呀 ~ruJC);护一祖曰言．产）翠沪

= r(i)6 吟归JrU)C r(i)6 彻5a凶
·——-—上_____J_r(j)C

如时应＇勺 祖． 8放 8,Uo 勺
．，一

+ 
归四句
吹式吹—·——（心吩－嗳叩）．

将上面两式代入 (8.4) 式得到

（言－~+心·心－心·心） ·目
吟勾呀 8埻沪 ar沪飞归芶（言一言＋r总',r饼－ r$产），

即

R(i)6 吟 吟叫归·—= R叩．一—·—-－祖Q. auf -.£L(叩叹忒吹． (8.5) 

下面我们要导出曲率张量 R~以用度量张量 g篇表示的更直接的
表达式并且得到它的一些对称性质为了简便起见，省略坐标卡的标

识记号 i，在容许坐标卡 (U, r.p) 内考虑命

R-y坦＝ 96T/R?of3, r6op =9研切， (8.6) 

则

R心p= g勺坛a/3, r切＝ 961/r1/QfJ·

注意：在曲率张量 R~。＂的上指标落下来的时候放在下指标的第二个

位置这只是我们在本书做出的规定，没有本质的意义
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由 (7.10) 式得到

告＝ r叩＋ r(J－
所以

rIiop = 
1 8g。ii, 8gli{1 8g叩
2 （声十声- OuIi) . 

由 (8.1) 式得到

ar~。 8r片。
凡6加＝ g6µ言－g6µ歹＋屯压,. - r~,.ro吵

=~祖＿ ar如＿ rµ 妇＋rµ 竺
8u。 8u/3.. -r/3 8u0'.. -yor 8u/3 

＋乓压o -r:or6呻

=½(护gp6 十铲g仰＿护g或＿护g/3勹
2 8ma研 Ou坊uB 8u飞~-~)
-r彻几M +r~,.r/J,硝· (8.7) 

由此可见，带四个下指标的曲率张量有下列对称性：

R呴~°'= - Jl.,fop = - Rli..,/30 = R加社 (8.8) 

所以，带四个下指标的曲率张量只有一个实质性的分量 R1212-

现在回到两个容许坐标卡 (Ui，仰），（U小 cpi) 的情形，设 U,nuj#O,

则在 u,nuj 上由 (8.5) 式得到

R(．)6=R咏 吟勾吟凶•-• 

哗知 a?I,i a式加f8祜＇
J 

RU) =R(i)C 吟勾吟吹
诅0 知 Ouia式吹卧＇

J 

(i) 彻(Ou7 8U'. 8矿
如＝ RU)E ·—{·—仁土-1..

知 a式 auf 8uf 叫＇

U) = R(J) 
彻5 au口 8砬彻'?

g和
J 1 J 

·———-- 妇µ 8对 8?Lfauf 8砰
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因此

(~--" ~.. 1/ ~.. µ, I~.. l $3.. 2 $3.. 2 $3.. 1 \ 2 
R6) = R(J) 3 

. 8u. 8砒 au, 8让3 1 1 (i) 8记 au2 8u2 8企
1212 ·—--——= R 

J 3 ] J （叩吹咬叫咬 l212. （心言司） · 
{8.9) 

在另一方面，（6.6) 式可以改写成

分
1

分
1

(1(2 gg (||'\̀  

lj11 

.• 
lj2·· 

au-auau-au (\ 

= 
\ 
__ 

丿
丿

八
“
2

分
2

'\1(2 
99 l

u
J
J
-
l
u
,
2

均
可

888a (\ 
\i
—) 3

9
1
2

端

jllill '\

1(2 gg (—\̀  
\) 

竺
吹
竺
吹

, 

\) 
1
U
i
3
-
2
u
t
;
u
J
1

一
叶

8880 

两边取它们的行列式得到

2 

晶纠－ g货g汇 (g甘g给－ g货g悴）．（麟尽笥）

将上式与 (8.9) 式相除得到

k= R眢12= R铅12
(i) _(i) _(i) _(i) _(j) _(j) _(j) _(j), 

g11922 - g21 9l2 9ll g22 - g21 g12 
(8.10) 

由此可见 K 与容许坐标卡的选取无关，因而它是定义在整个抽象曲面

(!vl, g) 上的几何量，称为 (!vl,g) 的曲率，实际上它就是曲面的 Gauss

曲率．

例 1

曲率

解

设 U ＝配，g=
4((du)2 + (dv)勺

(1 +忙＋泸）2.
求抽象曲面 S: (U,g) 的

把上面的参数 u,t1 分别看作吐 u2，则

,. 22 
）
、
丿

22 UV ++ 
4224 

uu ++ 11 (( ____ 22 22 gg ____ 11 ll gg 
Y12 = Y21 = 0, 

泸＝泸＝ 0.
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直接计算得到

rI1 = 1 ll. 891l 2u 
_. 9 —= - 
2 8u1 + u2 +v2' 

r1 1 118g22 2u 
22 = -~ · g-- ·—= 2 8u1 ＋忙＋ v2'

1 11 8911 
店＝扎＝ i · gll. —- = - 2v 

av 1 ＋忙＋ v2'

r?1 = -~. 922. 生＝ 2v 
2 :1 8v 1 + u2 + v2' 

r2 1 22. 8g22 2v 
22 = -· g -—= - 2,.. av- 1 + u2 + v2' 

1 22 8922 
r右＝痄＝ 5 ·g22 ·—-= - 2u 

8u 1 +u2+v2· 

代人 Riemann 记号的公式 (8.7) 得到

R1212 = 922R拓
扰?1 ar~2 = 922(—-—＋叶乌＋代名－r{抖－ r码）av au 

= (1 +U：＋护）2 [1+u: + ·lJ2 - (1 + u4：：护）2
2 4'U2 

+1 + U2 +112 - (1 ＋忙＋句2]
16 

= (1 +,'户＋泸）4 ．

因此

.K = R1212 = 1, 
911922 - 912卯1

故 (U,g) 是常曲率为 1 的空间

注意到 U 是一个开子集，而且在度最 g 之下， U 是一个有界集．

实际上，对于任意一点 p = (uo,vo) EU, 考虑从点 0 = (0,0) 到点 p 的
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曲线 'Y(t) = (u吐咄）， 0 勺 ~1，它的长度是

拓） = J 炫丽丽dt
。

= f1 2灯氓
。 1 + t2(u~ ＋啼）

dt = 2arctan卢＜兀．

由此可见，（U,g) 是一个有界的开集．事实上，如果补上一个无穷远

点就可以使它成为一个有界的闭集，从而使它成为一个紧致集．具

体的做法是：考虑另一个抽象曲面 s: (U,g)，其中 U= 配， g = 
4((dii.)2 + (d酐）

．它是已知曲面 S 的复制．定义变换 u : S \ (0, 0) 一
(1 ＋护＋护）2

趴 {0,0)，使得

u 
U= 
记＋护＇心z +v2' 

v = ~, 0 < u2 +沪＜ oo,

显然 6 是光滑的同胚．容易看到，同胚 6 还是等距映射．实际上，

du= 
du _ 2u(udu+vdv) = (－u耳沪）du-2uvdv

u2 ＋护（忙＋泸）2 伲＋护）2,

dv= 
dv _ 2v(udu+vdv) ＝伲－ V2)如－ 2uvdu 

u扛 v2 伲＋ v平（忙＋护）2'

(d矿＋（dv)2
(du)耳 (dv)2 1 

= 
但＋ v叩＇

护＋沪＝
设＋ v2'

因此
(d矿＋（d叩 (du)2 + (dv)2 

= 
(I ＋护＋ 6叩 (I +u2 ＋护）2.

考虑并集 uuu，并且让点 p ES\ (0,0) 和点 6(p)ES\ (0,0) 等同起

来，我们获得曲面 E，即 E = SU{O}，其中 0 是 fj 的原点．对照第三

章的习题 3.1 的第 2 题和习题 3.3 的第 2 题不难知道 E 是萨中的

单位球面，而 s,s 则是单位球面在球极投影下的像．

例 2 设 U = {(u,v) E 配：让＋ v2 < 1}, g = 
4((du)勺 (dv)2)

(1 －妒－护）2.
求抽象曲面 S: (U,g) 的曲率．
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解由题设，

4 
911 = 922 = (I - u2 -护）2'

g11 =922 = 
(1 _ 1L2 _ 1,2)2 

4, 

912 = 921 = 0, 

泸＝护＝ 0.

直接计算得到

11 8911 2u 
·-= 

1 
rl1 = ~ · g 8u l -u2 ＿护＇

r1 22 
1 _u 8922 2u 

g. —= - =--• 
2 彻 1-u2 ＿护＇

1 _ll 彻11 2v 
店＝ rh = 2 9 一．．＝彻 l-u2 ＿泸＇

乳＝
1 2v -- · g 

22 8911 ·-=-
2:, av 1- 忙－护＇

r2 1 22. 0gm 2u 
22 = - · g-—= 2,, av 1- u2 ＿泸＇

1 22 8g22 
痄＝ r名＝~ · 922. —-= 

2u 
au - 1 - u2 - v2. 

代人 lliemann 记号的公式 (8.7) 得到

R1212 = 922Ri12 

arf1 ar估
= 922(页一页＋叶1痄＋ r?店－ r}邦－ r码）

= (1 - u：－沪）2 [- 1- u：一 ”2 一 (1 - u2 护－护）2
2 4u 

- 1 －忙－ “2 - (l- u2 ：沪）2 ］
16 

(1 - U2 ＿护）4·

因此

K= 
R1212 = -1, 

911922 - 912921 

故 (U,g) 是常曲率为－1 的空间．
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§6.9 Gauss-Bonnet 公式

欧氏平面上的平行公设等价于“三角形的内角和等于 180°" ，或

者”三角形的外角和等于 360°". 在 Klein 圆内，欧氏儿何的平行公理

不再成立，与之等价的是测地三角形的内角和不再等于 180°，或者测

地三角形的外角和不再等千 360°，原因是 Klein 圆不再是平坦的空间，

它有非零的曲率（事实上，它的 Gauss 曲率是负常数）．对于一般的曲

面，测地三角形的内角和（或者外角和）如何？这是本节要研究的问题

我们先讨论一般的 Gauss-Bonnet 公式，然后将它用千测地三角形，得

到测地三角形的外角和的公式．

在 §2.8 中我们已经叙述过平面上分段光滑的简单闭曲线的概念

现在假定 C 是曲面 S: r=r（正，忙）上的一条曲线，它的参数方程是

记＝ u1(s), u2 ＝沪（s），其中 s 是弧长参数， O~s~L．如果函数 u°(s)

是连续的，并且区间 [O,L] 有一个分割 0 = So < S1 <... < Sn = L, 使

得函数泸(s) 在每一个小区间 (si-1，动内部是光滑的，则称 C 是分

段光滑曲线而 s=s1,··•,s九一1 称为曲线 C 的角点．如果矿(0) = 

u0(L), o = 1, 2，则称曲线 C 是封闭曲线一般说来，端点 s = so（或Sn)

也是封闭曲线 C 的角点．如果曲线 C 除了端点外没有其他自交点，即

对于任意的 O~a<b<L 都有 r(a),/, r(b)，则称该曲线是简单的．如

果 C 是光滑的简单封闭曲线，则有

lim _ r'(s) = lim.. r'(.s), 1 ~ i ~.,1.-1; 
S--tSi-O s一s，十0

lim r'(s) = lim r'(s) . 
S--+L-O S--+o+o 

(9.1) 

定理 9.1 (Gauss-Bonnet 公式） 假定曲线 C 是有向曲面 S 上

的一条由 n 段光滑曲线组成的分段光滑简单闭曲线，它所包围的区域

D 是曲面 S 的一个单连通区域，则

仁ds +/／凡lu =2兀一文釭 (9.2) 
D i=I 

其中为是曲线 C 的测地曲率， K 是曲面 S 的 Gauss 曲率， m 表示曲

线 C 在角点 S=,'I; 的外角．
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证明 我们分若干步骤来证明这个定理．首先假定曲线 C 是连续

可微的简单封闭曲线它所包围的区域 D 是落在曲面 S 的一个坐标

域 (U; (u, v)）内的单连通区域并且 (u,v) 是曲面 S 的正交参数系．千

是，曲面的第一基本形式是

I= E(du)2 + G(dv)2. (9.3) 

设曲线 C 的参数方程是 u = u(s), v = v(s), s 是弧长参数．用 0(s) 表

示曲线 C 与 u－曲线在 s 处所夹的方向角，则由 Liouville 定理，曲线 C

的测地曲率等于

d0(s) 1 8logE 
cos0+ 

1 8logG 
为＝－——

ds 2范 8V 2痒 8u
sin 0. 

将上式沿曲线 C 积分得到

f 氏9ds= i 妯＋ f （－上~cos0+上~sin0)dsc c c 2范 ~cos0+2淫 ~sine)
=fd0+f (－丑8logEdu＋巠8logG如

c c 2沟 ~du+i淫 8'IJ， ）
＝ i气（－霄“du+ （于），（9.4)

上式的第二个等号中用了公式

cos0 ＝症些 sin0 ＝范也
ds'ds 

根据 Green 公式 (9.4) 式末端第二个积分是

fe(－（霄'du+ （霄ILdt,1)

＝儿（（霄），＋ （詈）u） dud,IJ= －几 Kda
(9.5) 

因为 0 是由连续可微的曲线 C 与？L－曲线所构成的方向角，因此能够从

方向角 0 内取出其连续分支 0(s)，它是 s 的可微函数．由此可见，积分
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fd0 是 0 的一个连续分支 0(s) 在起、终点的值之差 0(L) - 0(0)，也
C 

就是连续可微的曲线 C 的方向角的总变差．但是，曲线 C 在 s=O 和

s=L 处的切向量是同一个，故曲线 C 的方向角的总变差 0(L) - 0(0) 

必定是加的整数倍此外，方向角是根据曲面 S 的第一类基本掀

E,G 计算出来的，当曲面 S 的第一类基本掀 E,G 作连续变化时，方

向角 0 必然作连续的变化于是积分 t, d0 的值也作连续的变化因
C 

而这个整数值必定保持不变现在已知 E > 0, G > 0, 因此 E, G 可

以保持在正值的情况下连续地变为 1. 实际上只要取 E,. = 1 + t(E-

1), Gt = 1 + t(G - 1), 0 ::;; t :;,; 1 （需要指出的是，当 Et,Gt 在 t 千

区间 (0, 1] 之间变动时，区域 U,D 以及曲线 C 都原地不动）．很明显，

Ei > 0, Gt> 0. 这样，当 t=O 时该曲面成为一张平面， C 是该平面上

的一条简单封闭曲线；而在 t = 1 时则回到原来的曲面 S 的情形，但

是对于 I= Et(du}2 心（d呏计算积分 i 油，无论是在 t=O 时计
C 

算，还是在 t=l 时计算其结果都是一样的．而在平面的情形， C 的

正向是使区域 D 始终在行进者的左侧，故由旋转指标定理（参看第二

章 §2.8，定理 8.1) 得到

td0=2兀
C 

(9.6) 

综合 (9.4),(9.5),(9.6) 三式得到

f 凡9ds+ Ji~ Kd(1' = 2兀．
C JJD 

(9.7) 

如果 C 是由 n 段光滑曲线组成的分段光滑简单封闭曲线，它在各

角点的外角是 Oi, 1 ~ i ~ n，则由旋转指标定理得知

f d0＋立＝ 2兀，
C i=l 

(9.8) 

其中积分 fd0 是指 d0 沿每一段连续可微曲线的积分（该段曲线的
C 



§6.9 Gauss-Bonnet 公式 297 

方向角的总变差）之和但是 (9.4) 和 (9.5) 式仍然成立，故得

仁ds+fl Kda=2:n:－立．（9.9)
D i=l 

如果曲线 C 所围的区域 D 不能包含在曲面 S 的一个坐标域内，

则总是可以用分段光滑曲线将区域 D 分割成一些单连通的小区域使

得每一个小区域落在曲面 S 的某个坐标域内，并且它的边界是分段光

滑的简单封闭曲线因此 (9.9) 式对于每一块这样的单连通小区域是

成立的现在假定使 (9.9) 式成立的两小块单连通区域有公共的边界，

则由这两个区域本身各自在公共边界上诱导的正定向是彼此相反的，

所以在两个等式 (9.9) 相加时，测地曲率为沿公共边界的积分是彼此

抵消的而 Gauss 曲率在这两个区域上的积分之和等于 Gauss 曲率

在这两个区域合并后的区域上的积分．如图 6.7 所示，设 D1, D2 是

两个相邻的区域，公共边界 C4, c6 有相反的诱导定向，合并后的区域

D=D开庄的边界由曲线 C1,c2,c3,c5,c7,c8 组成，记为

6=C1+C2+C3+C5+C7+C趴

它有 6 个角点，设为 A1,A2,Aa(= A5),A1,As,A4(= As)．在角点 A1,

心， A7,A8 处，区域 b 的边界曲线 C 的外角是区域 D1，历的边界

下5 " + 5 __ 
5 

4 

A 
＿
＿
一
”

4 眢CH 

" l 
A 

(．,；1=，.｀3+“6一下

图 6.7 两个区域的拼接
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曲线在相应角点的外角红叩心7立8· 区域 b 的边界曲线 C 在角点
儿(=A6) 和 A4(= As) 处的外角分别是

函＝ 0!3 + 06 一兀， 中＝ 04 +05 一兀， (9.10) 

所以将区域仄和历上的 Gauss-Bonnet 公式相加得到

i 
8 

6 凡9ds 十几 Kd(1 ＝ 4兀一沪
=2兀－ (Cl'1 + 02 ＋函＋ Q7 + 08 ＋伍），

这正好是区域 b 上的 Gauss-Bonnet 公式．将区域 D 分割成的各个小

块区域逐块拼接起来，最终得到在区域 D 上成立的 Gauss-Bonnet 公

式 (9.9)．证毕．

为了使公式 (9.2) 的记忆比较方便不？把积分 flK如称为

“面曲率＇，把 t"-9ds 称为＂线曲率', Oii 称为＂点曲率＇＇，则
e 

把汇
i=l 

Gauss-Bonnet 公式说：在定理 9.1 的条件下，区域 D 的点曲率、线曲

率与面曲率的总和是 2兀．对于平面上围成单连通区域的分段光滑曲线

C，它的点曲率与线曲率之和是 2兀．若 C 是光滑的，则绕 C 一周的方

向角总的变差是 2兀．若 C 是多边形，则它的外角和是 2n.

如果曲线 C 是由 n 段测地线组成的分段光滑简单封闭曲线，它围

成曲面 S 上的一个单连通区域 D, 则称它是曲面 S 上的一个测地 n

边形此时，沿曲线 C 的测地曲率为＝ 0. 所以 Gauss-Bonnet 公式成

为 n
苦i=2兀－几 Kda. (9.11) 

当 C 是测地三角形时， Gauss-Bonnet 公式成为

OJ + ll'2 +叩＝ 2兀一， Kdu. (9.12) 
D 

当 K > 0 时，测地三角形 C 的外角和小于 2兀；当 K < 0 时，测地
＝角形 C 的外角和大千 2兀．如果用 (31 记测地兰角形 C 的内角，即
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队＝兀一凸，则上式等价于

(31+(32+(33= 兀十 ffKd(T. (9.13) 
D 

由此可见，测地三角形的内角和一般不再等千兀，而它与兀之差恰好

是曲面 S 的 Gauss 曲率 K 在测地三角形所围的区域上的积分，因此

欧氏平面几何学与曲面上的几何学的本质差别在于空间本身的弯曲性

质的不同

Gauss-Bonnet 公式的最重要的推论是在紧致无边的可定向封闭曲

面 S 上的 Gauss-Bonnet 定理所谓＂紧致性”是指 S 的任意一个开

覆盖必定有一个有限的子覆盖；在欧氏空间岱中看，紧致曲面 S 是

一个有界的闭子集． “无边”是指曲面 S 没有边界曲线．例如，球面、

环面都是紧致无边的可定向封闭曲面．球面被它的一条赤道（大圆周）

分成两个半球面，每一个半球面是一个单连通区域，两个区域的边界都

是赤道，但是它们有相反的诱导定向．在环面上去掉一条经线和一条纬

线，得到的便是一个单连通区域作为该单连通区域的边界，把去掉的

经线和纬线又算了两次，但是诱导定向正好相反（参看图 6.8).

一般地，紧致无边的可定向封闭曲面 S 可用若干条分段光滑曲线

分成有限多个单连通区域每一段光滑曲线作为这些单连通区域的边

界的组成部分都算了两次，而方向却相反，但是在每一个单连通区域

上 Gauss-Bonnet 公式 (9.2) 都是成立的当这些公式加在一起时，由
于分割曲面的每一段光滑曲线作为相邻的单连通区域的公共边各算了

两次，并且正好有相反的诱导定向，因此测地曲率为沿所有这些单连

通区域的边界的积分相加必定是互相抵消的，因而这些积分之和为零．

很明显，共享有同一个角点的各个单连通区域的内角之和等于 2兀．为

确定起见，不妨假定每一个单连通区域有三条边，有三个顶点．假定整

个曲面 S 被分成 J 个单连通区域，划分成这些区域的棱（即各段光滑

曲线）共有 e 条．顶点（即各个角点）共有 v 个（在这里，每条棱和每个

顶点都只算了一次）．因为每一条棱恰好是两个单连通区域的公共边，

因此各个单连通区域的边数之和是

3f = 2e. 
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图 6.8 球而和环面的剖分

将所有的顶点进行编号，假定以第 i 个顶点为其顶点的单连通区域的

个数是 fi，则各个单连通区域的顶点数之和是

V 

汇Ii= 3/ = 2e. 
i=l 

将享有第 i 个顶点的所有单连通区域进行编号，用 Oij 表示享有第 ·i

个顶点的第 j(l 勺:;;; Ji) 个单连通区域的外角，并且用队］表示相应

的内角，则
f, f; 

汇Oij =汇（正九） = （fi-2)兀．
j=l j=l 

千是将这 f 个单连通区域上成立的 Gauss-Bonnet 公式 (9.2) 加在一

起得到, 'II f心 'IJ

Kdu=2Jt·f －区汇吩＝ 2Jt·f －区（fi-2)兀
D i=l j=l i=l 
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= 2Jt. f －兀Xft +2兀． 1｝
i=l 

=2兀 ·(f-e+v)=2兀x(S), (9.14) 

其中 x(S) =f-e+v 称为曲面 S 的 Euler 示性数．

从这个公式本身可以得到很多信息．首先公式 (9.14) 的左端与曲

面 S 被剖分成一些单连通三角形区域的方式无关，并且与曲面 S 作等

距变形无关，因此该公式表明曲面 S 的 Euler 示性数 x(S) 实际上与如

何把曲面 S 划分成一些单连通区域的方式无关，与曲面 S 等距变形也

无关（这一类簸称为曲面 S 的拓扑不变量）．反过来，公式 (9.14) 的右

端根本不涉及曲面的第一基本形式和 Gauss 曲率，只是将曲面作三角

剖分之后得到的一个数值．由此可见，在紧致无边的可定向封闭曲面 S

上 Gauss 曲率的积分实际上与曲面的第一基本形式没有关系，只是曲

面 S 的一个拓扑不变量．众所周知，球面的 Euler 示性数是 2，环面的

Euler 示性数是 0. 一般地有 g 个洞的面包圈状曲面 S 的 Euler 示性

数是 x(S) = 2(1 - g)，这里 g 称为曲面 S 的亏格．

公式 (9.14) 叫作 Gauss-Bonnet 定理它把曲面 S 的微分儿何

的量 K(Gauss 曲率）与它的拓扑不变量 x(S)(Euler 示性数）联系了起

来，是一个非常了不起的定理．它在高维情形的推广是现代微分几何

学发展的一个重要的原动力．

本节的最后我们要用 Gauss-Bonnet 公式来研究曲面 S 上的切

向量沿封闭曲线平行移动一周所产生的旋转角，再次说明曲面 S 的

Gauss 曲率在产生这种旋转角的过程中所起到的本质作用，以及欧氏

平面几何学与曲面上的几何学的本质区别．

假定曲面 S 上连续可微的简单封闭曲线 C 所围成的单连通区域

D 被正交参数系 (u,v) 所覆盖，曲面的第一基本形式为

I= E(du)2 + G(dv)2. (9.15) 

命
1 1 

01 = -----,:::::::ru, 02 = 
涅范

九，（9.16)
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则 {r;O] ， O} 是曲面 S 上的单位正交切标架场．设曲线 C 的参数方

程是 'u'=u(s), v = v(s), 0 ~ s ~ l 是弧长参数， X(s) 是沿曲线 C 平

行的单位切向扯场，于是可以设

X(s) = cosr.p(s) • n1(·u(s),v(s)) +sinr.p{s) • n2(u(s),·v(s)), (9.17) 

其中 r.p(s) 是切向量 X(s) 与 u－曲线所成的方向角．由于向量场 X(s)

沿曲线 C 的平行性，故有

DX(s) dr.p(s) DO] Do2 
ds ds 

= ~(-sincpct1 + coscpn2) + coscp—+sinr.p—=0, 
ds ds 

即
dcp(s) 

( 
Det1.. Det2 

-— sin饵功一 COS 怀迈） ＝ COS 中—一－ + sincp— ds ds ds. 

将上式两边与 (sin cpa 1 - cos cp,五）作内积，并且根据定理 5.2(3) 有

Dct1 D02 ~ Dct1 Da:2 
—· 01 =— ·02 =0, ——· 02= -——. ct1, ds ds ds ds 

由此得到

硒） （酝 Do2
ds = (sin哟－ COS 叩）· (cos中— +sin r.p—) ds · --- T ds 

Dct1 = - ---;--- · n2. 
ds 

(9.18) 

另一方面，用 e1 记曲线 C 的单位切向量，命 e2 = n x e1, 即 e2

是将 e1 按正向旋转 90° 所得到的单位向量．用 0 表示 e1 与 u－曲线所

成的方向角，千是

e1 = cos00:1 +sin00:2, e2 = -sin00:1 +cos00:2, 

根据 (5.20) 式得到

De1 d0. Da1 
氏g =—·切＝ - +—. 0'.2-ds -~ ds · ds 

比较 {9.18) 和 (9.19) 两式得到

d0 dcp 
石一为＝石·

(9.19) 

(9.20) 
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分别取 fJ(s) 和 cp(s) 的连续分支，将 (9.20) 式在曲线 C 上积分，则得

cp(l) - cp(0) = ic 如＝ fcd0-ic 凡9ds = 2:n: - ic 氏9ds,

其中 l 是简单封闭曲线 C 的弧长．利用 Gauss-Bom1et 公式 (9.7) 得到

cp(l) - cp(O) =fl Kda. 
D 

(9.21) 

由此可见，当单位向量 X 绕简单封闭曲线 C 平行移动一周后再回到

出发点时未必与初始单位向量 X 重合，所转过的角度恰好是曲面 S

的 Gauss 曲率 K 在曲线 C 所围成的单连通区域 D 上的积分．当 C

是分段光滑的简单封闭曲线时，公式 (9.21) 仍然成立，但是必须假定

曲线 C 所围成的区域 D 是单连通的．



第七章 活动标架和外微分法

就“微分儿何＂课的主要内容来讲，前六章已经构成完整的体系．

在这六章中我们详细地介绍了在三维欧氏空间炉中决定曲线和曲面

的形状和大小的完全不变量系统，证明了曲线论和曲面论的基本定理，

并对曲面的内蕴几何展开了深人的讨论．本章要讲授活动标架和外微

分法，其用意有两方面：一方面是介绍近代微分几何的重要的研究工

具，让读者初步了解活动标架和外微分法的奥妙；另一方面也借以对

曲面的局部理论作一个系统的总结，从而提高我们对千曲面论的认识．

因此本章内容对于要更好地掌握曲面论的读者来说是十分重要的．

通过前面的讨论，我们已经体会到附属于曲面的标架族的重要性．

只是与曲线论的情形不同，在讨论曲面的时候只用曲面的自然标架场，

它不是由曲面内在地确定的，而是依赖千曲面参数的选择．但是，曲面

的自然标架场是通过曲面的参数方程直接求导和向量的向量积得到的，

用起来十分简单和方便．一个自然的想法是，在曲面上是否能够用单位

正交标架场？一般说来，曲面上的单位正交标架场不可能是曲面在某

个参数系下的自然标架场．即使我们在曲面上取正交的曲率线网作为

参数曲线网，相应的自然标架场也只是正交标架场，而不是单位正交

标架场．如果我们坚持在曲面上取单位正交标架场，则这种标架场与

曲面的参数系只能保持松弛的关系，并且这种标架场的指定在每一点

可以差一个任意的转动（所谓活动标架的含义即在千此）．在曲面上指

定了单位正交标架场之后，曲面的几何量可以用该标架场的量来表示，

但是它应该与单位正交标架场的选取无关另外，因为单位正交标架

场与曲面的参数系只保持松弛的关系，考虑该标架场沿参数曲线的导

数就不再是特别要紧的了，作为替代物应该考虑标架场沿曲面的微分．

要研究正交标架场沿曲面的微分公式，所谓的外微分运算就变得十分

重要了．
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活动标架和外微分法是由大儿何学家 Cartan 引进的，并且把它广

泛地用千几何问题的研究作为 Cartan 的继承人，陈省身把活动标架

和外微分法用到炉火纯青的程度，使得人们能够普遍地认同这种方法，

承认这种方法的威力．在 20 世纪的后半叶，活动标架和外微分法巳经

成为微分几何、复流形儿何、代数几何研究的强有力的工具．我们在

这里只是初步地介绍活动标架和外微分法的理论，重点在于它在曲面

论中的应用

§7.1 外形式

本节要在代数上做一些准备，介绍外形式和外代数的概念．

设 V 是 n 维向量空间，｛e1,· ··,en} 是它的一个基底，则空间 V

中的任意一个元素工都能够唯一地表示为基底向扯 el,...,en 的线性

组合，设为

:i, = x1e1 + · · ·＋泸en 三心ei, (1.1) 

在最右端我们采用了 Einstein 的和式约定．在本节，我们规定所有的

指标 'i,j,k,l 的取值范围是从 1 到 n 的整数．实数叶，．．．，呼称为向

量工在基底｛五…， e九｝下的分量
设／： V-+ 皿是向量空间 V 上的函数．如果对于任意的工，yEV

及 OE 匮总有

f(:r:+y)=f（工）＋ f(y), f(a · :r:) =a· /(:r:), (1.2) 

则称 J 是向量空间 V 上的线性函数．在固定的基底 {e.} 下，取向量

工 EV 在该基底下的第 j 个分最，显然它是向量空间 V 上的一个线性

函数，记为 c1（注意：在这里我们故意用表示基底向量的同一个字母来

记这个函数，只是第 j 个函数用上指标 j 来区分，这意味着函数日是

与基底 {e.｝有关系的），即

e; （工） = xi. {1.3) 
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特别地函数 8 在基底向量 ei 上的值是

e·1(e,) ={ 1, i = j, 
0, if- j. 

为方便起见，常常把上式右端记为员，称作 Kronecker 8 记号，即

员＝ { l , i = j, 
0, i =/- j, 

这里的员是专用记号，与基底 {ei} 所用的字母的记号没有关系．

(1.4) 

(1.5) 

很明显，向量空间 V 上的任意两个线性函数的和是 V 上的线性

函数， V 上的一个线性函数与实数 o 的乘积仍然是 V 上的线性函数

这就是说 V 上全体线性函数的集合关于加法和数乘法是封闭的因

此该集合是一个新的向量空间，记为 V*，称为原向量空间 V 的对偶

空间容易证明，前面在 V 的固定基底 {e,｝下定义的 n 个线性函

数吐 ...,e，几恰好构成空间 V* 的基底，称为与原向量空间 V 的基底

伈｝对偶的基底．实际上，对于任意的线性函数 fEV＊和任意的向量

工＝吐ei EV，我们有

f(x) = f（矿ei) = xi f(ei)-

命

Ii= f(ei), 

则由 (1.3) 和 (1.6) 式得到

f位）＝ fixi = J团(x) = (J团）（x), 归 EV,

因此

(1.6) 

(1.7) 

f=f团．（1.8)

这说明向量空间 V 上的任意一个线性函数 J 能够表示成线性函数

e片..，研的线性组合，组合系数 f，正好是线性函数．f 在基底向量 ei
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上的值下面要证明这 n 个线性函数 e片..，泸是线性无关的假定

有 n 个实数 a1,···,a九，使得线性组合 a1e1 + · · ·＋知产为零，即

0!1€1 +...十知泸＝ 0,

将这个零函数在基底向量 ek 上求值得到

0 = Oiie. （织） = 0战＝ Olk, Vk, 

这意味着所有的实数 0!1,..., Cl!九必须为零，因此线性函数 el,... ，研是

线性无关的，故它们构成对偶向量空间 V* 的基底，特别是 dimV* = 
n.V 上的线性函数也称为一次形式或者 1形式

类似地，我们可以考虑线性空间 V 上的多重线性函数设

f:VX··•XV---t 股
｀了，

r个

是 V 上的 r 元函数．如果它对于每一个自变量来说都是线性函数，则

称它是 r 重线性函数线性空间 V 上全体 r 重线性函数的集合关于加

法和数乘法自然是封闭的，因此它本身是一个向量空间，记为 @..V*,

或者 v;..

另外，任意两个多重线性函数能够作张量积，得到一个新的多重线

性函数．例如，设 J 是一个 r 重线性函数， g 是一个 s 重线性函数， J

和 g 的张量积 f©g 定义为

f©g(x1,···,Xr+s)=f(x1,···,Xr)·g(xr+1,···,Xr+s), (1.9) 

其中五...，巧＋s EV. 很明显， f®g 是一个 r+s 重线性函数容易

验证，张拯积具有分配律和结合律，即

分配律： (f + g) ® h = f ® h + g ® h, h ® (f + g) = h ® f + h ® g; 

结合律： (f ® g) ® h = f ® (g ® h) = f ® g ® h. 

因此， r 个线性函数的张量积便成为一个 r 重线性函数． 特别

地，设 {e1,- · •,e吁是对偶向量空间 V* 的基底任意固定 r 个指标
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i1, · · ·, ir, 则我们得到一个 r 重线性函数 eii@... @ e“，它在向量

五...，立 EV 上的值是

ei1 @· · · @ir(x1, · · ·,Xr) = i1 也）...泸（立） ＝叶...吽．（1.10)

指标 i1, ．．．心的选法共有忙种，因此我们得到忙个 r 重线性函数

e”O. ..@ e... , l:i;;:;i1,···,ir:i;;:;n, {1.11) 

它们构成向量空间＠rv* 的基底，由此可见 dim@rV* ＝忙．实际

上，若设／ E@rV*，工丘．．， Xr EV，则

/（五...,立） = f（叶 ei1, 匾.． ,xt•·e"呵）

＝叶· · · xt·· · f (ein · · ·, e让．）

= f,1-••i干 e句＠ ···®e七妇，．．．，立），

其中

ft] …i干＝ J(ein···, 生）， (1.12) 

因此

f=f八··irei1 ®... ® eir. (l.13) 

忙个 T 重线性函数 (1.11) 的线性无关性留给读者自已证明

设 fE@rV*．如果在函数 J 的任意两个自变量交换位置时 J 的

值只改变它的符号，即对于任意的工1, …，立 EV 以及任意的 l~s<

t~r 总有

f(:J:1,... ，也－1, 也，工S+1, · · ·，工仁1, 工t, 工t+1, · · ·) 

=-!(:J:1,... ，工s-1, 中，工＋1, ．．．，工t-1, :l!s, Zt十1,...),

则称 f 是一个反对称的 r 重线性函数，或称 f 是一个 r 次外形式，简

称为？·-形式此时，如果 6 是 {1,... ，叶的任意一个置换，则有

f（也（1)'... ，北a(r)) = sign(u) · /（五...'立），（1.14)
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其中 sign(a) 是置换 6 的符号，即

sign(a) = { ~ 若o是偶置换，
- 1, 若6是奇置换

{1.15) 

实际上， r 次外形式的最简单的例子就是由行列式给出的．

设五...乒r 是向量空间 V 中的 r 个元素，在基底 {e1, · · ·, e九｝

下它们可以表示为

Xi =X扣＋ ···+x？环·

任意取定一组指标 I~ 力<··· <ir ~ n，命

叶...

D小 ·••j,. （五...'立） = ; 
xt1 

:z,-?r 
l 

• I• 

XJr 
r 

(1.16) 

根据行列式的性质，函数 D31...“ （五...，立）是五 ...,Xr 的反对称

的 r 重线性函数，即 Di1·心是一个 r 次外形式．

以后我们要证明，任意一个 r 次外形式无非是这样的一些行列式

的线性组合为此，我们先介绍反对称化运算和外积运算这两个概念

所谓的反对称化运算是将一个 r 重线性函数变成一个 1· 重反对称

线性函数的手段实际上， r 重线性函数 J 的反对称化（记为[/])就是

将它的自变量做所有的置换，然后取它们的值的交替平均值．例如，设

J 是 V 上的一个 2 重线性函数，则

切（工， u） =5(f（工， y) - f(y乒）），如，yE V. 

如果 J 是 V 上的一个 3 重线性函数，则

切（也正） = 6 （f(工，正）－ f(y, :c, z) + f(y, z乒） － f(z,y乒）

+f(z，工， u）－ f(x,z,y)), 

其中工，y,zEV. 一般地，设 J 是 V 上的一个 r 重线性函数，则

[/]（五...，立）＝讨汇 sign(u) • /（也（I)'.. ．心(r)), (1.17) 
uE6r 
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其中已是 ·r 个整数 {1,... ，叶的置换群很明显，［fl 是一个 r 次外

形式如果 f 本身是？．次外形式，则 [fl =f. 

向量空间 V 上的全体 r 次外形式的集合记为 /\rV*，因为加法和

数乘法在集合 /\r V* 中是封闭的，因此它自然是一个向量空间．更要

紧的一个事实是在外形式之间还能够定义外积运算，它在实质上是张

量积和反对称化运算的复合．

定义 1.1 设 J E NV*,g E NV*，则 j 和 g 的外积f/\g 是一个

(r+s) 次外形式定义为

f/\g= 
(r + s)! 

r!s! 
[f®g]. (1.18) 

例 1 设 f,g 是向量空间 V 上的两个一次形式，求它们的外积的

求值公式

解根据定义 1.1，我们有

f/\g = 2[! ®g], 

因此，对于任意的 x,yE V 有

f/\g(:z:, y) = 2[/ 18) g] （工， y) = f ® g(:z:, y) - f ® g(y, :z:) 

= f(:z:)g(y) - f(y)g (:z:) = 
/(:z:) f(y) 

9位） g(y)

例 2 设 f,g,h 是向量空间 V 上的一次形式求它们的外积的求

值公式

解根据定义 1.1，我们有

九 (gl\ h) ＝点[f@(g^h)］＝肃·盂[J ® (g © h)] = 6[/ ® g ® h], 
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因此，对于任意的 :z:, Y, z EV 有

f I\ (g I\ h)(:z:, y, z) = 6[f ® g ® h](:z:, y, z) 

=f®g®h(:z:, y, z) - f ® g ® h(y, :z:, z) + f ® g ® h(y, z , :z:) 

-f®g®h(z,y, :z:) + f ® g ® h(z , :z:, y) - f ® g ® h(:z:, z, y) 

=!（工）g(y)h(z) - J(y)g(:z:)h(z) + J(y)g(z)h(:z:) 

-f(z)g(y)h(:z:) + J(z)g(:z:)h(y) - f(:z:)g(z)h(y) 

f(:z:) f(y) f(z) 

= I g(:z:) g(y) g(z) 1-

h(:z:) h(y) h(z) 

定理 1.1 外积运算遵循下列运算法则：

(1)分配律： （八＋ f2)A9=flAg+f2Ag;

(2)反交换律：设 J E NV*,g E NV*，则 Jl\g=(-lt8gl\f;

(3)结合律： f I\ (g I\ h) = (JI\ g) I\ h. 

证明 (1) 是明显的．关于 (2)，任意取 X1,· · ·，立＋s EV, 则根据

外积的定义，我们有
(r + s)! 

J/\9(:z:1,···, 立＋s) = ~[f ® g](:z:1, · · ·，也＋s)
r!s! 

1 
=—区 sign(a) · r!s! f（左1），· · ·，也（r))g（也（r＋ 1), · · ·，工叶＋s))

咚巴＋a

＝忐sign（勹 1::: s;r r:l::: r:s) 

· L sign(a) · g（也（1),... ，也(s)订（也(s+l),... ，也(s十r))
6EO·十s

= (-1)“g A f也，．．．，立＋s ）．

至千 (3)，只要证明对于任意的 f E /\ r V*, g E /\ s V*, h E /\ t V* 

有

f A (g Ah)= 
(r + s + t)! 

r!s!t! 
[f ® g ® h], 

(f Ag) Ah= 
(r + s + t)! 
叫s!t!

[f ®g®h]. 
(1.19) 
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读者可以仿照例题 2 自已进行证明．证毕．

根据结合律，任意多个外形式的外积是有意义的例如 3 个外形

式 f,g,h 的外积 J/\g/\h 可以写成 J/\(g/\h)，也可以写成 (I/\g)/\h,

最终它是 (1.19) 式的右端

由反交换律得知，如果 f,g 是 V 上的一次形式，则

f /\g=-g/\f. (1.20) 

特别地

f /\f =-!/\f, f/\f = 0. (1.21) 

另外，如果在 J,g 中至少有一个是偶次外形式，则由 (2) 得知下面的交

换律成立：

f /\g=g/\f. 

现在设 Jl, ．．． ,Jr 是 V 上的 T 个一次形式，则由 (1.19) 得知

fl/\ .../\ f = r! [J1 @...@ f'-].(1.22) 

任意取 :Z:1,... ，立 EV，则

fl/\ .../\ fT（五 ...,:z:r) = r!(f1@... @r](:z:1," ．，立）

fl (:z:i).. ．尸（立）

＝汇 sign{u炉（也(1) ） · · · f?．（也(r) ） = : :. 
uE6r 

fr(工 1) ．．． fr（立）

(1.23) 

特别地，在 V＊的基底 {e'｝中任意取定 T 个成员 e丸..., eir ，则由

(1.23) 式得到

ej• I\... I\ 泸（X1,·..' 立）

ei1也）．．．护（立）畔...畔

= I : : I= I : : .. • :. (1.24) 

e“妇）．．． eir（立）叶 ... X小·
T 
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将 (1.24) 和 (1.16) 式相对照不难知道

D小…“= e“A. ．． A泸．（1.25)

若在 V 的基底 {e.｝中任意取定 T 个成员 e，.矿 ..,ei.r，则由 (1.24)

式得到

护．．．护

ei1 A... A 泸 (e红，...'红） = ; ; ＝硝．．：．/;", (1.26) 

61,... ．岱·

" 
我们把约飞「称为广义的 Kronecker o 记号．由它的定义式 (1.26) 即
知

1, 若i1,.. ·，行互不相同，且h, 圈..， j1`

是i1,.. ·, ir的偶排列；

研．心＝｛ - 1, 若i1, · · ·,芬互不相同，且小，· · ·,jr 
是ii,... ，让的奇排列；

0, 其他情形

根据反交换律 (2)，对于一次形式 p,...,r 的外积 flA...Af\

交换其中的任意两个因子，则该外积必反号．所以，对任意的 a E 包

有

r(l) /\··•Ar(•·)= sign(a)· J1 A···矿＝ 6f钮叶）fl A · · · A广 (1.27)

定理 1.2 设｛吐 ···,e吁是对偶向拉空间 V* 的一个基底则

{ ei• I\... I\ 产 1 ~ i1 < · · · < ir ~ n} 是？，次外形式空间 NV＊的
基底．特别是，空间 NV＊的维数是 dim(\rV* = C;．当 r>n 时，

(\1'V* = {O}. 

证明设 J E NV*，则 J 作为 r 重线性函数可以表示为（参看

(1.13) 式）

f = h1···Jrei1 ®... ® eir, 

其中

f小…3,. ＝ f(e小， ...,e;,. ），
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这里 {ei} 是向量空间 V 中对偶的基底．因为 J 的反对称性，所以系

数 f儿 ···i个关千下指标是反对称的，即

h.. (l) ···i.. cr) = sign((T）f力…3T, V6 E 已．

因此由 (1.22) 式得知

f=[Jl=h …;,.[e31 ® • • • ® e“] ＝卢f31 1reJl A. .. A eJr 

＝汇 f力 ·.ire“A. ．． A e片．（1.28)
1~．九 <..,<j干<九

这说明任意一个 r 次外形式 J 能够表示成 eJl/\.../\庄,1 冬小<... < 
jr <n 的线性组合

为了证明这笃个 r 次外形式 e31 /\.../\e气 1 ~ J1 < · · · < ir ~ n 

是线性无关的，假定有一组实数 f小...j，擘， 1~ 小 <···<Jr~ n, 使得线
性组合

汇l~j1<…<jr<n 

f小…j俨 ejl/\.../\ 泸 =0.

将这个零函数在向量 e红， ...,e行， 1~ 钉<...<芬 ~n 上求值，得到

0 ＝芷 fJ1..Jre“A · · · A 泸(ei1, · · ·, ei,.) 
l,S.it<···<ir•乓九

＝区 f31.Jr6:: :下~ = fi1 ···ir, 
lE;;小＜···<ir,S.n

由此可见，这组实数儿···叶， 1 <小<... < jr< n 必须全部为零

证毕．

上面的构造可以从代数上进行抽象．假定 W 是任意一个 n 维向

量空间，它的一个基底是｛如，…，w九｝．把 W1,···,Wn 看作 n 个字母，

构造实系数多项式只是要求字母之间的乘法不是普通的交换乘法，而

是反交换乘法也就是在交换任意两个字母的位置时该乘积变号：

Wi I\ 叨＝ - w; I\ Wi, VI ~ i,j ~ n. (1.29) 
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把这种乘法称为外积，假定多个字母的外积遵循结合律，同时假定分配

律也成立．如此得到的多项式称为外多项式．由于

WiAw, = －W,Aw,，故 Wi I\ Wi = o, Vi. 

因此在外多项式的每一项中同一个字母不能出现两次，于是高于 n 次

的齐次外多项式必定是零．这样，一次外多项式是字母 W1,···,W九的

线性组合，它们构成向量空间 W 本身二次外多项式是 o,/\Wj,l ~ 

i<j 红的线性组合，它们构成的空间记成 /\2W. 一般地 k 次外多
项式是

Wi1/\•··I\ Wik, 1 ~ i1 < · • • < ik ~ n 

的线性组合，它们构成的空间记成 /\kW．零次外多项式定义为实数本

身全体外多项式的集合记为

n 

八(W) = El\ kw, (1.30) 
k=O 

其元素是各次外多项式的形式和．在集合八(W) 中有加法和外积运算，

并且外积运算适合分配律、结合律和反交换律，所以从代数上讲，八(W)

是一个结合代数，称为向最空间 W 上的外代数

由此可见，向量空间 V 上的外形式就是其对偶空间 V* 的基底向

量吐...，矿的外多项式．但是，我们在本节具体地、构造性地定义了

外形式的外积，而不只是一种抽象的规定．这就是说，本节叙述的外形

式的理论具体地构造出一个外代数．

外多项式的形式化定义的好处在千消除外形式和外积的神秘感．

从普通的多项式出发，只要规定字母之间的乘法是反交换的，则所得

到的便是外多项式

具有反交换乘法的代数结构的例子还有：设配是三维向量空间，

“X" 是该空间上的向量积（叉积）．容易验证，空间配关千向量积是一

个代数．不过，向量积不具有结合律，而满足所谓的 Jacobi 恒等式因

此配关千向量积不是外代数，而是所谓的李代数．

最后，我们叙述一个重要的定理，它在微分几何中是十分有用的．
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定理 1.3 {Cartan 引理） 设 Q1,···,w飞肚...，仇是 n 维向量

空间 V 上的 2r 个一次形式，其中 wl,...,Wr 是线性无关的．如果恒

等式
r 

区w<>/\0。 =0 {1.31) 
ct=l 

成立，则每一个儿必定是 wl,,..,wr 的线性组合，即

r 

。产区a。J3琴 (1.32) 
/3=1 

并且组合系数 a。。是对称的，即 aa/3 =a加·

证明 因为 w\···,wr:是线性无关的，所以可以把它们扩充成为

对偶空间 V* 的一个基底 w1,··•,W,r,wr+i,...,wn, 因此每一个一次形

式 0Q 可以用该基底表示，命

7& 

oo ＝汇如wi.
i=l 

(1.33) 

已知空间 A2V＊的基底是 {wi/\w入 l~i<j~n}，将 (1.33) 式代入

(1.31) 式得到

I、 r n 

0= 汇w”/\0o=EEa。:/\w·
a=l a=li=l 

r r r n 
= LLa。即0/\wf3 ＋汇汇。，护”/\we

a= 1 /3=1 a=l {=r+ 1 
r n 

＝汇 (a。p-apo)w0/\w丘汇汇 a。eW0/\we.
1:;.a</3:;.,· a=l {=r+l 

于是所有的组合系数必须为零，即

aoB -aBo = 0, V1 < o < /3 < r. 
a。~ = 0, Vl ~ a ~ r < { ~ n, 

这样，（1.33) 式成为



§7.2 外微分式和外微分 317 

ou ＝汇 a研df3.
/3=1 

证毕．

习题 7.1

l. 设作｝是向址空间 V* 的一个基底，证明： e“O... ＠护， 1~

i1, · · ·，行 ~n 是线性无关的．

2. 假定 J 是向量空间 V 上的 3 重线性函数，根据反对称化的定

义写出 [f](:z:1，五叩）的表达式其中五五 :Z:3 E V. 

3. 假定/ E f\2V*,g EV*，写出 [f®g]（五抎叩）的表达式其

中气功， :Z:3 EV. 

4. 设/ E /\rV*,g E j\8V*, h E /\t V*，证明：
('r + s +t)! 

(f/\g)/\h=f/\(g/\h) = ~ [f ® g ® h l. 
-r!s!t! 

5．设｛e1,e气 e3} 是三维向量空间 V＊的基底，若有

证明：

3 

矿＝区中1, 1 :;,;; ·i:;,;; 3, 
j=l 

叶
yl I\ 沪 I\ 沪＝ ai 

a! 

叶 a1
a~ a~ I e 1 /\ e2 /\ e3. 

2 3 a.3 a3 

6. 设 f = ae2 /\ e3 + be3 /\ e1 + ce1 /\ e2, 其中 a,b,c 是不全为零的

实数，试把 2 次外形式 J 表示成两个 1 次形式的外积．

§7.2 外微分式和外微分

本节的主要内容是介绍外微分式的概念及其外微分运算．为此，我

们首先复习曲纹坐标系的概念．
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设欧氏空间萨中的正则曲面 S 的参数方程是 r（正，沪），其中

(ul ，护） ED C E2, 则

dr = radu0. (2.1) 

在第三章，我们已经强调 (ul, ，吐）可以作为曲面 S 上的点 p 的坐标，

称为曲面 S 上的点 p 的曲纹坐标另外，从 (2.1) 式得知，曲面 S 在

点 p 的切空间的基底是 {r1,r叶，而 (du1,d忙）是在点 p 的任意一个切

向量的分量，因此 d吐 d仗分别是曲面 S 在点 p 的切空间 TpS 上的

线性函数，它们构成曲面 S 在点 p 的切空间的对偶空间上与自然基底

伈， r叶对偶的基底，记为 {d记， du2}. 我们把曲面 S 在点 p 的切空间

TpS 的对偶空间称为曲面 S 在点 p 的余切空间，记为 T;S．余切空间

T;S 中的元素称为曲面 S 在点 p 的余切向量，也就是曲面 S 在点 p

的切空间上的线性函数

上面的说法可以搬到欧氏空间护的一个区域 D 上去，得到平面

区域 D 上的曲纹坐标的概念．设（正，丑）是平面区域 D 上的笛卡儿

直角坐标系，（ul,u2) 是另一个平面区域 U 上的笛卡儿直角坐标系．如

果在平面区域 U 和 D 之间存在一个一一对应，它可以表示为从 U 到

D 的映射 f :U--+D，即

x1 = f1(u1,护），护＝户（心，护），（2.2)

以及从 D 到 U 的逆映射 g:D--+U，即

u1 = g1(xl，沪），护＝沪（吐约， (2.3) 

并且假定函数 f叮心，切， go(xl，泸）都是连续可微的，则称（记，忙）是

平面区域 D 上的曲纹坐标系．如果让忙的值固定，而让记变化，则我

们在平面区域 D 上得到一条曲线，称为平面区域 D 上的一条，u1－曲线．

同理我们有平面区域 D 上的一条 u2－曲线．由于平面区域 U 和 D 的

点之间是一一对应的因此经过区域 D 上的每一点 p 只有一条矿－曲
8 

线也只有一条，ua2－曲线我们把记－曲线的切向量记为加把吐曲线

的切向量记为 于是它们构成区域 D 在点 p 的切空间的基底，记
茄＇
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为｛志志｝，同时区域 D 在点 p 的余切空间的基底是 {du1,du2}.
在点 p 的任意一个余切向量是 d,U1,d设的线性组合

由于映射 f:U---+D 和 g:D---+U 互为逆映射，因此有恒等式

沪＝ j°'(gl(x＼沪），护（心，护））， a=l,2 (2.4) 

和恒等式

砍＝矿(Jl(u＼句，户(ul ，吐））， a= I, 2. (2.5) 

因为 f"(ul ，护）， g”（叶，护）都是连续可微函数，将 (2.5) 式对 u(3 求导

得到

所以 Jacobi 行列式

8g0 8f,, 

8炉 8uf3

8(fl ，尸）
8(u1,u芍

＝砑，

,/ o. (2.6) 

反过来，根据反函数定理如果有两个连续可微函数

x1 = f1(u\ 忙），泸＝尸(ul，切，

只要它们的 Jacobi 行列式
8(f1 ，尸）
fJ(u1 ，忙）

处处不为零，则在任意一点（对，

咕）的一个邻域内存在反函数

Ul =矿（正，约，吐＝护（4，护），

使得恒等式 (2.4),(2.5) 成立，因此 (ul，吐）可作为区域 D 在点（对， x~)

的邻域内的曲纹坐标．由此可见，平面区域上的曲纹坐标系要比笛卡儿

直角坐标系随意得多．克服笛卡儿直角坐标系的局限性是数学发展过

程中的重要一步，同时曲纹坐标系的概念又导致微分流形概念的产生．

一般地，设（叶，...．泸）是 n 维欧氏空间矿中的区域 D 上的笛

卡儿直角坐标系，（正，．．．，矿）是n，维欧氏空间庐中的另一个区域 U

上的笛卡儿直角坐标系．如果在区域 U 和 D 之间存在一个一一对应，

它可以表示为从 U 到 D 的映射 f:U-D，即

A = f] (u1, · · ·，矿）， ...,xn = 1n(u1,..., 泸），
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以及从 D 到 U 的逆映射 g:D--+U，即

心＝矿（心，．．．，泸），．．．，矿＝矿（Xl,...' 产），

并且假定函数尸（记，．．．，矿）， g叮:r;l'... ，呼）都是连续可微的，则称

（叭..正）是区域 D 上的曲纹坐标系．区域 D 在点 p 的切空间的

自然基底是｛ D a 即＇．．．声｝，同时区域 D 在点 p 的余切空间的基底
是 {d记， ...,d炉｝．在点 p 的任意一个余切向盐是 d正， ...,d矿的线

性组合

反过来，根据反函数定理，如果有 n 个连续可微函数

Xl = fl('IJ，1,..., 矿），..., xn =尸（矿，．．．，矿），（2.7)

只要它们满足条件
8（户...'尸）
8(u1, · · ·，证）

于 0, (2.8) 

则在任意一点（对，．．暑，对）的一个邻域内存在反函数

Ul =矿（吐·匾．．，泸），矿＝矿（XI,..., 沪），

使得恒等式

XCI =尸（旷 (xl,... ，泸），·匾 .,g” （Xl,... ，泸））， l~a~n

和恒等式

u°= g°(f1 （心，．．．，矿），．．．，尸(u1, • • •, un)), 1 ~a~ n 

成立，因此（记，...，矿）可以作为区域 D 在点（对，...，对）的邻域内

的曲纹坐标由此可见，（2.8) 式是函数组 (2.7) 能够在点 (xA, …，对）

的邻域内引进曲纹坐标系 (u1.··· ，沪）的充分必要条件．

在 20 世纪中叶，所谓的大范围微分儿何和大范围分析的课题成为

数学研究的热门课题所考虑的空间不再限于具有笛卡儿直角坐标系

的欧氏空间，而只要求这种空间在局部上具有曲纹坐标系，并且容许曲
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纹坐标系作一定的变换，这种空间就是现在所称的微分流形．稍微确

切一点说所谓的 n 维微分流形是指由 n 维欧氏空间中的一些小块区

域一片、一片连续可微地拼接起来得到的空间在这里，“连续可微地

拼接起来”的意思是在有些小块区域的某部分可以通过其上面的曲纹

坐标的正则的连续可微的函数关系等同起来．当 n=2 时，这就是第

六章 §6.6 所叙述的二维光滑流形．以后为方便起见，总是假定连续可

微函数指它有连续的任意阶的各种偏导数，有时也称这种函数是光滑

函数在 n 维微分流形的每一点有切向量、切空间、余切向量、余切

空间的概念特别地在曲纹坐标系 (u1,··· ，旷）下 {du1, ···,du吁是 n

维微分流形在一点的余切空间的基底．关于微分流形概念的确切叙述

可以参看参考文献 [3] 和 [2].

现在，我们要给出外微分式的定义．

定义 2.1 设 D 是 n 维欧氏空间庐中的一个区域，（心，．．．，矿）

是区域 D 上的曲纹坐标系．如果以连续可微的方式在每一点 p = 
(u片..，矿） ED 给定了一个 r 次外形式

1 
呴）＝节'i1···ir(u1, · · ·，矿）duii A · · · /\ duir 

T! 

= E 饥…1干（矿，．．．，矿）dui1 I\··· I\ d泸，（2.9)
1,.;红<…＜ir,.;n

其中假定系数函数礼·,．（u1, …，沪）对千下指标 i1, · · ·，吁是反对称

的，则称 cp 是定义在 D 上的 r 次外微分式

在这里，所谓的“以连续可微的方式＂是指系数 cp庄·i,.(11,1,... ，矿），

1 :::;; i1, · · ·, ir :::;; n 是心，...，炉的连续可微函数，即饥..，认矶...，矿）

是 u1.•·· ，矿的光滑函数

例 1 区域 D 上的 1 次微分式就是 1 次外微分式．

设 f:D--+ 股是定义在 D 上的连续可微函数，则它的微分

df = 盯
8u· 

,dui 

即为区域 D 上的 1 次微分式，因而也是 D 上的一个 1 次外微分式．
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例 2 设 S 是三维欧氏空间萨中的一块正则参数曲面，参数方

程是

r=r（心， u2), (2.10) 

并且它的第一基本形式是

I = gapd忱du13. (2.11) 

命

d(1' = V911g22 - （如）2du1 /\d吐，（2.12)

则如是曲面 S 上的一个 2 次外微分式．

容易证明： 2 次外微分式如在曲面 S 的保持定向的容许参数变

换下是不变的实际上，如果（矶护）是曲面 S 的另一个保持定向的

参数系，于是护＝沪(ul，忙）是吐忙的至少 3 次以上连续可微的函

数，并且
8（矿，护）

如田）
>0圈 (2.13)

假定曲面 S 的第一基本形式用新参数（护，护）的表达式是

I = 9OI.1d铲d矶

则根据第三章的 (3.12) 式在第一类基本量如和 9a.f3 之间有关系式

(:: :) ~ J. (:: ::) J飞（2.14)

其中 J＝巨勹
在 (2.14) 式两边取行列式得到

911922 -（如）2 = (detJ)2（如如－ （如）外
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因此

心11922 -（如）2 = ldetJI · ✓911922 -（如）2. (2.15) 

但是根据 (2.13) 式，

7
u
-
:
u

一2U

8888 

= J 

为

t e 

成

d 

式
ÌJ 5 1 . 2 ,Ib 

以所

a护

玩 8（护，护）
= 

彻21 8(u1,u勺
>0, 

声

灼n9m- （如）2 = detJ · ✓如如－ （如）2. (2.15') 

在另一方面，对函数护（心，忙）求微分得到

au0 _, au°' 
d护＝—du1+—du气 o = 1, 2, 8u1 ·--'au2 (2.16) 

因此

8矿 8矿
d·u.1 A cl沪＝ (—du1 +—du2)＾一—a护 0护加彻2 (时时＋ Ou产）

8（护，护）
= 

8(u1 ，忙）
du1 /\ du2. 

结合 (2.15') 和 (2.17) 式得到

(2.17) 

灼n如－（如）2di1 /\d沪＝ V如如－ （如）2
8（护，护）
8(,U1,u芍

du.l/\ d,IL2 

＝妙n922-(g1沪du1/\d11-2,

这就证明了 2 次外微分式如在曲面 S 的保持定向的容许参数变换下

是不变的．

这个事实蕴涵着一个十分重要的结果．我们在第＝．章 §3.1 已经定

义过正则曲面的概念（参看第三章的定义 1.1)，它是一片、一片正则参

数曲面粘合的结果，在重叠部分会有多个曲纹坐标系，但是在不同的

曲纹坐标系之间的变换都是容许的参数变换．上面的断言表明，虽然 2
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次外微分式如在曲面 S 的每一个参数表示 (2.10) 下是用 (2.12) 式给

出的，但是它在实际上是定义在整个有向正则曲面 S 上的 2 次外微分

式同样，在第六章 §6.6 所描述的有向抽象曲面（二维黎曼流形）上也

有定义在整个曲面上的 2 次外微分式 d6．在这里，我们具体地描述了

构造定义在整个有向曲面 S 上的量的一种方式，即这个量可以用局部

坐标来表示、但是与局部坐标系的选择无关．这种方式有普遍意义．

2 次外微分式如称为在曲面 S 上的面积元素，其理由如下：假设

在曲纹坐标系 (ul，护）下，在点 p 给定两个切向量

那么

1 2 a= a1r1 + a2r2, b = b兄＋ b切，

如(a,b)=~评du1 /\ du2(a, b) 

＝心n9m- （g1识(du1(a)du2(b) - d矿 (b)du2(a))

= V911922 - （如）2 （a,甲－ bl吐）．

作切向量 a,b 的向量积得到

因此

ax b = (a甲－ b1a2)r1 x r2 

= （a甲－ b1a2)lr1 x r2I · n 

= (a甲－ b1a2)(lr计．同 sin 乙(a,b))·n

= (a.1b2 - b1a2)lr1I • lr2I~ 乙~b)•n

= (a甲－b1a2)~ · n, 

如(a,b) ＝土lax bl, 

换言之如(a,b) 恰好是切向量 axb 所张的平行四边形的有向面积

区域 D 上的任意两个同次的外微分式能够以逐点计算的方式作

加法和外积运算．对千外微分式来说，更重要的一种运算是外微分，它

把 r 次外微分式变为一个 r+l 次外微分式．
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定义 2.2 设

1 
'{) =汀你·•·i 了佩 dui1/\ ．.． I\ duir (2.18) 

是定义在区域 D 上的一个 r 次外微分式．用如下的方式定义 r+I 次

外微分式

1 
如＝丁d饥·•·ir/\ d,Ui1/\.../\du行

T! 

1 8中幻…让
=— 
叫 Ouj

du,i /\dui1/\.../\du气 (2.19) 

称为中的外微分．如果({) : D --+股是定义在 D 上的连续可微函数（即

零次外微分式），则它的外微分如就是它的普通微分（参看例 1).

例 3 设 (u,v,w) 是欧氏空间萨中的曲纹坐标系，命

w = a(u.,v,w)du+/3('U.,v,w)dv 气(u,v,w)dw,

'T/ = P(u,v,w)dv/\dw + Q(u,v,w)dw/\du+ R(u,v,w)du/\d仇

其中 a,(J ， -y,P,Q,R 都是 u,v,w 的连续可微函数，求它们的外微分．

解根据外微分的定义，我们有

dw=da/\du+d/3/\dv + d-y /\ dw 

= （总－昙） dv/\dw+ （皇－皇） d'W/\ du 

+ （昙－譬） du/\dv,
d'f/=dP/\dv/\dw+dQ/\d'W/\d,U 十 dR/\d·u/\dv

＝（竺覃三）Ou 81, 8'W 
du/\dv/\d'W. 

定理 2.1 外微分运算 d 遵循下面的运算法则：

(1) d 是线性算子，即对于任意的外微分式护，护，有

d矿＋沪） = dl.{)1 +d护 d(c ·矿） ＝ C·d矿， VC E 氐

(2) clod= 0, 即对于任意一个外微分式 'P, 有

d（如） = O; (2.20) 
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(3) 若，是？．次外微分式则对于任意一个外微分式小，有

d(中 A 心）＝ di.p ＾也十 (-1)气p A d劝． (2.21) 

证明 (1) 是明显的．

(2) 设外微分式中由（2.18) 式给出，则根据外微分 d 的定义得到

dcp = 

再求一次外微分得到

d(dr.p) = 3 1 a2你 ···ir
r! au叨记

1 8cp幻 ···i,｀- d11,j Adu“A. .. A du',. 
讨 8ui

, 

duk I\ d记 A du“A.. . A du.,. 

1 1 82饥＝汀． 5 （ 8uk心'.duk I\ duj I\ du打 I\··· I\ dui,. 

+ 
护你·••i
8记8uk

~dui I\ duk I\ d·ui1 I\··· I\ du七）

1 1 (82r.pi1•"ir 82饥 ···i,-
r! . 5 （应吵－加8uk) duK A du1 A d泸 A. ．． A du” =— 

=0. 

最后一个等号成立的原因是系数汽.••i干都是连续可微函数，因而

沪饥·灯，． a2饥 ..,i,
= 8u砃uj a记8uk.

(3) 由千外微分 d 是线性算子，所以只要假定中和，u 都是单项外

微分式

中＝ adu1·1/\.../\du呫·,中＝ bd?LJ.l /\.../\ duJs, 

千是利用外积的反交换性得到

d(,pl\ 劝） = d(abd.uii I\ · · · I\ dui,./\ duj1 /\.../\ d泸）

= d(ab)/\dui1/\.../\dui干 I\ duJ1/\ ... I\ duJ., 



§7.2 外微分式和外微分

= (adb + bda) /\ dui1/\ ... /\dui,. /\ dui1/\ .../\ d吵

= (da /\ dui1 /\ -.. /\ d的）/\ (bduii /\ · · · /\ d吵）

327 

+(-1r(adu;1 /\ · · ·/\duir) /\ (db/\duii /\ · · · /\ d吵）

= dt.p /\劝＋ （－ 1 ）r中 Ad劝．

证毕．

关于运算法则 (3) 有两个特殊情形需要特别强调一下．若／是定

义在区域 D 上的零次外微分式，即／是定义在区域 D 上的连续可微

函数，则由 (3) 得到

d(f劝） ＝ df/\ 劝 +fd心．

若中是定义在区域 D 上的 1 次外微分式，则

d(r.p/\'I/))= dr.p I\ 劝一 r.p/\d心．

(2.22) 

(2.23) 

例 4 在欧氏空间萨中的笛卡儿直角坐标系下，试将向量场的

场论公式和外微分式的两次外微分为零的性质相对照

解设 (u,v,w) 是欧氏空间贷中的笛卡儿直角坐标系， w=

(a,{3,-y) 和,,, =(P,Q,R) 是定义在区域 D 上的连续可微的向最场，

那么

rot(a，扣）＝（ 81, 8/3 0o 0勹 8/3 8o 芦玩瓦飞瓦飞）
div{P,Q,R) = ::;,:-. + ~ + 

{JP. DQ. DR 
Du'01.1 aU) . 

场论中有著名的公式

divorot = 0, 

用到向量场 w=(o,/3，勹）上则是

div(rot(o，幻））

=div（伤卵如伤卵如芦玩忑飞言玩）
＝点（贯－岂）＋嘉（芷－皇）＋矗（贯－笳）＝ 0
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把 w = (a,f3,'Y) 对应于 1 次外微分式

w = adu + f3dv +,.dw, 

把 r,= (P,Q,R) 对应于 2 次外微分式

ii = Pdv I\ dw + Qdw I\ du+ Rdu I\ dv, 

那么向掀场 w=(a,f3,'Y）的旋量对应于 1 次外微分式 Q 的外微分：

a,, 8(3 \.....,. (8a a, dw= 信－玩） dv I\ dw+ （玩囥） dw I\ du 

+ （昙－笠） du I\ dv, 

同时，，，，＝（P,Q,R) 的散度对应千 2 次外微分式订的外微分：

_ (8P. 8Q. 8R 
dij =（玩飞飞） du I\ dv I\ dw. 

由此可见，场论公式 divorot w = 0 对应千 d(dw) = 0, 即

d（心）
a (8-y a/38 (8a 8-y 

飞（豆玩）飞（茄飞）
+ 

8 卵如玩长－玩）］ du I\ dv I\ dw = 0. 

但是，对于后一个公式并不需要假定 (u,v,w) 是欧氏空间伊中的笛

卡儿直角坐标系，只要假定 (u,v,w) 是欧氏空间护中的任意的曲纹

坐标系就行了，而且该公式对千任意维数的空间内任意次外微分式都

成立，因此有更广泛的意义

外微分运算还有一个更重要的性质，也就是外微分 d 与外微分式

的参数表示的方式无关，这称为＂外微分 d 的形式不变性”，是微积分

学中＂一次微分的形式不变性”的推广．确切地说我们有下面的定理

定理 2.2 设 cp 是定义在 n 维区域 D 上的一个 r 次外微分式，它

在曲纹坐标系 (ulr·· ，矿）下的表示是

cp= 汀饥··ir （记，．．．，矿）dui1 /\···Ad泸，



§7.2 外微分式和外微分 329 

在另一个曲纹坐标系（护，．．．，沪）下的表示是

中＝沁．．t,．（叭...，矿＇）d沪 A···Ad护，

其中假定饥...,,．和心．．．．r 对下指标都是反对称的，则有

dcpii •••ir A d,i1 A···/\ d的＝ d如．．九， A d护 /\···Ad护．（2.24)

证明 由于不同的曲纹坐标系之间有容许的坐标变换，设为

矿＝矿(u\ · · ·，矿）， 1 ~ i ~ n, 

故
8矿

dui=~•duj. 
8U 

(2.25) 

因此

你·•·ir （吐...,矿）duii/\.../\du七

＝礼 ···jr （ul,..., 护）d砂 I\... I\ duir 
8沪l a沪千

=<p八··Jr （矿，．．．，矿）一一．．．一—dui1 /\ • • • /\ dui,.. 
8记I 8uir 

很明显，好
8砂彻”

·•·j示丙．．．和对于下指标 i1, · · ·，仁仍然是反对称的，因

此比较上式的前后两端的系数得到

a妒I 8Uj,. 
中i1 ·心畸＝ 'Pj1 ·••j ——..．一勺,.8ui1 au七 . (2.26) 

对 (2.26) 式求微分得到

dcpi1 ·••ir= 卢 (@J11芸告）duk
（铝···1r 8al 8勀 8砂在 8沪

= 8il 玩节石．．．芦＋礼···ir 玩硕石．．．玩工

8妒l 沪妒，、

+···＋礼·1，声 ···-i翊uir) 叫，
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所以

dcp仇…i,. I\ dui1 I\... I\ duir 

8幻 ···ir a矿 8秘 0勀· 8如吵=(~声声．．．芦十 <pj1 …“8u叨u'l · · ·芦
~ 8沪 8如r

+·.. + (pfr··“芦· ·. Ou勺~)d'l.lk A d,U“A. .. A du'?· 

= a妇··“8dl O沪~... ?_沪.. 
彻l 8uk 8ui1 加让．

·—duk I\ dui1 I\ • • • I\ dui,. 

扩
= 

钰...分

彻l
dUI AdU“A. .. A dU” 

= d(p小…jT A d沪 A. ．． A d砂．

在这里，第二个等号成立的理由是除了第 1 项以外其余各项全部为

零，例如

护沪l 0沪r
...—duk/\dui1 I\ · • · I\ du奸

aJ,KOu“Ouk 
1 8勺31 8勺J1 8妒T=i(应加1 - au咙uk) ·.，声duk/\ du”/\ ．．． /\du'广

=0 

（参看定理 2.1(2) 的证明）．证毕．

根据定理 2.2，外微分实际上是定义在整个正则曲面 S 上的算子，

或者更一般地，外微分是定义在光滑流形上的算子．因为在这种空间

每一点的邻域内有局部坐标系，而在不同的局部坐标系之间有容许的

坐标变换，但是外微分算子与局部坐标系的选取无关，所以它是在整个

空间上定义好的算子．这就是说，给定一个定义在光滑流形 M 上的一

个 r 次外微分式，尽管在不同的局部坐标系下，外微分式有不同的表

达式但是它们的外微分仍旧是同一个外微分式在相应的局部坐标系

下的表达式因此，外微分运算把定义在整个流形 M 上的一个 r 次外

微分式变成定义在整个流形 M 上的一个确定的 r+l 次外微分式

定理 2.2 还可以作一些推广，这在以后十分有用设有另一个 m

维区域 D，曲纹坐标系是（护，．．．，矿），并且 (1:D-b 是一个连续可
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微映射，表示为

护＝矿(u1, •••I 矿）， o = 1, · · ·,rn. (2.27) 

映射 a 诱导出一个映射 a*，它把定义在区域 b 上的·,·次外微分式变

为区域 D 上的 r 次外微分式例如设

~ 1 
<p ＝汀汇

1:;;;a1,···,a,.:;;;m 

如1·•·0,．（矿，．．．，严）d砂 A· ．匾 Adu气 (2.28) 

则 o飞是区域 D 上的 r· 次外微分式它是用 (2.27) 式代入 (2.28) 式

所得到的结果，即

1 
心＝产••a, （矿 (ul,.. ．，矿），．．．，沪（心，．．．，矿））

r. 
8的知7
石丙．．．声du.ii/\ ．瞿. /\clui,., (2.29) 

其中指标 01, · · ·立r 的取值范围从 1 到 m., 指标 i1,··· ，行的取值范

围从 1 到 n，并且上式使用了 Einstein 和式约定．通常，我们把 6飞称

为区域 D 上的，r 次外微分式＄通过映射 6 在区域 D 上的拉回．

定理 2.3 设 6:b-D 是连续可微映射，则对区域 b 上任意的

外微分式 9, ＄有下面的等式：

(1) a＊伈＋中）＝ 6飞＋ 6飞；

(2) a* (r.p I\ 劝） = 6飞 I\6飞；

(3) a*(dr.p) = d(a飞）．
证明性质 (1) 和 {2) 可以从映射 6＊的定义直接得到性质 (3)

的证明在实际上和定理 2.2 的证明是一样的实际上，定理 2.2 是定理

2.3(3) 的特殊情形证毕．

把微积分学中的重积分的被积表达式写成外微分式是更加自然的，

因为此时积分的变量替换公式可以通过直接计算得到例如，考虑二

维区域上的重积分 JL f(x, y)dxdy，其中的 dxdy 应该换成 dx/\dy.
D 

如果有变扯替换

.r. = i·(1/,,.v), y = y(u, v), (,I/, ,v) Eb, 
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则
8x 8x 
彻 avl_,._,__ a(x,y) 

dxAdy = d,UAdu=~duAdv, ay ay 1-- · · -- a(u,v) 

au av 

所以

j f1 f (x, y)dx I\ dy 

D = f人 f(x(u,v) ， y(,U ， v)）：仁＄如 Adv,
这正好是二重积分的变量替换公式．三重积分的情况是一样的．

采用外微分的语言，积分的 Green 公式、 Stokes 公式和 Gauss 公

式可以统一地表述如下：设 G 是 n 维欧氏空间矿中的一个？·维有

向曲面上的一个区域 8G 是 G 的边界，具有从 G 诱导的定向，山是定

义在 G 上的 T-1 次外微分式，则有

f w=f dw. 
8G JG 

(2.30) 

上式统称为 Stokes 公式证明可以查看参考文献 [3] 或 [2].

例 5 试在二维或三维欧氏空间中，把 Stokes 公式 (2.30) 具体地

表述成经典的积分公式．

解 (1) 设 n=r=2，命

w=P（工， y)dx + Q(x, y)dy, 

则

dw= （笠－骂） dx/\dy.
公式 (2.30) 就是

J pdx+Qdy= 
8Q 8P 

8G 几（玩一动中 l\dy,
这正是经典的 Green 公式
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(2) 设九＝ 3,r= 2，命

w = Pdx + Qdy + Rdz, 

则

8R 8Q \,.,. { 8P 8R dw= （而飞)dy /\dz+ （汇玩） dz/\ dx 

＋（竺＿竺）
彻 8y

dx /\ dy, 

公式 (2.30) 成为

La Pdx + Qdy + Rdz 

8G ＝几（譬－笠） dyAdz+ （笠－笠） dzAdx
8Q 8P +（酝一面） dx /\ dy, 

这正是经典的 Stokes 公式

简

(3) 设 n = r = 3, 则得 Gauss 公式

!La Pdy/\dz +Qdz/\dx + Rdx /\dy 
8G 

=f几（笠＋笠＋笠）也/\ dy /\ dz. 

习题 7.2

1. 设 cp = yzdx + dz，劝＝ sin zdx + cos zdy,'f/ = dy + zdz, 计算

(1) cp/\ 劝，中 I\n,n/\cp;

(2) dcp, d心， dry.

2. 设 f,g 是两个光滑函数，利用外微分的运算法则将下列各式化

(1) d(fdg + gdf); 



334 第七章 活动标架和外微分法

(2) d((f - g)(df + dg)); 

(3) d((fdg) I\ (gdf)); 

(4) d(gdf) + d(fdg). 

3. 假定 x,y,z 是 u,v,w 的光滑函数，证明：

4. 设

8(x,y,z) 
dxl\dyl\dz = ~du/\d,l1/\dw. 

8(u,v,w) 

1. . 
r.p= 开饥 ·,.,.d炉 A. ．． A d泸，

1 · dr.p =... 
(r + l)! 也…ir+1 dui1 /\... /\ d沪＋1,

其中系数函数釭…i,_ ，知 ·•·i,十 1 关千下指标都是反对称的．证明：

叶1 扣[....i 
°＂叩·+1 =区(-1)0+1”...，g···iT+1

au扫．
/3=1 

在这里，记号””表示去掉在它下方的指标字母

5. 设（r, cp, 0) 是萨中的球坐标系，即

x = rcos0coscp, y = rcos0sincp, z = rsin0. 

(1) 求相应的自然标架场；

(2) 将 dx I\ dy + dy I\ dz + dz I\ dx, dx I\ dy I\ dz 用球坐标系表示

出来

6. 设（r, 0, t) 是炉中的柱坐标系，即

x=rcos0, y=rcos0, z=t. 

(1) 求相应的自然标架场；

(2) 将 d幻＼ cly+dy/\dz+dz/\dx, dx /\ dy/\dz 用柱坐标系表示

出来．
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7. 设 D 是 tLV 平面命映射 u:D---> 萨定义如下：

211 2v 1 - u2 - v2 
x = 1 + 1户＋ 1＇，2, y= 1 ＋忙＋ 112'z = 1 ＋忙＋ v2. 

假定
w = xdx+ydy+zdz, 

~ = xdy A dz + ydz A dx 十 zdxAdy,

习之： (1) a*w; (2)(1'*~; (3) a*(w A~); (4) a*(dw); (5) a*(d~)-

§7.3 萨中的标架族

在第一章中，我们已经讨论过由萨中的标架的全体所组成的

12 维空间具体一点说就是在萨中取定一个右手单位正交标架

{O; i,j, k}，那么在萨中的任意一个右手标架 {p; e1, e2，切｝都可以表

示成
（苏＼ (a,1 a2 a,3 \ 

(i ̀  e1 au a12 a13 
j (3.1) = , 

e2 a21 a22 a23 
＼朽

~ e3) ＼勾1 a32 a33 丿

并且条件

au a12 a13 

a21 a22 a23 >0 (3.2) 

a31 a32 a33 

成立．因此，伊中全体右手标架的集合 3 是厌12 中满足条件 (3.2) 的

区域 D，位千区域中的点的坐标就是

(a1, a2, a3, au, a12, · · ·, a33). 

如果 {p;e1 ，切， e3} 是右手单位正交标架，则除了满足条件 (3.2)

外，它还要满足方程

ei-ei=5ij, l~i,j~3, (3.3) 
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(an a12 a13 ~ (a11“21 a31 \ (1 0 0 ~ 

a21 a22 a,23 a 12 a22 aa2 = 0 1 0 

\ a31 a32 a33) \ a13 a23 a33) ~ 0 0 1) 

(au)2 + (a1忙＋ （叩）2 = 1, 

（如）2 + (a2忙＋ （如）2 = I, 

(aa1)2 + (aa忙＋ （如）2 = 1, 

aua21 + a12a22 + a13a23 = 0, 

aua31 + a1妞a2 + a13a33 = 0, 

a21aa1 + a22aa2 + a23a33 = 0. 

, (3.4) 

(3.4') 

因此萨中全体右手单位正交标架的集合令是 R12 中满足条件 {3.2)

和 (3.4) 的一张 6 维（代数）曲面

现在我们来考察标架 {p；织，切， e叶的无穷小位移，也就是标架原

点 p 和标架向量 e1,e2,e3 的微分．由 (3.1) 式得到

言］ (;a:1: :d; ;a;] (;) (3.5) 

但是{ e1, e2心｝是线性无关的，因此基底 {i,j,k} 反过来可以用 {e1,

切， e叶来表示，即

(.) ”n bn b13) 人，＼
(3.6) 3 = b21 b22 b2a · e2, 

\ k, b31 b32 b33 \ e3) 

其中系数矩阵

（如如 b13\ (au a12 a13 
\ -1 

b21 b22 b2a = a21 a22 a23 (3.7) 

\b31 b32 b33) ~ a31 a32 a33 丿
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将 (3.6) 式代人 (3.5) 式得到

二
二

1112131 oaaa dddd (\ 

__ 

＼
丿

seJ 

ddd 
勃
e
l

" (\ 
妇
如
如

b
l
l知如

(\ \) 
d
a
a
知
g
i

展开以后得到 _ 
d(Op) = f!1e1 十伊e2 ＋炉e趴

dei =fl扣＋ O沁＋ Q沁，

日(:;)
(3.8) 

其中

3 3 

Q1 ＝区如·如， n{ = Lda让，如， I~ i,.i ~ 3. (3.9) 
k=l k=l 

这里的＂,fl{ 是区域 D 上的 12 个一次微分式，称为欧氏空间萨上
的活动标架的相对分量．（3.8) 式称为欧氏空间伊上的活动标架的运

动公式

上面的讨论对于欧氏空间萨上的单位正交活动标架也是适用的，

只是现在要求矩阵 (a,3) 是正交矩阵．比较条件 (3.4) 和 (3.7) 得到

, 

＼
丿313233 aaa 212223 aCLa 111213 aaa 

(\ 

__ 

\) 
如
妇
如

122232 bbb 
b
l
l如如

(\ 

因此欧氏空间伊上的单位正交活动标架的相对分量是

3 

gi =立巧kdak, f!{ = t a;kdaik, 1,s;;; i,j,s;;; 3. (3.10) 
k=I k=l 

另外，从条件 (3.4'）容易得知

Q{= －骂 1 ~ i,j ~ 3, (3.11) 
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因此欧氏空间伊上的单位正交活动标架的相对分量在实质上只有 6

个，它们是

炉， Q气 n3, 闵＝－鸟， 母＝－骂， 泻＝－硝．

这些一次微分式定义在 JRl2 中的 6 维曲面含上，或者说成是 (3.9) 式

中的一次微分式在条件 (3.4) 下的限制．

定理 3.1 欧氏空间胪上的活动标架的相对分量 w,0·：满足下

列方程式
3 3 

卿＝汇炉 I\ 码， 娴＝ En:^Qt. (3.12) 
k=l k=l 

这组方程称为欧氏空间萨上的标架空间 3 的结构方程

证明 在 (3.1) 式中位置向量苏相当于函数 a1 可吵， a3，而每一个
标架向量 e，相当千函数 an,ai2,a诏，所以况和 ei 实际上是标架空间
3 中的 12 个坐标函数根据外微分的性质 (2) 得到

) 

d(d(Op)) = 0, d(dei) = 0, (3.13) 

将 (3.8) 式代人得到

a 3 

0= d(d（码）） ＝汇 d(niej) = L(dn也－ 91 AdeJ) 
j=l j=l 

= 皇言 （卿; 旮 A II/. ):, 

0 = <l(dei) ＝汇d(n伈）＝汇(df2伈－ Q: Ade1) 
j=l j=l 

＝卢（呴－沪 AOt) 鸟
因为 e1, e2, ea 是线性无关的，因此上式终端的系数必须为零证毕
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欧氏空间铲上的单位正交标架空间含有相同的结构方程 (3.13),

但是由千外微分式 Q：关于指标有反对称性 (3.11)，故结构方程成为

3 

卿＝汇0KA 佴，
k=l 

d硝＝ 0扣＼硝＝ －佴 A 泻， (3.14) 

d佴＝ 0和＼泻，

d氓＝ 0v^ 佴= 9杯闵．

下面我们考虑欧氏空间岱中依赖 r 个参数的标架族．设变量

（u1.··· ，矿）的定义域是空间阳中的一个区域 b，那么所谓的萨中
依赖 T 个参数的标架族是指从 r 维区域 D 到标架空间了中的一个连

续可微映射 a:D--+J'，即有 12 个连续可微函数

ai = a, （心，．．．，矿）， a，j = a.1 (u, ．．．，矿），（3.15)

其中 det(a生1(u”) ） > 0．把吐...，记看作自变量，将 (3.15) 式代入

(3.1) 式对 Op(ul,... ，矿）和 et （11,1,... ，矿）求微分，并且 ej（吐...，矿），
j=l,2,3 是线性无关的故有

) 

d(Op) ＝ X出织， dei ＝区w沁， (3.16) 
k=l k=l 

很明显，

忒＝ 6*炉， wf ＝矿岱， (3.17} 

它们是 r 维区域 b 上的一次微分式，称为萨中依赖 r 个参数心，．．．，

矿的标架族的相对分量．（3.16) 式称为萨中依赖 r 个参数心，．．．，矿

的标架族的运动公式．

如果考虑欧氏空间岱中依赖 r 个参数的单位正交标架族，则它

是从 1· 维区域 b 到标架空间§中的一个连续可微映射 u:iJ-~，换
言之，这 12 个函数 a-i （心，．．．，矿）， lli_j(U1, · • ·，矿）还要满足条件

丈吐（吐...,矿）aJK （吐...'正） ＝幻 (3.18) 
k=l 
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相应地，相对分量 wi,wf 满足关系式

”{ ＋哼＝ 0. (3.19) 

定理 3.2 欧氏空间萨中依赖 r 个参数？L1'... ，记的任意一个

标架族 {p(u°') 心（泸）， e认沪）， e3(u“)｝的相对分量记，wf 必定满足结
构方程

3 3 

心＝X忒＾＂i, 心＝区w:Aut. (3.20) 
k=l k=l 

证明 根据定理 2.3，从（3.17) 式得到

心＝ d(a守） = 6*卿＝ 6* （旮叫
3 3 

＝汇6叩 I\6咽＝汇出 I\咋
k=l k=l 

吆＝ d(a佴） = f吹＝ 6 * （沪叫
3 3 

＝区a*n~/\6咽＝ Ew:/\吽
k=l k=l 

证毕．

结构方程的重要性在于上述定理的逆定理成立，即结构方程成立

是使标架族存在、且以给定的一组一次微分式 w入 wf,1 ~ i,.i ~ 3 为
其相对分量的充分条件．具体地说我们有下面的定理

定理 3.3 任意给定 12 个依赖自变量 (ul,... ， ur) ED C 贮的

一次微分式成， wf, l ~ i,j ~ 3，如果它们满足结构方程

3 3 

心＝汇wKAwi, 吆＝汇wf/\4,
k=l k=l 

则在欧氏空间胪中有依赖 r 个参数 ul,... ，记的右手标架族 {p（砍）；

e1 （研）， e认的），彻（研）｝以记， wf 为它的相对分量．
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定理 3.3' 任意给定 6 个依赖自变量（心，．．．，矿） EDC 贮的一

次微分式

1.. 2 w-. w 3.. 2 _.. 1 
', U,“1 = - Um 

如果它们满足结构方程

3.. 1.. 3 _.. 2 
wl =-W3, w2 = －W扣

3 3 

心＝区出心i，心＝汇必 Awi,
k=l k=l 

则在欧氏空间胪中存在依赖 r 个参数 ul,... ，记的右手单位正交标

架族 {p（u°'); e1 （沪），切（妒）心（泸）｝以 Q坏4 为它的相对分掀，并且
任意两个这样的右手单位正交标架族可以通过空间伊的一个刚体运

动彼此重合．

定理 3.3 和定理 3.3' 的证明，实际上要化为在第五章证明曲面存

在定理时用到的一阶线性齐次偏微分方程组的求解问题，而结构方程

相当于这组偏微分方程组的完全可积条件．详细的证明参看附录 §1 的

定理 1.5.

例 1 设 p 是萨中的一个固定点，以 p 为原点的全体右手标架构

成依赖 9 个参数的标架族，它在拓扑上等价于全体行列式为正的 3x3

矩阵的集合 GL+(3)．由此可见，松中的一个固定点相当于标架空间

3 中的一个 9 维曲面试写出该标架族的相对分量．

解上述标架族满足的条件是

a. ＝常数， 1 ~ i ~ 3. 

因此该标架族的相对分量是

3 

Wl ＝忒＝沪＝ 0, wf =区如daik, (3.21) 
k=l 

其中（如）是（吵）的逆矩阵．
如果在右手单位正交标架空间§中看，萨中的一个固定点相当

于 8 中的一个三维曲面，在拓扑上等价于行列式为 1 的正交矩阵的集
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合 S0(3)，它的相对分量是

Wl =沪＝沪＝ 0, w{ =立伤kd灿 (3.22) 
k=l 

3 

其中 a“ 满足条件区吐叩＝如和 det(（幻） = 1. 
k=i 

例 2 设 C 是欧氏空间萨中一条挠率不为零的曲线，其参数方
程是

r = r(s), 

其中 s 是弧长参数，曲率是凡，挠率是 T. 那么曲线 C 的 Frenet 标架

场{r(s); a(s), f3(s), 7(s)｝是萨中的单参数正交标架族，因而是空间

8 中的一条曲线试写出该标架族的相对分量
解根据 Frenet 公式

扣(s)
扣(s) = ~ds = a(s)ds, 

ds 
da(s) 

如(s) = ~ds= 尺（s)f3(s)ds,
ds 

d{3(s) 
df3(s) = ~ds =－氏(s)a(s)ds + r(s)7(s)ds, 

ds 
的(s)

d7(s) = ~ds = -r(s)f3(s)ds, 
ds 

因此该标架族的相对分量是

w1 = ds, w2 =沪＝ 0,

w} = wJ = w? = 0, w? = -wJ = K(s)ds, (3.23) 

wf = -w½ = 0, wJ = -w~ = T(s)ds. 

反过来，如果给定两个连续可微函数 K = K(s) > 0, T = T(s)，则可

以按照（3.23) 式构造一次微分式 w环,;/, 1 ~ i, j ~ 3. 因为它们只依赖

一个自变量，所以它们的外积和外微分都自动为零，因此定理 3.3' 的条

件成立，于是在萨中存在一个单参数正交标架族以成，w：， 1<i,j<3
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为它的相对分量．从该标架族的运动公式 (3.16) 不难知道，该标架族

的原点的轨迹是欧氏空间萨中一条正则参数曲线，它以 s 为弧长参

数，以心）为曲率，以巾）为挠率，而且该曲线至多除在空间萨中

的位置不同以外是唯一确定的这正好是曲线论基本定理

例 3 在空间岱中沿挠率不为零的曲线 C 的所有单位正交标架

{r(s);e1, e2,e叶的集合，其中 e1 是曲线 r = r(s) 的单位切向量，则
这是依赖两个参数的标架族．试写出该标架族的相对分量．

解由于 e1 = o(s)，因此向量 {e2, e叶和 {f3(s)汀(s)} 可以差一

个任意的转动设

e2 = cos0{3(s) + sin幻(s),

e3 = -sin昭(s) + cos0"{(s). 
(3.24) 

由此可见，这是空间护中依赖两个参数 8,0 的单位正交标架族，它的

相对分量是

w1 = ds, 忒＝ w3 =0, 

w} = w~ = w: = 0, w? = -w½ = K.(s) cos0ds, (3.25) 

w? = -w}= －尺(s) sin0ds, w~ = -w~ = d0 + r(s)ds. 

如果{ r(s); e1 (s), e2(s), e心）｝是空间萨中沿曲线 C 的一个单参

数单位正交标架族，其中 e1(s) 是曲线 C 的单位切向量，通常称这样

的标架族为沿曲线 C 的一个一阶标架族．这样的标架族是在上面的依

赖两个参数的单位正交标架族中取定函数 0 = 0(,5) 得到的．若取另一
个函数 0 = B(s)，则得到沿曲线 C 的另一个一阶标架族．从 (3.25) 式

得到，由 0 = 0(s) 确定的沿曲线 C 的一阶标架族的相对分最是

w1 = ds, 沪＝忒＝ 0,

w[ = w~ = w~ = 0, w~ = -wJ = r;,(s) cos0(s)ds, (3.26) 

w~ = -w:1 = -K.(s)sin0(s)ds, w~ = -wi = (0'(s) +r(s))ds. 

从 {3.26) 式得知，

(w铲＋（w铲＝ （尺(s)ds)气
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它与沿曲线 C 的一阶标架族的选取无关，所以曲线 C 的曲率可以用

曲线 C 的一阶标架族的相对分批定义为

✓(w铲＋（叶）2
K= ds. (3.27) 

沿曲线 C 的 Frenet 标架通常称为沿曲线 C 的二阶标架族，它对应千

在一阶标架族中取 0=0.

例 4 求萨中球坐标系给出的自然标架场和对应的单位正交标

架场，并且求它们的相对分量

解设 (x,,.IJ ， z) 是萨中的笛卡儿直角坐标系，命

x = rcos0cos<p, y = rcos0sin<p, z = 1·sin0, 

则（九 cp, 0) 是萨中的球坐标系．它给出的自然标架场是 {r; 8r 8r 
否忑＇

骂｝，其中
8千

8?· 
~ = (cos0coscp,cos0sincp,sin0), 

8r 
—= (-r cos 0 sin <p, r cos 0 cos <p, 0), (3.28) 
8cp 
8r 
80 
—= (-r sin 0 cos cp, -r sin 0 sin 忱 rcos0).

经直接验证知道｛笠总＄｝是彼此正交的，并且构成右手系．要
得到单位正交标架场只要将它们单位化就可以了．命

8r 
e1= —= (cos 0 cos cp, cos 0 sin cp, sin 0), 

8r 
ar /18r 

e2 =和/I矿＝（－ sincp,coscp,0), (3.29) 

e3= ~/I汇＝（－ sin0 cos cp, -sin0sincp, cos0), 

则 {r;e心2五｝是对应的单位正交标架场．
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对向径 r 微分得到

衍祈沂
dr = - -dr+ —dr.p +—d0 = dre1 + rcos0d牲2 + rd0ea, (3.30) 

祈 8,p-r'80 

因此

同理可得

1. 计算 (3.32) 式

w1 = dr · e1 = dr, 

忒＝ dr· 切＝ rcos0dcp,

忒＝ dr• 切＝ rd0.

w? = -wJ = cos 0d((), 

wf = -w} = d0, 

w~ = -w~ = sin 0d(() 匾

习题 7.3

(3.31) 

(3.32) 

2. 求通过柱坐标系在萨中建立的单位正交标架场，并且求它的

相对分量

3. 设 C 是 Oxy 平面上以 0 为圆心、以 R 为半径的圆周，在配

中以 C 为底的直圆柱面以外的点集 U = {(x,y,z) E 配： x2＋沪＞炉｝

上引进如下的参数系 (p,0，劝），使得

x=(R+pcos中） cos 0, 

y = (R+pco叶） sin 0, 
兀兀

z = psin 劝， p > 0, 一－ ＜劝＜一一兀< 0 ＜兀
2 2' 

证明：参数系 (p,0冲）给出的参数曲线网是正交曲线网在 U 上建

立单位正交标架场 {r;e1,e2,e叶，使得 e1, e2, e3 分别是 p-曲线、 0－曲

线、他曲线的切向量，求这个标架场的相对分量．
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4. 设．f 是定义在伊上的连续可微函数，命

迈
e1 = ~(sinf, 1, -cos!), 

2 
迈

e2 =了(sinf, -1, -cos!), 

e3 = (- cosf, 0, -sin!). 

验证｛r;e1，切心｝是萨中的单位正交标架场，并且求它的相对分量．

§7.4 曲面上的正交标架场

本节的目的是把伊中的标架族的理论用千曲面论的研究．首先

我们求曲面上自然标架场的相对分量，然后把曲面论的 Gauss-Codazzi

方程和自然标架场的结构方程等同起来．我们所着眼的重点还是如何

在曲面上取单位正交标架场，并且把曲面的有关几何量用曲面上的一

阶标架场的相对分鼠表示出来，为在曲面上用活动标架法创造条件．

设欧氏空间萨中曲面 S 的参数方程是 r=r(u1,u2)，相应的自

然标架场是 {r;r1,r2,n}，其中

8r 
ro =— 

8u°'' 
a= 1, 2; 

r1 x r2 
n= 

lr1 x r2I· 
(4.1) 

因此自然标架场 {r; r1, r:吵｝是空间伊中依赖参数吐忙的标架

族

现在求这个标架族的相对分量成， w:．假定曲面 S 的两个基本形

式分别是

l=g。13du°'du13,]1 = b。13du0duf:l. (4.2) 

由于

dr = r1du1 + r2du气

与相对分量的定义式 (3.16) 对照得到

w1 =d吐忒＝ d忙，沪＝ 0. (4.3) 



§7.4 曲面上的正交标架场 347 

由曲面论的 Gauss-Weingarten 公式（参看第五章 (1.18) 式）得到

如＝扫归＝r益du凡＋妇du13n,
an 

dn= —duf:J = -b;du兄，8u{:J 

其中 r:/3 是度量矩阵 (gGo) 的 Christoffel 记号．与相对分量的定义式

(3.16) 对照得到

啋＝心归，必＝ bo13du13, wJ = -bJdu/3, 

对＝ 0, CY,j = 1,2. 
(4.4) 

下面考察该标架族的结构方程．从 (4.3) 式得知 dwi = 0, 而在另
一方面，由于 r:/3 和 ba{3 关于下指标 a,/3 的对称性我们有

3 2 

汇上 /\wZ ＝汇 du° ^r;(:Jd让＝ （店－坏）du1 /\ du2 = 0, 
k=l a,t3=1 

3 2 

E忒 Awt ＝区 dua I\ bc,f3du13 =（如－ b21)du1 /\ du2 = 0, 
k=l a,(:J=1 

因此第一组结构方程

3 

心＝ LWk /\wi, l 勺＂
k=l 

是自动成立的第二组结构方程可以写成

竺＝ w炉可＋w! /\wJ, d必＝ w炉 Aw肛

dwJ = wt I\ wJ, 号＝ w: /\wl 

先看 (4.6) 式的第四式因为 dwf =0，另外

wt /\wi= －蟋du0 I\ 姑d炉＝ （b伐如－ bf 妇）du1 /\ d让＝ 0,

因此该第四式自然是成立的．注意到

g幻叶＝ b。p,

(4.5) 

(4.6) 
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于是

所以

岭＝ b°'。归＝ g。冯duf3 = -ga,-yWj, 

d战＝－dg。-y /\wJ - ga,"ldwJ, 

d岭－ w~/\wg

= -dg°'"I/\wJ - ga,-ydwJ - w~/\wi 

=-(g。64+g勹6 必） ＾ wJ-w炉 I\ wi - ga,-ydwJ 

= -ga,-y(dwJ + wJ/\wg). 

由此可见，（4.6) 式的第二式和第三式是等价的，因此我们只需要证明第

一式和第二式

首先考察第一式经直接计算得到

ar-:!' 
竺＝ °9du6/\d芷＝ ar:2 ar:1 \..L.1 加6 （言一声)du/\du气

w~/\w忑＝ (r!edue) I\ (rJ,,,duri) = (r!1r1妇－ I？心rJ1) du1/\du2, 

所以

竺－ W伈wJ

= （芒－扫－ r:1心＋r!2rJ1) du1/\du2 

=R如du1/\du2 = -R沁du1/\du2

（参看第五章公式 (3.10)）．另一方面，

w~/\wJ = (b或时）^ （－bJ如）＝ （ba,2时－ ba,1 砑） du1/\d武

因此

dw~ -w~/\wJ-w!/\wJ 

=-(R沁＋（b立时－ ba,l时）） du1/\du2

= －产 (R动12 - ba,l妇＋ b°'2如） du1/\ d忒．（4.7)
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这意味着，结构方程 (4.6) 的第一式就是 Gauss 方程

R1212 = b11b22 - b12b21- (4.8) 

对怂求外微分得到

8b。(3.L."I •.L.B { {)ba2 {)ba1 d必＝声du勹 I\ duµ= （声一声)du1/\d护，

另外

必 l\w! =（屯时）＾ （如du6) = (r扣－ r也）时 /\du气

因此

如!-w炉＼ wi

= （三一生一 {j µ 
8u1 8u2 r!1妇＋几如1) du1 A du2. (4.9) 

这就说明，结构方程 (4.6) 的第二式就是 Codazzi 方程

8ba2 8ba1 
—一－—=兑如－r如2b{31, a=l,2. 8u1 8u2 

(4.10) 

总起来说在曲面 S 上取自然标架场 {r;r1,r2，九｝，则它的相对分

扯 w坏4 由（4.3) 和 (4.4) 式给出，它们所满足的结构方程恰好是曲面
S 的第一类基本扯和第二类基本量所满足的 Gauss-Codazzi 方程．由

此可见，如果已知两个二次微分形式

,p = 9af3d矿duf3, 也＝ b。13d矿du芞

其中 p 是正定的，要验证它们是否满足 Gauss-Codazzi 方程，只要按

照 {4.3) 和 (4.4) 式构造一次微分式记，wf，然后验证它们是否满足结
构方程就行了．由千结构方程比 Gauss-Codazzi 方程容易记忆，所以验

证结构方程显然是比较方便的．

下面我们来讨论曲面 S 上的单位正交标架场．首先我们要指出，

从曲面 S 的自然标架场得到单位正交标架场的最简单的方法是所谓
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的 Schmidt 正交化步骤．假定曲面 S 的第一基本形式是（采用 Gauss

记号）

I= E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)气 (4.11)

则从｛八，兀｝经过 Schmidt 正交化得到

九 le1 ＝邓＇ 切＝禹（五几十忌） (4.12) 

（参看第三章 (4.13) 式和 (4.16) 式）．命 g = EG-F2，则上式可以用矩

阵表示为

亿）＝（＿芦心） (::) (4.13) 

命

e3 = e1 x e2 = n. 

现在，｛r; e1,e2心｝是定义在曲面 S 上的单位正交标架场，其中 e1, e2 

是曲面 S 的切向量．这是欧氏空间萨中依赖参数u,v 的正交标架族．

为求该标架族的相对分量w`，注意到中是曲面 S 的切向量，所以

忒＝ dr · e3 = dr ·九＝ o.

另外，根据相对分量可的定义得到

如＝五＋心＝（正，正）．（；；）

= (w归） （＿；12 心）（；：）
=(d,U,dv) · (::), 

所以

(du, d·u) =（丛出）．（崎 。 ) 
－F/滔范／液＇
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或者

(wl，及）＝（如， dv) ·（嘉心／＼），
即

Wl = vEdu+ 
F 孜
—dv, 忒＝—
痒捏

dv. (4.14) 

上面求曲面 S 上的单位正交标架场 {r; e1, 切， e叶的相对分量 wl,w2

的过程，可以简单地归结为曲面 S 的第一基本形式 (4.11) 配平方的过
程实际上，将第一基本形式 (4.11) 配平方得到

I= E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)2 

= （捏du＋沪）2 ＋（了dv)2,
把等式终端的第一个括号内的式子记为正，第二个括号内的式子记为

吐，则我们所得到的便是 (4.14) 式．

一般地，如果曲面 S 上的单位正交标架场 {r; e1, e2, e3} 中的成员

e1, e2 是曲面 S 的切向量，则称这样的标架场为曲面 S 的一阶标架场．

对于曲面 S 的任意一个一阶标架场 {r;e1 ，切， e叶必定有

l _,.. 2 dr = wie1 + w"'e趴

因此沪＝ 0，并且

I= dr • dr = (w如＋w飞）2 = (w甲＋ （w宁．

反过来，只要将曲面 S 的第一基本形式 (4.11) 作任意的配平方，把

它写成两个一次微分式的平方和并且把这两个一次微分式分别记为

丛成，而让况＝ 0，则我们便得到曲面 S 的某个一阶标架场的相对

分批，并且由此可以得到曲面 S 的一阶标架场关于自然标架场的表达

式．这个看法为在曲面 S 上选用一阶标架场带来方便，在实践中是十

分有用的
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例 1 将曲面 S 的第一基本形式 (4.11) 作如下的配平方：

I= （宁）2＋（如u＋范dv) 2, 

试求与其相应的一阶标架场．

解命
1 通 F

Wl= —du, w2 =—-du＋范dv,
范范

即

(wl，记）＝（du,dv) •（气尸霄）， (4.15) 

那么曲面 S 的一阶标架场与自然标架场的关系式是

因此

或者

dr = (w归），亿）

= (du,dv) （气沉 F了）（：；）

= (du，如） ·仁），

（：于（气范 F了）（：；），

（：；）＝（气液－驾：了）（::). (4.16) 

下面我们来求曲面 S 的一阶标架场相对分量的其他成员．假定我

们有曲面 S 的一阶标架场 {r; e1, e2, e叶，换言之，我们有一次微分式

正， w气咬＝ 0，使得

I= (w甲＋ （w宁．
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因为 I 是正定的，容易证明： Wl，成是处处线性无关的首先我们断言：

一次微分式 w? = -wJ 是由 Wl，吐根据结构方程唯一确定的．确切地

说，我们有下面的定理

定理 4.1 假定 wl,w2 是依赖自变量 u,v 的两个处处线性无关的

一次微分式，则存在唯一的一个一次微分式 wf= －吵满足条件

dw1="/\吵，也2 =Wl/\wf. (4.17) 

证明 因为曲面 S 的一阶标架场是空间萨中依赖参数 u,v 的单

位正交标架族，它的相对分量必定是自变量 u,v 的一次微分式，但是

Wl,出是 u,v 的处处线性无关的一次微分式，故可设

w~ = -w½ =pw1 +q忒． (4.18) 

将上式代人 (4.17) 式得到

如1 = pw1 A w2, 如2 = qw1 /\w2. 

因为如1,dw2 是自变量 u,v 的二次外微分式，所以它们必定是 d'U,Adv

的倍数，其系数是 u,1] 的函数．同时因为心，w2 是 u,v 的处处线性无

关的一次微分式，故二次外微分式 w坏况是如Adv 的非零函数倍，这

样， d吐，妇必定是正＾吐的倍数，其系数恰好是我们要确定的 p,q,

即
dw1 dw2 

p= 叫~, q ＝吐~- (4.19) 

由此可见，一次微分式叶＝－Wi 是由正，w2 借助于结构方程 (4.17)

唯一地确定的证毕．

关于曲面 S 的一阶标架场的相对分量，还需要求出 wf = -wJ 和

ui ＝－w~，它们与曲面 S 的第二基本形式有关．根据结构方程

0 = dw3 = w1 I\ wf + w2 I\ w~, (4.20) 

以及吐， w2 的线性无关性，由 Cartan 引理 (§7.1，定理 1.3) 得知

(w}过）＝ （正，忒）．（： :).(4.21) 
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根据曲面 S 的第二基本形式的定义，

Il = -dr · dea = -(w如＋ w切） ·(w扣＋ w扣）

=—(w讨＋ w写） ＝ w冒＋w知；

= a(w甲＋ 2bw望＋ c(w宁．

如果巳知曲面 S 的第二基本形式是

(4.22) 

]1 = L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)气 (4.23)

则将 du,dv 关千已成的表达式代入 (4.23) 式，并且与 (4.22) 式比较，

就能够得到 (4.21) 式中的待定系数 a,b,c.

将上面的讨论综合起来，我们有下面的结论：如果给定曲面 S 的

第一基本形式 I 和第二基本形式 Il，将 I 作任意一个配平方，写成两个

一次微分式 w＼成的平方和那么 w1,w气沪＝ 0 一定是曲面 S 的某个

一阶标架场的相对分量．根据定理 4.1，相对分量 wr = -w~ 由 w＼出

借助千结构方程 (4.17) 唯一地确定， w? = -W§ 和 w~ = -w~ 由曲面

S 的第二基本形式 Il 借助于结构方程 (4.20) 唯一地确定至此，尚未

涉及曲面 S 的另一组结构方程 dw: ＝ w尸＾ wt，它们恰好是曲面 S 的
Gauss-Codazzi 方程

例 2 设 (u,v) 是曲面 S 上的正交参数系，它的第一基本形式和

第二基本形式分别是

I= E(du)2 + G(dv)气
]1 = L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)气

在曲面 S 上取一个一阶标架场，并且求它的相对分量．

解因为

I= （葫du)耳（范dv)气

所以取

正＝括du, 忒＝迈dv, 忒＝ 0, (4.24) 

即
1 1 

e1 =—r,., e2 = ---;::::;r'V . 
淫范



假定

则

因此
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w~ = -wJ = pdu+ qd队

dw1 = d（痒du) ＝一（在）“du A d11 = w~ A w2 = p茹du.Ad.V,

归＝ d（范d'V）＝（范）,,,du Adv = w1 Aw~ = q./Edu Adv, 

（淫）＂（范）u （痒）＂ （范）Up=-
沉＇

q= 
捏＇

w~=-~du+~d,I). 
沉淫

(4.25) 

则

假定

wf = -wj = aw巨归＝ a疗du+b峦d1J,

w~ = -w5 ＝应＋立＝ bv'E如＋ r范dv,

ll=w肾＋ w知J = aE(d-u)2 + 2b禹如dv + cG(dv)2. 

将上式与已知条件相比较得到

L=aE, M=b范， N=cG,

因此 L 
M N 

a = - b = c = - E' 禹． G'
(4.26) 

故

1 1 
叶＝—（Ldu+Mdv), w~= — (Mdu + Ndv). (4.26') 
淫范

例 3 已知曲面 S 的第一基本形式 1 和第二基本形式 n 分别是

l u2 
I= (1 +让）（d矿＋忒(dv)气 n = ~(du)2 + ~(dv)2. 

卢卢
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求曲面 S 上的一个一阶标架场的相对分量，并且验证 Gauss-Codazzi

方程成立

解 因为曲面 S 的第一基本形式 I 能够容易地配成平方和

I= （切了石du)2 + (udv)气

所以

Wl =切言du, w2 =udv, 沪＝ 0.

求它们的外微分得到

d吐＝ 0, d忒＝ du/\dv,

并且

山1 ＾忒＝ u切言如Adv.

假定

wf = -w~ = pw1 + qw气

则由定理 4.1 得到

p= 心 dw2 = 1 
wl/\w2 

=0, q= 
wl/\w2 叭卢＇

(4.27) 

因此

w~ = -wJ = 1 2 1 
w = dv. 

u✓芦 J

假定

wf =aw压矿＝ a~du+ budv, 

W~ = bw1 十已＝ b切言du＋叩dv,

故

1 仗
Il = （d矿＋ (dv)2 = w1wf +w知；
J 卢

= a(l ＋让）（d矿＋ 2b叭厅石五dudv+c妒(dv)2.
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比较上式系数得到

a(l + u2) = 
l u2 
j', 2bu = 0. cu2 = 

切＇

因此

1 _ _ 1 
a= 

(/f+u2)3' 
b=O, c= J, 

wf =-wJ =av'I石2du+ budv = 
1 

l+u 
冲L,

wl = -w~ = bVl言du+cudv=
u 

J 
dv. 

求外微分得到

凶＝－
u 

(v'f+u2)3 
du Adv, 

dwf = O, 号＝
1 

（切Tu°2)3
duAd仇

此外，

wf Aw3= - （上产） ＾（五泸） ＝－（扛沁du/\ dv, 

w? 心＝（忒泸）＾（忒产）＝ 0,
沪r =-( 1 1 1 汇~dv) A （声产） = （汇）3duAdv,

因此 Gauss-Codazzi 方程即结构方程

心? = wf I\ w~, dwf = w? I\ wt dw~ = wJ I\ wf 

成立

为计算方便起见，也可以把 (4.27) 式改设为

wf = -w~ = pdu + qdv, (4.27') 
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那么
w2 A 吽＝ w?A 吐＝ p-uduAd队

w1 Aw?= q切言du Adv. 

所以将上面两式与 dw1,dw2 的表达式相比较得到

pu = 0, q切言＝ 1,

因此

p= 0, q = 
卢＇

w1 = -w2 = pdu + qdv = 
切

dv. 

定理 4.1 说明，对于曲面 S 的一阶标架场来说，相对分量 wf= －Wi

是由 w] ，吐借助千结构方程唯一确定的．这个事实可以用来证实曲面

S 上切向量场的协变微分和沿曲线的平行移动是属于曲面 S 的内蕴

几何的概念．设 {r; e1, e2心｝是曲面 S 的一阶标架场，则

de1 =w沁＋ w沁， de2 =w扣＋ w沁．（4.28)

根据曲面 S 上切向扯场协变微分的定义，我们有

De1 = (de1)T = w沁， De2 = (de2尸＝ w扣．（4.29)

假定

X ＝心e1 十丑e2

是曲面 S 上的一个连续可微切向量场，则它的协变微分是

DX= dx1e1 十心De1 +dx2切＋泸De2

= (d正＋ x知杻）e1 + (d:z:2 ＋心wne2. (4.30) 

命

D3:1 = dx1 + x知i,

D泸＝ d泸＋ x1w?, (4.31) 
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分别称为切向量场 X 的分量叶，护的协变微分．注意到在公式 (4.29),

(4.30) 和 (4.31) 中只用到相对分拯 w? = -wt 而它们是由 w1,w2 确定

的，与曲面 S 的第二基本形式无关，所以协变微分是曲面 S 的内蕴几

何的概念在曲面 S 作保长变换时它是保持不变的．在曲面的内蕴微

分儿何学中，一次微分形式

通常称为联络形式

2.. 1 
wl =-W2 

曲面的一阶标架场是与曲面有密切关系的标架场，曲面的一些几

何量应该能够用一阶标架场的相对分量来表示．但是曲面的一阶标架

场的选取又有相当大的随意性，因为让曲面 S 的一阶标架场 {r;e1，切，

e叶在每一点绕法向量 e3 转过一个角度 0 得到的仍然是曲面 S 的一

阶标架场．换言之，曲面 S 的一阶标架场容许作如下的变换：

e1 = cosfJe1 + sinfJe2, 

命＝－ sin 0e1 + cos fJe2, 
(4.32) 

其中 0 是曲面 S 上的连续可微函数．正是因为曲面 S 的一阶标架场的

选取享有这种自由度，使得它与曲面 S 的参数系的关系比较松弛，从

而为处理曲面的问题带来很多便利，这就是所谓的活动标架的优越性．

当然，曲面的几何量在用一阶标架场的相对分量表示时应该与一阶标

架场的容许变换 (4.32) 无关．

我们先考虑曲面 S 的一阶标架场的相对分批在一阶标架场经受

容许变换 (4.32) 时的变换规律．用归，砑记一阶标架场 {r;e1．函，由｝
的相对分量由 (4.32) 式得知

因此

~ ~ ~ e3 = e1 x e2 = e1 x e2 = e3, 

dr= （w1,w勺．（：；） = （心心）．（til：己）

=(w立） （二：：二）．（：；），
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所以况＝况＝ 0，并且

（心）＝ （O心）．（二：二），
（心）＝ （吐，沪）．（ COS(J - sin(J) · 

sin(Jcos(J 

按照 (4.29) 式，我们有

因此

De1 =w拓，

w~ = De1 ．命＝ D(cos如＋ sinOe2) · (- sin Oe1 + cos 0切）

= [(-sinOe1 + cosO切）dO + cos 0De1 + sin ODe2] 

-(-sin0e1 +cosO切）

= d9+wr 

同理，因为 e3 =e3，故

屿＝ de3= （叫， w~) · (::) =（归）．（til：:e2)

= （对，呜） （二：：二） (:;), 
因此

(w}过）＝ （归）．（二二），
（对过）＝ （心）．（COS(} - sin(}) · 

sin(}COS(} 

假定

（。过）＝ （心） - (: !)' 

(4.33) 

{4.34) 

(4.35) 

(4.36) 
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将 (4.33) 式代人 (4.36) 式，然后与 (4.21) 式一起代人 (4.35) 式得到

(w心） （二：二）（; !) 
= (wf,wf) · (cosO-sin0) 

sin9 cos0 

= （吐，吐）．（：：）．（二 一二），
所以

(: :) = (_C::: :::) (: :) （ C:lils ：一：：：），
即（口和心用（丛忒）表示时其系数矩阵（参看 (4.21) 式）在变换

(4.32) 下经受一个相似变换（或合同变换），其过渡矩阵就是变换 (4.32)

的矩阵．综合起来，我们有下面的定理

定理 4.2 若曲面 S 上的一阶标架场 {r;e1，切， e叶经受如下的

变换：

(:;)= （二：：二） （：；），命＝ e出 (4.32') 

则对应的相对分量按下列规律进行变换：

（心）＝ （w心）·（COS() － sin()),
sin()cos0 

吩＝况＝ 0,
呏＝叶＋ d(J ，

(4.37) 

（归）＝ （wf过）．（cosO-sin0)·
sin0 cos0 

例 4 利用曲面 S 上的一阶标架场的相对分量，构造定义在曲面

S 上的二次微分式，使它们与曲面 S 的一阶标架场的选取无关．
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解根据定理 4.2, 二次微分形式 (w甲＋ （w宁， w如f+w知},

(w铲＋（w扩显然与曲面 S 的一阶标架场的选取无关，它们恰好是

曲面 S 的第一基本形式、第二基本形式和第三基本形式．

例 5 证明：二次外微分式 w压正与曲面 S 的一阶标架场的选

取无关

证明实际上，

。1/\ 芷=（cos0w1 + sin0w2)/\(-sin0w1 + cos0忒）

1 2 =W/\w. 

若取例题 1 所给出的一阶标架场，则

1 劝w-= 
范

du, 
F 

忒＝—du ＋污dv,
范

因此

wl I\ w2 =宁I\ （嘉如＋范dv) ＝孜du/\dv

这正好是 §7.2 中例 2 的 (2.12) 式定义的面积元素 du. 证毕．

例 6 证明： dwt wf I\ wt w1 I\ w~ - w2 I\ wf 是曲面 S 上与一阶

标架场的选取无关的二次外微分式

证明 根据定理 4.2，当曲面 S 的一阶标架场作变换 (4.32') 时，

对＝ w扣－ d0,

其中 0 是定义在曲面 S 上的连续可微函数， d0 是它的微分．因此再次

取它的外微分得到 d(d0) = 0，于是

dw~ = dwl + d(d0) = dw~. 

另外，根据 (4.37) 式

心1 = cos0w1 +sin0w气

对＝ cos 0wf + sin 0w~, 

忒＝－sin0w1 + cos0w气

吟＝－ sin Ow~ + cos Ow~, 
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对 A对＝ (cos 0wt + sin 0w~)/\(- sin 0wf + cos 0w切
3 3 =W1 /\w2, 

uJl/\Q; - O2 /\0·? 

= (cos0w1 + sin0忒）^ (- sin 0wr + cos Ow书

一 (-sin0w1 + cos0w2)/\(cos 0wf + sin 0w切

＝山1 /\wJ-w2/\wf. 

经直接计算得到

叶/\ w~ = (a.w1 + bw2) /\ (bw1 + cw2) = (ac - b2)w1 /\ w芞

w1 I\ w~ - w2 /\ w? = w1/\(bw1 + CW勺－ W2/\(aw1 ＋加2)

=(a+ c)w1 /\ w2. 

在这里， wl I\ w2 是曲面 S 的面积元素，与曲面 S 上一阶标架场的选取

是无关的，因此 ac-b气 a+c 都是与曲面 S 上一阶标架场的选取无关

的不变量实际上， ac -b气 a+c 分别是 (wf,w~) 用 (wl，沪）表示时其

系数矩阵（参看 (4.21) 式）的行列式和迹．在例题 2 中所取的一阶标

架场下． a,b,c 有表达式 (4.26)，因此

LN-M2 __ L N 
ac - b2 = ~ = [(, a + c =—+— =2H, (4.38) 

EG E G 

即 K=ac－护是曲面 S 的 Gauss 曲率， H= ~(a+c) 是曲面 S 的平
2 

均曲率

现在，结构方程中的 Gauss 方程成为

dw? = wf I\ w~ = -Kw1 I\ w气

于是

K=-
d叶

“l Au2. 
(4.39) 
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根据定理 4.l,w1,w1，出都只依赖曲面 S 的第一基本形式，上式再一次

证明了 Gauss 的绝妙定理（第五章的定理 5.1)．证毕．

例 7 设曲面 S 的第一基本形式为 I = E(du)2 + G(dv)2，证明：
曲面 S 的 Gauss 曲率是

k= －忐（（含）＂＋（含）J. (4.40) 

证明将曲面 S 的第一基本形式写成

I= （拉d矿＋（范dv)气

于是得到曲面 S 上的一阶标架场的相对分簸

w1 =./Edu, 忒＝范dv.

根据定理 4.1 和例题 2 的计算得到（参看 (4.25) 式）

wf= - （痒）＂（沉）u
沟

du+ 
捏

dv. 

经直接计算得到

吐＝ （（含）｀＇＋（（含）＂）如 Adv,
wl I\ w2 =禹如Ad'IJ,

因此由 (4.39) 式得到 (4.40)．证毕．

例 8 试证 w如；－沪叶是曲面 S 上与一阶标架场的选取无关的

二次微分形式

证明由定理 4.2 得到

（心）＝ （心）．（cosf) -sinf)), 
sinfJ cosfJ 

勹） = （二：：二）尸），
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因此

（卧，约（笠）＝ (w] ,w2) (_:i) • 
将叶，wf 的表达式代人上式得到

Q汕； －山2wf = b(w甲＋（c-a)“它－ b（忒）2. (4.41) 

在 §7.5 我们会给出这个二次微分形式的几何意义证毕．

习题 7.4

I. 设｛r;ru＇九， n｝是曲面 S 上的自然标架场，其相对分量 w环d:
如 (4.3) 和 (4.4) 式给出证明：

{1) dg,.fJ = g。心J+g祖心

(2) 命 w口p=WJg勹p, R。B勹8 =gfJ.,R伈，则

1 
dwafJ + W~ A WfJ-y =－产fJ-y6du -Y A du气

(3) d产＝ －g°7wfJ-g讯fJW牛
勹

2．设曲面的第一基本形式给定如下：
1 

(1) I= ~((du)红 (dv)2), v > O; 

(2) I= 
(du)2 -4vdudv+4u(dv)2 2 

,u > v-; 
4(u －泸）

(3) I= (du)2 + 2cos劝dudv+ (dv)气也是 u,v 的连续可微函数

求该曲面上关于一个一阶标架场的相对分量 wl，吐， w? 和 Gauss 曲率
K. 

3. 在旋转曲面

r(u,v) = (ucosv,usinv,g(u)) 

上建立一阶标架场，并计算它的相对分量 w环4
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4. 对于例题 2 所给出的一阶标架场的相对分量 wJ,w}，写出它们

所满足的第二组结构方程

5. 已知曲面 S 的两个基本形式分别为

I= (a2 + 2护）（d矿＋ 4uvcludv + (a2 + 2句(dv)气
2a 

II = - 
J吐＋ 2伲＋泸）

dudv. 

求该曲面上一个一阶标架场的相对分扯 u环4，并且验证它们适合第

二组结构方程

§7.5 曲面上的曲线

在 §6.1 我们曾经指出，落在曲面 S 上的曲线 C 受到曲面的制约，

它的弯曲性质必然在某种程度上反映了曲面的弯曲情况．现在，我们

要把上一节所建立的曲面的一阶标架场理论用千曲面上曲线的研究．

假定在曲面 S:r=r旷，吐）上取定一个一阶标架场｛T心1立2,

m}，其中 03 =n．设它的相对分量是 w1,w气沪＝ 0 以及 4 =-W; , 

它们都是参数吐忙的一次微分式．

设 C 是曲面 S 上的一条连续可微曲线，其参数方程为砍＝ uC(s) ，

a= I, 2, s 为弧长参数．因此曲线 C 的单位切向量是

dr(s) w1 _, w2 
e1 =—=—O1 +—O2, ds ds --. · ds (5.1) 

这里的 wl,w2 是曲面 S 的相对分量 w1,w2 在曲线 C 上的限制．设 0

是 e1 与 0!1 所构成的方向角，即

故沿曲线 C 有

e1 = cos 仇山＋ sin0 02, 

w 1 w 2 

— =cos0, 一＝ sin 0. 
ds ds 

(5.2) 

(5.3) 
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命

e2 = n x e1 = 03 x (cos0 01 +sin002) 

w 2 w 1 

= -sin001 + cos0 02 = -~01 +— ds-· · ds 02, (5.4) 

e3 = 03 =n. 

千是 {r; e1, e2, e3} 是沿曲面 S 上的曲线 C 如 §6.1 所定义的单位正

交标架场，它是曲面 S 的一阶标架场 {r; ct1, 02立3} 在曲线 C 上的限

制、并在每一点转过一个角度 0 得到的根据定义，曲线 C 的曲率向

扯是

de1,.,,.,,, d0.,,da1..,,da2 7" = (- sin0 01 + cos 002)—+cos0— +sin0— 
ds ds ds = （巴匀幻＋ w冒＋沪~e3ds · - ds 

els'ds / -..'ds2 e3. 

所以

詈＝（詈）T ＝（皂＋忒）幻
故曲面 S 上的曲线 C 的测地曲率是

d0, w? 
凡尸忑十石＇

法曲率是际＝些L
ds 

九，即

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

w1wf +w知}2
凡＂ 二二

2 

ds2 
= acos" 0 + 2bsin0cos0 + csin" 0, (5.8) 

其中 a,b,c 是相对分量 w扣对用 w＼沪线性表示时的系数（参看 (4.21)

式）．为要求得沿曲线 C 的单位正交标架场 {r; e1, e2, e叶的运动公式，

还需要作如下计算

de2 d0 do1 do 
~ = -(cos0 01 + sin002)—-sin0— +cos0— 
ds ds ds ds 

=- （已吓1 十心－W勺ds'ds J -•'ds2 e扣 (5.9) 
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所以曲面 S 上的曲线 C 的测地挠率是

w冯－ W冒
r9 = ~ =bcos20+(c-a)cos9sin0-bsin20. (5.10) 

ds2 

注意到 w1w~ -w如？是 §7.4 的例题 8 给出的二次微分式它在曲线 C

上的限制与 ds2 之比恰好是曲面 S 上的曲线 C 的测地挠率．

公式 (5.8) 给出了曲面 S 的法曲率压作为切方向的方向角 0 的

函数，使我们能够容易地考虑环的极值性质．由 (5.8) 式得到

1 + cos 20.. _ _ 1 - cos 20 
凡n =a• 

2 
+bsin20+c· 

2 
a+c. a-c =—+—— cos20 + bsin2(J. 2. 2 

如果 (a - c)/2,b 同时为零，则环＝ (a+ c)/2 与方向角 0 无关，即曲

面 S 在该点沿各个切方向的法曲率都相同，因此该点是曲面 S 的肮

点．假定 (a- c)/2,b 不同时为零，则可取 (Jo，使得

a-c. -·· 2b 
coi;20o = ~. sin21Jo = 

V(a-c)2+4b2' ✓（a-c)2 +4b2' 
(5.11) 

于是曲面 S 的法曲率际可以写成

2 

心＝平卢） + b2 · cos2{0 - 00). (5.12) 

由此可见，曲面 S 在一点的法曲率氏，在 0 = 0a,0o 十兀时达到最大值

m= a ；气 J(宁）2+b气 (5.13) 

兀 3兀
在 0 ＝先＋－，先＋—时达到最小值

2 2 

心＝宁－ i（宁）2 +b2 (5.14) 

如飞
换句话说们，心是曲面 S 在一点的主曲率， 0o+ —(k 是整数）是曲

2 
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面 S 在该点的主方向，而且对应于不同主曲率的主方向必定是彼此正

交的．另外，从 (5.13) 和 (5.14) 两式得到

2H= 尺1 十心＝ a+c, K= 氏1. 心＝ ac-b2. (5.15) 

这再次证明了 (4.38) 式

法曲率 kn 的公式 {5.12) 还能够进一步写成

氏n= 丁＋ i(宁）2 + b2 · (cos2(0 - 0o) - sin叩－ 0o))
2 

= （罕倡\+b2 1 COS2(0-0a) 

+ （宁－仇厂）正(0-0o)
=,,,1 cos2(0 —先） +,,,2 sin2(0 —先）． (5.16) 

这正是 Euler 公式的一般情形．如果取曲面 S 的一阶标架场｛r；中立2,

O3} 使得 ct1立2 是曲面 S 的主方向，则这样的标架场称为曲面 S 的二

阶标架场．对于曲面 S 的二阶标架场 {r; ct1, ct2 ， ct3}, 显然有你＝ 0,

因此公式 (5.16) 成为

际＝ K.1 cos2 0 + K2 sin2 0, 

这就是关于曲面 S 的法曲率的标准 Euler 公式．

另外，当巴卫， b 不同时为零时，（5.10) 式能够改写成
2 

r9 = b(cos20-sin20) + (c- a)sin0cos0 
c-a 

= bcos20 +-— sin20 
2 

＝芷讨二．（sin 200 cos 20 - cos 2先 sin 20) 

1 
= -（心－ K.1) sin2(0 - 0o)-

2 

(5.17) 

(5.18) 
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所以，曲面 S 在任意一点沿主方向 0=0。时总是有测地挠率 Tg = 0, 

反之亦然．由此可见，
1.3.. 2.. 3 w w2 -W Wl =0 {5.19) 

是曲面 S 上曲率线的微分方程．比较 (5.18) 和 (5.12) 式，不难知道

d凡,.(0)
= 2Tg(0). (5.20} 

d0 

曲面 S上的二阶标架场是与曲面 S 有更加密切关系的标架场．假

定{r; 0:1, 0:2, o:叶是曲面 S 的二阶标架场，则 0o = 0，故 b=O（参看

(5.11) 式），因此
3 -·.1.. 3 -·.2 叫＝ aw1, 吵i = cw... (5.21} 

在 a ;:;, C 的假设下，我们有凡1 = a，心＝ C，并且曲面 S 的第二基本形

式成为

n = w讨＋山2w~ = K1(w甲＋心（忒）2. (5.22) 

由此可见，在曲面 S 的二阶标架场下，它的第一基本形式和第二基本

形式有最简单的表达式

例 1 在曲面 S 的正交参数系下，求曲线 C 的测地曲率为的

Liouville 公式

解假定 (u,v) 是曲面 S 上的正交参数系，曲面 S 的第一基本形

式是

I= E(du)2 + G(dv)气

曲线 C 的参数方程是 u = u(s),v = v(s)，其中 s 是曲线 C 的弧长参

数设曲线 C 与曲面 S 的 u－曲线的夹角是 0. 那么在曲面 S 上有一

阶标架场，使得它的相对分量是

Wl ＝疗du, 沪＝范dv.

根据 (4.25) 式

w?=- （淫）v （范）U
范

du+ 
痒

dv, 



并且

cos0 = 
w 1 

ds 
du(s) 

＝痒
ds' 
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w 2 

sin0 =＝范
dv(s) 

ds ·-ds· 

根据 (5.7) 式曲线 C 的测地曲率 K.g 是

d0 叶
灼＝—＋—ds · ds 

d0 （涅）“du （范）,,_ dv 
=—-—+— 

ds 沉 ds 捏 ds

d0 （捏）u （沟）U • =— -cosO+ ~sin 
ds 霄禹

。

d0 1 8logE __,.. 1 8logG 
=—-— cos0+ -— ds 2范 8v 2捏 au

sin 0, 

这就是曲线 C 的测地曲率为的 Liouville 公式
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(5.23) 

曲线 C 的测地曲率为的 Liouville 公式在理论上是重要的，但

是将它实际地用千计算曲线 C 的测地曲率却十分困难，因为夹角函数

0(s）并不是容易求得的．但是公式 (5.7) 却为我们提供了计算测地曲

率的一条途径：设 C 是曲面 S 上的一条曲线，设法在曲面 S 上取一

个适当的一阶标架场 {r;a1,a2,a叶，使得它限制在曲线 C 上时， Ol

恰好是曲线 C 的单位切向量．这样的标架场在曲线 C 的邻域内是容

易取到的．设这个一阶标架场的相对分量是吐，w2, 然后按照定理 4.1

求联络形式叶．根据该一阶标架场的取法，方向角函数 0=0，所以由

(5.7) 式得到
w? 

灼＝—．
ds 

需要指出的是，在上面介绍的方法中，并不要求在曲面 S 上已经取了

正交参数系，这正是活动标架场与曲面的参数系的关系比较松弛的妙

处．

例 2 设曲面 S 的第一基本形式为

I= (du)2 + (u2 + a2)(dv)2. 

求曲线 C:u+v=O 的测地曲率
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解本例可以用 Liouville 公式来进行计算，关键是计算夹角函数

0．在这里我们采用前面所介绍的方法．

首先在曲面 S 上引进新参数系（e刀），使得曲线 C 对应于该参数

系下的参数曲线 1/ = o. 为此，只要设

故

C = 11 
2 
~(u - v), 1/ = ~(u + v), 

u = e + 11, v = -e + 11-

曲面 S 的第一基本形式成为

命

I= (<le +d矿＋（（e+矿＋句(-d(+ d11)2 

=(I+ a2 +（妇矿）必2 + 2(1 -a2 -（(＋矿）d砌

+(I +a2 + ((＋矿）d112

= (I+a红（e ＋矿）·(屯＋ 1 - a2 - (e + 1/)2 
1 ＋庄＋（e ＋ n)沔）2

+ ((1 - a2 -（(＋矿）2
- 1 +a2 + (e 叮）2

+ 1 + a2 + (e + r,)2) 时

= （厂必＋扂言心1/)2
+ (2汇卢

2 

汇d1/),

wl = Jf+a红（e+护de+
1 - a2 - ((+ 11)2 

J1+a2 + (<+ n)2
d11, 

成＝
2✓吐＋（e ＋ n)2
V1+a红（妇可）2

d11. 

由此可见，扫－曲线的方程是 n ＝常数，它们满足微分方程 w2 = 0. 因
此对应的一阶标架场 {r;o1立2,03} 中的向量 o1 是扫－曲线的切向
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量．特别是，当该标架场限制在曲线 C 上时， 0!1 是曲线 C:r,=0 的

切向量．所以，要求的曲线 C 的测地曲率是

2 Wi 灼＝司71=0.
如果假设 w~ = pd€ + qd77，则

d€ 灼＝ p· 司T/=0,
dE 因此我们只要求出 Pl'Tj=O 和— I 即可．
dsl,.,=o 

对吐求外微分得到

心＝ ~d(!+r,)/\dE+ (-2(E+n) 
V1+a轩(E+n)2V1+a丘 (8+n)2

另外，

(1 - a2 - (E ＋矿）（E ＋ n)
- （汇尸卢勾~) d(E+'f/) /\dr1 

= (-3(E+n)_ (1-a2- （e 叮）2）（{＋ n)了（汇)3)de /\dr,. 

忒＾＂i= " f /\忒＝ p·
2V庄＋（e ＋ n)2

V1+a2+(E+n)2 
d!/\dr,, 

故由结构方程 dw1 ＝口2/\ 吵得到

Vl ＋庄＋仔．
Pl'Tj=O = ~立了( -3C (1 - a2 _ E2)E) 

V1 ＋庄＋（2 - Wl+a2 ＋铲）3
-€(2 + a2 ＋钓

= 
~(1＋吐＋仔）．

曲线 C:r,=0 的弧长元素是

ds2 = (w甲＋ （忒）2 = (1 + a2 + e2)d轧
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因此 氓 1 

司11=0 =汇产＇
由此得到曲线 C:77=0 的测地曲率是

天{2 + a2 +e) 
灼＝
JV(1 ＋吐＋铲）3

= - 

2(u -v)(B + 4a2 + (u - 1平）

J如＋（u － 1))2V(4+4a2 + ('U - v)宁
u{2+ a2 + u2) 

五V(1+a2 十沪）3 ＇

在最后的等号中用到了 211='U 十 V =0, 即－炉＝ u 的事实

例 3 用活动标架和外微分法证明 Gauss-Bonnet 公式（第六章定

理 6.1).

证明假定 C 是有向曲面 S 上一条连续可微的简单闭曲线，它在

曲面 S 上围成一个单连通区域 D，并且具有从区域 D 诱导的定向 K

是曲面 S 的 Gauss 曲率，凡9 是曲线 C 的测地曲率， s 是曲线 C 的弧

长参数， 0 勺:;,;; L. 

设 e心2 是区域 D 上的两个单位正交的切向量场，构成区域 D

上的一阶标架场（对于有边的单连通区域，这样的标架场总是存在的），

设矶成是该标架场的相对分量， wf = -“J 是根据定理 4.1 确定的

联络形式， 0 是曲线 C 的单位切向量 0: 与标架向量 e1 的夹角．则由

(5.7) 式得到

故

d0 叶
灼＝石＋忑＇

d0= 凡9ds -wr (5.24) 

因为一阶标架场 {e1,e叶和曲线 C 的连续可微性，方向角函数 0 在每

一点的邻域内是可微的又因为曲线 C 的紧致性，可以取出方向角函

数的一个连续分支 0(s)，因而 0=0(s),O~l1~L 是一个连续可微函
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数对 (5.24) 式两边取积分得到

护0 = 0(L) - 0(0) ＝忙冲－仁

= fc 凡9ds-J l dw~ = [ K.9ds 十几 Kw1/\忒 (5.25) 

其中第三个等号用了 Stokes 公式 (2.30)，最后一个等号用了公式 (4.39).

注意到 0(L) - 0(0) 必定是加的整数倍，我们要证明该整数是 1.

为此，在区域 D 的内部取一点 P, 以 p 为中心作半径为 e 的测地

圆周 Ce，它围成的区域记为 DecD. 假定 C已具有从区域 De 诱导的

定向，那么 8(D\DE)=C-CE（其中 1石是指该圆周与圆周 Ge 有相

反的定向）．于是将 (5.24) 式两边在 o(D\De) = G-CE 上积分得到

J d0 =f K9ds - I wf 
C-C. JC-C, JC-C, 

= f kgds - JJ dwf 
C-C巴 D\D巴

= l-c. K.gds + J l\D. Kw1/\w2. (5.26) 

但是，终端的积分明显地与区域 D ＼几内的一阶标架场的取法无关．

若在区域 D\De 内取一阶标架场 {ct1, ct叶，使得标架向量 01 限制在

曲线 C 和 CC 上时分别是它们的切向量．这样的标架场是可以取得到

的实际上，曲线 C 能够连续地形变为曲线 CE，因此可以设想有一个

单参数曲线族覆盖了区域 D\DE，它是从曲线 C 到 Ce 的变分．把其

中的变分曲线的切向量记为 ct1，再将它按正定向旋转 90° 得到 ct2，这

样便得到我们所要的定义在区域 D\De 上的一阶标架场 {ct1, ct叶此

时 0=0，而公式 (5.26) 仍旧成立，因此

fc-cg 凡9ds+ f l\D. Kw1/\ 占 =0. (5.27) 

将 (5.27) 式代人 (5.26) 式得到

f d0 =f d0, 
C JC乞

(5.28) 
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其中 {e1 ，切｝是定义在区域 D 上的任意一个一阶标架场．对千测地圆

周 CC 来说在绕行一周时其切向量方向角的总变差和它的法向量方

向角的总变差是一样的，所以从直观上不难知道(5.28) 式的右端的积

分是 2兀．证毕．

习题 7.5

1. 设曲面 S 的第一基本形式是

I= (du)2 + 2cos 劝dudv + (dv)气

其中心是 u－曲线和 v－曲线的夹角．试求：

(1) 曲面 S 的 Gauss 曲率 K;

(2) u－曲线和 v－曲线的测地曲率；

(3) u－曲线和 v－曲线的二等分角轨线的测地曲率

2．设曲面 S 的第一基本形式是

a2 
I= —((du)2 + (dv)2), 

泸

求曲线 u = kv + b(k, b是常数）的测地曲率．

3. 设曲线 C 是欧氏空间萨中的一条曲线，其曲率处处不是零

以曲线 C 上每一点为中心在曲线的法平面内作半径为 a. 的圆周，这些

圆周生成一个曲面，成为围绕曲线 C 的管状曲面，记为 S"．试在管状

曲面品上建立一个一阶标架场，写出曲面 Sa 的第一基本形式和第二

基本形式并且求管状曲面 S" 的主方向和主曲率

§7.6 应用举例

在本节，我们要举若干例题说明活动标架和外微分法在曲面之间

的对应问题中的应用通过这些例题，读者可以了解如何用活动标架

和外微分法来解决微分几何问题，并且能够体会到该方法的威力．

例 1 求曲面 S 的平行曲面的主曲率、平均曲率和 Gauss 曲率．
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解设 S 是一个正则参数曲面，它的平均曲率是 H, Gauss 曲率

是 K，主曲率是杠应．沿曲面 S 在每一点的法线截取长度为 a（常数）

的线段其终端描出一个新的曲面，记为 S"，称它为与曲面 S 平行的

曲面我们要计算曲面 Sa 的平均曲率、 Gat1Ss 曲率和主曲率

在曲面 S 上取二阶标架场 {r; e1, e2, e叶，设相对分量是 w1,w气

沪＝ 0， wf=mw1,w3 ＝应况，于是曲面 S 的第一基本形式是

I= (w平＋（忒）气

第二基本形式是

Il=K1(w叩＋心（忒）2.

根据平行曲面 Sa 的定义，它的向径是

T'= r+ae3. 

对它求微分得到

(6.1) 

(6.2) 

{6.3) 

dr = dr + ade3 = (w1 + awJ)e1 + (w2 + aw;)e2. (6.4) 

因此沿曲面 S” 可以取一阶标架场 {f;e.1 ，命，命｝，其中

并且从 (6.4) 式得到

- - - e1 = e1, ea= ea, ea = e趴

心1 = w1 + aw~ = (1 －叩）Wl,

忒＝w2 + aw~ = (1 - a心）w气

忒＝ 0.

(6.5) 

1 1 
由此可见，如果要平行曲面 Sa 是正则的，则必须假定 a/ 一，一．在

凡1 K.2 

此假定下，曲面 S" 的第一基本形式是

i = (w甲＋ （忒）2

= (1 - aK1)2(w甲＋ （1-a心）2伲）气 (6.6)
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面积元素是

dii =吩＾忒＝ （1- 叩）（1-a心）Wl/\w2

= (1 - 2aH + a2 K)w1 I\ w2. 

对函＝ e3 求微分得到

因此

d函＝ Q扣＋ O拓＝ 0扣＋对e2

= de3 =w扣＋w妇，

心~=哼＝－凡心＝ - 
凡 1

1 
Wl, 

- a凡1

w; =wi ＝－应吐＝ －应忒，
1-a心

(6.7) 

(6.8) 

所以｛元 e1立，切｝是曲面 S" 的二阶标架场，并且该曲面的主曲率是

~ Kl ~ K2 
氏l = 

1 
，凡2=, - aK1'~ 1- a心

(6.9) 

平均曲率是

iI=i也＋切）＝ - · 
l, __,.., 1 y;,1(1-a心） ＋心(1 - ak1) 

2 (1- a凡1)(1 - a心）

H-aK 
= l-2aH +a2K' 

(6.10) 

Gauss 曲率是

K= 和切＝
氏江2 K 

(1 -叩）（1 - a心） = i"="2aH+a2K' 
(6.11) 

例 2 试证 Backlund 定理设 s,s 是欧氏空间贷中的两张正

则曲面，如果存在一一对应 u:s-s，使得连接曲面 S 上的每一点 p

和它的对应点 i=6(p) 的直线构成一个伪球线汇，则 s,s 必定是具
有相同负常曲率的曲面

所谓的伪球线汇是指：如果在曲面 S 和 S 之间存在一个一一对

应 u:s-s，使得对千曲面 S 上的每一点 p，连接点 p 和它的对应点
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i=6(p) 的直线段是曲面 S 和 S 的长度为常数的公切线，并且曲面 S

和 S 在点 p 和对应点 p= u(p) 的法线的夹角也是常数

伪球线汇是依赖两个参数的直线族，曲面 S 和 S 恰好是该直线族

的包络面．

证明设伪球线汇中公切线的长度是 l, 曲面 S 和 S 在对应点的

法线的夹角是 T. 在曲面 S 上取一阶标架场 {r; e1, e2, e叶，使得 r 是

曲面 S 的向径， e1 是连接点 p 和它的对应点 p = u(p) 的公切线的方
向向量，那么曲面 S 的向径是

r = r + lei, 

单位法向量是

函＝ sin 六迈十 cosre3.

对 (6.12) 式求微分得到

d户＝ dr + lde1 = w1e1 + w切＋ l(w扣＋w沁）

= w1e1+ （忒＋崎）e2 +lw沁．

因为 dr •命＝ 0，从 (6.14),(6.13) 式得到

sinr（出＋ l叶） + lcosrwf = 0, 

因此
1 2 wf = -~w2 - cotrwf. 
l 

求 {6.15) 式的外微分，并且用一阶标架场的结构方程得到

1 
dw? = -Kw1 l\w2 = -~w1 l\wf-cotrwr/\w~ 

= （－扣1 +cotTW;) I\wf 

= -(-yw1 +cot心）^ （扫＋ cot心）

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

＝护心＋cot心心＋字回心＋出过）

= （卢＋ cot2T · x) w1 心，
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比较上式两端心 l\w2 前面的系数得到

因此

1,, _ _ -- 1 1 
-K =.;,. + cot2 T • K, K •——- -— l2 2 = sin2 T l2' 

K=-
sin 2 

T 

l2 匾
(6.16) 

因为曲面 S 和 3 的地位是对称的，因此曲面 3 的 Gauss 曲率同样是

K=-
sin2 r 

l2 ．证毕．

把 Backlund 定理作进一步的推广，可以考虑其 Gauss 曲率和平均

曲率满足线性关系 K-2mH＋忙＋l2 = 0 的曲面以及所谓的 Darboux

线汇有兴趣的读者可以参考论文： Weihuan Chen & Haizhong Li, A 

Remark on Backlund 升ansf01mation of Weingarten Surfaces, North­

eastern Mathematical Journal, 15(1999), 289一294.

例 3 试证在负常 Gauss 曲率 K= －炉的曲面的每一点的邻

域内总是存在参数系 (u,v)，使得该曲面的两个基本形式可以表示成

l=~(cos2 茅 (du)2 + sin2 i(dv)2), 

Il=~cos 竺 sin t((du)2 - (dv)2), k --- 2 ---- 2 

(6.17) 

其中中是曲面 S 在每一点的两个不同的渐近方向之间的夹角，并且它

满足方程

如u -'Pvv = sincp. (6.18) 

微分方程 (6.18) 就是在可积系统理论中著名的 Sine-Gordon 方程．

反过来，如果 cp 是 Sine-Gordon 方程（6.18) 的任意一个解，并且 k

是任意一个给定的正常数，则在欧氏空间萨中必定可以构造一个负

常 Gauss 曲率 K= －炉的曲面，使得 cp 是该曲面在每一点的渐近方

向的夹角

证明设 S是欧氏空间岱中 Gauss 曲率 K 是负常数的曲面．很

明显，在曲面 S 上处处没有跻点．在曲面 S 上取正交的曲率线网作为
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参数曲线网，因此它的两个基本形式能够写成

I= A2(d矿＋ B2(dv)气 II= K.1炉(d矿＋心炉(dv)气 (6 匾 19)

其中凡卢2 是曲面 S 的主曲率在曲面 S 上取二阶标架场 {r;e1,e2,

e叶，它的相对分量是

w1 =Ad,(t, 忒＝ Bdv, wf = ff-1Adu, w~= 凡2Bdv.

设联络形式是

w~ = -wJ = pdu + qdv, 

将上式代入结构方程（定理 4.1) 得到

因此

dw1 = -Avdu I\ dv = w2 I\ wJ = pBdu I\ dv, 

dw2 = Budu I\ dv = w1 I\ w? = qAdu I\ dv, 

p ＝一生 凡 ~du+!!!j-
B' q= — A' “f =-~du+ — B A 

dv. 

对前面的＂扣对的表达式求外微分，并且用结构方程得到

如f= －伈A)vdu/\d'U = u? ^”; =－心儿du/\dv,

如~ = (K,2B),,du I\ dv ＝叫 I\ wf = K,1B,,du/\dv, 

因此 Codazzi 方程是

伈－心）Av+ 伈）“A=O, 伈－心）Bu - （心），,B =0. 

设 K=K心＝－炉， k ＝常数＞ 0，则可以假定

那么

中
氏1 = ktan-;;-, 

2 
中

应＝－kcot~
2' 

K1 飞＝ k (ta立＋ cot 匀＝ k 2 2 中中sin- COS -2 -- 2 

(6.20) 

(6 匾21)

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 
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将上式代人 Codazzi 方程得到

(logA)v = (logcos 竺），
2 / V 

因此 中
A =COS 一． a（u) ，

2 

(logB)'u=(log sin 竺），
2/u 

中B =sin~• b(v). 
2 

(6.25) 

作参数变换

u = k J a(u)du, ii= k J b(v)d11, 

并且把新自变量 u,v 仍旧记成 u,v, 则曲面 S 的两个基本形式成为

(6.17) 式其中 p 是 u,v 的函数．容易证明，函数 p 恰好是曲面 S 在

每一点的两个不同的渐近方向的夹角．由 (6.21) 式得到联络形式是

(6.26) 

2 1 1 
wl =－叩＝ ;;(cp'IIdu+<pudv),

2 
(6.27) 

同时
'{)_, !I ___'{) wf = sin f du, w~ = - cos f dv. 
2 2 

容易验证，在曲面 S 的上述参数系下， Codazzi 方程是自动成立的，而

Gauss 方程成为

(6.28) 

1 
dw扣＝－（

cp ___ cp 
2 
妇u - <pvv)du I\ dv = wf I\ w~ =sin~ cos ~du/\ dv, 2 - 2 

即

如u -'Pvv = sin'P· 

逆命题的证明留给读者作为练习．证毕．



附录

这个附录主要包括三部分．第一部分是关于本书中用到的微分方

程的定理特别是一阶偏微分方程组的可积性定理这个定理在微分

方程的课程中往往因为各种原因被忽略了，而在微分儿何课程中却十

分重要因此我们在这里叙述并且证明这个定理进一步，我们要指

出这个定理实际上与一次微分形式方程组的 Frobenius 定理是一回事．

第二部分是关于自共枙线性变换的特征值和特征向量的理论．附录的

第三部分是介绍把数学软件 MATHEMATICA 用于微分几何课的几个

课件数学软件有非常强大的功能，包括数值计算、符号运算以及绘图

和编程等等在微分几何课上借助于数学软件的绘图功能使我们能够

看到一些具体曲面的形状，从而丰富了我们的空间想象能力，并且学习

该软件的使用方法为我们提供了新的研究工具．

§1 关于微分方程的几个定理

1.1 线性齐次常微分方程的解

在第二章证明曲线的存在定理以及在第六章讲述切向量沿曲线的

平行移动时，都用到了下面的一阶线性齐次常微分方程组的解的存在

性和唯一性定理要紧的是，该方程组的解定义在整个指定的区间上，

而不仅仅是定义在一点的某个充分小的邻域上．

定理 1.1 已知常微分方程组

d尘
而 =X硕）工j, 1 勺红， (1.1) 

j=l 

其中系数 ai;(t) 是闭区间 [a,b] 上的连续函数，则对千任意给定的一组

实数 x? （l<i< 九)，存在唯一的一组定义在闭区间 [a,b] 上的连续可微
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函数 Xi(t),I:;,;; i:;,;; n，满足方程组 {I.I) 和初始条件

x,(a) ＝叶， 1:;;;; i:;;;; n. 

证明命

t n 

驴(t) ＝于JX础）动dt,
a j=l 

t n 

工俨 (t)= 工?＋JE硕）守(t)dt,
a j=l 

xt>(t) = x~ ＋尺沁(t)x尸(t)dt.
a j=1 

{1.2) 

{1.3) 

1 
假定阳(t)I 在区间 [a,b] 上的上界是－A> O; lxfl 的上界是 B > 0. 

九

于是

I辈(t)- 工?| < f｀阰（t)I · lxJI dt ~ AB(t - a), 
a j=l 
t 九

陌(t) 一辈(t)I ~ 1• t lai;(t)l · I驴 (t) － xJ I dt 
a j=l 

~A2B 1t(t-a)dt~B-¥, 炉(t- a)2 

" 
2 

用数学归纳法容易证明

I驴(t) －工尸(t)1 < B· < B · 
Ar(t - at _,, n Ar(b - at 

r! r! 
. (1.4) 

很明显，

沪-~=B·eA(b一a)
r! 

(1.5) 
r=O 

所以对每一个固定的指标 i，级数

x~ + (x~1)(t) - x?) + · · · + (xt\t) - x}r-l)(t)) + · · · (1.6) 
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在区间 [a,b] 上是绝对一致收敛的．然而级数 (1.6) 的前 r+l 项的和

是叶r)(t)，因此在区间 [a,b] 上存在连续函数立(t) 使得

lim X· 
(r) ` (t) ＝立(t).

r--+00 
(1.7) 

现在要证明函数组立(t), 1 ~ i ~ n 满足微分方程组 (I.I) 和初始

条件 {1.2)．根据 {1.3) 式得到

咄） －工？－卢沁(t)巧 (t)dt
a j=l 

t n 

= （Xi(t) －驴(t) ） + （X}r)(t) －动－ J 江(t凡 (t)dt
a j=l 

t n 

= （工（t) －守(t))-1 江(t)（咄） - X尸(t))dt. (1.8) 
a j=l 

因为 (1.7) 式中的极限在区间 [a,b] 上是一致收敛的，故对于任意给定

的 e > 0, 必能找到正整数 N，则当 r-1 ~ N 时对于区间 [a,b] 内任

意的 t 一致地有

lxi(t) - x尸(t)I < e, I~ i ~ n. 

所以由 (1.8) 式得到

lxi(t) - x? -「江(t)x; (t)dtl 
a j=l 

t n 

~ lxi(t) 一如(t)| + J E阳(t) I ·咄） - xr-l)(t)j dt 
a j=l I I 

< e + eA(t - a) ~ e(l + A(b - a)). 

由于 c 可以任意地小，而 I +A(b-a) 是常数，所以有

咄）＝工？＋「江(t)x; (t)dt. 
a j=l 
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因此函数组 X1,(t), 1 ::,;; i::,;; n 满足微分方程组 (1.1) 和初始条件 (1.2).

假定有另一组连续函数云;(t), 1 ::;;; i ::;;; n 满足微分方程组 (1.1) 和

初始条件 (1.2)．命

fi(t) ＝立 (t) 一元，.（t),

则 fi(a) = 0, 1 勺 ~n，并且

(1.9) 

t 九

f7.(t) =f区研）/j(t)dt. {1.10) 
a j=l 

不妨设队(t) I 在区间 [a,b] 上有上界 C>O，则由 (1.10) 式得到

l/i(t)I:;;;; AC(t - a), 

将上式再次代入 (1.10) 式右边得到

t 

佑(t)I :;;;; A2C 1• (t - a)dt = C · 
a 

在 r 次迭代之后得到

炉(t - a)2 
2 

Ar(t- a)r Ar(b- a)r 
l/i(t)I :;;;; C. ~ :;;;; C. 

r! r! 
. (1.11) 

因为 (1.11) 式右端是收敛级数

00 Ar(b- a) ?· 

C· 汇
r=O 

r! 

的通项，故它在 r----+ oo 时趋于零，所以 fi(t) = 0, Vi. 证毕．

1.2 一次微分式积分因子的存在性

在常微分方程初等积分法的课程中经常提到，微分方程

J(x, y)dx + g(x, y)dy = 0 {1.12) 

在某些特殊情形，可以容易地求得只依赖变量 x，或者只依赖变量 y 的

积分因子．但是，在常微分方程的课程中关于方程 (1.12) 在一般情形
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下积分因子的存在性却没有明确地阐述过．然而，该问题在几何学中是

十分重要的，例如第三章 §3.4 中定理 4.2 的证明即依赖这个事实．

设 f(x, y), g(x, y) 是定义在区域 De 炉上的两个连续可微函数．

如果在区域 D 上存在连续函数入(x,y) 和连续可微函数 k(x,y) 使得

入(x, y) • (f(x, y)dx + g(x, y)dy) = dk(x, y), (1.13) 

则称入（尤， y) 是方程 (1.12) 的积分因子．此时，方程 (1.12) 有首次积分

k(:c,y) = c. 

关于方程 (1.12) 的积分因子的存在性有下面的定理：

定理 1.2 设 J(x, y), g(x, y) 是定义在区域 De 沪上的两个连

续可微函数若在点 (xo,Yo) ED 处 J(xo, Yo), g(xo, Yo) 不全为零，则

必有 (xo, Yo) 的一个邻域 UcD, 以及定义在 U 上的处处非零的连续

函数入（x,y)，使得入(x,y) 是方程 (1.12) 在区域 U 上的积分因子．

证明上述定理实际上是下面的定理 1.4 的推论，在那里我们给

出任意多个变量的一次微分式的积分因子存在的充分必要条件本定

理说对于只有两个变量的一次微分式它的积分因子总是存在的．在

这里要给出一个直接的初等证明

根据假定，不妨设 g（工o,Yo) 于 0, 于是方程 (1.12) 在（工o,Yo) 的一

个邻域内可以写成
dy f(x, y) 

= - dx g(x,y) · 
(1.14) 

根据常微分方程解关千初始值的连续依赖性（见参考文献 [7]，第 138

页，定理 2)，必有 Xo 的一个邻域 I 和 Yo 的一个邻域 J，使得 IxJ c D, 

并且对千任意给定的 Y1 E J，方程 (1.14) 有唯一解

y = t(x,y1), x EI, 

即它满足方程
祝（工， Yi) f(x, t（工， y1)）

=- , 
扣 g(x, t(x, Yi)) 

(1.15) 
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并且满足初始条件

t(xo, Y1) = YI· (1.16) 

另外，函数 t(x, Yl) 对于变量 X,Yl 是连续可微依赖的由 (1.16) 式可

知
8t(x, Y1) I 8t(xo, Y1) 

8yl I 工＝工0 =~=1#0, 

故有 Xo 的一个邻域 I'c I 使得

8t(x,Y1) fO, V(x,yi)EI'xJ. (1.17) 
8y1 

在区域 I'X J 上考虑函数组

x=s(工1,y1) = X1, y= t(工1, Y1), {1.18) 

1 0 

它们的 Jacobi 行列式是

8(x,y) 8t(x1如）

8(x1平）
= 1 at(x1中） 8t(x1心）＝ =I= o. 

彻1
彻1 8y1 

根据反函数定理，存在函数组

(1.19) 

xi = h(x, y), Y1 = k(x, y), 11 x Ji CI'x J (1.20) 

满足恒等式

s(h(工,y), k(x, y)) = h（工， y) 三工， t(h(x,y),k(x,y)) = Y, 

即

t(x, k(x, y)) = y. 

对函数 y = t(x，初）求全微分得到

8t(x,y1) 抗(x,y1)
dy = ~dx + ~dy1 

彻 8y1

f(x,t(x,yi))_,_, 8t(x,y1) = - dx+ 
g(x, t(x，如）） 8小

dy1, 

(1.21) 



§1 关于微分方程的几个定理 389 

所以

dy] = 1. (f(x,t(x,y1)) 8t（五）如， t（五））也＋ dy)
8y1 

1 
= 
况(x,y1)

• (f(x, t（工， Y1))dx + g(x, t (x, yi))dy). 

8y1 
· g(x, t(x, Y1)) 

用 Yl = k(x,y) 代入上式，并且由 (1.21) 式得到

其中

证毕．

dk(x,y) =入（x, y) · (f (x, y)dx + g(x, y)dy), 

1 
入（工， y) = 8t 

8y1 
(x,k(工,y)). g(x,y) 

1.3 一阶偏微分方程组的可积性

我们要考虑的一阶偏微分方程组是

时 f扎（吐 ...,xm.，叭...， y"'), 1 ~ a ~ m, 1 ~ i ~ n. (1.22) = 
8工°

假定几(x气炉）是定义在区域 D=Dx 贮上的连续可微函数， b 是
Rm，中的一个区域

方程组 (1.22) 有如下的几何意义：将 (1.22) 式写成

dyi = J! （吐...，工m,Yi,... ，旷）d产， 1 ~ i ~ n, (1.23) 

在这里我们运用了 Einstein 和式约定．对于每一个固定点（x1, · · ·,x气

吐 ...,Y叮，方程组 (1.23) 给出了区域 D 在该点的切空间的一个 m 维

子空间，它与区域 b 在点（正，．．．，泸1) 的切空间是线性同构的．由此

可见，方程组 (1.22) 实际上是在区域 D 上给定了一个 m 维切子空间

场．如果

扩＝矿(x1, · · ·, xm), 1 ~ i ~ n 
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是方程组 (1.22) 的解，则它是区域 D 中的一张 m 维曲面，它的切平面

恰好属于方程组 (1.22) 给出的 m 维切子空间场．然而，这样的解不总

是存在的下面是方程组 (1.22) 可积的条件．

定理 1.3 对于任意给定的初始值

（咕，．．．，对， y~,...' 对） ED,

方程组 (1.22) 在点（对，．．．，对｀） ED 的一个邻域 ucb 内有连续可

微解

扩＝矿（吐...,泸｀）， 1 ~ i ~ n, (1.24) 

并满足初始条件

y'（对，．．．，动） ＝砾， 1 ~ i,;;;; n (1.25) 

（此时简称该方程组完全可积）的充分必要条件是，在区域 D 上下述恒

等式
8f! 8几 8f “̀fi 

盯i
声一芷＋叩 p －咕ft = 0, Vi, a, /3 (1.26) 

成立在此时，方程组 (1.22) 在该点邻域内满足初始条件 (1.25) 的解

是唯一的．如果区域 b 是单连通的，则函数 (1.24) 能够延拓成为方程

组 (1.22) 在整个区域 b 上的解

证明先证明必要性．假定方程组 (1.22) 在点（对）的邻域内有

满足初始条件 (1.25) 的解 yi = y飞泸），由于儿是连续可微的，因此函
数 y• = yi(x°') 必定是二次以上连续可微的，所以扩＝扩（泸）的二次
偏导数与求导的次序无关，即

护yi 护yi
= 8x°'8xfJ 8xf38工°·

(1.27) 

由于函数 y' ＝扩（产）满足方程组 (1.22)，所以

岛· ＝立产） ＝叱（户，扩（沪））
8x08xfJ - 8xfJ \ 8工0 I - 8x/3 

8J!, 8f~ 8yi 8J~. BJ! 
＝声＋和声＝声＋和片·
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将上式代入 (1.27) 式得到在点 (xJ岛）处下式

妞吁叨叨
声＋赤片＝声十叩凡

成立，此即 (1.26) 式

现证明充分性．为简便起见，不妨设 xb = 0, Vi. 我们的方法是把

偏微分方程组的问题化为常微分方程的问题来做，具体地说，就是在区

域 b 内以点 Xo = 0 为始点沿由平行于坐标轴的线段构成的折线对
相应的常微分方程组进行积分，逐步证明所得的解函数是偏微分方程

组 (1.22) 的解

首先考虑常微分方程组问题

｛告＝片(t, o, ..., 0, (1, · · ·，行），（1 ．28)
{ilt=O = Yb, Vi, 

它在某个区间 ltl < Cl 内有唯一解，记为召(t)．命

沂 (x1, 0, · · ·, 0) = {l (x1). (1.29) 

千是函数 yi炉， O,· · ·,0) 满足方程组

射（叶， 0, · · ·,0) 
OX1 

= ff(x1,o, · · ·,O,y1 炉， O,···,O)),y祁（0) = Yb- (1.30) 

接着任意固定吐的值，使得 1x1| ＜句，考虑常微分方程组问题

｛詈＝片（吐 t, 0,. .., 0, d · · ·，行），
利t=O ＝叶（叶， 0, · · ·,0), Vi, 

(1.31) 

它在某个区间 ltl < e2 内有唯一解，记为 ~~(t；吐），它关千 t，吐是连续
可微的命

砱（吐户， O,· · ·,0) ＝召（泸；动，配I< 句， 1工21 < c2. (1.32) 
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于是函数妨（正，护， 0,-..,0) 满足方程组

厂正，；：，20, · · ·,0) ＝ f距，护， 0，· · ·, o, y丘，护， 0,.. ·, O)), (1.33) 

y~ （叶， 0, ·..,0) ＝沂（正， 0, · · ·,0). 

但是，我们需要证明函数 y~炉，护， O,· · ·,0) 关于叶的偏导数也满足

相应的方程组命

g官，护）＝
呤（叶，护， 0, · · ·,0) 

扣1

—片(x1 ，护， O,·· ·,O,y正，护， 0, · · ·,0)). 

我们先让泸＝ 0, 则由方程组 (1.33) 中的初始条件以及方程组 (1.30)

得到

8y~(x1, 0, • • •, 0) 
g'矿， 0)= ~-ft伲， O,· · ·,O,y认心， 0, · · ·, 0)) 

8吐

8y{ （叶， O,· · ·,0 
= ) 

8x1 一片(x1, 0, · · ·, 0, y1(x1, 0, · · ·, 0)) 

= 0. (1.34) 

另外，再将函数 g飞叶，沪）对泸求导得到

时（叶，吐） 8 8y3 （叶，护， 0, · · ·, 0) 彻2 ＝庐（加2)
＿研（叶，护， o，· · ·,0,y2（叶，武 0, ．．．， 0) ）

8泸

8月 8月 8砑（叶，吐， 0, · · ·,0) 
=—+— 彻1 8yj 彻1

8月 aft a码（叶，泸， 0, · · ·,0) 
彻2 ay.1 a泸

8f; 8j'8f; af; 8fi 
=—·矿（吐沪）＋ - ＋一－ ·fl- —-— ·f4-8y3 8正 8y3 8泸 8yj

上式末端的函数 f；及其偏导数都在点（正，沪， O,· · ·,0) 处求值．利用

可积条件 (1.26) 得到

8g'（叶，沪） 8月
=-· 

彻2 8沪
矿(xl ，沪）． (1.35) 
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因此把 g飞吐，吐）看作护的函数满足一阶线性齐次方程组 (1.35) 和

初始条件 (1.34)．由解的唯一性得到 g飞Xl ，沪）三 0, 即

8的（吐，护， 0, · · ·,O) 
8心

一片（吐式 O,· · ·,O,y2矿，式 O,···,0)) =0. 

(1.36) 

下一步，任意固定吐护的值，使得 1纠＜句， 1工21 ＜匀，考虑常

微分方程组问题

｛詈＝片（吐夕， t， 0, · · ·,0,E) , 

引t=O ＝妨（叶，护， 0, · · ·,0), 

(1.37) 

Vi, 

它在某个区间 Jtl < c3 内有唯一解，记为织t;x1 ，吐），它关于 t，叶， x2

是连续可微的命

y;(xl ，吐 x3, 0, · · ·, 0) = {;(x3; x1 ，约， 1式＜句， lx2I < e2. (1.38) 

利用 ~i(t；叶， x2) 所满足的方程组 (1.37) 以及可积条件 (1.26)，再遵照

与前面所述的相同方法，即可以证明函数 Y!（吐，护，少， O）满足下述方

程组：

｛叩（正8::，护， 0） = fi(x1 ，护，护， o， y矿， x气护， O)),

砱（正，夕， O,···,0) ＝纯（叶，产， 0, · · ·, 0). 

1~ 入 ~3,

(1.39) 

继续这个过程，最后得到定义在（一句，釭） X ··· X(－环， Ern) C iJ 
上的函数 y飞叶，．．．，泸｀） ＝ y;上（叶， ...,x可，它满足方程组

｛窄卫（x， y(x) ）
扩 (0) = Yi-

1 ~ i ~ n, 1 ~ a ~ m, 

由上述构造不难知道，该解函数是唯一的证毕．
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1.4 Frobenius 定理

通常，一阶偏微分方程组以一次微分式的方程组的形式出现，例如

方程组 (1.23)．一般地，假定 D 是欧氏空间配中的一个区域，凶(1,s;;

a,s;; r) 是定义在区域 D 上的 r 个处处线性无关的一次微分式则方

程组 九

"° =区a沁 (x1'..., 泸）dx.，'= 0, 1 :S;; (t :S;; 7'(1.40) 
i=l 

称为 Pfaff 方程组．其实， Pfaff 方程组也能改写成一阶偏微分方程组．

既然笠是处处线性无关的，不妨设系数矩阵 (ar) 的前 r 列的行列式

不为零，即方阵 (ap) 是可逆的，设它的逆矩阵是 (bp)．因此方程组

(1.40) 等价千

铲＝艺平{J = 0, 1 红红
庐1

即九
铲＝d沪＋汇 c;d泸＝ 0, 1 t::; o t::;.,.,(1.41) 

'TJ=1·+1 

其中 ?· 

岱＝ X如i.
/3=1 

由此可见， Pfaff 方程组 (1.40) 等价于一阶偏微分方程组

8x0 
—= -C坏（吐...，泸）， 1 ~ a ~ r, r + 1 ~ 1/ ~ n. (1.42) 
8工1'/

定理 1.4 (Frobenius 定理） 如果对于 Pfaf 方程组 (1.40) 存在

一次微分式 P3，使得

归＝区中3Au芞 1 «这 r, (1.43) 
/3=1 

则经过任意一点（对，...，对） ED, 必有一张 n-r 维曲面，使得 r 个

一次微分式的在该曲面上的限制恒等于零条件 (1.43) 称为 Pfaff 方

程组 (1.40) 所满足的 Frobenius 条件
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证明首先证明 Frobenius 条件 (1.43) 在一次微分式组 w“ 经过

一个非退化线性变换时是保持不变的．设有一组连续可微函数 b3 使

得 det(b3) /= 0．命
r 

铲＝汇 b~琴 1 红红
/3=1 

求它的外微分，并且用 (1.43) 式代人得到

呀＝汇(db~ ＾沪＋ b3dw勺
/3=1 

飞（d磅＋贮式＾“9
芷c? （鸣＋笘心） ô/j , 

其中 (c3) 是 (b3) 的逆矩阵，故胪仍旧满足 Frobenius 条件

由此可见，当 Pfaff 方程组 (1.40) 转换成等价的方程组 (1.41) 时，

Frobenius 条件仍然成立．对 (1.41) 式求外微分得到

呀＝ L de~/\dx11 
n=T+1 

＝立（迳dx/3/\dx“ 十九竺dxe/\dx”
11=r+I \fJ=l 

x 8.te =“2沁fJ/\d儿．＂ E＝叶1)
盖1（飞妇言）虳d泸

因为一次微分式组 01,... ，伊， dxr+l, · · ·, dx" 是线性无关的，所以一次

微分式组 0气 l~n~r 满足 Frobcnius 条件的充分必要条件是
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忑十1 (－卢妇言）正 Ad泸
＝沁芯－芦心－笠）虳d泸
=0, 

即
咕 8c't, ~ 8c'{ 志芦心声－立芦咯＝o,

9=1 6=1 

这正好是定理 1.3 中的可积条件 (1.26)．因此，对于任意给定的（对，. ··, 

对） ED, 必有方程 (1.42) 的解

即

沪＝ f°'(xr+1, · · ·，泸）， 1 ~ o ~ r, (1.44) 

8尸(xr+l,... ，沪）

8x1J 
=-c饥 (11,..., fr,xr+1,... ，泸），

并且满足初始条件

f"'(x;+1'... ，对） ＝啼

在 n-r 维曲面 (1.44) 上

九

铲＝ d尸(xr+I,... ，泸） ＋艺岱归＝ 0,
71=r+l 

故 w°'= 0, 1 =::; a. =::; r. 证毕．

作为定理 1.4 的应用，我们来证明第七章的定理 3.3，即下面的：

定理 1.5 任意给定 12 个依赖自变量 (u1,...,ur) Eb c 贮的
一次微分式吐， wf, l =::; i,j::,; 3，如果它们满足结构方程

3 3 

心＝ X"k/\ ＂t, 心＝区wf/\wt, (1.45) 
k=l k=l 
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则在欧氏空间萨中有依赖 r 个参数 Ul, …，矿的右手标架族 {p(u°');

e1(u°'),e2 旷）， e3(u°')} 以记， wf 为它的相对分量．
证明用 (ai, a”) 表示欧氏空间贷上的右手标架空间的坐标系，

其中 det(aij) > 0. 标架空间的相对分量 w，双是 ai, aij 的一次微分式，
如第七章的公式 (3.9) 所示．现在考虑胶12+r 的一个区域 D=Dx 识12

上的 Pfaff 方程组

oj = 0J _ w3 =0, 0f =双－ wf = 0. (1.46) 

由千 {li's刀和 w环4 分别满足结构方程 (1.45)，所以

3 3 

d0i =d03 -dwi ＝区Q环闵－汇wKAw·i
k=l k=l 

3 

= L(0k I\ 屯＋ Wk I\ 吼），
k=l 

3 3 

d0{ ＝娴－吆＝汇玵 A佴－汇的 Awt
k=l k=l 

＝立(0`/\ 氓 +wf/\0{),
k=l 

千是 Frobenius 条件成立．然而， Pfaff 方程组 (1.46) 等价千

3 3 

如＝汇aki忒， da寸＝汇 a幻必． (1.47) 
k=l k=1 

根据定理 1.4, 存在一组函数 ai = ai(u片..，矿）， aij = a,ij(u1, · · ·，矿）

使方程组 (1.47) 成立换言之，这给出欧氏空间伊中依赖 r 个参数

u1,··· ，记的右手标架族，它的相对分量是记， w:．证毕．

1.5 系数为复数值解析函数的一次微分式的积分因子的存在性

在第三章 §3.5 证明定理 5.5 时，需要用到系数为复数值解析函数

的一次微分式的积分因子的存在性．在这里，我们要给出这个存在性
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定理的证明首先，我们要介绍复解析函数的概念，并且证明关于复解

析函数的微分方程解的存在性定理．

假定 f(x,y) 是依赖实变量 x,y 的复数值函数．如果 f(x,y) 在点

(xo, Yo) E 配的一个邻域 Uc 配内能够展开成实变量 x,y 的收敛幕

级数 ~ 
f(x,y) ＝汇儿(x - xo)i(y - Yo).i, (1.48) 

i,j=O 

其中儿是复数，则称复数值函数 f(x,y) 在点 (xo, Yo) E 配是实解析

的类似地假定 f(z,w) 是依赖复变量 z,w 的函数．如果 f(z,w) 在

点 (zo, wo) E C.2 的一个邻域 UcC.2 内能够展开成复变最 z,w 的收敛

幕级数

J(z,w) ＝产儿（z-动(w-wo)人 (1.49) 
i,j=O 

则称 f(z,w) 在点 (zo,wo) E C2 是复解析的．由此可见，如果把复数值

实变量解析函数 f(x,y) 中的变量 x,y 看成复变量时它必定是复解析

函数反过来，设（兀o, Yo) E 配，如果复变量函数 f(z,w) 在点 (.z;o,Yo)

是复解析的，则当变量 (z，切）邑仅限制在配上时，该函数在点 (xo, Yo) 

必定是实解析的．
8f 8f 

很明显，复解析函数 f (z, w) 有偏导数 ，并且它们仍然是
示＇玩

复解析的．另外在复变函数论的课程中，关于复解析函数有如下的等

价条件：设

f(z, w) = Ji (z,'lL1)+v'-l趴z, w), (1.50) 

其中队z,w),h(z,w) 分别是复数值函数 f(z，切）的实部和虚部．同时

把复变量 z,w 也分解成实部和虚部：

Z = Z1 +石勺， W=W1+ 勾呤·

那么，函数 f(z,w) 是复解析的，当且仅当它的实部和虚部满足下面的

Cauchy-Riemann 方程

8f1 8j.2 8fl OJ2 8fl Of2 8fI OJ2 
=- -=-- -=- -=-

8z1 822'822 8z1'8w1 8w2'8w2 8w1 · 
(1.51) 
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定理 1.6 设 f:<Cxc-c 是复解析函数，则对千任意给定的

(z(）邓o) EC x C, 微分方程

dw 
= 

dz 
J(z,w) (1.52) 

在点 zo E (C 的一个邻域内必有复解析函数解劝＝ w(z) 满足初始条件

w(zo) ='Wo- (1.53) 

证明此定理可以作为定理 1.3 的应用．将 f,z,w 分解成实部和

虚部，则方程 (1.52) 成为

8w1 8w2 
—=—= f1 （Z1,z2,W1' 叩），
8z1 a勺

8w2 8w1 
—= --- = f2伈， Z2, Wt, 四）．
8z1 8z2 

若命

fn = f22 = f1, fm =-f21 = - f2, 

则上面的方程组成为

一＝儿（气， z2，如，归），
a吵

8z.I 
1 ~ i,j ~ 2. 

(1.52') 

(1.54) 

(1.55) 

根据定理 1.3，方程组 (1.55) 完全可积的充分必要条件是，函数 ft) 在

配上满足下述恒等式：

8fij afik 
2 

Ofij 
2 

Ofik,, 
玩一页＋区启儿－区启儿＝ 0

l=l - -. l=l 
Vi,j, k = 1,2. (1.56) 

上面的恒等式在 j=k 是自然成立的，所以只要考虑 j = 1, k = 2 的

情形．分别让 i = 1,2，则条件 (1.56) 成为

句？1l Ofl2 
2 

8z2 8z1 
—-—＋区驴立驴

8wl 
知 fu = 0, 

8w[ 
l=1 l=1 

8f21 8f22 
扣2 8z1 
—-—＋丈呾加－丈迦儿＝ 0,

l=l 
a,wl 

l=l 8UIl 
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用 (1.54) 式代人上式得到

8f1 8f2 8f·1 8j言2 8f1 8f2 ｀飞）＋（芦飞） f2+ （二飞） fl=0,
（垫＿气－（霆处伈（生一气OZ2 OZ1} \ OW1. OW2} --~. \ OW2 OW1 

fl =0. 

由于 f(z,w) 是复变量 z,w 的解析函数，根据 Cauchy-Riemann 条件，

上式是自动成立的于是方程组 (1.55) 完全可积．设方程组 (1.55) 的

经过点 (zo,wo) 的解是 (w中），呤 (z)），即它满足方程组 (1.55)，并且

w1(zo) ＋卢呤(zo) = wo. 

命

w(z) =矶（z) +口呤(z),

则由方程组 (1.52') 得知 w(z) 是复解析函数，并且

dw(z) ＝如（z) 妇(z)
＋勾

dz oz 8zl 

= fi(z,w(z)) + H趴z,w(z)) = f(z,w(z)). 

这就是说函数 w = w(z) 是方程 (1.52) 的满足初始条件 (1.53) 的解

证毕．

定理 1.7 设 f(x,y),g(x,y) 是区域 De 配上的复数值实解析函

数．若在点（工o, Yo) E D, f(xo, Yo), g(xo, Yo) 不全为零，则在点 (xo, Yo) 

的某个邻域 UcD 内存在处处非零的复数值实解析函数入(x,y) 作为

一次微分式

w = f(x, y)dx + g(x, y)dy 

的积分因子，也就是在邻域 U 上存在复数值实解析函数 k(x,y) 使得

入(x, y). (f （工， y)dx 十 g （x, y)dy) = dk(x, y). 

证明不妨设 g(xo,Yo ） 'f'0, 故在点 (xo, Yo) 的某个邻域 DcD
内 g（江， y）处处不为零．这样，微分方程

f(x, y)dx 十 g(x, y)dy = 0 
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等价于

记 F(x,y) = 

dy J(x, y) 
=-

dx g（工， y）．

J(x,y) 
，则它是复数值实解析函数．现在把工

g(x,y) 

{1.57) 

,Y 看作复

变量，则 F（x,y) 是复解析函数根据定理 1.6，在点（工o, Yo) E 配 cC2

的邻域 ucc2 内任意指定一个点（彻邓），都有方程 (1.57) 的复解析

函数解 y = t(x,y1)，即它满足方程

以及初始条件

dt（工，小）
d工

= F(x,t（工， Y1)),

t(xo, Yi) = Yt, 

其中 X,Yl 都是复变量．很明显，反函数定理可以用于复解析函数组

X=S(X1 ， Yi) 三 “1, Y = t（红如）．

其余的证明过程和定理 1.2 一样，故存在复解析函数入(x,y) 和 K（工， y）

使得

入(x, y) · (f(x, y)dx + g(x, y)dy) = dk(:r:, y). 

最后，将变量 x,y 限制在实数域识上，入（工， y）和 K（工， y）是复数值实解

析函数，而上面的式子仍然成立．证毕．

§2 自共枙线性变换的特征值

2.1 线性变换的特征值

假定 V 是 n 维实向量空间，在 V 中取定一个基底 {e1,...,e九｝，
则 V 中的任意一个成员 v 能够唯一地表示成

V = v1e1 + · · ·十 vnen. (2.1) 
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所谓向量空间 V 的一个线性变换 A 是指从 V 到它自身的一个映射

A:v-v，满足下列条件：

(1) 对于任意的 u,vE V，有 A(u + v) = A(u) + A(v); 

(2) 对于任意的 uEV 和入 E 照，有 A（垃）＝入A(u).

由此可见，当向量 v 表示成 (2.1) 式时，我们有

A(v) ＝妒A(e1) + · · ·＋泸A(en), (2.2) 

因此线性变换 A 是由它在各基底向量 e1, · · ·,e“ 上的值 A(e1)，…，

A(en) 来确定设
九

A(ei) ＝汇 a沁
j=l 

(2.3} 

其中 a{ 是实数，它们构成矩阵

. 

\) nal.

:
“a“ 

.. .. .. 
1al

…

1an 

(\ 

__ A 
(2.4) 

通常，称 A 为线性变换 A 在基底｛负， ...,e九｝下的矩阵此时，（2.3)

式可以写成

A (e厂） ＝ A. （ e厂），（2.5)
并且 (2.2) 式成为

A(“)= （礼...护） A .(:1') (2.6) 

其中右端的"·“是指矩阵的乘法．

如果存在数入以及非零向量 v，使得

Av= 入“ (2.7) 
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则称入是线性变换 A 的特征值，并且称 v 是它的特征向量按照 {2.6)

式(2.7) 式成为

如）＝ (v1, · · ·，矿） -A·(:厂） ＝入(v\ · ·，护）．（ ee:),
即

（护，．．．，泸） ·A= 入（护，．．．，泸）．（2.8)

用 I 表示 nx 九单位矩阵，则 (2.8) 式成为

（护，．．．，泸） · （入I-A) =0. (2.9) 

这是关于未知数 vl, …，泸的线性方程组，其系数矩阵是 M-A. 根

据克莱姆法则，线性方程组 (2.9) 有非零解 (,I}1,... ，泸）的充分必要条

件是，它的系数矩阵 M-A 的行列式为零，即

入－ a} • · · -af 

det(M - A) = I : : I = 0. .. (2.10) 

-a}一拳..入－ a~

这是关于未知数入的 n 次方程根据代数基本定理，它在复数域上

有 n 个根．这意味着，一般说来，线性变换 A 的特征值是复数；相应

地，用复数特征值入代人线性方程组 (2.9)，得到的解（护， ...,v九）也

是由复数组成的，因此线性变换 A 的特征向量，一般说来，是基底向

量 e1, · · ·,e?，的复线性组合

取 (2.8) 式的复共扼，则得

回...，if')·A=X（江...芷）．

这就是说如果入是线性变换 A 的特征值， v 为对应的特征向址，那

么 X 也是线性变换 A 的特征值并且对应的特征向釐是豆
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2.2 自共辆线性变换

设 V 是 n 维实向量空间．如果在 V 上给定了一个对称的正定的

双线性函数 g:VxV--+ 厌，则称 (V,g) 是一个．n 维欧氏向量空间称

g 为内积，并且通常把内积记为

g(u,v) = u • v, Vu,v EV. (2.11) 

设 A 是欧氏向量空间 V 上的一个线性变换．如果对于任意的

u,vEV 都有

A(u) • v = u • A(v), (2.12) 

则称 A 是欧氏向量空间 V 上的自共扼线性变换

定理 2.1 在欧氏向量空间 V 上自共扼线性变换 A 的特征值都

是实数，对应的特征向量是基底向量 e1,...,en 的实线性组合

证明设入是自共辄线性变换 A 的特征值， o 是对应的特征向

量，千是 X 也是线性变换 A 的特征值，并且对应的特征向量是可．这

样，根据自共辄的条件 (2.12) 得到

A(v) 可＝初可＝ V ·A（石）＝ Xv 飞，

故

("X- 入）V· 芍＝ 0.

将向量 v 分解成实部和虚部，得到

V=V1 +卢切，

其中们，叩 EV，那么

v= 仇一卢叩，

并且

V ．石＝ （仇＋勾叩）· (v1 -卢迈） = Vt· Vt 十切·叩＞ (). 

由 (2.13) 式得到

入＝入，

(2.13) 
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即特征值入必定是实数．用实数特征值入代人线性方程组 (2.9)，得到

的解 (vl广．．，泸）也是由实数组成的，因此自共辄线性变换 A 的特征

向量是基底向量 e1, · · ·, e九的实线性组合．证毕．

定理 2.2 设入1 和入2 是自共辄线性变换 A:V----+V 的两个不

同的特征值，其对应的特征向量分别是 V1 和叩，则 m 和 V2 必定彼

此正交．

证明根据定义，我们有

A(v1) ＝入心1, A(v2) ＝入2迈 (2.14) 

因为 A:v-v 是自共辄线性变换，故

A(v1) ·叩＝ V1 · A(v刃．

用 (2.14) 式代人上面的式子得到

入心1. 叩＝入2V1 · V2, 

即

伈－初仇·叩＝ (). 

由于入1 一入2 i= 0, 因此仇·叩＝ 0. 证毕．

定理 2.3 设 o 是自共辄线性变换 A:V--+V 对应于特征值入

的特征向最，记 Vi ＝妒＝ ｛uEV:u·v=O}，则 V1 是向量空间 V

在自共辄线性变换 A 的作用下不变的子空间，即对于任意的 u.l＂，都

有 A(u).lv.

证明设 u 飞＝ 0, 则

A(u)•v=u·A(v) ＝入U·V = 0, 

故 A(u).lv. 证毕．

定理 2.4 假定 A 是 n 维欧氏向量空间 V 上的自共辄线性变换，

则它必定有 n 个实特征值从...，入r,,, 并且对应地有 n 个彼此正交的

特征向最四 ...,v九，它们构成欧氏向量空间 V 的单位正交基底．
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证明 根据定理 2.1, 自共辄线性变换 A 的特征值都是实数，设

实数入1 是它的一个特征值，对应的特征向量是单位向扯 V1, 命 Vl=

(v矿，则 M 是 n-1 维欧氏向量空间，并且线性变换 A 在 M 上的作

用是封闭的，并且它在 V1 上的限制 A1 =A忆仍然是自共扼线性变

换接着，对于欧氏向量空间 M 和自共辄线性变换 A1: ½----. ½重复
上面的过程．最终，我们便得到定理所要求的结论证毕．

从定理 2.4 不难看出，如果入是自共辄线性变换 A 的？．重特征

值，则对应的特征向量构成向董空间 V 的 T 维子空间

§3 用 MATHEMATICA 做的课件

在这个附录中，我们打算简要地介绍 MATHEMATICA 的一些功

能并且用于建立微分几何课程的儿个课件．当然，现在有若干强大的

数学软件，如 MATLAB, MAPLE 等具有类似的功能．我们对千 MATH­

EMATICA 没有特别的偏好，只是以 MATHEMATICA 为例向读者介

绍一些有关的课件，希望读者借以熟悉一些特殊曲线和特殊曲面的形

状，获得更多的感性知识熟悉别的软件的读者完全可以用别的软件

达到同样的目的

3.1 MATHEMATICA 的使用指南

MATHEMATICA 是美国 Wolfram 研究公司开发的一种计算机系

统它有强大的数学功能，主要包括符号演算、数值计算和图形显示功

能．

在符号演算方面，能做多项式四则运算、展开、化简和因式分解；有

理式的各种运算；向掀、矩阵的运算；求函数的极限、求导、求积分、幕

级数展开等在数值计算方面，能求多项式方程、有理式方程、超越方

程的精确解和近似解，求定积分的近似值．在图形显示方面，能画一元

函数、二元函数的图像，参数曲线、参数曲面的二维图形等．在这里，我

们主要关注 MATHEMATICA 的图形显示功能在 MATHEMATICA

中所有的指令都是以函数的形式出现．
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在这个指南中，我们要介绍一些最基本的注意事项．要进一步了解

MATHEMATICA 可以看参考文献 [8]．在初步了解 MATHEMATICA

之后，可以通过 MATHEMATICA 软件本身内含的说明来熟悉它的高

级功能

1. MATHEMATICA 中的数学表达式

算术运算符号：＋（加号），－（减号），＊（乘号），／（除号），＾ （乘方），
乘号＊亦可以用空格代替

数学常数： Pi （圆周率动， E（自然对数的底 e), Degree （例如 10 角，

即点i 弧度）．
常用的数学函数：平方根函数： Sqrt; 以 e 为底的指数函数： Exp;

自然对数函数： Log; 以 a 为底的对数函数： Log[a, ]. 

＝角函数（自变量以弧度为单位）： Sin, Cos, Tan, Cot, Sec, Csc. 

反三角函数（值以弧度为单位）： ArcSin, ArcCos, ArcTan, ArcCot, 

ArcSec, ArcCsc. 

双曲函数： Sinh, Cosh, Tanh, Coth, Sech, Csch. 

反双曲函数： ArcSinh, ArcCosh, ArcTanh, ArcCoth, ArcSech, Ar­

cCsch. 

函数名是字符串，在字符之间不能有空格，大、小写要按规定书写．

函数的自变量用方括号［］括起来圆括号（）只用来表示运算的先后．

变量也用字符串表示，不能用下标来区分．例如扛功， X3 要写成

xl,x2,x3，等等．在表示相乘的表达式时，变量和变量之间必须有空格，

或者乘号＊．

2. MATHEMATICA 的启动和退出．

启动的步骤：假定巳经在 Windows 操作系统下安装了 Mathema­

t.ica 4.0 版软件，并且在屏幕上设立了“快捷键＇＇，则只要直接双击此键

即可．不然的话可以从“程序＂中寻找 “Mathematica 4.0" 并点击此

时，你将会看到一个“窗口＇＇，第一行的左边是 “Mathematica" 及其图

标，右边是通常的·'极小化”“复原”“关闭＂等按键另外，还打开一个

笔记本窗口，暂时命名为 "untitled 1" ，其意思是你还没有为该文件起

名，以后可以给它一个文件名．这是你的工作区域．在原＂窗口”上方
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第二行有 "File", "Edit", "Cell", "Format" 等它们是对千笔记本窗

口 ”untitled 1" 文件进行操作的命令

在 MATHEMATICA 环境下工作：把光标移到笔记本窗口内，键

人要操作的表达式（按软件要求的格式），例如：

Sqrt[2] 

然后按 “Shift" + "Enter” ，计算机将进行处理，最后在屏幕上显示：
In[l]:=Sqtt[2] 

Out[l]＝迈

表示第一次操作的结果是＂J护，这是精确值．若要得到有 18 位有效

数字的近似值，则需输人：

N[%1,18] 

然后按 “Shift" + "Enter” ，计算机将进行处理最后在屏幕上显示：
In[2]:=N[%1,18] 

Out[2]=1.4142356237309505 

其中的 “%1" 代表第一次操作的表达式

退出 MATHEMATICA：要保存本次操作的结果，可以点击 “File"

拉出菜单，然后在菜单中找到 “Save 函＇，点击后弹出对话框，在“文件

名“一栏填人你给要保存的文件所起的名字，例如 "abc.nb” ，然后点击

“保存＇，则计算机会把当前的文件名从 “untitled l.nb" 改为 "abc.nb"

并存入硬盘要退出程序，点击 “File" 拉出菜单，找到 “Close" 点击即

可．

3. 代数运算的语句．

代数运算的语句如下：

Exp旺d［表达式］ 把多项式的乘积展开成乘积之和；

Factor［表达式］ 做多项式的因式分解；

Simplify［表达式］ 把表达式化简，得到最简单的等价形式；

Collect［表达式变最名］把表达式展开，并且按照指定的变显的

幕次进行集项；

Together［表达式］ 对分式表达式进行通分；

Apart［表达式］ 把分式表达式分项成为简单分式之和；
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Cancel［表达式］ 约分，消去分子、分母中的公因式

4. 求解方程

最基本的求解代数方程的语句是：

Solve［方程求解变楹名］

它有两个参数：第一个参数是要解的方程，方程中的等号用“=＝”表

示；第二个参数表示该方程对哪个变量求解．运行结果是精确解，例如

In[l]:=Solve[xA2 －工十 1 == O,x] 

Out［叶＝｛｛兀－＞少(1-1沟）｝，｛工一叶(l+I灯）｝｝
这里给出工的两个解，其中 I 是虚数单位要得到数值解，再用函数

N[ ］，例如：

In[2]:=N[%1] Out[2]={ {0.5-0.8660251},{0.5+0.866025I}} 

解联立方程组用表的形式例如：

In[3]:=Solve[{x-2y == 0，工＾ 2 -y == 1},{x,y}] 

Out[3]={ {y- ＞由（1 －西），x- ＞从1 －而）｝，｛y- >由(1 + 

西），工-> }（1 ＋而）｝｝
对方程化简的语句是如下两个：

Eliminate［方程式变量名］ 从方程式中消去指定的变量；

Reduce［方程式］ 把方程式化成简单的等价形式

解更复杂的方程用语句：

FindRoot［方程式｛变量名，初始值｝］

因为该求解函数用的是 Newton 法求近似解，需要指定所求根附近的

一个数值（初始值），该数值可以通过画图（参看下一段）来确定．

5. 求导、积分和解微分方程

求导数的基本语句是：

D［函数表达式求导变量名］

要求高阶导数，则用语句：

D［函数表达式｛求导变量名，求导次数｝］

如果求多元函数的混合偏导数，则把各求导变量的名称都列上．例如

求函数 Sin[a 兀］Cos[xy] 关于 x,y 的混合偏导数，所用语句是：

D[Sin[a x]Cos［工 y］， x,y]
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其意义是先求函数 Sin[a x]Cos[x y] 关千 y 的偏导数，然后将所得结果

再对 x 求偏导数．

求不定积分的基本语句是：

Integrate［被积函数表达式积分变量名］

若求定积分的值，则需要指定积分的范围，基本语句是：

Integrate［被积函数表达式｛积分变量名，下限，上限｝］

求微分方程数值解的基本语句是：

NDSolve[｛微分方程组｝，解函数名，｛自变量名，下限，上限｝］

6．作图

(1) 画一元函数图像的命令是：

Plot［表达式｛自变量名，下限，上限｝］

例如：

In[l]:=Plot[Sin［工］，｛工， 0, 2 Pi}] 

按 Shift+Enter 键之后得到的是函数 Sin x 在区间 [0,2兀］上的图像

如果要画一个复杂的函数的图像，并且该函数还需要用多次，则可

以先采用自定义函数语句，例如

In[2]:=fn[工]:＝Sin[x]Exp[2 x]-Cos[x] 

In[3]:=Plot[fn[y], {y, -2, 2}] 

在这里 fn 是一个字符串，它的第一个字母必须是小写代表我们要定义

的函数的名称自定义函数的自变量要写成＂立“，这里的下划线记号

“_“是必需的，它表示后面的定义式是关千 x 的一个表达式，如果 x 本

身是一个表达式例如 X = y'2，则 fn[y'2] 代表函数 Sin[y'2]Exp[2 y·2] 

-Cos[y·2]．对于 In[3]，按 Shift+Enter 键之后得到函数削y] 的图像

由此可见方程 fn[y]=O 的两个解为一个在 (-2,-1) 之间，另一个在

(0,1) 之间．若要求第一个解，可以用语句：

In[4]:=FindRoot[fn[y) == 0, {y, -2}] 

得到 {y-> -1.61068}. 

{2) 画二元函数图像的命令是：

Plot3D［二元函数表达式，｛第一个自变噩名，下限，上限｝，｛第二个

自变量名，下限，上限｝］
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例如：

In[5] :=Plot3D[工 ^2+y'3,｛工，－a, 3}, {y, -3, 3} l 
(3) 所显示的图像可能会失真，此时需要考虑调整坐标轴的位置，

如何选取坐标轴上单位的长度，是否在坐标轴上做标记，等等．在三维

情形，还要调整观察者的位置（即坐标原点，坐标轴的方向等）．这些可

选项在不选时有默认值．下面是几个重要的可选项：

PlotRange- ＞｛下限上限｝用于 Plot 语句，表示对函数图像的

范围给以限制．默认值是 “PlotRange- >Automatic" （不必输人），此时

计算机视情况自动处理；

AspectRatio- > a. : b 用千 Plot 语句，表示指定所作图的纵横方

向的比例默认值是 “AspectRatio- > 0.618:1" （不必输人）．如果按函

数的实际尺寸作图，可用选项 “AspectRatio - > Automatic" ; 

Axes-> {a,b} 表示画出坐标轴，并将坐标轴交叉点放在坐标为

(a,b) 的点处．默认值是 "Axes- >Automatic" （不必输人），意思是画出

坐标轴，其位置自动确定．不设坐标轴则是 "Axes->None" ; 

AxesLabel- ＞｛自变掀名，因变量名｝ 表示在坐标轴上做标记．默

认值是 "AxesLabel- >None" （不必输人）．

例如：

In[6] :=Plot[Sin[工]，｛x, 0, 2 Pi}, PlotRange- >All, AspectRatio- > 

Automatic, AxcesLabel- > {x, t}] 

Plot3D 有下面的重要可选项：

Boxed- > False（或飞ue) 说明不给（或给）图形加一个立体框，默

认值是 'frue;

BoxRatios- > { a, b, c} 说明图形立体框在三个方向上的长度比，

默认值是 {1,1,0.4};

View Point- > { a, b, c} 表示在将三维图形投影到平面上时使用

的观察点．我们得到的视图都是中心投影图（以观察点为中心）．如果

a.,b,c 三个数取得比较大，则所得图形差不多是平行投影图． a,b,c 三

者的比例的不同反映了观察的方向的变化；

Mesh- > False（或飞ue) 说明在曲面上不画（或画）网格，默认值
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是 True.

此外，还有：

Shading->True（默认值）或 False, 即是否加阴影；

LightSources（设置照明光源），默认值是设置了三个红、绿、蓝点

光源，位置在曲面的右边 4驴角的地方；Lighting- >True（默认值）或

False，指是否打开已经设置的光源

(4) 画平面参数曲线的命令是：

ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, a, b}，可选项］

其中 {x[t], y[t]} 是平面参数曲线的方程 {t,a, b} 指出参数名称及下、

上限”可选项”可以是 AspectRatio, Axes, AxesLabel 等．例如：

In[7] :=ParametricPlot[ { Cos[t],Sin[t]},{ t, 0, 2 Pi}] 

画出的是一个椭圆，因为 AspectRatio 的默认值是 0.618:1. 如果你要

得到一个真正的圆周，则用命令：

In[8]:=ParametricPlot[{Cos[t],Sin[t]}, {t, 0, 2 Pi}, AspectRatio-> 

Automatic] 

(5) 画参数曲面的命令是：

ParametricPlot3D[ { x[u, v], y[u, v], z[u, vi}, { u, a, b }, { v, c, d}，可选项］

其中 {x[u, v], y[u, v], z[u, v]} 是参数曲面的参数方程，｛u, a., b }, { v, c, d} 

分别是参数 u,v 的下限和上限

(6) 如果已经画了好几个图形，现在需要把它们一起显示出来，则

可以用语句：

Show[%a,%b,· · ·] 

结果是把第 a 次操作，第 b 次操作....圃·的图形在一个坐标系下一起

显示出来

3.2 用 MATHEMATICA 做微分几何课件

Alfred Gray 写过一本微分几何的教科书（参看参考文献 [8]），用

MATHEMATICA 的语言把书中所有的公式表示出来，并且用 MATH­

EMATICA 画出漂亮的图形．我们在这里给出儿个课件（它们没有完

全包含在 Alfred Gray 的书中），说明 MATHEMATICA 如何用于微分
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儿何课．要知道更多的详情，读者可以参考 Alfred Gray 的书．

1，画特殊的平面曲线

常见的特殊平面曲线有：

椭圆： ellips[a-, b_][L] := { a Cos[t], b Sin[t]} 

双曲线 hyperbola[a_, b_][t_] := { a Cosh[t], b Sinh[t]} 

抛物线 pa.rabola[a~[t_] := {2 at, a C2} 

对数螺线 loga.piral[a-, b_][t_] := a{E. (b t)Cos[t], W (b t)Sin[t]} 

旋轮线（摆线）： cycloid[a_, b_][t_J :={at - b Sin[t], ab Cos[t]} 

双纽线 lemniscate[a_][t_] := a{Cos[t], Sin[t]Cos[t]}/(1 + Sin[W2) 

心脏线 cardioid[a_][t_] := 2a(l + Cos[t]){Cos[t], Sin[t]} 

虾线 limai;n[a-, b_] [L] := (2 a Cos[t] + b) { Cos[t], Sin[t]} 

悬链线 catenary[a_][t_] := {a Cosh[t/a], t} 

蔓叶线 cissoid[a_][t_J := 2 a{ t"2, r3} /(1 + C2) 

曳物线 tractrix[a_j[L] := a{Sin[t], Cos[t] + Log[Tan[t/2]]} 

把它们画出来的语句是：

ParametricPlot[alpha[a, b] [t]//Evaluate, { t, tmin, tmax }, 

AspectRatio- > Automatic] 

其中 alpha[a, b] [t] 可以用前面给出的平面曲线参数方程代替，并且让参

数 a,b 取定具体的数值，｛t, tmin, tmax} 指出了自变量 t 的变化范围

2．生成平面曲线的动画

曲线可以看作一个动点按照一定的规律运动的轨迹．例如，旋轮

线 cycloid[l, ll[t] 是半径为 1 的圆盘沿着 x 轴滚动时，圆盘边缘上一点

描出的轨迹．用 MATHEMATICA 可以用动画的形式把它生成的情况

表现出来，相应的语旬是：

circ[a_, b_，门 [t_] := {a+ rCos[t], b + rSin[t]}; 

Do[PararnetricPlot[Evaluate[{ cycloid[l, ll[t], circ[a, 1, ll[t], 

circ[O, 1, ll[t], circ[2Pi, 1, ll[t]}, {t, 0, 2Pi}], 

Epilog- > { AbsoluteThickness[2], 

Line[{ {a, O}, { a, 1}, cycloid[l, ll[a]}], AbsolutePointSize[6], 
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Point［勾cloid[l, ll[a]], Point[{a, O}], Poiut[{a, 1}], Point[{2P·i, O}]}, 

AspectRatio-> Automatic], {a, 0, 2Pi, Pi/5}] 

其中 Line[{{a, O}, {a, 1 }, cycloid[l, l][a]｝]的意思是把 {a,O},{a.,1},

cycloid[l, ll[a] 三点依次连接起来．

3. 已知空间曲线的曲率和挠率，画出该曲线的图

根据曲线论基本定理，已知曲率和挠率作为弧长的函数，能够在三

维欧氏空间中求得空间曲线以给定的函数作为它的曲率和挠率．一般

来说求解相应的微分方程是困难的，但是利用 MATHEMATICA 强

大的求微分方程数值解和绘图功能可以把该曲线轻易地求出来下面

是已知曲率和挠率求该曲线的子程序

plotintrinsic3d[{kk, tt}, 

{a, {pl, p2,p3}, { ql, q2, q3}, {rl, r2, r3}}, 

{smin,sma叶， opts__ ]:= 

ParametricPlot3D[ 

Module[{xl, x2, x3, tl, t2, t3,nl, n2, n3, bl, b2, b3}, 

但［s], x2[s], x3[s]}/. 

NDSolve[｛工l'[ss] == tl[ss], x2'[ss] == t2[ss], 

x3'[ss] == t3[ss], tl'[ss] == kk[ss]-nl[ss], 

t2'[ss] == kk[ss]n2[ss], t3'[ss] == kk[ss]n3[ss], 

nl'[ss] == -kk[ss]tl[ss] + tt[ss]bl[ss], 

心＇［ss] == -kk[ss]t2(ss] + tt[s.s]b2[ss], 

n3'[ss] == -kk[ss]t3[ss] + tt[ss]b3[ss], 

bl'[ss] == -tt[ss]nl[ss], b21[ss] == -tt[ss]n2[ss], 

b3'[ss] == -tt[ss]n3[ss], xl[a] == pl, x2[a] == p2, 

兀3[a] == p3, tl[a] == ql, t2[a] == q2, t3[a] == q3, 

哗］＝＝ rl, n2[a] == r2, n3[a] == r3, 

bl[a] == q2 r3 - q3 r2, b2[a] == q3 rl - qi r3, 

b3[a] == ql r2 - q2 rl}, 

｛江1, x2, x3, tl, t2, t3, nl, n2, n3, bl, b2, b3}, 

{ ss, smin, smax}］］／匾ss-> sf /Evaluate, 
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{s, smin, smax},opts]; 

其中语句：

NDSolve[eqns, {yl,y2,cdots}, {x,xmin,xmax}] 

表示求微分方程的数值解 yl,y2, ．．．．所含的常微分方程组正好是根据

曲线论基本定理的存在性要求解的方程即曲线的 Frenet 公式如果

要求曲率是 kk[s] = Is|，挠率 tt[s] = 0.3 的曲线只要运行下面的子程
序

plotintrinsic3d[{Abs[#]&, 0.3& }, {O, {O, 0, O}, {l, 0, O}, {O, 1, O}, 

{ -10, 10}}, Axes-> None,PlotPoints- > 500) 

其中＃代表自变量，如 Abs[＃］＆直接给出绝对值函数 1#1，该自变量

的正弦函数直接记成 Sin[＃］＆，这里的“&”表示该表达式的终端．初

始值 {ql,q2,q3}, {rl,r2,r3} 是所求曲线在初始点 {pl,p2,p3} 的切向

量和主法向量，它们必须是单位正交向量．

4. 画参数曲面的图形

常见曲面的参数方程有：

球面： sphere[a_, b_, c_, r -l [u_，叫：＝
{a+ r Cos[u]Cos[v], b + r Cos[u]Sin[v], c + r Sin[u]} 

圆柱面 circylinder[a_, b_］［立，叫：＝ {a Cos[u], a Sin[u], b v} 

椭圆环面 torus[a_, b_, c_] [u上］ := 

{(a+ b Cos[u])Cos[v], (a+ b Cos[u])Sin[v], c Sin[u]} 

八字结旋转面 eightsurface［止，叫：＝

{Cos[u]Cos[v]Sin[v], Sin[u]Cos[v]Sin[v], Sin[v]} 

椭球面 ellipsoid ［a_,b上］［止，叫：＝

{a Cos[u]Cos[v], b Cos[u]Sin[v], c Sin[u]} 

单叶双曲面： hyperboloidlsheet[a_, b_, c-] ［立，叫：＝

{ a Cosh[u]Cos[v], b Cosh[u]Sin[v], c Sinh[u]} 

双叶双曲面 hyperboloid2sheet[a_, b_, c-] ［也，叫：＝

{a Sinh[u]Cos[v], b Sinh[u]Sin[v], c Cosh[u]} 

椭圆抛物面： ellipticparaboloid[a_, b_, c-］［也，叫：＝
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{av Cos[u],b v Sin[u],c v"2} 

或者是：

paraboloid[a_, b_] [u_，叫：＝ {u, v, a uA2 + b vA2} 

双曲抛物面 hyperbolicparaboloid[a_, b_, c-] ［也，叫：＝

{av Cosh[u],b v Sinh[u],c vA2} 

或者是：

hyperparaboloid［也，叶：＝ {u,v,u v} 

猴鞍面： monkeysaddle［止，叫：＝ ｛u,v，正3- 3 u v"2} 

Mobius 带： moebiusstir[a_] [u_，叫：＝

a{Cos[u] + v Cos[u/2]Cos[u], Sin[u] + v Cos[u/2]Sin[u], v Sin[u/2]} 

悬链面 catenoid[a_] [u_，叫：＝ a{Cosh[u]Cos[v], Cosh[u]Sin[v], u} 

正螺旋面 helicoid[a_］［也，叫：＝ {u Cos[v],u Sin[v],a v} 

Enneper 极小曲面： ennepersurf［也，叶：＝

{u + U V^2 －扣＾3,-v-u"2 v +扣＾3, uA2 - vA2} 

Scherk 极小曲面： scherksurf［也，叫：＝ {u, v, Log[Cos[u]]一

Log[Cos[v]]} 

把它们画出来的语句是：

ParametricPlot3D[Evaluate[alpha[a, b, c] [u, v]], { u, umin, uma兀｝，

{v,vmin, vmax}, ViewPoint-> {130, -240, 200},Axes-> None, 

Boxed-> False, AspectRatio- > Automatic] 

其中 alpha[a, b, c] [,U ， v] 可以用前面给出的曲面参数方程代替，并且让参

数 a,b,c 取定具体的数值{u, umin, uma兀｝指出了自变蓝 u 的变化范

围，｛v, vmin, vmax} 指出了自变量 v 的变化范围

5. 曲面的保长对应

如果两个曲面上的参数都记作 u,v，并且它们的第一基本形式相

同，则根据第三章的定理 5.2, 在这两个曲面之间能够建立保长对应．

我们知道，悬链面和正螺旋面都是极小曲面并且选择一定的参数可

以使它们有相同的第一基本形式，因此在它们之间有保长对应（参看

习题 3.5 的第 1 题）．不仅如此，我们还可以引进一个单参数极小曲面
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族，实现从悬链面到正螺旋面的保长变形，并且利用 MATHEMATICA

的绘图功能以动画的形式来表现这个保长变形的过程．

计算曲面的第一类基本扯的公式是：

呻－］［u_，叫：＝ Simplify[D[x[uu, vv], uu].D[x[uu, vv], uu]]/. 

{,ItU- > tt, VV- > V} 

ff[工]［u_，叫：＝ Simplify(D(x[uu, vv], uu].D[x[uu, vv], vvl]/. 

恤－＞ u，加－＞ v}

gg[x_][u_，叫：＝ Simplify[D[x(uu, vv], vv].D[x[uu, vv], vv]］／匾

｛皿－＞ u,vv-> v} 

其中 x[uu叩］表示曲面的参数方程 D[x[uu,vv]亚］是曲面参数方程

咖u,vv] 关千自变量 'uu 求偏导数．这里 uu,vv 都是将自变量 u，矿写

成内部的局部变量的形式，只在作内部运算时有效，在运算结束之后还

原成外部变量 u,v，这样的操作可以避免不必要的错误．将它们用于悬

链面和正螺旋面的第一类基本量的计算，得到悬链面的第一基本形式

是

I= a2 cosh2 u((du)2 + (dv)2), 

正螺旋面的第一基本形式是

i = (du)2 + (a2 + u勺(dv)2.

对于正螺旋面引进新的参数 u = a sinh ii., v = v，则它的参数方程成为

(a sinh ii. cos v, a sinh uii. sin v, aii)，第一基本形式成为

i = a2 cosh2 ii.(d护＋ d护）．

由此可见在对应 a =U. V= v 下，悬链面和正螺旋面是保持第一基本

形式不变的．

现在引进单参数曲面族：

catenoidhelicoid[0-][a-][u_, v_] := Cos[0]catenoid[a][u, v] 

十Sin[0]helicoid[a][a Sinh[u], v] 

容易验证，对于 0 的每一个确定的值，它都给出一个极小曲面，而且它

的第一基本形式都相同获得变形动画的语句是：
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Do[ParametricPlot3D[Evaluate[catenoidhelicoid[0] [I, I l[u, v], 

{u, -2, 2}, {v,O, 2Pi}], AspectRatio-> Automatic,Axes-> 

None, Boxed-> False, ViewPoint- > {130, -240, 200}], 

{0, 0, Pi/2, Pi/100}] 

6. 求曲面的 Gauss 曲率和 Christoffel 记号

Gauss 曲率的公式和 Christoffel 记号的公式都是微分几何中最重

要的公式但是在实际计算时比较繁杂 MATHEMATICA 的强大的符

号演算功能可以使实际计算变得十分简单根据习题 5.5 的第 6 题的

公式求 Gauss 曲率的语句是：

gausscurvature［立］［止，叫：＝ Simplify[(Det[{ 

{-D[ee[x][uu, vv], { vv, 2}]/2 + D[ff[x][uu, vv], uu, vv]一

D[gg[x][uu, vv], { uu, 2}]/2, D[ee[x][uu, vv]，叫／2,

D[ff[x][uu, vv]，叫－ D[ee［工］［uu, vv], vv]/2}, {D[ff[x][uu, vv], vv]一

D[gg[x][uu, vv]，叫／2, ee[x][uu, vv], ff[工]［uu,vv]},

{D[gg[x] [uu, vv]，叫／2, ff[xl[uu, vv], gg[xl[uu, vv]} }] - Det[{ 

{O, D[ee[x] [uu, vv], vv]/2, D[gg［工］［uu,vv]，叫／2} ，

{D[ee［工］［uu, vv], vv]/2, ee[x][uu, vv], ff[工][uu,vv]},

{D[gg［工］［uu,vv]，叫／2, ff[工］［uu,vv],gg［工］［血，叫｝｝］）／

(ee［工］［uu,vv]gg［工］［uu,vv] － ff[工]［uu, vvr2r2]/. 

｛皿－＞ u,vv-> v} 

在正交参数系下，可以直接用下面的语句：

gausscurvatureorthonet［斗［止，叫：＝

-Simplify[(D[D[Sqrt(gg[x] [uu, vv]］，叫／Sqrt[ee ［工］［uu,vv]］，叫＋

D[D[Sqrt[ee[x] [uu, vv]], vv]/Sqrt[gg[x] [uu, vv]], vv]) 

Sqrt[ee［工］［uu,vv] *gg［工］［uu,vv]]]/.{uu-> u,vv-> v} 

我们把 Christoffel 记号 r3-r 记为 christoffell[o, /3,'Y]，它们的计算公式

是：

christoffell[l, 1, 1] ［立］［也， v_] := Simplify[(D[ee[x][u, v], vv]* 

ff[x][uu, vv] - 2ff[x](uu, vv] * D[ff[工]［uu,vv],uu]十

D[ee［工］［uu, vv], uu] * gg［工］［uu, vv])/ 
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(2 * (ee[x] ［血，叫gg[x][uu, vv] - ff[x][uu, vv]"2))]/. 

恤－＞ u,vv-> v} 

啦istoffe11[2, 1, 1] ［工］［u_,v_] := Simplify[(-D[ee[x][u,v],vv] 

呻］［uu, vv] + 2ee[x] [uu, vv] * D[ff[x] [uu, vv]，叫－

D[ee[x][uu, vv], uu] * ff[x][uu, vv])/ 

(2 * (ee[xl[uu, vv]gg［工］［血，叫－ ff[x][uu, vv]"2))]/. 

恤－＞ u, 加－＞ v}

christoffell[l, 1, 2] ［斗［止，叫：＝ Simplify[(D[ee[x] [u, v), vv]* 

gg［工］［uu，叫－ D[gg[x][uu, vv], uu] * ff[x][uu, vv])/ 

(2 * (ee［工］［uu, vv]gg[x] [uu, vv]一

ff[工]［uu,vv]"2))]/.{uu-> u，加－＞ v}

christoffe11[2, 2, l][x_J[u_, v_] := Simplify[(D[gg[x][u, v] ，皿］＊

ee[x][uu, vv] - D[ee[x][uu, vv], vv] * ff[工]［uu,vv])/

(2 * (ee[x][uu,vv]gg[工］［血，叫－

ff[工]［uu,vv]"2)）］／．｛匹－＞ u,vv-> v} 

christoffell[l, 2, 2] ［王－，叫：＝ Simplify[(-D[gg[x][u, v]，叫

gg[x] [uu, vv] + 2gg[x] [uu, vv] * D[ff[x] [uu, vv], vv]一

D[gg[xl[uu, vv], vv] * ff[工]［uu, vv))/ 

(2 * (ee[x][uu, vv]gg［工］［uu, vv] -ff[x][uu, vv]"2))]/. 

但－＞ u，四－＞ v}

christoffe11[2, 2, 2] ［式［也，叫：＝ Simplify[(D[gg[x][u, v], uu]* 

ff[xl[uu，叫－ 2£f[xl[uu, vv] * D[ff[xl[uu, vv]，叫＋

D[gg［工］［uu,vv] ， vv] *ee[工]［uu，叫）／

(2 * (ee[x][uu, vv]gg[xl[uu, vv] - ff[x][uu, vv]"2))]/. 

｛皿－＞ u,vv-> v} 
现在，不难利用 MATHEMATICA 来验证曲面的两个基本微分形

式是否满足 Gauss-Codazzi 方程．具体的做法留给读者自己作为练习．
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§2.1 

1. 设动圆盘圆心是 P, 圆盘上一点为 q,lpql = a. 假定动圆盘初始位置与工
l) 

轴相切于原点 0, 并且点 p,q 落在 y 轴上，记为 p',q'．于是 Op'= (0, r), Oq'= 

(O,a)．设动圆盘滚动到与工轴相切于工处，转过的圆心角是 0．故工＝ rO，而圆

心 p 的向径是丙＝（工， r），动＝（a sin 8, -acosB)，所以
• ---I 

Oq = Op ＋动＝（r0 + a sin 0, r - aco.~0). 

3. 命 J(t) = p2(t) = lr(t) －石尸．假定 p(t) 在 t = to 达到极值，故

/'(to)= 2(r(to) 一动· r'(to) = 0. 

5. 设直线 l 的法向量是 n, 命 J(t) = (r(t) - r(to)) ·九，则当 t :/ to 时总是

有 J(t) > 0. 比较函数／（t) 在 to 处的左、右导数，得到 J'(to) = 0. 

§2.3 

5. 直接计算得到曲线的切向量和次法向量分别是

呻）＝（咭吕如，晶），
-,(t) = 2t2 2t 1 

（声严1+ 2t2 ，声），
切线和次法线的夹角平分线的方向向量是 a(t) +-,(t) = (1, 0, 1). 

7. 设曲线的参数方程是 r(t), t 是弧长参数．不妨设所有的切线经过原点 0,

故有函数入（t) 使得 r(t) ＋入(t)r'(t) = 0. 求导，并且利用 Frenet 公式得到

1 ＋入（t) =0, 入(t)尺(t) = o, 

故氏(t) 三 o.

8. 设曲线的参数方程是 r(t), t 是弧长参数．不妨设所有的法平面经过原点

0, 千是 r(t) · a(t）三 0. 命 J(t) = lr(t)l2, 求导得到 /'(t) = o. 
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§2.4 

4. 对已知条件求导得到

长点（过(:)）三 0
命

c(s) = r(s) + ~fj(s)＋埽（沪s),
对上式求导，井且用前面的公式得到 c'(s) 三 O,c(s) = ro. 

5. 设曲线的参数方程是 r(t), t 是弧长参数．不妨设所有的密切平面经过原点

0，于是 r(t) 勹(t) 三 0. 用反证法，若假定 T#0，则逐次求导得到 r(t) • fj(t) 三 o,

r(t) • a(t) 三 0, 故 r(t) 三 0.

§2.5 

1. 设有单位常向量 a 使得 a• a(s) = c（常数），求导得到 a-{j(s) = O, 故

可设 a=ca(s)+v'f-=-歹:.Y(s)．再次求导得到 c氏一 J=c!ir = 0．反过来，若

订忙＝ c，命 a(s) = ca(s) + 7(s)，求导得到 a'(s) = 0. 

2. 作变量替换 t=f 尺(s)ds，则 Frenet 公式成为

do 
= dt 

d/j 
—=-0: dt 
d-y 
dt 

9 

＋句，

-c{j, 

对上式第二式求导，井且用其他两式得到

d节
=-dt2 (1 + c2)/3. 

这是常系数二阶线性齐次常微分方程组．在 {ao,/3。，飞｝构成右手单位正交标架

的初始假定下，解上面的方程组．最后积分方程

d千 l
- = -O, dt,;. 

得到我们所求的曲线的参数方程．
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6. 设固定平面的法向量是 n, 曲线的主法线平行千该平面的意思是，它的主

法向量 {J(s) 与平面的法向量 n 正交，根据第一章的定理 2.2(3)，该断言成立的

充分必要条件是 det({J(s),/J'(s),/J"(s)) = 0. 经直接计算得到

det(/J(s), /31 (s), /311 (s)) 

= det(/3, －心＋ T勹，－K，0+T'勹一伈＋句9)

＝矿－吓'=K,2. 岛(~) = 0. 

§2.6 

2. 设曲线 C 和曲线 C＊是关于坐标平面 z=O 对称的，如果设曲线 C 的参

数方程是 r(s) ＝（工(s), y(s), z(s)），其中 s 是曲线 C 的弧长参数，则曲线 C．的

参数方程是 r* (s) = (x(s), y(s), -z(s)）．直接计算得到 s 亦为曲线 c· 的弧长参

数，并且矿＝凡，,,.. =-7". 

4. 密切球心是

c(s) = r(s) + ;~(s) ＋培（~) 7(s) = ro, 

对其求导得到

~+上（过 (1)）三 0
容易证明 lT-r拊是常数．

§2.7 

4. 不妨把 s 取作曲线 C 上的参数，使得曲线 C 和曲线 C 的对应是有相同

参数的点之间的对应．这样，题设条件成为有函数入(s) 使得

r(s) = r(s) ＋入(s){j(s) ， -y(s) = {j(s). 

对上面的第一式求导得到

r'(s) = a(s) +,\1(s){j(s) ＋入(s)(- ，，，（ s)a(s) + r(s)-y(s)) 

= (1- 入(s)，，，(s))a(s) +,\'(s){j(s) ＋入(s)r(s)-y(s),

r"(s) = -(2入＇正从')o+ （入“+，，，一入（，，，2 + T2))/j + (2入＇T ＋灯＇）'Y·



因为宁(s) = fj(s) 蕴涵着 r'(s)勾3, r"(s)J.(3，故有

r'(s). (3 =入＇＝ 0,
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r"(s) • (3 =入“+Ii,- 入付＋产） = 0. 

§2.8 

4. 设 Q(x,y) "I 0, 则一＝ - dy - p(江,y)

dx Q(x,y) · 
把 x 作为曲线 C 的参数，则它的相

对曲率是

很明显

y" 
凡r=

✓(1 + (y')2)3. 

d为 a (P(:i;,y)\'a (P(,r.,y)\ dy 芷＝－玩 (Q(x,y)）飞 (Q(a.y)) 石
经直接计算便得我们所要的结果．

§3.2 

1. 充分性．由已知条件得到

r(u,v) ＋入（u,v)九(u,v) = ro. 

对上式求偏导数得到

八十入nu+ 入,.n = 0, r,, ＋入n1J 十入1J九＝ 0,

将上面两式与 n 作内积得到入,.=0，入v=O，故入＝常数．

2. 充分性．假定正则参数曲面 S 的切平面都经过固定点 p. 在曲面 S 上任

意取定一点 q(-/= p)，由点 p 和曲面 S 在点 q 的法线张成的平面 II 与曲面 S 相

交成曲线 C. 需要证明：对于 C 上任意一点 q，连接点 p 和 q 的直线必定是曲线

C 的切线．再根据 §2.3 习题 7 得知 C 是直线所以曲面 S 是由经过点 p 的一些

直线组成的．

3. 充分性．不妨假定这条固定的直线是 z 轴．用经过 z 轴、且与 Oxz 平面

夹角为 0 的平面与已知曲面相交，设交线为 C"，它的参数方程是 p = p(z,8)．于
是，已知曲面的参数方程可以写成

r = (p(t, 8) cos 8, p(t, 8) sin 8, t). 
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根据已知条件，已知曲面的法向量九 xr(J，位置向量 r 及 (0,0,1) 必须共面，从

而证明函数 p(t,8) 与 0 无关．

§3.4 

2. 先求曲面的第一基本形式 I= 2(du)2 + 2dudv +（让＋ l)(dv)2. 将它配

方消去交叉项得

1=2 （如＋托）2+ （让分） (dv)2 

作参数变换 u=u+ 一·V.V
2' 

=V, 重写曲面的参数方程

§3.5 

2. 首先在曲面上建立正交参数系．利用兰角函数的和差化积公式把曲面的参

数方程写成

命

r = (2acos 旦~ cos T• 2asin 已竺 cosT,b(u+v)),
2 2 2 2 

- u+v ~ u-v 
u = 2' 

v= 2' 
则上面的曲面参数方程成为

r = (2acosucosii,2asinucosii,2的）．

计算它的第一基本形式，然后与待定的旋转曲面的第一基本形式相比较，确定所

要的旋转曲面

3. 设（工，y）是平面上的笛卡儿直角坐标系．假定平面到它自身的一个保长对

应是

'LI= U(工,y), V = V(x,y), 

故它们满足条件 (du)2 + (dv)2 = dx2 + dy2. 将该条件展开得到

信）2+ 信）2 = 1, 

彻 a'U. avOv 
--—+-— 彻句扣切

=0, 

（总）2+ 信）2 =l, 
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写成矩阵的等式是

启勹启:) =(; f) 
所以保长对应的 Jacobi 矩阵是正交矩阵，假定

(i l) ＝土（二： ：二）
对保长变换的条件求导数，能够证明

护u 沪v
加0g ax8y 

= 0, 用 au av 
加＇，初

等假

定的表达式代人上面的等式，得到 (J"'= 9y = 0, Mc 6 是常数•

§3.6 

2. (1) 假定 u = v(u)，将对应的直纹面方程写成

r= (uz+v,vz 十字） = （V，今）五（u,v, 1) 

设 a(u) = （心）， l(o) ~ (•, V, 1), 

则该直纹面是可展曲面的条件是 det(a'(u),l(u),l'(u)) = O. 由此解出函数 v(u).

6. 设曲线的参数方程是 r(s)，其中 s 是曲线的弧长参数．考虑由曲面的法线

族张成的直纹面

r = r(s) + t(f3(s) ＋入(s)7(s)),

其中入(s) 是待定的函数，使得该直纹面是可展曲面．利用可展曲面的条件能够导

出函数入(s) 满足的方程，并且能够得到该方程的解．

11．我们考虑平面是由它所经过的一点以及它的法向量确定的．于是单参

数平面族是由一条空间曲线 C:T(t) 和一个单位向般函数 n(t) 确定的，并且该

平面族的方程是

(X - r(t)) • n(t) = 0, 
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其中 X 是平面上的点的向径．包络面的特征线是

(X - r(t)) · n(t) = 0, 

(X - r'(t)) • n'(t) = 0. 

对于每一个固定的 t，这是两个平面的交线，故特征线是直线，即包络面是直纹面

沿直母线该包络面和族中的平面相切，即这个直纹面沿直母线的切平面是不变的，

所以它是可展曲面

12. 设曲线 C 的参数方程是 a(t)，把它看成两个可展曲面的公共的准线，于

是这两个可展曲面的参数方程可以假设为

r(t, u) = a(t) + ul(t), r(t, ii.) = a(t) + ui(t), 

其中 l(t), i(t) 都是单位向量函数，且 l(t) • a'(t) = 0, i(t) • a'(t) = 0. 由此可见

l(t) X i(t)//a'(t) ，并且

det(a'(t),l(t),l'(t)) = 0, det(a'(t),i(t),i'(t)) = 0. 

现在容易证明：

Z'(t) · i(t) = O, l(t) · i'(t) = 0. 

§4.1 

6. 在曲面 S 上取参数系 (u,v) 使得参数曲线都是直线，所以 Tuu X 几＝ o,

T”“X 八＝ 0．由此可见

L = r,.,. · n = 0, N = rv,, · n = 0. 

任意取定一点 p，设它对应于参数（如， Vo)．那么该曲面的参数方程可以改写为

r = r(u,vo) +t九(u, vo). 

根据曲面 S 是可展曲面的条件，在点 (u,vo) 处下述等式

det（九（u,vo)，九 (u,vo),ruv(u,vo)) = 0 

成立，故有 M(u,vo) = 0. 由于点 (uo,vo) 的任意性，得知 M 三 0.



习题解答和提示 427 

§4.2 

3. 设曲面上的一条曲线 C 的参数方程是 r(s), s 是曲线的弧长参数，点 p

对应千 s = o. 假定曲面在点 p 的法向量是加，曲线在点 p 的单位切向量是知·

命 a= cto x 九（），那么曲线 C 在由 no 和 O(）所张的法截面上的投影曲线 6 显

然是

r(s) = r(s) - (r(s) • a)a. 

由于俨(O)I = lr'(O)I = 1, 所以，根据定义，曲线 C 在点 p 的相对曲率是心＝
r"(O) ·加·

4. 设曲线 C 在点 p 的主法向量与曲面 Si 的法向量的夹角是肛 i = 1,2，千
是 K.i = K, cos (Ji．由于 9 = 61 - 62, 故

及 cos9 =氐（cos61 cos 伪＋ sin 61 sin 伪）

=K.心＋尸尸·
将尺］尺2 移至左端，并且将两边取平方得到

（凡2cos9- 凡1心）2= （凡2_ 忒）（氐－咕）．

由此不难解出比

§4.3 

3. 设 G : r(s) 是曲面 S 上的一条曲率线， s 是曲线的弧长参数，因此

n'(s)//r'(s)，其中 n(s) 是曲面 S 沿曲线 C 的单位法向董． 由于曲线 C 不

是曲面 S 的渐近曲线，故 f3(s) • n(s) =I= 0. 根据假定，勹(s) • n(s) ＝常数，对其求

导，并且利用已知条件容易得到 T 三 o.

、 §4.4

6. 不妨假定参数系 (u,v) 的参数曲线网是曲面 S 的正交曲率线网

7. 曲面 z = f(x,y) 上的跻点必须满足条件

车＝乌＝血
l+f] - fxf11 - l+ff 

8. 利用第 7 题的结论
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§4.5 

1. 设旋转曲面的参数方程是

r(u,v) = (f(u)cosv,f(u)sinv,g(u)), 

它的旋转轴是 z 轴，经线是 u－曲线．经线在 u 处的切线与旋转轴垂直的条件是

g'(u) = 0. 

4. 设（u,v) 是曲面的正交曲率线网给出的参数系．用仇表示渐近方向与

1L－曲线的夹角，那么两个渐近方向之间的夹角是 (J = 2(JI· 按照定义和 Euler 公

式， 0）满足条件凡］ cos2 仇＋尺2 sin2(J1=0，然后利用＝角公式求得所要的结论．

5. 设（u,v) 是曲面的正交曲率线网给出的参数系．用 (J1 表示渐近方向与

正曲线的夹角，那么两个渐近方向之间的夹角是 (J = 2(Jl• 如果 0 是常数，则 (J1

是常数已知 (J1 满足条件 K-1 cos2(J1 + K-2sin2(J1 = 0, 故竺是常数．显然
凡2

4H2 

K 
—=伈＋心）2= 竺＋ 2+ 竺

凡1K-2 K-2 尺1

8. 用反证法．若 p 不是平点，则在点 p 有

K= 幻心 -I 0, 

于是渐近方向与比1 所对应的主方向的夹角 0 满足条件 K.1 cos2 9 + K.2 sin2 9 = 0, 

因此

tanO ＝士｛三
尺2

§4.6 

3. (2) 经过计算得知， Enneper 曲面的参数曲线网正好是曲率线网，所以要证

明曲率线是平面曲线只要证明：

（八，千uu, ruuu) = 0, （九， r”“'r,…) = 0. 

7. (1) 设旋转曲面 S 的旋转轴是 z 轴，则它沿 z 轴平移得到的单参数曲面

族的方程可以假设为

r,. = (f(u) cosv, f(u) sin v, u 十入），
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于是所求的共轴旋转曲面 S＊应该由函数入＝入(u) 代人上式得到．由曲面怂和

S* 的正交性要求能够得到

珈）＝ －u-f尸(u)du.

§5.1 

1. 因为九a=r们总＝ ru心，因此妇＝ r"o ．干,,fJ = alairu..,.rufJ = 

a沁g..,/j.

2. 先将第 1 题中的第一式写成如Ai= a~96fJ，其中 Ai ＝腔：
如f:I

的逆矩阵．然后两边乘以 9a..,gp“，并且对 7,n 求和．

5. (1) 对 g°µgp" ＝ 6；求导得到

彻叩
——g扣，＋ 9

动 8g的
au..,8u"f 

然后用第五章的公式 (1.23) 代人，再化简．

(2) 回忆行列式求导的公式．

§5.3 

=0, 

构成（心）

3. 设曲面 S 上没有跻点，假定 K,1 >H> 比＞ 2. 在曲面 S 上取正交曲率线

网作为参数曲线网，则曲面 S 的两个基本形式分别为

I= E(du)2 + G(dv）气 Il = K,1 E(d矿＋ K,2G(dv)2.

因为心＝ 2H-K,1,H 是常数，因此 Codazzi 方程成为

笠＝令(H 飞），詈＝－贷＝－令(H -K,1), 

于是
ologE 8log(K1 -H) 8IogG Blog(K-1 - H) 

= - = - 彻彻 8u 8u 
故

E(尺1 -H) ＝忙(u), G（比1 - H) = v2(v).. 

作变量替换 u = f µ(u)du,v = f v(v)dv，井且命入＝ 1 
1,;1 - H' 

4．用第 2 题的结论和 Gauss 方程
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§5.4 

3. 直接解曲面的微分方程比较难．观察曲面的两个基本形式，发现 F=M=

0，并且其余系数只是参数 u 的函数，于是可以假定该曲面是一个旋转面，它的参

数方程是

r = (f(u)cos11,f(u)sinv,u), 

然后利用已知条件求函数 f(u).

§5.5 

2. 这．二个曲面的 Gauss 曲率分别＞ 0,= 0,< 0. 

4. 求曲面 S 和 S 的第一基本形式和 Gauss 曲率．由此得知，如果在曲面 S

和 3 之间存在保长对应，则必定有 ii.=,IL，而这不可能保持它们的第一基本形式

相等．
LN-M2 

6. 巳知 K= 其中EG- F2' 

L= r,.,. •n = 
(r...,,,ru ，九） （ruu，八，九）

| = 
ru x r“I VEG- F2' 

lvl = r印．九＝ = 
(r,.,,, 几，八）（r,.., ，九，几）

lru X r,,I ✓EG-F2' 

N = r,,,, • n = ~ = (r,,"' 干u, 九） （Tvv,ru ，几）
lru X r,,I ✓EG-F2' 

因此
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§6.1 

2. 写出截线的参数方程，井且注意到椭球面在点 A 的法向量是 {1,0,0)，设

法利用第六章的公式 (1.6) 进行计算．

7. 在曲面 S 上取参数系 (u, V)，使得在点 p 的参数曲线的方向恰好是曲面

S 在该点的彼此正交的主方向．然后利用第六章中测地挠率的公式 {1.25).

8. 利用定理 1.4 和本节第 7 题的结论．

9. 在曲线 C 上任意取定一点 p，然后在曲面 S 上取参数系 (u,v)，使得在点

p 的参数曲线的方向恰好是曲面 S 在该点的彼此正交的主方向．用 Euler 公式和

本节第 7 题的结论．

§6.2 

3. 假定旋转面 S 的参数方程是

r = (J(u)c岱 'Ii, J(u) sin v, u). 

证明 f(u) 是常值函数．

7. 利用 §6.1 的有关结论和关系式

10．在曲面 S 上取正交参数系 (u,v)，使得 u－曲线都是测地线，曲面的第一

基本形式为 I= E(du)2 + G（如）2. 很明显凡＝ o. 在任意取定的一点 p 考

虑另一族中经过点 p 的测地线，利用巳知条件和测地曲率的 Liouville 公式证明

G,, =0. 由此得到 K=O.
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§6.4 

3. 所证关系式的意义如下：在 K> 0 的情形，可以把该常曲率曲面设想为

球心在坐标原点的球面，要证明的关系式恰好表明测地线落在经过球心的平面上．

在 K<O 的情形，可以把该常曲率曲面设想为洛伦兹空间中的伪球面（双叶双曲

面的一支），要证明的关系式恰好表明测地线落在经过坐标原点的平面上．

6. 引进复坐标，命山＝ u+ ✓才v,z ＝工十 J可y. 考虑分式线性变换

1 一切
z= ✓可·—.

l+w 

7. (2) 把 I 写成产(e-2u(du)2 + (dv)2)，命工＝ v,y = e-"，则

1= —((d矿＋（dy)2).
沪

(3) 同理，把 I 写成

l=cosh2u(d五(d矿＋ (dv)2) 

作变量替换

则

u=v , ii = J ¾u = 2 a.rctan eu coshu 

l ＝上
sin行

((du)2 + (dii)2). 

, 

1 
下而要把它化为 I ＝一（（dx}2+(dy)2)．注意到后者的定义域是上半平面 {(x, y) : 

妒
-OO < X < 00, y > 0}，前者的定义域是带形｛（u, ii) : -oo < u < oo, 0 < ii < 
叶，因此可以尝试变扯替换

x=f位） cos ii, y = f(u)sinv, 

让这两个二次微分式相等来确定函数 f (ii). 

另一种办法是假设 X = X(U, ii), y = y(ii, ii)，将它们代人下式：

沪矿＋（dy)2) ＝土((dii.)耳 (d矿），

得到

（器）2+ （侥） 2= （器）2+ （货）2=£
8x 彻 8y8y
--—+-- au av · au av =0, 



因此可设

扣 y

86 
—=:=:=--=: cos0(u,ii), 

slil?I 

8y y 
8五
~ = -:=:=--::sinO(u,ii) 

sm v 

然后利用可积条件

嘉（总）＝嘉（匐
求函数 B(u, ii). 
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彻 g

86 
—=~sin8(u,v), 

smv 
8y y 

av ":i}':: = ~cos8(u,ii) 
smv 

嘉（器）心（侥）

§6.5 

433 

2. 因为平行移动的切向量场保持长度不变，故可设 e1 是在曲面 S 上与路径

无关的单位平行切向量场，在将它按正向旋转 90° 得到另一个单位切向量场 e2,

它也是平行切向抵场．取曲面 S 的参数系 (u,v) 使得 e1,e2 分别与参数曲线相

切．由此得知参数曲线都是测地线从而 Gauss 曲率为零
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（以拼音为序）

B 第二基本形式 134 

保长对应 111 第二类基本量 134 

保角对应 115 第三基本形式 165 

包络 128 第一变分公式 237 

变分 234 第一基本形式 93 

变分向量场 235 第一类基本扯 92 

（曲面参数方程的）标准展开 171 （曲面的）定向 76 

（向扯空间的）对偶空间 306 

C 

参数曲线网 74 E 

测地极坐标系 248 二阶标架场 369 

测地挠率 219 二维光滑流形 270 

测地平行坐标系 243 二维黎曼流形 273 

测地曲率 219 二维拓扑流形 270 

测地线 229 

（覆盖一个区域的）测地线族 240 F 

测地圆 249 法截面 144 

次法线 34 法截线 144 

次法向量 33 法平面 34 

常曲率曲面 253 法曲率 142,144 

抽象曲面 269 （曲面的）法线 87 

从切平面 34 法坐标系 246 

D H 

等距变换 15 弧长 29 

等温参数系 119 弧长参数 30 
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弧长元素 30 p 

混合积 17 抛物点 170 

平点 156 

J 平均曲率 160 

极小曲面 178 平行的（切向量场） 264 

积分因子 387 平行移动 265 

渐近方向 148 

渐近曲线 148 Q 
渐伸线 63 肪点 155 

渐缩线 63 切触 55 

结构方程 338 切线 34 

近似曲而 172 切线面 83 

经线 81 切线像 33 

切空间 86 

K 切平面 86 

可定向的（曲面） 78 （曲面的）切向量 85,270 

可展曲面 122 切映射 107 

曲率 32 

L 曲率半径 57 

联络形式 359 曲率线 156 

洛伦兹空间 256 曲率向量 32 

曲率圆 56 

M 曲率张量 286 

密切平面 34 曲率中心 57 

密切球面 58 曲率轴 58 

面积元素 97,324 曲面 77 

曲纹坐标（系） 74,318 

N 

挠率 40 s 
内积 16 （映射的）适用参数系 109 

内蕴儿何学 208 双曲点 170 

（曲线的）内在方程 51 
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T （曲线的）正向 23 

椭圆点 170 正则参数曲面 74 

特征向扯 403 正则参数曲线 23 

特征值 403 （曲面在一点是）正则的 74 

正则曲面 77 

w （直纹面的）直母线 82 

外代数 315 指数映射 245 

外积 310 主法线 34 

外微分 325 主法向量 33 

外微分式 321 主方向 147 

外形式 308 主曲率 147 

伪球面 178 柱面 83 

伪球线汇 378 锥面 83 

纬线 81 （直纹面的）准线 82 

自共辄线性变换 404 

X 自然标架 87 

相对分扯 337 （曲线的）自然方程 51 

相对曲率 67 坐标卡 270 

向最积 16 

协变导数 263 B畔und 定理 378 

协变微分 261,281 Bertrand 曲线偶 60 

悬链面 180 Cartan 引理 316 

旋转指标 70 Christoffel 记号 189 

Codazzi 方程 198 
y Dupin 标形 169 

一阶标架场 351 Einstein 和式约定 184 

右手单位正交标架 9 Euler 公式 148,155 

圆点 156 Euler 示性数 301 

（自然标架场的）运动公式 189 Frenet 标架 33 

Frenet 公式 41 

Frobenius 定理 394 

z Gauss 方程 198 

正交标架 9 Gauss 公式 189 
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Gauss 绝妙定理 208 （表示曲面的）Monge 形式 75 

Gauss 曲率 160 Riemann 记号 197 

Gauss 引理 249 Rodriques 定理 156 

Gauss 映射 151 Sine-Gordon 方程 380 

Gauss-Bonnet 定理 301 Stoke.'> 公式 332 

Gauss-Bonnet 公式 294 Weingarten 公式 189 

Liouville 公式 222 Weingarten 映射 152 
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