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第七章 

向量代数与空间解析几何 

在这一章里，我们先引进向量的概念，介绍向量的一些运算， 

然后以向量为工具讨论空间的平面和直线，最后介绍二次曲面和 

空间曲线的部分内容. 

第一节向量及其线性运算 

、 向量的概念 

客观世界中有这样一类量，它们既有大小，又有方向，例如位 

移、速度、加速度、力、力矩等，这一类量称为也称客雲)- 

数学上常用有向线段来表示向量，有向的长示向量 

的大小，有向线段的方向表示向量的方向. 

以a为起点、b为终点的有向线段所表示 

的向量记作g(图7 -1).有时也用一个黑 

体字母，或为便于书写，在字母上面加箭头来 

表示向量，例如，F或S，7，U，f等. 

B 

在实际问题中，有些向量与其起点有 

关（例如质点的运动速度与该质点的位置有关，一个力与该力的 

作用点的位置有关），有些向量与其起点无关.由于一切向量的共 

性是它们都有大小和方向，因此数学上只研究与起点无关的向量， 

并称这种向量为(以后简称为，即只考虑向量的大 

小和方向，而不论它的起点在什么地方.当遇到与起点有关的向量 
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时，可在一般原则下做特别处理. 

由于我们只讨论自由向量，所以如果两个向量和&的大小 

相等，且方向相同，我们就说向量fl和6是相等的，记作=6.这 

就是说，经过平行移动后能完全重合的向量是相等的. 

向量的大小叫做向量的模.向量的模依次记作 

I M^mI 1 , I a I , |3|.模等于1的向量叫做单位向量.模等于零 

的向量叫做零向量，记作0或5.零向量的起点和终点重合，它的 

方向可以看作是任意的. 

设有两个非零向量任取空间一点0,作g =办， 

规定不超过77的AA0B (设p = 

称为向量a与办的 

夹角（图7 - 2)，记作（《00或（O0， 

即（fl，6) .如果向量fl与&中有一 

个是零向量，规定它们的夹角可在区 

间[0,77]上任意取值. 

如果两个向量a与b的夹角为零 

或TT，就称这两个向量;记作《//汶由于零向量与另一向量的 
夹角可以在区间[0,77]T?壬意取值，因此可以认为零向量与任何 

向量都平行. 

如果（a，办）=^，就称向量a与办垂直，记作a 1 b.由于零向 

量与另一向量的夹角可以在区间[0, IT]上任意取值，因此可以认 

为零向量与任何向量都垂直. 

当两个平行向量的起点放在同一点时，它们的终点和公共起 

点应在一条直线上，因此，两向量平行，又称两向量gg. 

类似还有向量共面的概念.设有k (A：^3)个E，当把它们 

的起点放在同一点时，如果A：个终点和公共起点在一个平面上，就 

称这A：个向量共面. 

思考题1 如果两个向量a与b的模相等，那么a与6是否相等呢？如 
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果两个向量a与6相等，那么a与6是否平行呢？ 

二、向量的加减法 

向量的加法运算规定如下： 

设有两个向量fl与I任取一点作;^ =fl，再以B为起点， 
作5〔=為，连接4C (图7 - 3)，那么向量从= 0称为向量a与办的 

和，记作a +6,即 
c = a + b. 

上述作出两向量之和的方法叫做向量相加的 

向量相加的三角形法则的实际背景是力学上 

的平行四边形法则：当向量a与&不平行时，作;以 
AB,AD为边作一平行四边形从C/)，连接对角线W (图7 -4)，向 

量即等于向量a与6的和.显然，这个和向量就是按三角形法 

则得出的a +心 

向量的加法符合下列运算规律： 
(1) 交换律+厶=办+fl; 

(2) 胃—H(a +b) + c = a + (b + c). 

这是按向量加法的规定（三角形法则），从图7 - 4 

可见： 
a + b = AB + BC = AC = c, 

b + a = AD + DC = AC = c, 

所以向量的加法符合交换律.又如图7 -5所示， 
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O + 办）+c = (AB +Jc) +^CD 

= AC+~CD=AD, 

a + (b +c) =AB + (5C + CD) 

=AB + BD = AD, 

所以向量的加法符合结合律. 

设为一向量，与《的模相同 

而方向相反的向量叫做a的负向 

量，记作-fl.由此，规定两个向量办 

的差 

D 

b — u — b + (^ — a ). 

即把向量-«加到向量6上，便得6与fl的差(图7-6(a)). 

B 

⑻ (b) 

图7 -6 

特别地，当6=«时，有 
a - a = a + ( -a) =0. 

显然，任给向量^及点0，有 

AB =AO + ^B = ~OB -OA. 

因此，若把向量a与b移到同一起点0,则从fl的终点4向6的终 

点5所引向量;^便是向量6与“的差6-fl (图7-6(b)). 

由于三角形两边之和大于第三边，故有 
|fl+办 |^|a| + |Z>| 及 + |办 |， 

其中等号在《与&同向或反向时成立. 
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思考题2 如图7 - 7所示，若记Z2 = 

BC = b ,DC = c,AD = £/,试将 a 用 b ,c ,d 表示 

出来. 

三、向量与数的乘法 
图7 -7 

向量《与实数A的乘积记作Afl， 

规定Afl是一'个向量，它的模 

| Afl | = | A | | a | , 

它的方向：当A>0时与a相同，当A<0时与a相反. 

当A =0时，| \a | =0,即Afl为零向量，这时它的方向可以是 

任意的. 

特别地，当A = ±1时，有 

\a = a, ( -l)a = -a. 

向量与数的乘积符合下列运算规律： 

(1) A(yLta) =fx(\a) =(\fi)a. 

这是i^7由向量与数的乘积的规定可知，向量a(m«)， 

〆Afl)，（ A/i) fl都是平行的向量，它们的方向也是相同的， 

而且 
I A (/jia) I = \fi(Xa) I = I (\/n)a \ = \ X/x\ \ a \ , 

所以 
A (/ma) =/m(Xa) = (Ayu.)fl. 

(2) 分配律 (A +/i)a = \a -v\xa, 

A (a +b) = Xa + \b. 

这个规律同样可以按向量与数的乘积的规定来证明，这里从 

略了. 

向量相加及数乘向量统称为向量的线性运算. 

例在平行四边形ABCD中，设g = =心试用和办 

表示向量和这里M是平行四边形对角线的交点 

(图7 -8). 
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解由于平行四边形的对 

角线互相平分，所以 
a + b—AC= 2 AMy 

即 

于是 

-(a+b) =2 MAy 

MA - -—{a + b) 

D C 

因为-亩，所以= j-O+ft). 

又因- a+ b =~BD =2MD^JxVAMD =^-(b ~a)^ 

由于碱：-MDjJx\)J,MB=~(a-b). 

前面已经讲过，模等于1的向量叫做单位向量.通常用匕表 

示与非零向量fl同方向的单位向量.按照向量与数的乘积的规定， 
由于| a | >0,所以| a | ea与t的方向相同，即| a |匕与a的方 

向相同.又因|a|〜的模是 

|fl||ea| = |fl| • 1 = | a | , 

即|匕与《的模也相同，因此， 

a = \a\ea. 

此式表明，任何一个非零向量可由该向量的模（即向量的大小）与 

该向量同方向的单位向量表示为数乘向量的形式，这也就反映出 

了向量具有大小及方向的属性.我们规定，当A—0时， 
A A 

由此，上式又可写成 

这表示一个非零向量除以它的模就得到与原向量同方向的单 

位向量. 
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由于向量Aa与平行，因此我们常用向量与数的乘积来说 

明两个向量的平行关系.即有 
定理设向量那么向量6平行于《的充要条件是：存 

在唯一的实数A，使b=\a. 

证条件的充分性是显然的，下面证明条件的必要性. 

设办//a.取|a| = ~{~^，当6与a同向时a取正值，当办与a 

反向时A取负值，即有6 = Afl.这是因为此时6与Afl同向，且 

Afl = A ll« 1 - | 1 =1办 1. 

再证数A的唯一性.设又设办= ::gfl，两式相减，便得 
(A -/x)fl = 0, 

即 \X~fi\\a\ = 0.因 1 « 1 ，故 A = 0，亦即 A =/x. 

上述定理是建立数轴的理论依据.我们知道，给定一个点、一 

个方向及单位长度，就确定了一条数轴.由于一个单位向量既确定 
了方向又确定了单位长度，因此，只要给定一个点及一个单位向 
量，就确定了一条数轴.设点0及单 i ^ 

位向量/确定了数轴仏（图7 - 9)， ---\-- 

并约定单位向量/所指的方向为数 Q 
图7 - 9 

轴0%的正向，与/方向相反的方向 

为Ox的负向.对于数轴上任一点厂对应一个向量g，由于@// 

根据上述定理，必有唯一的实数％，使^? ，并知石？与实数x 

一一对应.如果用符号“ ^-> ”表示一一对应关系，则上述一 

一对应关系可表示为 
点P ^-►向量<-^实数义， 

从而数轴上的点P与实数％有——对应的关系，据此，定义实数x 

为数轴上点P的坐标. 

由此可知，数轴上点P的坐标为％的充要条件是=W. 

思考题3 在三角形ABC的进BC上插入一点Z),使|瓦5 | = 2 |万2|，试 
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以立=a,A^ = c表示向量 

习题7-1 

1. ^u=a+b-2c,v = _ a — 3办 + c.试用 a，Z>，c 来表示2m - 3 v . 

2. 如果平面上一个四边形的对角线互相平分，试用向量证明：它是平行 

四边形. 

3. 把△从C的5C边五等分，设分点依次为/^，/^，仏，/),，再把各分点 

与点4连接，试以M = c,^2 表示向量万万^1，万^和万 

4. 用向量的方法证明：梯形两腰中点的连线平行于底边且其长度等于 

两底边长度和的一半. 

第二节点的坐标与向量的坐标 

、 空间直角坐标系 

在空间取定一点0和三个两两垂直的单位向量/ 就确定 
了三条都以0为原点的两两垂直的 

数轴，依次记为％轴（横轴）、:r轴（纵 

轴）^轴（竖轴），统称为坐标轴，它 
们组成一个空间直角坐标系，称为 

坐标系（图7 -10). 

建立空间直角坐标系时，习惯 
上取右手系，即x，y，z三条轴的方 

向符合右手规则，这就是：以右手 
握住z轴，当右手的四个手指从正 

向％轴以f角度转向正向y轴时，大拇指的指向就是z轴的正 

向，如图7 - 11所示. 

三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面，这样定出的三 
个平面统称为坐标面.％轴及y轴所确定的坐标面叫做^面，另 
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两个由y轴及z轴和由2轴及a； 
轴所确定的坐标面，分别叫做;xOz 

两及dg.三个坐标面把空间 

分成八个部分，每一部分叫做卦 

由x轴、：K轴与z轴正半轴确 
i的那个卦限叫做第一卦限，其 
他第二、第三、第四卦限，在 

面的上方，按逆时针方向确定.第 
五至第八卦限，在面的下方， 

由第一卦限之下的第五卦限，按逆时针方向确定，这八个卦限分别 
用数字 I，n，in，iv，v，vi，w，im*(®7-i2). 

在空间直角坐标系中，任给向量r，将r平行移动后，使 
得r的起点位于原点0,此时r的终点记为M，则r = 以 

为对角线、三条坐标轴为棱作岀长方体RHMK-0PNQ上P,Q, 

尺分别称为点M在x轴、;r轴、z轴上的投影点.如图7 -13所 

示，有 
r = m = 0P +PN + m = ~0P + 0Q + m. 
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设点P，Q，R在三条坐标轴上的坐标分别为％，y，z，则 
OP = xi, OQ = yj, OR = zk, 

于是 
—>* 

r = OM = xi + yj + zk. 

显然，给定向量『，就确定了点M及碎，■^三个向量，进 

而确定了 x,y,z三个有序数;反之，给定三个有序数x,y，z，也就确 

定了向量^和点1于是点财、向量r与三个有序数x，y，z之间有 

一一对应的关系 
-> 

M <->r = OM = xi + yj + zk <->• (x,y,z), 

据此，定义：有序数称为向量/•在坐标系Oxyz中的坐标，记 
作r = (:v:，y，z);有序数也称为点M在坐标系Oxyz中的坐 

标，记作 
向量称为点M关于原点0的向径.上述定义表明，一 

个点与该点的向径有相同的坐标.记号既表示点M,又表 

示向量d 

向量坐标的定义表明，若 
r - xi + yj + zk, (1) 

则 

即 

r = (x,y,z). (2) 



第二节点的坐标与向量的坐标11 

xi +yj +zk = (x,y,z). (3) 

上列（1)式称为向量r的坐标分解式，（2)式称为向量r的坐标表 

示式.坐标％，y，2：又称为向量/•在三个坐标轴上的分量，而向量 
xi，yj，zk称为向量r在三个坐标轴上的 

由于向量与其坐标一一对应，因此量相等的充要条件 
是其坐标对应相等. 

思考题1设点0(0,0,0) ,^(1,2,0) ,5(2,4,0)，试在空间直角坐标系 

中画出向量万1和12,并问万1与成是否相等？ 

二、利用坐标作向量的线性运算 

设 
a = (ax,ay,aJ » b = (bx,by,bj , 

即 
a = axi + ayj + azk, b = bj + bj + bzk. 

利用向量加法的交换律与结合律以及向量与数的乘法的结合律与 
分配律，有 

a+ b = (ax+bx)i+(ay+by)j+(az+bz)k, 

a-b = (ax-bx)i + (ay-by)j + (az-bz)k, 

Aa = (\ax)i + (\ay)j +(Xaz)k (A 为数）， 

即 
a + b = (ax + bx,ay + by,az + b2), 

a - b = (ax - bx，ay - b”az - bz)， 
A« = (Xax,\ay,\az). 

由此可见，对向量进行加、减及与数相乘，只需对向量的各个坐标 

分别进行相应的数量运算就行了. 

上节定理指出，当向量时，向量办/相当于办=Afl，按 

坐标表示式即为 
= A(ax,ay,aJ , 

这也就相当于向量b与a对应的坐标成比例： 
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= _il = .① 
ay az' 

(4) 

例1设点的坐标为（七，3^，七），点M2的坐标为（％2，y2， 

z2)，求向量的坐标表示式. 

解由于= 0M2 ，而向量 
--> 
0M2 = (x2 ,J2 ,z2) , 0MX = {xx ,jj ,Zj), 

故向量的坐标表tk式为 

MxM2 = (x2 ,y2 ,z2) - (xx ,y,，^! ) = (x2 -x{ ,y2 - ^ ,z2 -zx). 

即向量％财2的坐标等于终点M2的坐标减去起点轨的对应 

坐标. 

例2已知两点)和，y2 A)以及实数A# -1, 

在直线上求点M，使 

AM = X MB. 
-> ->» 

解由于= 0M — OA,MB = OB - 0M，代入关系式AM 

A肅，即有 

解得 

-> ——> ■> ->■ 
OM -OA=X(OB - OM), 

0M 
A 

{OA+XOB). 

以(M，OB的坐标（即点夂点B的坐标）代入，可得 

■ =t4t[ “1，7l，zi ) +入（欠2,72,22)] 
丄+ A 

①当ax,ay,az有一个为零，例如心= 0，ay，az —0，这时（4 )式应理解为 

fK=o, 

' by b. -二-- 
ay az ' 

当ax,ay,az有两个为零，例如ax = ar = 0，az/0，这时（ 4)式应理解为 
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^1 + A^2 y1 + Ay2 + Az2\ 

1+A，l+A，l+Aj， 

这也是点M的坐标. 

本例中的点M叫做有向线段^的A分点.特别地，当A = 1 

时，得线段的中点为Af 

通过本例，读者应注意：一方面，由于点M与向量有相同 
的坐标，因此，求点M的坐标，就是求向量g的坐标.另一方面， 

由于记号既可表示向量又可表示点财，在几何中向量 
与点是两个不同的概念，不可混淆.因此，在看到记号b，：r，z)时， 

需从上下文去认清它究竟是表7K向量还是表点.当（％，y，z)表7K 

向量时，可对它进行运算，当U，y表示点时，就不能进行运算. 

思考题2 设A/15C的三个顶点坐标依次为4(0,0,0)，B( 1，2,0)， 

C( 1，0,2)，Z)是fiC的中点，求向量 

^1 +^2 Ji +r2 zi +zi\ 

~~2~~2~~， 2 I 

三、向量的模、两点间的距离 

设向量/*= U，y，2)，作祝l=r，按图7 -13,有 

r — 0M — OP + 0Q + OR, 

得 

I r I = I OM I = 7 I OP I 2 + \0Q\2 + \0R\2. 

由0尸=尤/，= ;x/，0/? = zk，有 

\0P\ = \x \ y\0Q \ = \ j\ y\0R \ = \z\ , 

于是 

I r I = a/x2 + y2 + z . 

设有点^4(^1 ,Ji)及点B(x2,y2,z2)，则点4与点B的距离 

AB I就是向量;^的模.由 
AB = (x2-xx ,y2 -y! ,z2 -z,), 

有 
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\AB\=\AB\= (x2 - Xx)2 + {y2 - Jx)2 + {z2 - zxY. 

例3求证：以 M1(4,3,l) ,M2(7,1,2)，M3 (5，2，3)三点为顶 

点的三角形是一个等腰三角形. 

解因为 
| MxM2 |2 = (7-4)2 + (1-3)2 + (2-1)2=14, 

I M2M, I 2 = (5 -7)2 + (2 -l)2 + (3 -2)2 =6, 

I M3Mx I 2 = (4 -5)2 + (3 -2)2 + (1 -3)2 =6, 

可知|M2M3| = I，所以为等腰三角形. 

例4在z轴上求与点4( -4，1，7)和点5(3,5, -2)等距离 

的点. 

解因为所求的点M在z轴上，所以设该点为M (0，0，z).依 

题意有 

7( -4 -0)2 + (1 一0” + (7 -z)2 

= 7(3 -0)2 + (5 -0)2 + ( -2 -2”. 

两边平方，解得 
14 

因此，所求的点为M(0,0,穿). 

思考题3 已知两点/1(4,0,5)和5(7，1，3)，求方向和立相同的单位 

向量. 

四、向量的方向角与方向余弦 

如图7 -14所示，非零向量与x轴、;y轴、z轴的正向所成的 

夹角，即与单位向量所成的夹角a，/3，y称为a的方向角 
(0^o:,/3,7^tt)，方向角的余弦cos a, cos cos y称为fl的方向 
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余弦.方向角或方向余弦完全确定 

了向量的方向. 

设 = (ax，ay，az)，P，Q， 

R分别为M点在％轴、y轴、z轴上 

的投影点，则在％轴、y轴、 

z轴上的坐标分别为ax，ay，az，又 

\0M\ = |«|，于是得到 

cos y = 
a I， 

其中 |a I = ^/ax + a] + a]. 

由于方向余弦满足关系式 
2 2 2 

cos a + cos (3 + cos y = 1 , 

且有 

(cos a, cos (5, cos y) a, 

所以以向量《的方向余弦为坐标的向量就是与a同方向的单位向 

量，即有 
e a = ( cos a, cos (3, cos y). 

当向量的坐标表达式给出后，它的模和方向角就确定了；反 

之，当a的模和方向角已知时，它的三个坐标也确定了： 
% ax = \a\ cos a， ay = \a\ cos p, az- | a | cos y. (5 ) 

例5已知两点/1(2,2，V?)和B(l，3,0)，求向量；^的模、方 

向余弦和方向角. 

解 AB = (\ -2,3-2,0-72) =( -1,1, -^2), 

| AB | = yi +1 + 2 =V4 =2, 

cos a =-—, cos f3 
2 

cos y = y, 
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y 4 

例6设点4位于第I卦限，其向径的模I 04 | =6,且向径 

M与％轴、y轴的夹角依次为f和f，求点4的坐标. 

TT 解 OL = ，/3 = ，由关系式 cos2q; + cos f3 + cos y = 1，得 

cos2y = 1 
V2 

I 2 / \ 2 

由点4在第一卦限，知cos y >0,故 

4， 

于是 

0A =61 

cos y 

1 V2 1 
m 

2 

(3,3V^,3), 

这也就是点4的坐标. 

思考题4设£^= 问a，0，y能否成为一个向量的三 
6 4 3 

个方向角？ 

五、向量的投影 

设向量=万)ilj =ON,b^O,R(a^b) = (p.过点M作平面垂 

直于6所在的直线并交该直线于点M'(图7 - 15)，则称有向线段 
为向量a在向量ft上的投影向量.易知0M’ = ( | 0M | cos (p)eb = 

(|« |cos cp)eb.称上式中的数|fl| COS (p % 

向量在向量6上的投影，并记作Prj,a. 

当0彡时，Prj，等于在6上的投 
0 

影向量^的长度；当时，Prjw 
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是该投影向量长度的相反数；当p 时，Prj^等于零. 

如果向量6位于数轴Ow上（Ou的正向与6同向），则称此投 
影为向量a在Ou轴上的投影，并记作Prju«. 

按此定义并与（5)式比较，可知向量fit的坐标即为fl在三个 

坐标轴上的投影： 

= Prj>， ay = Prjya， = PrJ>- 

例7设立方体的一条对角线为0M，一条齡(M，且I (M I = 

a，求涼在前上的投影Prj^OA. 

解如图7 -16所示，记Z 

<P，有 
_ \0A \ 

cos(p=jm=^ 

于是 

Prio^^ = I 04 I cos . 

思考题5 已知向量r与各坐标轴正向成相等的锐角，如果|r| = 2 VJ， 

求r在各坐标轴上的投影和r的坐标. 

习题7-2 

1. 在空间直角坐标系中，指岀下列各点在哪个卦限？ 
^4(1, -2,3), 5(2,3, -4), C(2, -3, -4), D( -2, -3,1). 

2. 自点尸。（1。，7()，4)分别作各坐标面和各坐标轴的垂线，写出各垂足 

的坐标. 

3. 过点，％)分别作平行于z轴的直线和平行于^^面的平面， 

问在它们上面的点的坐标各有什么特点？ 

4. 一边长为a的立方体放置在面上，其底面的中心在坐标原点，底 

面的顶点在x轴和y轴上，求它各顶点的坐标. 

5. 已知两点M, (0，1，2)和M2(l，- 1，0).试用坐标表示式表示向量 

Mxm[a - 2Mxm\. 

MOA 
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6. 设4(1，2, - 3)，5(2, - 3,5)为平行四边形相邻两个顶点，而 

M(l，l，l)为对角线的交点，求其余两顶点的坐标. 

7. 试确定m和n的值，使向量= - 2/ +々+ nA:和6 = m/ - 6y + 

2k平行. 

8. 已知三点4(1，-l，3)，fi( -2,0,5)，C(4, -2，1)，问这三点是否在 

一直线上. 

9. 在:面上，求与三点4(3，1，2)，5(4, -2, -2)和 C(0,5，l)等距离 

的点. 

10. 试证明：以三点4(4，1,9) ,5(10, -1,6)，C(2,4,3)为顶点的三角形 

是等腰直角三角形. 

11. 已知两点A( -1，2,-4)和5(6,-2，:），而|益| =9,求z的值. 

12. 求点M(4, -3,5)到各坐标轴的距离. 

13. 求平行于向量fl = (6,7, -6)的单位向量. 

14. 设已知两点计算向量^t的模、方向 

余弦和方向角. 

15. 设向量的方向余弦分别满足（1) cos a = 0 ； (2) cos /3 = 1 ； (3) cos a = 

cos 0=0,问这些向量与坐标轴或坐标面的关系如何？ 

16. 设向量r的模是4,它与轴u的夹角是f，求/•在轴u上的投影. 

17. 设 m = 3f + 5j + Sk ,n =2i - Aj - Ik ,p = 5i +j - 4k.求向量 a = 4m + 

3/i -p在x轴上的投影及在y轴上的分向量. 

第三节数量积•向量积• *混合积 

一、两向量的数量积 

如果某物体在恒力/的作用下沿直线从点M。移动至点M，用 

s表示物体的位移那么力/所做的功是 

^=1/11 ^ |cos ey 

其中0是/与s的夹角（图7 -17).由此实际背景岀发，我们来定 

义向量的一种乘法运算. 
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设a与b是两个向量，0 = (a,b)，规定向量a与b的 

(记作《•W是由下式确定的一个数： 
a •b=\a\\b \ cos 0. (1) 

向量的数量积也叫点积.按数量积的定义，力/所做的功就可 
以表达为W=f-s. 

显然，对任何向量《，有《 *0=0 - a =0 ,a - a = \ a\2. 

当时，（1)式中的因子卟|cos 0即为向量6在向量上 
的投影PrjJ，因此（1)式可写作 

a • b = \a\Vx]ab, 

由此得 

PrJa^ = 
a • b 

|fl| 

上式表明，办在《上的投影就是办与 
ea的数量积. 

下面推导数量积的坐标表示式. 

如果把看成三角形的两边， 
那么a就是第三边（图7 -18). 

根据余弦定理得 图7 -18 

« I I ^ I cos 6> = I « r + I « r - \a -b |2)0, 

①只要注意到 0 = 0时，\ a -b\- I I a I - = 寸，\ a -b\= | a | + | 办 |， 

就容易证明此式当0=0和0 = 时也成立. 
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设a = (ax,ay，aj，b 二（bx，by，bz)，则上式可写成 

\a \ \ b\ cos 6 = ~| (a* + g g K ) 一 

[(a* _ 厶*)2 + (ay ~ ^y)2 + ( az - D 2 ] 1 

= aJ>x + arby +aA， 

于是得到 
a • b = (ax,ay,az) • (bx，by，bz) = axbx + ayby + azbz, 

即两向量的数量积等于两向量对应坐标的乘积之和. 

利用数量积的坐标表示式容易证得，数量积符合下列运算 
规律： 

(1) 交换律 a • b = b • a. 

(2) 分配律(a + b) • c = a • c + b • c. 

(3) 关于数乘的结合律（Afl) • (^) = AyLt(fl • 6)，A为数. 

由于= |fl||6|cos0，所以当都不是零向量时，有 

以数量积的坐标表示式及向量的模的坐标表示式代入上式， 

就得 
axbx +a人 +azbz 

cos 6 =— -------. 
^ax +ay +a] ^b\ + b] + b] 

这就是两向量夹角余弦的坐标表示式. 

对于两个非零向量a，6,如果a • 6 = 0,那么a丄反之，如果 

a丄办，那么a • b =0. 

这是因为如果a •办=0,由于|a|#0, |办|#0,所以cos 0=0, 

从而沒=|，即fl丄办；反之，如果a丄办，那么^ cos沒= 0,于是 

a •b=\a\\b \ cos ^ = 0. 

由于可以认为零向量与任何向量都垂直，因此，上述结论可叙 
述为：向量《丄&的充要条件是a • b = 0. 
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当用坐标表示时，则上述结论又可表示为：若fl = (^, 

ay，az)，办=(\，6y，，则fl丄6的充要条件是+ ay6y + 

azbz - 0. 

例 1 已知三点财（1，1，1)，4(2,2，1)和5(2，1，2)， 

求ZA獻 

解作向量W及g，Z.AMB就是向量g与g的夹角.这 
里，= (1，1，0)，g = (l，0，l)，从而 

MA-m = \x\+\xO+ 0x1=1, 

\MA\ = yi2 +12 +02 =V2, 

\m\ = y/i2 +o2 +i2 =v5*. 

代入两向量夹角余弦的表达式，得 
MA - A1B 1 1 

cos Z. AMB - ——c——v—=-=— 
\ MA \\ MB \ V2 - V2 2 

由此得 

aamb=y- 

思考题1向量a = (l，2,2)与6 = (2，1，-2)是否垂直？ 

思考题2 设非零向量a,办满足|a| = |办|，证明：fl+ft与a -办垂直. 

二、两向量的向量积 

在研究物体转动问题时，不但要考虑这物体所受的力，还要分 

析这些力所产生的力矩.下面就举一个简单的例子来说明表达力 
矩的方法. 

设0为一根杠杆L的支 

点，有一个力F作用于这杠杆 
上P点处.F与0P的夹角为0 

(图7 -19).由力学规定，力F 

对支点0的力矩是一向量M， 

它的模 
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\M\ = | 0(? | | F | = | 0P | | /^ | sin (9, 

而M的方向垂直于碎与F所决定的平面，M的方向是按右手规 
则从茄以不超过77的角转向F来确定 

的，即当右手的四个手指从茄以不超过 
7T的角转向F握拳时，大拇指的指向就 
是M的方向（图7 -20). 

这种由两个已知向量按上面的规则 

来确定另一个向量的情况，在其他力学 
和物理问题中也会遇到.于是从中抽象 

出两个向量向量积的概念. 

设向量C由两个向量a与b按下列 

方式定出： 
c的模|c| =丨《||办| — 0，其中6>为《，办间的夹角；c的方 

向垂直于a与b所决定的平面（即c既垂直于^又垂直于M，c 

的方向按右手规则从转向6来确定 
(图7 - 21).那么，向量c叫做向量与 

b的向量积，记作a x办，即 
c = a xb. 

两个向量的向量积也叫做叉积.按 
此定义，上面的力矩A/等于W与F的 

向量积，即 
M = 0PxF. 

由向量积的定义可以推得： 
(1) a xa = 0. 

这是因为夹角0=0,所以 
| a x a | = I a \ 2sin 0=0. 

(2)对于两个非零向量如果a = 0,那么反之， 

如果 a//b a xb =0. 

这是因为如果ax办= 0,由于|fl|#0，|办I #0,故必有 
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sin 0=0,于是0=0或77,即fl//办；反之，如果那么0=0或 

tt，于是 sin 0=0,从而 \ a xb \ = 0, IP a x ^ = 0. 

由于可以认为零向量与任何向量都平行，因此，上述结论可叙 
述为：向量a//6的充要条件是 

向量积符合下列运算规律： 
(1) b xa = -axb. 

这是手规则从b转向a定出的方向恰好与按右手规 

则从a转向6定出的方向相反.它表明交换律对向量积不成立. 

(2) 分配律(a +b) xc=axc+bxc. 

o) 乘的结合律： 

(Aa) x (fib) = A/t(a x/O，A，/x 为数. 

这两个规律这里不予证明. 

下面来推导向量积的坐标表示式. 

设a =以+ ^ W + 6y) + 6,，那么，按上述运算规 

律，得 
axb = (axi + ayj + ak) x (bxi + byj + bzk) 

= axi 乂 (bxi + byj + bzk) +ayj x (bxi + byj + b2k) + 

akx(bxi + byj + bzk) 

= axbx(ixi) +axby(i xj) +axbz(ixk) + 

aybx(jxi) +ayby(j xj) +aybz(jxk) + 

azbx (k x i) + azby (k xj) + azbz(k x k). 

于 i x i =j xj 二 k :x k = Q，i xj = k，j >: k = i，k x i =j，j x i = - k, 

k xj = -i，i xk=-人所以 

axb = ( aybz - a2by) / + ( azbx - axbz)j + (axb： 

用行列式记号表示，即 

a. )k. 

a, a ar 
a xb = 

y z 

b b y z 

• 
I 一 

X z 

b b 
X z 

j + 
x y 

b b x y 

⑺ 

或 
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a xb a、 a〜 

b' 

k 

a. (3) 

将（3)式中的三阶行列式按第一行展开，即得（2)式. 

两向量的向量积有如下的几何意义： 
(i) ax 办的模由于 |ax 办 | = | a | | ft | sin ^ = \a\h ( h 

岀，表示以和6为邻边 

的平行四边形的面积. / h=\b \ sin 0 / 

(ii) flx办的方向由定义 A y 
知，X &与一切既平行于又 a 

平行于6的平面相垂直. 
图7 -22 

向量积的几何意义在空间解析几何中有着重要的应用. 

例2 设平面77过空间三点4(1，0,0)，5(3, 1，- 1)， 

C(2, -1,2)，求一个垂直于平面77的向量w. 

解 1^ = (3-1,1-0,-1-0) =(2,1, -1), 

AC = (2-1, -1 -0,2-0) =(1, -1,2), 

易见;^与;^不共线且它们均位于平面77内，因而;^ x 垂直于 

平面77,故可取 

n = AB x AC 2 

1 

k 

2 

= i-5j-3k. 

例3已知三角形的顶点分别是4(1，2,3)，5(3,4,5) 

和C(2,4,7)，求三角形ABC的面积. 

解根据向量积的定义，可知三角形46(：的面积 
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-> ——> 
SAABC =y\AB\\AC\sin A a =~-\ABxAC 

由于;^ = (2,2,2)，获=(1，2,4)，因此 

-> ——> 
AB xAC 

1 j k 

2 2 2 

1 2 4 

4i - 6/ + 2k, 

于是 

SAABC=Y\4i-6j+2k\ 2 ^42 + ( -6)2 +22 = yi4. 

思考题3 利用向量积的运算规律证明:(a - b) x (a +b) = 2a x ft. 

+三、向量的混合积 

设已知三个向量j和c.如果先作两向量fl和6的向量积 

a xl把所得到的向量与第三个向量C再作数量积• C，这 

样得到的数量叫做三向量的混合积，记作[a 6 C]. 

下面来推导三向量的混合积的坐标表示式. 

设 a = (ax，ay，aj= (Uy，6J，c = (c^CycJ，因为 

i j k 

a xb = ax «r az 

再按两向量的数量积的坐标表示式，便得 
[a b c] = (a xb) • c 
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ay az 

[a b c]= 

c. 

混合积有这样的几何意义：如果把向量看作一个平行 

六面体的相邻三棱，则|flx刎是该 

平行六面体的底面积.而垂直 
于a，b所在的底面，若以P表示向 

量a x办与c的夹角，则当 

时，|c|cos p就是该平行六面体的 
高/I (图7 -23)，于是 

a乂 b 

图7 - 23 

(a x b) • c - \ a xb\\c \ cos (p = \ a x b \ h = V y 

F表示平行六面体的体积.显然，当f <#<77时，（fl X6) • C = 

-V.由此可见，混合积[fl 6 c]的绝对值是以j，c为相邻三棱的 

平行六面体的体积，即 

V = \ [a b c] \. 

我们常用三向量的混合积是否为零来判断三向量是否共面. 

由于三向量a，b，c不共面等同于能以a，b，c为棱构成平行六面 

体，而由上述混合积的几何意义可知，这又等同于此平行六面体体 
积| [a c] |#0,即混合积[a办c] #0.于是得：三向量fl，办，c不 

共面的充要条件是混合积[fl纟c] #0.这结论也叙述为：三向量fl， 
共面的充要条件是混合积[a 6 c] =0. 

例4求以点4(1，1，1)，5(3,4,4)，C(3,5,5)和 Z>(2,4,7) 

为顶点的四面体的体积. 

解由立体几何知道，四面体xsa)的体积是以;为 

相邻三棱的平行六面体体积的六分之一，利用混合积的几何意义， 

即有 
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Vabcd=^-\(ABxAC) - ad 

而= (2,3 ,3) ,AC = (2,4,4) ,AD = (1,3 ,6)，于是 

2 3 3 

(ABxAC) -AD= 2 4 4 =6, 

1 3 6 

习题7 -3 

1. ^ a = 3i - J - 2k, b = i + 2J - k, ^ ： 

[\)a • b 及 a ( -2a) • 3b 及 a x2b;(3)a 与 b 的夹角的余弦. 

2. 设a,厶，c为单位向量，且满足fl +办+ c= 0,求a • b + b . c + c • a. 

3. 已知财1(1，-1，2)，财2(3,3，1)和财3(3，1，3).求与■，及^同时 

垂直的单位向量. 

4. 设质量为100 kg的物体从点岣（3，1，8)沿直线移动到点螞（1，4,2)， 

计算重力所做的功（坐标系长度单位为m，重力方向为z轴负方向）. 

5. 在杠杆上支点0的一侧与点0的距离为&的点P,处，有一与<成 

角^的力尽作用着；在0的另一侧与点0的距离为^的点匕处，有一与 

<成角〜的力尽作用着（图7 - 24).问| F, |, | F2 I符合怎样 

的条件才能使杠杆保持平衡？ 

图7 - 24 

6. 求向量fl = (4，-3,4)在向量6 = (2,2，1)的方向上的投影. 

7. 设《 = (3,5, - 2)，办=(2，1，4)，问人与)11有怎样的关系，能使得切+ 

gb与z轴垂直？ 
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8. 试用向量证明：直径所对的圆周角是直角. 

9. 已知向量 = 2/ - 3y + A：，办=-y + 3A:和 c = / - 2y，计算： 

(1)(0. b) c - (a • c)b ；(2) (a + b) x (b + c) ；(3) (a x b) • c. 

10. 已知涼=1- + 3灸，万2々 + 3A:，求召的面积. 

Ml.已知 fl = (ax,ay,az),b = (bx,by,bz) ,c = (cx,cy,cz)，试利用行列式 

的性质证明： 

(a x b) • c = (b x c) • a = (c xa) • b. 

12.试用向量积的坐标表示证明不等式： 

+ a\ + a\ ^b\ + b\ + b\ ^ | al 6j + a2b2 + a3b3 | , 

其中a1,a2,a3,61 ,62 ,63为任意实数，并指出等号成立的条件. 

第四节平面及其方程 

一、点的轨迹•方程的概念 

像在平面解析几何中把平面曲线当作动点的轨迹一样，在空 

间解析几何中，任何曲面或曲线都看作点的几何轨迹.在这样的意 
义下，如果曲面S与三元方程 

F(x,y,z) =0 (1) 

有下述关系： 
(1) 曲面S上任一点的坐标都满足方程（1); 

(2) 不在曲面S上的点的坐标 

都不满足方程（1)， 
那么，方程（1)就叫做曲面/的方程， 
而曲面s就叫做方程 
7 - 25). 

例如，空间中到一定点P的距离 
为定值a的点的轨迹叫做球面，点/> 

叫做该球面的中心，定值a叫做该球 图7 _25 
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面的半径.特别地，中心位于坐标系原点0,半径为《的球面上 

任意点0，y，z)所满足的三元方程为 
x2 + y1 + z - a2, 

这个方程就是该球面的方程. 

空间曲线可以看作两个曲面的交线.设 
厂(％，7,2) =0 和 G(x,y,z) =0 

是两个曲面的方程，它们的交线为（：（图7 -26).因为曲线C上 

的任何点的坐标应同时满足这 
两个曲面的方程，所以应满足方 

程组 
F(x,y,z) =0, 

0. 
(2) 

.G(x,y,z) 

反过来，如果点M不在曲线 

C上，那么它不可能同时在两个 

曲面上，所以它的坐标不满足方 
程组（2).因此，方程组（2)便是 

空间曲线C的方程，而曲线（:便 

0 y 

X 

图7 - 26 

是玄選 
的曲面——平面及其方程，下节将讨论最简 

单的空间曲线——空间直线及其方程. 

思考题1 如果曲面上的点到z轴的距离为常数a，试写出该曲面的方程. 

二、平面的点法式方程 

如果一非零向量垂直于一平面，这向量就叫做该平面的_ 

f.容易知道，平面上的任一向量均与该平面的法向量垂直._ 

一因为过空间一点可以作而且只能作一平面垂直于一已知直 
线，所以当平面/7上一点^(%，7。，％)和它的一个法向量/1 = 

(4 J，C)为已知时，平面77的位置就完全确定了.下面来建立平 

面77的方程. 
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设是平面77上的任一 

点（图7 -27)，那么向量^I必与平 

面77的法向量〃垂直，即它们的数量 
积等于零 

n • M0M = 0. 

由于 w = (^4，B，C)，M0M = (x - x0 ,y - 

Joyz ~zo)，所以有 
40-%) +B(y -y0) + C(z -z0) = 0. 

(3) 

这就是平面77上任一点M的坐标x，y，z所满足的方程. 

反过来，如果M(%，y，z)不在平面77上，那么向量^?与法向 

量w不垂直，从而w • 即不在平面77上的点M的坐标％， 

y，z不满足方程（3). 

由此可知，平面77上的任一点的坐标都满足方程（3); 

不在平面77上的点的坐标都不满足方程（3).因此，方程（3)就是 

平面77的方程，而平面77就是方程（ 3)的图形.由于方程（ 3)是由 

平面77上的一点M0(x0 ,y0，zQ)及它的一个法向量w = (4，5, C)确 

定的，所以方程（ 3)叫做平面的点法式方程. 

例1求过点（2, -3,0)且以打=(1，-2,3)为法向量的平面 

的方程. 

解根据平面的点法式方程（3)，得所求平面的方程为 

0-2) -2(y+ 3) +3z=0, 

即 
x - 2y + 3z - S = 0. 

例2求过三点 A (2, -1，4)，M2( -1，3, -2)和 M3(0,2,3) 

的平面的方程. 

解先找岀这平面的法向量w.由于向量w与向量]^7^1， 
都垂直，而( -3,4, -6) ,MXM[ = ( -2,3, -1)，所以 
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可取它们的向量积为《， 

n =MxM2x MxM3 

k 

3 4 6 Ui+9j-ky 

-2 3 -1 

根据平面的点法式方程（3)，得所求平面的方程为 
140-2) +9(y+ 1) - (z-A) =0, 

即 
\Ax + 9y - z - 15 = 0. 

思考题2 试写出xOy坐标面的法向量和它的方程. 

三、平面的一般方程 

由于平面的点法式方程（3)是％，y，z的一次方程，而任一平面 

都可以用它上面的一点及它的法向量来确定，所以任一平面都可 
以用三元一次方程来表示. 

反过来，设有三元一次方程 
Ax + By + Cz + D = 0. (4) 

我们任取满足该方程的一组数％ 70，&，即 
Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0. 

把上述两等式相减，可得与方程（4)同解的方程 
A(x - ) + B (y - y0) + C (z - z0) =0. 

把它和平面的点法式方程（3)作比较，可以知道它是通过点 

财。0()，7。，^))且以《 = (4，B，C)为法向量的平面方程.由此可知， 
任一三元一次方程（4)的图形总是一个平面.方程（4)称为平面的 

一般方程，其中X,y,z的系数就是该平面的一个法向量《的坐标， 
即 w = (A,BfC). 

例如，方程 
3x - 4y + z - 9 = 0 

表示一个平面，《 = (3, -4，1)是该平面的一个法向量• 

对于一些特殊的三元一次方程，应该熟悉它们的图形的特点. 
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当=0时，方程（4)成为如+ + Cz =0,它表7K—个通过原 

点的平面. 

当4=0时，方程（4)成为办+ + =0,法向量《 = (0,5, 

C)垂直于％轴，方程表示一个平行于％轴的平面.同样，方程心+ 

Cz + D = 0 Ax + By + D = 0分别表示一个平行于y轴和z轴的 

平面. 

当乂 = 5= 0时，方程（4)成为Cz + D= 0^z = - f，法向 

量a = (0,0，C)同时垂直％轴和y轴，方程表示一个平行于面 

的平面.同样，方程如+ /> = 0和By + D = 0分别表示一个平行于 
yOz面和xOz面的平面. 

例3求通过％轴和点（4, -3, -1)的平面的方程. 

解由于平面通过％轴，从而它的法向量垂直于x轴，于是法 
向量在％轴上的投影为零，即4 =0;又由平面通过％轴，它必通过 

原点，于是/>=0.因此可设这平面的方程为 

By + Cz =0. 

又因这平面通过点（4, -3, -1)，所以有 

-35-C=0, 

即 

C = -3B. 

以此代入所设方程并除以B(B_ 

0)，便得所求的平面方程为 

y - 3z = 0. 

例4设一平面与轴的交 
点依次为 P(a，0,0)，<?(0,6,0)，i?(0, 

0，c)(图7 -28)，求这平面的方程 
(其中 a_0,6_0，c_0). 

解设所求平面的方程为 图7 - 28 
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Ax + By + Cz + D = 0. (4) 

因为P(a,0,0) ,<?(0，M)，/?(0,0，c)三点都在这平面上，所以点P， 
Q,R的坐标都满足方程（4)，即有 

• aA + D = 0 , 

,bB + D = 0, 

,cC + D=0, 

得欠=- —，B=-令，C =.以此代入（4)并除以D (D^O), 
a b c 

便得所求的平面方程为 

方程（5)叫做平面的截距式方程，而《，6,0依次叫做平面在 

x,y,z轴上的截距. 

思考题3 求过点A(1,0,0)，5(0,2,0)且平行于Z轴的平面方程. 

四、两平面的夹角 

两平面的法向量的夹角（通常指锐角）称为两平面的夹角 

设平面A和/72的法向量依 

次为 A = (^，^，(^和化=(4， 
52，C2)，那么平面77,和772的夹 

角沒（图7 - 29 )应是O!，w2)和 

(-»! ,«2) = TT - Oi，W2)两者中的 

锐角，因此，cos 0 = I cos(nx ,n2) |. 

按两向量夹角余弦的坐标表示式， 

平面77,和平面772的夹角(9可由 

I ^1^2 + ^1^2 + 
cos 6 

^A\ +B]+C] • ^2 +B22+C\ 
(6) 

来确定. 
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从两向量垂直、平行的充要条件立即推得下列结论： 

n,,n2互相垂直相当于岑4 +b1b2 + c1c2 =o, 

nxM2互相平行或重合相当于f = $ = >. 

^ij 5 x - y + 2z - 6 = 0 ^\2x+y + z- 5 = 0 

解由公式（6)有 
^ |l x2 + ( -1) xl +2 xl I 1 

cos 6 =—--- ....，…---=—^ 

yi2 + (-1)2 +22.拉 + 12 + 12 2 

因此，所求夹角 

例6 —平面通过两和M2(0，1，-1)且垂直于 
平面％ + y + z = 0,求它的方程. 

解设所求平面的法向量为nMMxM[ = ( - 1 ,0, -2)在所 

求平面上，必有《丄mxm\.又因所求的平面垂直于已知平面 
x +y +z = 0,即必有w丄（1，1，1)，故可取 

n =MXM[ x (1，1，1) 

i j k 

-10 -2 =2i-j -k. 

1 1 1 

即 

由平面的点法式方程可知，所求平面方程为 
2(% - 1) - (y - 1) - (z - 1) = 0. 

2x - y - 

例7 设 

M /7 ： Ax + By + Cz + /) = 0夕卜 

一点，求P。到这平面的距离 
(图7-30). 

解在平面/7上任取一点 

(^1 yJ\ )，并作一法向量《， 
由图7 -30,并考虑到M与a 

2=0. 
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的夹角也可能是钝角，得所求的距离 
d = I Prjn PxPl | = | PxPl I I cos ^ 

其中0是？X与平面77的法向量的夹角，从而 

^1^0 - n 

\n\ 

由于 
-> 
f\P0 • n = (x0 -x1 ,70 -j! ,z0 —a) • (A,B,C) 

=Axq + By^ + Czq — (yAx^ + By^ 4- Cz^ ), 

IflJ Axl + Byx + Czx + D = 0, iP Axx + Byx + Czx = - D y^iP XP0 • n = 

Ax0 + By0 + Cz0 + D. 

由此得点Z5。（ ％。，y。，z。）到平面如+ By + Cz + D = 0的距离 

公式 
^ ^ I Axq + By0 + Cz0 + D I 

/42 +B2 +C2 
⑺ 

例如，求点（2，1，1)到平面％ + y z + 1 = 0的距离，可利用公 

式（ 7)得 
lx2+lxl-lxl+l 

yi2 + i2 + (-i)2 

= ^/3 . 

思考题4 求平面2%-2y+z+5=0与xOy坐标面的夹角的余弦. 

思考题5 试写出两个平行平面Ax +办+ Cz + = 0和+ Cz + 

D2 =0间的距离公式. 

习题7 -4 

1. 与定点的距离为定值a的点的轨迹称为球面，试建立它 

的方程. 

2. 方程/+〆二a2表示怎样的曲面？ 

3. 求过点（3,0, -1)且与平面3%-77+52-12=0平行的平面方程. 

4. 求过点M0(2,9, -6)且与连接坐标原点及点M。的线段0Mq垂直的 

平面方程. 
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5. 求过（1，1，-1)，（ - 2, -2,2)和（1，-1，2)三点的平面方程. 

6. 一平面过点（1，0, -1)且平行于向量fl = (2，l，l)和6 = (1，-1,0), 

试求这平面方程. 

7. x + 3y + z = I ,2x - y - z = 0 , - x + 2y + 2z = 3的交，点. 

8. 分别按下列条件求平面方程： 

(1) 平行于Wz面且经过点（2, -5,3); 

(2) 通过z轴和点(-3,1, -2)； 

(3) 平行于x轴且经过两点（4,0, -2)和（5，1，7). 

9. 求点（1，2，1)到平面％+2y + 22-10=0的距离. 

第五节空间直线及其方程 

一、空间直线的一般方程 

空间直线1可以看作是两个平面和772的交线（图7-31). 

如果两个相交的平面仏和772的 
方程分别为+ B1：r + Cp + D,= 

o A2x + + C22 + z)2 = o，男么 
直线L上的任一点的坐标应同时 

满足这两个平面的方程，即应满 
足方程组 

Z 

y 

(1) 图7 -31 
'A xx + Bxy + Cxz + Dx =0， 

< 

_A2x + B2y + C2z + D2 =0. 

反过来，如果点M不在直线L上，那么它不可能同时在平面 

771和772上，所以它的坐标不满足方程组（1).因此，直线L可以 

用方程组（1)来表示.方程组（1)叫做空间直线的一般方程. 

通过空间一直线1的平面有无限多个，只要在这无限多个平 
面中任意选取两个，把它们的方程联立起来，所得的方程组就表示 

空间直线 
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二、空间直线的点向式方程与参数方程 

如果一个非零向量S平行于一条已知直线，那么s就叫做这 

条直线的方向向量.容易知道，直线上任一向量都平行于该直线的 

方向向量. 

L 

由于过空间一点可作而且只能作一条直线平行于一已知直 
线，所以当直线L上一点和它的一方向向量S = 

为已知时，直线L的位置 

就完全确定了.下面来建立这直线 
的方程. 

设点MOu)是直线L上的任 

一点，那么向量与L的方向向量 
s平行（图7 -32).所以两向量的对 

应坐标成比例，由于^ 

y -y0,z -z0) ,s = (myn,p)，从而有 

x -x0 _y -y0 _z -z0① 
m n p 

(2) 

①当m，ra，p中有一个为零，例如m=0,而时，方程依然写成一 

此方程应理解为 
n p 

rx - x0 = 0， 
—y - y0 z 一 zo -—-• 

.n p ’ 

x - xn r - yn 
当m，ra，/>中有两个为零，例如m = n= 0,而jd#0时，方程依然写成一-—=—-— 

此方程应理解为 
P 

x - x0 = 0 , 

y - y0 = 0. 
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反过来，如果点M不在直线L上，那么由于^J与s不平行， 

这两向量的对应坐标就不成比例.因此方程组（2)就是直线L的 
方程，叫做直线的点向式方程或对称式方程. 

例1 求过-6)的直线的点向 

式方程. 

解可取直线的方向向量为 
s=Mjt2 = ( -1,3,1), 

从而由方程（2)可得所求直线的点向式方程 

x - 3 _y- A _z +1 

由直线的点向式方程容易导岀直线的参数方程.如果设 
n0 y-y0 z-z0 

—- — =广， 
m rt p 

那么 
x = x0 + mt, 

,y=yQ +nt, ( 3 ) 

■ z = z0 + pt. 

方程组（3)就是直线的参敦方稈. 

直线的三种方程在/S'iTS有方便之处，因此需掌握它们相 

互转化的方法.上面已经指出，由直线的点向式方程容易导出参数 

方程，反之，由参数方程显然能直接写出点向式方程.要把点向式 

方程转化为一般方程也很方便，这只要把点向式方程的连等式 
(2)写成两个方程 

一 y - To 

m rt 

y - y0 — z 

n p 
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即 
po -X0) - m(y -y0) =0， 

\p(y-ro) - n(z ~zo) =0， 
便是直线的一般方程. 

把直线的一般方程转化为点向式方程稍微麻烦，下面通过例 
子来说明这一转化的方法. 

例2 用点向式方程表示直线 
rx+y+z+2=0, 

(4) 
2^： - 7 + 32 + 10 = 0. 

解先找出这直线上的一点（％，7。，4).例如，可以取％ =0, 

代入方程组（4)，得 

y +z= -2, 

y -3z = 10. 

解这个二元一次方程组，得 

y0 = 1，〜=- 3， 
即（0，1，-3)是这直线上的一点. 

再找岀这直线的方向向量S.由于两平面的交线与这两平面 
的法向量义=(1,1,1),/12 = (2, -1,3)都垂直，所以可取 

S = Wj X /i2 = 1 

k 

1 =4i-j -3k. 

2 3 

因此，所给直线的点向式方程为 
x 7 -1 z + 3 _ . —- 
4 一 -1 一 -3 

思考题1 试将空间直角坐标系中的2轴分别用直线的一般方程和点向 

式方程表示出来. 

三、两直线的夹角 

两直线的方向向量的夹角（通常指锐角）叫做两直线的夹角. 
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设直线心和心的方向向量依次为\ 二 

(m2，n2，/?2)，那么 & 和 L2的夹角 p 应是，s2)和（-\，s2 )= 

tt - (X彳2)两者中的锐角，因此cos = I ，s2) |.按两向量夹 

角的余弦公式，直线A和直线L2的夹角p可由 
I mx m2 + 71{?12 + pxp0 I 

cos (p = ——zzzzzmzzz:-.■…"... 
/ 2 2 Y / 2 2 2 

y + nl + • ^m2 + n2 + p2 

来确定. 

(5) 

从两向量垂直、平行的充要条件立即推得下列结论: 

两直线A，L2互相垂直相当于+ nxn2 + pxp2 = 0 , 

两直线L”L2互相平行或重合相当于^ = 
爪2 ^2 Pi 

卓士/jJir x - 1 Y z + 3 T x r + 2 z 厶“ 

例3 求直线 L1:—p-= —；• = —p-和心：了二^-二一^的 
1 -4 1 2 -2-1 

夹角. 

解直线A的方向向量为^ = (1 , -4,1)，直线L2的方向向 
量为& = (2，-2，-1).设直线11和12的夹角为那么由公式 

(5)有 

| 1 x2 + ( -4) x ( -2) +1 x ( -1)| Jl 
COS CD =...... - .. = -, 

/l2 + ( -4)2 + I2 . y/22 + ( -2)2 + ( - 1)2 2 

所以 

(P 
U 

T 

思考题2验证:直线{;:;，平行诚 

四、直线与平面的夹角 

当直线与平面不垂直时，直线和它在平面上的投影直线的夹 

魚<P 称为直线与平面的夹角（图7 -33)，当直线与平 
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面垂直时，规定直线与平面的 

夹角为f. 

设直线的方向向量为s = 

，平面的法向量为w = 

(七仏^)，直线与平面的夹角 

为 p，那么(p = y -( ), 

因此sin p = I cos( s,n ) |.按两向量夹角余弦的坐标表示式，有 
. Am + Bn + Cp ,,、 

sin cp =-• (6) 
/42 +B2 +C2 + n2 + p2 

因为直线与平面垂直相当于直线的方向向量与平面的法向量 
平行，所以，直线与平面垂直相当于 

一 一 • 

m n p 

因为直线与平面平行或直线在平面上相当于直线的方向向量 
与平面的法向量垂直，所以，直线与平面平行或直线在平面上相 

当于 
Am + Bn + Cp =0. 

例4 求过点（1，-2,4)且与平面2尤-3;/+2-4=0垂直的 

直线的方程. 

解因为所求直线垂直于已知平面，所以可以取已知平面的 
法向量（2, -3,1)作为所求直线的方向向量.由此可得所求直线 

的方程为 
% - 1 r + 2 z -4 

丁 = = 丁. 

思考题3 验证：直线| ^ ’与坐标面平行. 

71本 

——^ / 

/ 
/ 
图7 - 33 
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五、综合举例 

例5 求与两平面x-4z=3和2%-y-52 = l的交线平行且 

过点（-3,2,5)的直线的方程. 

解一因为所求直线与两平面的交线平行，也就是直线的方 
向向量s—定同时与两平面的法向量义，《2垂直，所以可以取 

i j k 

1 0 -4 

2-1 -5 

s = n, x n -(4/ +3j + k) 

因此所求直线的方程为 

x + 3 y-2 z 

4 3 1 

解二过点（-3,2,5)且与平面％-心= 3平行的平面的方 

程为 

即 

即 

(% + 3) -4(2 -5) =0， 

x -4z = - 23. 

过点（-3,2,5)且与平面2%-7-52 = 1平行的平面的方程为 
20+3) - (y-2) -5(2-5) =0, 

2x - y - 5z = - 33. 

所求直线是上述两平面的交线，故它的方程为 
'x — 4z = - 23 , 

iLx — j — 5z — -33. 

例6 求直线% ^ — = ~~~与平面2% + j + z - 6 = 0 
2 

的交点. 

解所给直线的参数方程为 
x = 2 + t, y =3 + i, z = 4 +2t, 
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代入平面方程中，得 
2(2 +0 + (3 +0 + (4+20-6 =0. 

解上列方程，得£ = -1.把求得的i值代入直线的参数方程中，即 

得所求交点的坐标为 
x = 1 , y=2， z =2. 

例7 求过点4(2，1，3)且与直线^垂直 
3 2 一丄 

相交的直线的方程. 

解一过点4且垂直于直线L的平面77的方程为 
30-2) +2(y-l) -0-3) =0. (7) 

再求直线L与平面i7的交点.因直线L的参数方程为 
x = - 1 +3t, y = I +2t, z — - t. (8) 

3 / 2 13 3 \ 
把（8)代入（7)中，求得i =〒，从而求得交点为1，- — j. 

以点（2，1，3)为起点，点1 +，早，-+ j为终点的向量 

2 
2, 

13 3 6 
(2, -1,4) 

是所求直线的一个方向向量，故所求直线的方程为 
x - 2 7 ~ 1 z - 3 

2 = -1 =^~ 

*解二过点4且垂直于直线L的平面77的方程为 

3% + 2y - z - 5 = 0. 

再求通过点4和直线L的平面的方程.因s = (3,2, -1)是1的方向 

向量，点5( -1,1,0) e L，故动点M(>，y，z) e 77,的充要条件是互益= O + 1， 

y - 1 ,z) ,s ,BA = (3,0,3)这三个向量共面，由此便得77,的方程为 

x + \ y - 1 z 

3 2-1 =0, 

3 0 3 

即 
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6(% + 1) - 12(y - 1) - 6z =0 或 x - 2y - z + 3 =0. 

因所求直线为77与77,的交线，故所求直线方程为 
r 3x + 2y - z - 5 = 0， 
[%-2j~z+3 = 0. 

下面我们来介绍平面束的方程，有时用平面束的方程解题比较方便. 

设直线L的一般方程为 

rAxx+Bxy + Cxz + Dx =0, (9) 

[A2x + B2y + C2z + D2 = 0 , (10) 

其中系数<，仏，仏与4,b2,c2不成比例.我们建立三元一次方程 

Axx + Bxy + Cxz Dx + \(A2x + B2y + C2z + D2) =0， (11) 

其中A为任意常数.因为岑，&，（：，与/12，方2，(：2不成比例，所以对于任 

何一个A值，方程（11)的系数：七+ \A2,Bx + \B2,C} + AC2不全为零， 

从而方程（11)表示一个平面；若一点在直线L上，则点的坐标必同时满 

足方程（9)和（10)，因而也满足方程（11)，故方程（11)表示通过直线L 

的平面，且对应于不同的A值，方程（11)表示通过直线L的不同的平面.反 

之，通过直线I的任何平面（除平面（10)外）都包含在方程（11)所表示的 

一族平面内.通过定直线的所有平面的全体称为平面束，而方程（11)就作 

为通过直线L的平面束的方程（实际上，方程（11)表示缺少一个平面的平 

面束）. {^ + y — z ~ 1 = 0， 
在平面77:x+y+z=0上的投影直线 

X - y -h Z -h 1 = 0 

的方程. 

解设过直线L的平面束的方程为 

(x + y - z - 1) + A(x - y + z + I) = 0， 
即 

(1 + A)aj + (1 —A)y+( - l+A)z+( — 1 + A ) = 0 , (12) 

其中A为待定常数.这平面与平面77垂直的条件是 

(1 + A ) • 1+(1-A) *1+(—1+A) *1=0, 

即 

由此得 

A + 1 = 0, 
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代入（12)式，得到平面束中与77垂直的平面（称为直线L的投影平面）的方 

程为 

y - z - 1 = 0. 

所以投影直线的方程为 

{y - z - I = 0 , 

% + y + z = 0. 

习题7 -5 

1. 求过点（4, -1,3)且平行于直线的直线方程. 

2. 求过两点乂（3, -2，1)和M2( -1，0,2)的直线方程. 

3. 用点向式方程及参数方程表示直线 {% - J + Z = 1 , 

2% + j + z = 4. 

4.求过点（2,0, -3)且与直线 

r % - 2j -f 4z - 7 = 0， 

13% + 5y - 2z + 1 = 0 

垂直的平面方程. 

r5x - 3r + 3z - 9 = 0 , r 2% + 2y - z + 23 = 0, 
5.求直线 与直线 的夹角的 

[3^-2y-fz-l = 0 l3%+8y+z - 18=0 

余弦. 

rx-\-2y-z=l, r 3% -h 6y - 3z = 8 , 
6.证明：直线 与直线 平行. 

L 一 2%+y+z=7 [2x - y - z = 0 

7.求过点（0,2,4)且与两平面x+2z = l和;r-3z=2平行的直线方程. 

8.求过点（3，1，-2)且通过直线的平面方程. 

{% + y + 3z = 0 , 
与平面％-y-z + l =0的夹角. 

x-y-z = 0 

10.试确定下列各组中的直线与平面间的关系: 
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(1) 
x -\-3 

-2 

y + 4 

-7 
与4x - 2y — 2z = 

3 7 

(2) 
X 

3 
y z 

-2 ' 7 
-与3x - 2y + 7z = 8 ； 

(3) 
x - 2 

3 

y + 2 z 一 3卜 0 

1 
.-^x + y+ z- 3 

-4 

和 
2x - y + z = 0 , 

x - y -b z = 0 

11.求过点（1，2，1)且与两直线 

{x -\-2y - z \ = 0， 
x-y + z-l =0 

平行的平面方程. 

12.求点（-1，2,0)在平面1+27-2 + 1 =0上的投影. 

{X -h V - Z -h 1 = 0， 
的距离. 

2x-y-^z-4=0 

14.设M。是直线L外一点，M是直线L上任意一点，且直线L的方向向 

量为s，试证：点到直线L的距离为 

d 
M0M x s 

I H 

15求直线平面〜-〜=1上的娜直线的方程. 

第六节曲面及其方程 

在第四节中我们已经介绍了曲面方程的概念，在空间解析几 

何中关于曲面的讨论常围绕两个基本问题： 
(1) 已知曲面的形状，建立这曲面的方程； 
(2) 已知一个三元方程，研究这方程的图形. 

本节中建立柱面和旋转曲面的方程是基本问题（1)的例子，对三 
元二次方程的图形的讨论是基本问题（2)的例子. 

一、柱面 

平行于定直线并沿定平面曲线C移动的直线所形成的曲面 
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叫做柱面，定曲线（：叫做柱面的 

于定直线的动 
做柱面的母线. 

设柱面（图7-34)的母线平 

行于z轴，准线C是％办平面上 

的一条曲线，其方程为FO，y)= 

0.由于在空间直角坐标系Oxyz 

中，点M(%，y，z)位于柱面上的 

充要条件就是它在％Oy面上的 

投影点位于准线（:上，即；c，：r满足方程F(%，y) =0,因 

此柱面方程也就是 
F(x,y) =0. 

一般地，不完全三元方程（即不同时出现的方程）在空 

间直角坐标系中表示柱面.只含而缺z的方程F(x，y) =0表 
示母线平行于z轴的柱面，其准线为面上的曲线F(x,y) = 0. 

只含％，z而缺y的方程G(x,z) = 0与只含y，2：而缺％的方程 

H{y,z) =0则分别表示母线平行于y轴和％轴的柱面. 
2 2 

例如，表示母线平行于2轴的椭圆柱面（图7 - 35 

(a)),A；2 =2p表示母线平行于y轴的抛物柱面（图7 -35(b)). 

y 
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思考题1 如果曲面上的点到z轴的距离是常数a，试问该曲面是柱面 

吗？为什么？ 

二、旋转曲面 

以一条平面曲线C绕其平面上的一条定直线旋转一周所成 

的曲面叫做旋转曲面，旋转曲线称为旋转曲面的母线，而定直线叫 

做旋转曲面的轴. 

标面上有一已知曲线c，它的方程为 

f(y^) =0, 

把这曲线绕Z轴旋转一周，就得到一 
个以Z轴为轴的旋转曲面（图7 -36). 

它的方程可以求得如下： 
设M “，y，z)是旋转曲面上的任 

意一点，则点M必位于由曲线C上一 

点(O,^!，\ )绕z轴旋转一周而得 

的圆周上，因此这两点的竖坐标相 
等，，且点M到z轴的距离与 
Mx到2轴距离相等，即 

_ 图7-36 
y%2 +J2 = Ir, I , 

又由于M^O，：^，々）在曲线（:上，因此有 

/(7l yZx) =0, (1) 

将义=z,yj = ± yV + y2代入（1)式，就有 

/( ± vV +y2 yZ) =0， 

这就是曲面上任意一点的坐标所满足的方程，亦即所求旋转曲面 

的方程. 

由此可知，在曲线C的方程/(y，z) =0中将:K改成± 7^2 + J， 

便得曲线C绕z轴旋转所成的旋转曲面的方程. 

例如，在7仏坐标面上的圆〆+ / = a2绕2轴旋转一周所得 
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的旋转曲面的方程为 

(士 ^%1 +/ ) 2 +z2 = a2, 

这就是中心在原点，半径为a的球面方程. 

同理，曲线C绕y轴旋转所成的旋转曲面的方程为 

/(y，土 y%2 +z2) 

例1 直线L绕另一条与L相交 
的直线旋转一周，所得旋转曲面叫做 

圆锥面.两直线的交点叫做圆锥面的 

顶点，两直线的夹角a (o<«<^)PI] 

做圆锥面的半顶角.试建立顶点在坐 
标原点0,旋转轴为Z轴，半顶角为Q： 
的圆锥面（图7-37)的方程. 

解在yOz坐标面上，直线L的方 

程为 
z - jcot a, 

因为旋转轴为z轴，所以只要将上列方程中的y改成± VV + / ’ 

便得到这圆锥面的方程 

Z = 土 \[^ + y2cot a 

或 
=a2(x2 + y2), 

其中 a = cot a. 

例2 将％Oz坐标面上的双曲线 

= 0. 

H 

图7 —37 

绕z轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程. 
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解绕z轴旋转所成的旋转曲 
面称为旋转单叶双曲面（图7 -38), 

其方程为 

(土 ^X2 +y2)2 _z^ = 
2 一 2 一 丄， 

a c 

即 

a2 c 

思考题2 将a:Oz坐标面上的圆；*+ 图7-38 

z2 = 9绕％轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程. 

三、二次曲面 

与平面解析几何中规定的二次曲线相类似，我们把三元二次 
方程所表示的曲面称为下面将讨论其中的六种标准方 

程，我们将根据方程来图形，采用的方法是用平行于坐 
标面的平面与二次曲面相截，考察各截痕®的位置和形状，然后对 

那些截痕加以综合，得出曲面的全貌，这种方法叫做截痕法. 

1.椭球面 

方程 
2 2 2 

~2 + + ~y = 1 (a >0,6 >0,c >0) (2) 
a b c 

表示的曲面叫做下面我们根据所给岀的方程，用截痕法来 

考察椭球面的形状. 

由方程（2)可知 

x2 y1 z 
~T^ 1 » 1， 1， 
a 0 c 

即 

①截痕是指平面和曲面的交线. 
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1^1 <a， |j| ^6, U| ^c, 

这说明tfl球面包含在由平面x = ± a,y = 土 b，z = ±c围成的长方 

体内. 

先用xOy坐标面0 =0)与椭球面相截，考察截痕的位置和形 

状.由于截痕是在平面z=0上的，截痕上任意一点的坐标应为 

M(x,y,0);又由于截痕在椭球面上，由方程（2)可知点M(x,y,0) 

满足4 ^ = 1.所以，椭球面上的这条截痕是平面^=0上的椭圆. 
a 0 

再用平行于坐标面的平面z = A (0< |M <c)与椭球面相 

截.由于截痕是在平面z = /i上的，截痕上任意一点的坐标应为M 

(%，7，/0;又由于截痕在椭球面上，由方程（2)可知点#0,7，/0满足 

4 +4 = 1 -4.所以，椭球面上的这条截痕也是平面z ^上的椭圆. 
a 0 c 

特别地，如果用平面与该曲面相截，则截痕上的任意一点 

应为“，y，C)，并满足~=0,从而％ = ：K =0,即截痕只有一点 
a 0 

(0,0，C);同样平面2= -C与该曲面相截所得截痕为点（0,0, -C). 

当| /i |由0变到C时，椭圆由大变小，最后缩成一点（ 0，0， 

±c).同样地，用平行于zO%坐标面或;rOz坐标面的平面去截这个 

曲面，也有类似的结果.如果连续地取这样的截痕，那么可以想象， 
这些截痕就组成了一张如图7 -39所示的椭球面. 

X 

图7 - 39 
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在椭球面方程（2)中，《，6,0按其大小，分别叫做椭球面的长 

半轴、中半轴、短半轴.如果有两个半轴相等，如a = 6,方程表示的 

是由:kOz平面上的椭圆^+4 = 1绕z轴旋转而成的旋转椭球面. 
0 C 

如果a = 6 = c，则方程％2 + y2 + Z2 = a2表示一个球面• 

2.抛物面 

拋物面分椭圆拋物面与双曲拋物面两种. 

(1)方程 
2 2 

-2 + = z (a>0,6>0) 
a 

所表示的曲面叫做现在来考察它的形状. 

与椭球面的讨iSTi%行于xOy坐标面的平面Z = h (h> 

0)与椭圆拋物面相截，则截痕是平面z = 上的椭圆~ + & = 用 
a 0 

标面的平面与椭圆抛物面相截，也 

有类似的结果. 

综合以上分析，由截痕组成的 
椭圆抛物面的形状如图7 -40所示. 

(2)方程 

xOy坐标面0=0)与该曲面相截，则截痕是原点0(0,0,0)，这个 

点叫做椭圆抛物面的顶点. 

如果用平行于zO%坐标面的 

平面y = A： (/c e R)与椭圆抛物面 

相截，则截痕是平面y = A：上的拋 

物线4 用平行于:T仏坐 
a 0 

图7 -40 

=z (a >0 ,b >0) 
a b 

所表示的曲面叫做双曲抛物面.考察这个方程所表示的双曲抛物 
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面的形状. 

用平行于xOy坐标面的平面z = U#0)与双曲拋物面相 

截，则截痕是平面2 = /1上的双曲线= 当A >0时，双曲线 
a 0 

的实轴平行于％轴；当<0时，双曲线的实轴平行于：y•轴. 

特别地，如果用坐标面（z=0)与该曲面相截，则截痕是 

坐标面上的两条相交于原点的直线±—x. 
a 

如果用平行于yOz坐标面的平面％ (ZeR)与双曲拋物面 

相截，则截痕是平面％ = Z上的抛物线^ = z.用平行于：rOz坐 
a b 

标面的平面:T = A: (A: eR)与双曲拋物面相截，则截痕是平面:r = A; 

上的拋物线4-矣=二 
a 0 

综合以上分析，由截痕组成的双曲抛物面的形状如图7 -41 

所示.因其形状与马鞍相似，故也称为马鞍面. 

3.双曲面 

双曲面分单叶双曲面与双叶双曲面两种. 

(1)方程 
2 2 2 

^+^--^ = 1 (a >0,6 >0,c >0) 
a b c 

所表示的曲面叫做单叶双曲面.用截痕法所得结果如下表所示: 
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平面 截痕 

xOy坐标面及平行于它的平面 椭圆 

zOx坐标面及平行于它的平面 两条相交直线或双曲线 

:坐标面及平行于它的平面 两条相交直线或双曲线 

单叶双曲面的形状如图7 -42所示. 

(2)方程 
2 2 2 

-2 + -2 ~ - 1 (a>0,6>0，c>0) 
a b c 

所表示的曲面叫做双叶双曲面.用截痕法所得结果如下表所示: 

平面 截痕 

坐标面及平行于它的平面 无截痕、一点或椭圆 

zOx坐标面及平行于它的平面 双曲线 

yOz坐标面及平行于它的平面 双曲线 

双叶双曲面的形状如图7 -43所示. 

4.椭圆锥面 

方程 
2 2 2 
2 + -y = 0 (a>0,6>0，c>0) 

a b c 

所表示的曲面叫做椭圆锥面.用截痕法所得结果如下表所示: 

平面 截痕 

xOy坐标面及平行于它的平面 一点或椭圆 

zOx坐标面及平行于它的平面 两条相交直线或双曲线 

yOz坐标面及平行于它的平面 两条相交直线或双曲线 

椭圆锥面的形状如图7 -44所示. 
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y 

思考题3 画出下列曲面在第一卦限内的图形： 

(1) x2 + 4 j2 + z2 = 4 ； ( 2 ) z = x2 + y2. 

习题7-6 

1. 指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么 

图形： 
(1) x = 2； (2) y = x + I ； (3) x + y2 = 4 ； (4) % - y1 = 1. 

2. 将xOz坐标面上的拋物线/ =5x绕x轴旋转一周，求所生成的旋转 

曲面的方程. 

3. 将xOy坐标面上的双曲线^-^ = 1绕％轴旋转一周，求所生成的 

旋转曲面的方程. 

4. 说明下列旋转曲面是怎样形成的： 

2 2 

2 i,2 2 

(1) i+L+i = 1. 
y 4 9 9 ， 

( 3) x - y2 - z = 1 ； 

5.画出下列方程所表示的曲面 

(1) 4x2 + Ay1 + z = 4 ； 

⑵^十/ 

(4) (z-a)2 = x2 +j2 

(2) 
尤2 + y2 

2 ， 
2 2 

⑶ T+^ = 1; (4) z = x2. 

6.画出下列各曲面所围成的立体的图形： 
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(1) x=0,y=0,z=0,3x+4y + 2z-l2 = 0； 

(2) 平面z = 1及抛物面z = x2 + y2; 

(3) 平面 y = 0,2=0，z = l 及圆柱面7 = a/1 -欠2 ; 

(4) 圆锥面z = + y2及旋转拋物面z = 2 - x2 -y2. 

第七节空间曲线及其方程 

一、空间曲线的一般方程 

在第四节中我们已经指出，空间曲线总可看作两个曲面的交 

线，曲面=0与C(%，y，z)二0的交线（:可以用方程组 

■F(x,y,z) =0, 

=0 

来表示.方程组（1)称为曲线C的一般方程. 

(1) 

例1方程组 
'X2 + y1 - 1 , 

2% + = 6 

表示怎样的曲线？ 

解方程组中第一个方程表示母线平行于z轴的圆柱面，其 
准线是面上的圆，圆心在原点0,半径为1.方程组中第二个 

方程表示一个平行于y轴的平面，方程组就表示上述平面与圆柱 
面的交线，如图7-45所示. 

例2方程组 

Z = 
2 

一y、 
< 2 

表示怎样的曲线？ 

解方程组中第一个方程表示球心在坐标原点0,半径为a 

的上半球面.第二个方程表示母线平行于z轴的圆柱面，它的准线 
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是：^y面上的圆，这圆的圆心在点1 f，0j ，半径为I.方程组就表 

示上述半球面与圆柱面的交线，如图7 -46所示. 

图7 -45 图7 -46 

二、空间曲线的参数方程 

空间曲线C的方程除了一般方程之外，也可以用参数形式表 

示，只要将C上动点的坐标表示为参数£的函数： 
rX = X(t), 

« r = r(0 , ⑵ 
_z =z(t). 

当给定〖时，就得到c上的一个点“i，:^，^)，随着f的变动便 
可得曲线C上的全部点.方程组（2)叫做空间曲线的参数方程. 

例3如果空间一点M在圆柱面x2 +/ = a2上以角速率w 

绕z轴旋转，同时又以线速率〃沿平行于z轴的正方向上升（其中 
都是常数），那么点M构成的图形叫做螺旋线.试建立其参数 

方程. 

解取时间f为参数.设当i =0时，动点位于％轴上的一点4 

U，0,0)处.经过时间i，动点由4运动到M{x,yyz)(图7 -47). 

记M在^:Oy面上的投影为M'，M'的坐标为（％，y，0).由于动点在 

圆柱面上以角速率w绕z轴旋转，所以经过时间t,^A0M' = cot. 

从而 
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x = I OM' I cos /_AOMr = acos a>t, 

y - I OM' I sin Z_AOMr = asin (ot. 

由于动点同时以线速率〃沿平行于^轴 
的正方向上升，所以 

z — M' M = vt. 

因此螺旋线的参数方程为 
r% - acos cot, 

,y = asin o)t, 

%z = vt. 

也可以用其他变量作参数.例如，令6> = 

W，则螺旋线的参数方程可写为 
rx = acos 0, 

y = asin 6, 

bz = bO. 

图7 - 47 

这里6=^，而参数为^ 
(i) 

螺旋线是一种常用的曲线.例如，平头螺丝钉的外缘曲线就是 
螺旋线.当我们拧紧平头螺丝钉时，它的外缘曲线上的任一点M， 

一方面绕螺丝钉的轴旋转，另一方面又沿平行于轴线的方向前进， 
点M就走出一■段螺旋线. 

螺旋线有一个重要性质：当0从^变到0。+ct时，z由变 
到b60 + ba.这说明当转过角a时，点M沿螺旋线上升了高度 

即上升的高度与0M'转过的角度成正比.特别是，当OAT转过 

一周，即a =2tt时，点M就上升固定的高度=2irb.这个高度/i = 

2在工程技术上叫做 
例4求例2中的曲线的参数方程. 

解例2中的曲线有一般方程 
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z = ya2 - x2 - y2, 

把第二个方程看作平面上的圆，可取圆心角为参数，写出圆周 

的参数方程 
a a n cl # 

x = — + —cos y = —sin 6. 
2 2 2 

代入球面方程，得 

A~2-— \ - cos 6 . 6 
z - a - ax - a /---= asm — 

于是所求曲线的参数方程为 

x =-—-(! + cos 0), 

< y=-^-sin 0, 
2 

e 
z = asm —- 

2 

(0 ^ ^^2u). 

三、空间曲线在坐标面上的投影 

已知空间曲线C和平面77 (图7 -48)，从（:上各点向平面77 

作垂线，垂足所构成的曲线G称为曲线（:在平面灯上的 
g.准线为曲线C而母线垂直 
¥77的柱面称为曲线C关于 

平面77的投影曲线 
c,就是投的交线. 

特殊地，以曲线c为准线、母 
线平行于z轴（即垂直于 

平面）的柱面称为曲线C关于 
面的投影柱面，此投影柱 

面与面的交线称为曲线C 
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在面上的投影曲线，或简称投影. 

设空间曲线C的一般方程为 
[F{x,y,z) =0, . 
[G(xyy,z) =0. 

在这个方程组中消去^就得到一个不含变量2的方程 
H(x,y) =0. (4) 

它表示一个母线平行于z轴的柱面.由于方程（4)是由方程组 
(3) 消去z而得到的，因此，当满足方程组（3)时，前两个 

变量必定满足方程（4).这说明曲线C上的所有点都在由方 
程（4)所表示的柱面上，即此柱面必定包含曲线C.也就是说，方程 

(4) 所表示的柱面必定包含空间曲线（：关于xOjr平面的投影柱 

面.而方程 
■H{x,y) =0, 

2=0 

所表示的曲线必定包含空间曲线C在面上的投影. 

同理，消去方程组（3)中的变量％或y，再分别和x =0或y = 0 

联立，我们就可得到包含曲线C在:rOz面或xOz面上的投影的曲 

线方程 
■R(y,z) =0, \T(x,z) =0, 

- 或 
x = 0 , [y = 0. 

例5已知两球面的方程为 
x + y2 + z2 = 1 , (5 ) 

和 
x2 + (y - \)2 + (z - I)2 =1 , (6) 

求它们的交线C在面上的投影方程. 

解先求包含交线C而母线平行于z轴的柱面方程.这要从 
方程（5)、（6)消去z，为此先从（5)式减去（6)式并化简，得到 

y + z = I. 

再以z = l -y代入方程（5)，即得所求的柱面方程为 
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x2 + 2y2 - 2y = 0. 

容易看出，这就是交线C关于面的投影柱面方程，于是交线C 

在面上的投影方程是 

x + 2y - 2y = 0 , 

2 = 0. 

例6设一个立体由上半 

球面z = - ^ -〆和锥面 

Z = ^3(%2 +/)所围成(图7 - 

49)，求此立体在xOy面上的投 

影区域®. 

解半球面和锥面的交 

线为 

[2= ^4 -X2 -y2 y 
c:, _ 

■ 2 = a/3 (x2 + y2). 

图7 -49 

由上列方程组消去^得到％2 +y2 =1.这是一个母线平行于z轴的 
圆柱面，容易看出，这恰好是交线C关于％Oy面的投影柱面，因此 
交线C在面上的投影曲线为 

[X 

2=0. 

这是％Oy面上的一个圆，于是所求立体在面上的投影，就是该 

圆在面上所围的部分:+ y2 ^ 1. 

思考题1 画出下列曲线在第一卦限内的图形: 

(2) A 
= 0. 

①立体在坐标面上的投影区域是指该立体内的所有点在该坐标面上的投影点所 

组成的平面点集. 
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习题7 -7 

1.指出下列方程所表示的曲线: 

rx2 + y2 -f z = 25， 2 + Ay2 + 9z2 = 36 , 
⑴_ (2) 

彳=3; [y = i ； 
[x2 - 4j2 + zl = 25, \y2 -f z - 4% + 8 = 0， 

(3) (4) 
1 ‘* = -3; LJ = ：4. 

2.将下列曲线的一般方程化为参数方程: 

(1) 
J 

(2) 
Lr 

3.分别求母线平行于％轴及;r轴而且通过曲线 

(x - 1 )2 +y2 + (z + i)2 = 4 , 

z = 0. 

k2x2 + y2 + z = 16， 

• %2 + z - y1 - 0 
的柱 

面方程. 

4.求球面％2+72+2：2=9与平面％+2： = 1的交线在面上的投影 

的方程. 

第七章复习题 

一、概念复习 
1. 点（a，6,c)关于坐标面、坐标面、坐标面、x轴、y轴、轴和 

原点的对称点坐标依次为_、_、_、_、_、 

_和_. 

2. 设数A1 ,A2,A3不全为零，使A,fl + =0,则a,b，c三个向量 

3.设ex ,e2, e3为三个两两垂直的单位向量，= xxex + x2e2 + x3e3, 

(a,e] ) =a,那么 

x,可用数量积表示为& =_; 

可用投影表示为& =_; 

可用方向余弦表示为七= • 
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4. 设 二(2,1,2) ,b = (4, -1,10)_. 

5. 设 |a| =3，I 办丨= 4 , \ c I 二5,且 fl +办+ c 二0,贝lj|ax 办+ ftxc + 

c x a | =_. 

6. 直线^ = 1’ 的点向式方程为 . 
[2y + 3z = 4 

% — X y 一 Tn Z 一 Z 

7直线f 社的投影直线的方程为 

8.曲线关于面的投影柱面的方程为 . 
[z=g(x,y) 

二、综合练习 
1. 在;r轴上求与点4(1，-3,7)和点5(5,7, -5)等距离的点. 

2. 已知△仙C 的顶点为4(3,2, -1)，5(5, -4,7)和 C( -1,1,2)，求从 

顶点C所引中线的长度. 

3. 设ZUSC的三边= = C，三边中点依次为1)，匕厂，试用 

向量a J，c表示^，成，^?，并证明： 

AD +M +~CF = 0. 

4. 设 |a+办 | =卜一办|，《 = (3，一5,8)，办=(-1，1，2)，求： 

5. 设 | a | =^3, | b | =1,( a,b )=j，求向量 fl+ft 与 的夹角. 
o 

6. 设 a/0，办#0，a + 3办丄7a - 5办，a — 4办丄7<i — 2办，求（a ,b ). 

7. 设a = (2, -1，-2) (l，l，z),问z为何值时（ O )最小？并求 

出此最小值. 

8.设 | a | =4,|^| =3,( a,b ) = f，求以 a + 2办和 a - 3ft 为边的平 

行四边形的面积. 

9. 设《 = (2, -3,1),6 = (1, -2,3), 

c = (2，1，2)，向量r满足r丄a，r丄办，r • c = 

42，求 r. 

10. —平面与三条坐标轴分别交于 

和C (图7-50)，试用向量积证明： 

S AABC = ^ AOAB S 厶OBC + ^ AOCA » m 7 -50 
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其中5△細:，*5△腫，*5△■和△⑽分别表示△从C，A045, C和AOC/l的 

面积. 

11. 已知动点到Wy平面的距离与点M到点（1，- 1，2)的距 

离相等，求点M的轨迹的方程. 

12. 指出下列旋转曲面的一条母线和旋转轴： 

(1 ) z =2(x2 + y2 ) ； (2) +7T + lr = 1 5 
Jo 9 3o 

2 2 
(3 ) z2 =3 (x2 +y2) ； (4) %2 - ~ = \. 

13. 求通过点4(3,0,0)和5(0,0，1)且与;cOy面成■^角的平面方程. 

14. 设一平面垂直于平面z=0,并通过从点（1，-1，1)到直线 
厂_z + 1 =0’的垂线，求此平面的方程. 

[% = 0 
9 

15. 求过点（-1，0,4)，且平行于平面3;«:-47 + 2-10=0，又与直线 

相交的直线方程. 

16. 已知点4(1，0,0)及点S(0,2,l)，试在2轴上求一点C，使ZU5C的 

面积最小. 

2 - 2 2 - 2 
17. 求曲线f _ 一 X 1/ 7在％07坐标面上的投影曲线的方程. 

U=(^-l)2 + (7-1)2 

18. 求锥面z= yV +/与柱面/ =2%所围立体在坐标面上的投影 

区域. 



第八章 

多元函数微分法及其应用 

上册中讨论的函数都只有一个自变量，这种只含一个自变量 

的函数叫做一元函数.但无论在理论上还是在实践中，经常遇到的 

许多量的变化并不是由单个因素决定的，而是受到多个因素的影 

响，这就提出了多元函数以及多元函数的微分和积分问题.本章将 

在一元函数微分学的基础上，讨论多元函数的微分法及其应用.讨 

论中以二元函数为主，这是因为从一元函数到二元函数会产生新 

的问题和不同的结果，而从二元函数到二元以上的多元函数则可 

以类推. 

第一节多元函数的基本概念 

一、多元函数的概念•区域 

1.多元函数概念 

在很多自然现象以及实际问题中，经常会遇到多个变量之间 

的依赖关系，举例如下： 

例1圆柱体的体积F和它的底半径/•、高/I之间具有关系 

V = irr2 h. 

这里，当在一定范围0 >o，/i >0)内取定一对数值0，/i)时，y 

就有唯一确定的值与之对应. 

例2 —定量的理想气体的压强/>、体积f和绝对温度r之间 

具有关系 
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RT 

其中k为常数.这里，当ir在一定范围（F>o，r>rQ)RSS— 

对数值（K 71)时，就有唯一确定的值与之对应. 

上面两个例子的具体意义虽各不相同，但它们却有共同的性 

质，抽岀这些共性就可得出以下二元函数的定义. 

定义1设有变量和1如果当变量在一定范围内任 

意取定一对值(>，7)时，变量Z按照一定的法则/，总有唯一确定的 

数值和这对值对应，则称这个对应法则/为的二元函数.变量 
叫做自变量，而变量z叫做因变量.自变量ty的变化范围叫 

做函数的定义域. 

与自变量ty的一对值0，y)对应的因变量z的值记作/0，y)， 
称为二元函数/在U，y)处的函数值.与一元函数的情形相仿，习惯 

上也常用函数值记号/(1，7)或2=/(%，7)来表示^：7的二元函数/， 
并通常也称z为的函数. 

类似地，可以定义三元函数u =f(x,y,z)以及三元以上的 

函数. 

在定义1中，我们把自变量ty排了序，使它们所取的值成为 
有序数组(>，:r).这样，自变量x，y的每一对值就对应xOy平面上 
的一个点P(x,y)，于是函数 

^ =f(x,y) 

可看作平面上点P的函数，并简记为z =/(P).类似地，可用空间 

内的点PO，y，z)来表示有序数组（％，y，d，于是三元函数 
u =f(x,y,z) 

也就可看作空间内的点P的函数，并简记为^ =f(P)，等等. 

如果对于点P{x,y)，函数z =/(%，y)有确定的值和它对应，就 

说函数z =/0，:X)在点P(%，y)处有定义.函数的定义域也就是使 

函数有定义的点的全体所构成的点集.因此，二元函数 

^ =/(^,r) 
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的定义域是xOy平面上的点集.类似地，三元函数z =/(%，y，z)的 

定义域是空间内的点集. 

关于函数的定义域，与一元函数相类似，我们做如下约定：在 

讨论用算式表示的多元函数时，就以使这个算式有意义的自变量 
的值所确定的点集为这个函数的定义域，有时也称为函数的H 

定义域.自然定义域一般不特别标出.例如，函数 
z = ln( X + y) 

的定义域为适合x +y >0的点（％，y)的全体，即平面点集 

I O’y) U + j>0) 

(图8 - 1).又如，函数 
z = arcsin( %2 + y2 ) 

的定义域为适合 
x2 + y2 ^ 1 

我们曾利用平面直角坐标系来表示一元函数y =/o)的图形， 
一般说来，它是平面上的一条曲线.对于二元函数z =/“，y)，我们 
可以利用空间直角坐标系来表示它的图形.设函数 

^ =/0，y) 

的定义域是坐标面上某一点集从对于/>上每一点P(x,y), 

在空间可以作出一点M(x，：K，/(x，y))与它对应.当点P(%，y)在Z) 
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上变动时，点M(%，y，/0，y))就相 

应地在空间变动，一般说来，它的 
轨迹是一个曲面（图8 -3).这个曲 

面就称为二元函数z =/(%，y)的图 

磬因此，二元函数可用曲面作为 

它的几何表示. 

例如，由空间解析几何知道， 

线性函数 
z = ax + by + c 

的图形是一个平面，而函数 

z=f(x,y) 

x> 

X 

图8 - 3 

z = y a2 - x - y1 

的图形是中心在原点、半径为a的上半球面. 

2.区域 

在一元函数的讨论中，邻域及区间是经常用到的概念.类 

似地，讨论多元函数时，经常用到邻域及区域概念.邻域及区 

域都是符合一定条件的点集.为简单和直观起见，我们就平面 

点集来说明邻域和区域的概念，同时也要涉及其他一些有关 

概念. 

设5 >0，与点尸。（％，yQ)距离小于5的点尸（i，y)的全体，称 

为点A的5邻域，记作t/(/V5)，即 

U(P0,8) =\P\\PP0\ <51， 

也就是 

^(P0,5) = 1 (x,y) I ^/(x -x0)2 + (J - r0 ) 2 <^l • 

从图形上看，就是以点/^(〜，^)为中心、5为半径的圆 

内部的点P(x,y)的全体. 

如果不需要强调邻域半径5,则用表示P。的5邻域. 

设E是平面上的一个点集，P是平面上的一个点. 

如果存在点P的一个邻域U(P)，使叭/3) CE，则称P为E 
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的内点（图8 _4).显然，若P是五的内 

点，则 
如果点集E的点都是它的内点，则 

称£■为开集.例如，点集 
E{ = | (%, j) I 1 < x" + j2 < 4 ) 

中每个点都是A的内点，故仏为开集• 

如果点P的任何一个邻域中既有 
属于E的点，也有不属于Z的点（P 

本身可以属于也可以不属于E)， 
则称P为E的边界点（图8 - 5).瓦的 

边界点的全体称为Z的边界.例如，在上 
例中，A的边界是圆周/ +〆=1和？ + 

y2 = 4. 

设D是开集，如果对于D内的任何 

两点，都可以用完全位于^内的折线连 

接起来，则称开集^是连通的. 

连通的开集称为区域或开区域. 

例如， 
I (x,y) |%+r>0}, I (^,r) 11 <%2 +J2 <4} 

都是区域. 

区域连同它的边界一起，称为闭区域.例如， 
1(尤，y)l 尤+ y彡0}， 1(^,y) |l^^2+y2^4| 

都是闭区域. 

对于点集瓦，如果存在正数尺，使E的任一点尸与某一固定点 
A间的距离|AP|不超过K，即对任一 

\AP\^K 

成立，则称E为有界点集，否则称为无界点集.例如， 
I (x,y) I \^x2 + y2 ^4 ( 

是有界闭区域，丨(>，y) U+y>0i是无界区域. 
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思考题1 求下列函数的定义域，并指出定义域是开区域还是闭区域, 

或两者都不是： 

(l)z = 

(3) z = 

Vx + y + Vx -r; 

x2 + (y - 1)2 

(2) z = ln( 1 - x2 - y2); 

二、多元函数的极限 

如果动点与定点AOo，y。）之间的距离趋于零，就称动 

点 PO，y)趋于定点 P0(x0 ,y0)，记作 P—P0或U，y)->0。，y。）. 

下面来讨论二元函数p/U，y)当U，y) — U，yQ)时的极限， 

其中点h(%，y。）是/b，y)的某个定义区域①的内点或边界点.与 

一元函数的极限概念类似，如果在(%，％)的过程中，对应 

的函数值/(%，y)无限接近于一个确定的常数1就称4是函数 

/(AC，y)当U，y)—>Oo，:K。）时的极限，并记作 

lim f(x,y) =A, 
(xfy)-*-(xQty0) 

或 

f(x,y)->A ( (x,y)—^(x0 ,y0) )• 

为了区别于一元函数的极限，把二元函数的极限叫做二重极限. 

例如，设/(无，}0 =(欠2 + J1) sin 
X + J 

2# 由于 

0砭 % + y2) sin \ 
x + y 

| T- ,^2 I 1 
—1 X fy丨• Sin 2 2 

X + J 
+ y , 

因此当点O，y)—(0,0)，即％2 +y2->0时，必然有 

% + y2) sin 
x + y 

卜0 

即（％2 + y2) sin ~y~—j' 
x + y 

+0，从而有 

①函数/U，y)的定义区域是指包含在/(%，y)的定义域内的区域. 
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lim ( % + y2) sin --^ = 0. 
(«,y)—^(0,0) % + J 

以上二重极限的概念也可用^-5”语言描述如下： 

定义2设函数/(Ac，y)的定义域为Z)，点P。（％。，y。）是的某个定 

义区域的内点或边界点.如果存在常数1使得对于任意给定的正数6T(不论 

它多么小），总存在正数5,只要Z)内的点PU，y)适合不等式 

0 < I pp0 I = y (^ - )2 + (r - y0)2 < 5， 

对应的函数值/“，y)就都满足不等式 
\f(x,y) -A \ <e, 

那么就称常数4为函数/(x，y)当—(%，％)时的极限，记作 

lim f{x,y) =A. 
(M)—(、，70) 

必须注意，所谓二重极限存在，是指PO，y)以任何方式趋于 

Po(%，y。）时，函数都趋于同一个数值儿因此，如果以某 
一特殊方式，例如，沿着一条定直线或定曲线趋于^。“。，;/。）时， 
即使函数无限接近于某一确定值，我们还不能由此断定函数的极 
限存在.但是，如果当P(%，y)以不同方式趋于6(%。，；^)时，函数 

趋于不同的值，那么就可以断定这函数当P—P0时的极限不存 
在.下面用例子来说明这种情形.考察函数 

XJ 

/0，y) = ( x2 +y2 
当 / +/#0, 

.0， 当尤2 + y2 = 0. 

显然，当点P(^，;x)沿％轴（即固定y =0)趋于点（0,0)时， 

lim f(x ,0) = lim 0=0, 
^—►0 %—►O 

但是，当点P(x，y)沿直线y=x趋于点（0,0)时，有 

lim 
^->0 

y = ►O 

xy 

% + y2 
lim 

x 
2 2 

*-*-0 X + X 2 

可见，当P(>，：r)以不同方式趋于点（0,0)时，/(>，y)趋于不同的 

值，故 lim /0，y)不存在. 
(欠，:r)-KO,o) 
以上关于二元函数的极限的概念，可相应地推广到一般的/i 
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元函数u二八/5)即a =f(xl，x2,…，；O上去. 

关于多元函数的极限运算，有与一元函数类似的运算法则. 

例3 求 lim 
U,：y) — (0,2) 

sin( x 

x 

r) 

sin (xy / 
解记/(>，y)=-，则/^(oj)为/(%，y)的定义区域 

X 

D, = | (x,y) |%>0丨或 D2 = jO，y) 

P0(0 ,2)的充分小的邻域内故有 
<0|的边界点.由于在 

lim 
:，y)—(0,2) 

S1 in (尤y) 

x 
lim 

(*，y) —(0,2) 

sin (巧'） 
xy 

-y 

sin (xy) 
lim- . limy 
xy—>-0 y—>-2 

1-2=2. 

三、多元函数的连续性 

与一元函数的情形一样，利用多元函数的极限就可以说明多 
元函数在一点处连续的概念. 

定义3设函数/(%，y)在区域或闭区域/)内有定义，&(%，％)€ 

D.如果 

lim f(x,y) 
(xyy)-^(x0lyQ) 

=f(x0,y0), 

则称函数/0，y)在点P0(x0，:^o)连续. 

如果函数域）/)的每一点连续，那么 
就称函数/(^y)在D上连续，或者称/U，y)是/)上的连续 
函数. 

以上关于二元函数的连续性概念，可相应地推广到一般的/I 

元函数上去. 

与闭区间上一元连续函数的性质相类似，在有界闭区域上的 

多元连续函数也有如下性质： 

性质1(最大值和最小值定理）在有界闭区域上的多元连 
续函数/(P)，在该区域上至少取得它的最大值和最小值各一次. 
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这就是说，在Z)上至少有一点A及一点P2，使得/(P,)为最大值 

而/(户2)为最小值： 

性质2(介值定理）在有界闭区域D上的多元连续函数 

/(P)，如果取得两个不同的函数值，则它在该区域上取得介于 
这两个值之间的任何值至少一次.特殊地，如果^是在函数的 

最小值m和最大值M之间的一个数，则在Z)上至少有一点0， 
使得 

AQ) =m- 

我们指出，一元函数中关于极限的运算法则，对于多元函数仍 
然适用.根据极限运算法则，可以证明多元连续函数的和、差、积均 
为连续函数；在分母不为零处，连续函数的商也是连续函数；多元 
连续函数的复合函数也是连续函数. 

与一元初等函数相类似，多元初等函数也是可由一个式子 

表示的多元函数，而这个式子是由常数及具有不同自变量的一 
元基本初等函数经过有限次的四则运算和复合步骤所构成的. 

例如 
X + X2 - J1 . 2 2 
-， sin( % + y) , eX) • ln( 1 + x + y~ ) 

等都是多元初等函数. 

根据上面指出的连续函数的和、差、积、商的连续性，连续函数 

的复合函数的连续性以及基本初等函数的连续性，我们进一步可 
得如下结论： 

一切多元初等函数在其定义区域内是连续的. 

由以上结论，如果/(P)是多元初等函数，h是/(P)的某个定 
义区域内的一点，则/(P)在点匕连续，从而有 

lim /(P) =/( P0 ). 
P-^Po 

例4 求 lim 
(%，y)—►(0,0) 

+ I - 1 

xy 



74第八章多元函数微分法及其应用 

解 lim 
(*,y)->(0,0) 

+ 1 - 1 
lim 

xy + 1 - 1 

xy (*>y) —(o,o) ^/xy + 1 + 1 

lim 1 1 

以上运算的最后一步用到了二元函数 

(^卜(0’0) ^xy + 1+1 2 

1 

xy + I + 1 
在点（0,0) 

的连续性. 

思考题2 试说明/(%，y)=, 

平面上是连续的. 

sin(x2 + y2) 
2 . 2 

• ’当/+yV0,在整个_ 

当；ic2 + y2 = 0 

习题8—1 

1. 已知函数 

试求/(饮，吖). 

2. 试证：函数 

f(x ,y) = x2 + y2 - xy tan 
x 

y 

In % • In j 

满足关系式 
F(xy ,uv) = F(x ,u) + F(x ,v) + F(y ,u) + F(y ,v). 

3. 已知函数 

f(u,v ,w) = uu + wu + v, 

试求/O +y,x -y,xy). 

4. 求下列各函数的定义域： 

(1) z = \n(y2 -2x + 1) ； (2) u = arccos 

^ x 
2 . 2 

J 

5.求下列各极限： 
l - xy 

(1 ) lim 
(*,y)—►(O,!) %2 +y2 

(2) lim -y-1 ■ 2 
(*,r)-^(o,o) % -h y 

(3) lim 1心+ e” 

㈣-(1’0) + y 
(4) lim 

xy 

U’yHO’O) 2 — yxy+4 
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6.证明：当—(0,0)时，函数_/U，y) 不存在极限. 
X - y 

第二节偏导数 

、 偏导数的定义及其计算法 

大家知道，一元函数的导数定义为函数增量与自变量增量之 
比当自变量增量趋于零时的极限，它刻画了函数在一点处的变化 
率.对于多元函数来说，由于自变量个数的增多，函数关系就更为 
复杂，但是仍然可以考虑函数对于某一个自变量的变化率，也就是 
在其中一个自变量发生变化，而其余自变量都保持不变的情形下， 

考虑函数对于该自变量的变化率.例如，由物理学知，一定量理想 
气体的体积y、压强p与绝对温度r之间存在着某种联系.我们可 

以考察在等温条件下（即将r视为常数）体积对于压强的变化率， 

也可以分析在等压条件下（即将视为常数）体积对于温度的变 
化率.由多元函数对某一个自变量的变化率就引出了多元函数的 

偏导数的概念. 

定义设函数在点Owh)的某一邻域内有定义， 
当y固定在％而％在％处有增量Ax时，函数相应地有增量 

f(x0 + A%，y0) ~f(x0,y0), 

如果极限 
f(x0 + A^,y0) ~f(x0yy0) 

lim - 

存在，则称此极限为函数z =/(%，7)在点00，7())处对％的偏导数， 

记作乂（^)，y。），即 
r f x 1 /O0 + A%，y0) -/O0，y0) 

fAxoyJo) = lim---. ⑴ 
A*->0 Ar 

/!(%，y。）也常记作;^ 或2 
(欠0,y0) dx (x0iy0) (无oJo) 
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类似地，函数z =/(>，y)在点0Q，yQ)处对y的偏导数/yO。，yQ)定 

义为 

//Wo)'， 
f(^0,y0 + Ay) ~f(x0,y0) 

/yOQ，yQ)也常记作 
dy 

df 

(*o-ro) dy 

Ay 

，或 

⑺ 

(义o’ro) (欠0，外） 

如果函数2=/0,7)在区域D内的每一点（％，y)处对X的偏 

导数都存在，那么D内的每个点(x,y)，对应着z -f(x,y)在该点 

处对％的偏导数，这样就在D内定义了一个新的函数，这函数称 
为Z =/(X，y)对X的偏导函数，记作又（x，y). 

在（1)式中把乂换成^yQ换成y，便得函数2=/(%，7)对％的 

偏导函数的定义式 

/o + A%，y) -f(x,y) 

Ax 

人0,7)也可记作#，^或1.® 
ax dx 

类似地，可得函数z=/U，y)对y的偏导函数（记作/yO，y)) 

的定义式 

,,、v f(^,y + Ay) -f(x,y) 
Jr{x,y) = Iim ---, 

Ay—>0 A y 

/yO,y)也可记作或 

偏导函数也简称为偏导数. 

由偏导数的概念可知，/0，y)在点(>0，yo)处对％的偏导数 

A “0，);。）显然就是偏导函数人（％，y)在点（％，yQ)处的函数值， 
fy(x0，:yo)就是偏导函数/yO,7)在点O。，y。）处的函数值. 

由偏导数的定义可知，求2： =f(x,y)的偏导数并不需要新的方 

①偏导数记号&乂也记成4，/:.下面高阶偏导数的记号也有类似的情形. 
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法，只要应用一元函数求导法就可以了.求^时，只要把:K看作常量 
ax 

而对X求导数;求^时，则只要把A；看作常量而对；X求导数. 
dy 

偏导数的概念可以推广到二元以上的函数.例如，三元函数 
切=f(x,yyz) 

对％的偏导数定义为 
,, 、r f(x + Ax,y,z) -f(x,y,z) 

AU，y〆）=hm---• 
△欠一0 

实际上，这是把函数W =f(x,y,z)中的y和2看作常量而对％求导 

数.它的求法也还是一元函数的求导问题. 

例1求 <2： = x2 +3xy+y2在点（1 ,2)处的偏导数. 

解把y看作常量对％求导数，得 
dz 

dx 
2x + 3y; 

把％看作常量对y求导数，得 
dz 

dy 
3x + 2y. 

将％ = 1，y = 2代人上面的结果，就得 
dz 

dx 

dz 

dy 

2 • 1 +3 • 2 =8, 
(1,2) 

(1,2) 

1+2*2 

例2 

解 

例3 

求z = x~sin 2y的偏导数. 

设 z 

dz . dz 2 0 
——=z^sin Zy, ——=lx cos ly. 
dx dy 

xy O > 0，％ # 1，y为任意实数）.求证 
x dz 

+ 
dz 

y dx In x dy 
2z. 

证因为 
dz 

dx 
yx 

dz 

dy 
Yin X，所以 
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X dz 1 dz X y _ 1 1 yi y y ^ 

-h  -=——yx +  -x in x = x + x - Iz. 
y dx in dy y In x 

例4 r = ^x2 +y2 +z2的偏导数. 

解把y和z都看作常量对％求导数，得 

dr 
-—,. .. . 

X % 

dx Vy1 + 

类似地，有 

dr J dr_ z 

dy~ r ' dz 
一 • 

r 

例5 已知理想气体的状态方程pV = RT(R为常量），求证: 

dp dV dT 
1 

dV dT dp " 

I • 

证因为 

RT dp RT 
P~ dV~ 

--• 

v2i 

v = R\ 
p 

aK R 

dT 一 P 

pV 
T = — , 

dT _ V 

R dp R， 

所以 

dp dV 
-•- 參 

dT RT R 
• - • 

V RT , 
-一 一 -一 一 I 

dV ST dp V2 p R pV 

我们知道，对一元函数来说，#可看作函数的微分dy与自变 

量的微分心之商.而上式表明，偏导数的记号#是一个整体记 
dx 

号，其中的横线没有相除的意义. 

二元函数Z =/0, y)在点（％，7。）处的偏导数有下述几何 

意义： 
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设似。（％，7。，/(%，7。））为曲面^ =/0，y)上的一点，过似。作 

平面7=70截此曲面得一曲线，此曲线在平面:7。上的方程为 

^/(^^，而偏导数/:“^:^即为一元函数八^以在^〜处 

的导数： 

4~f(x,y0) ， 
d% x = xo 

由一元函数导数的几何意义可知，这个导数表示了该曲线在点M。 

处的切线M。；/；对％轴的斜率（图8-6).同样，偏导数/；0。，：^)的 

几何意义是：曲面z=/U，y)被平面所截得的曲线在点Mq 

处的切线M0Ty对y轴的斜率. 

y 

图8 -6 

我们知道，如果一元函数在某点具有导数，则它在该点必定连 

续.但对于多元函数来说，即使它在某点的各个偏导数都存在，也 

不能保证它在该点连续.例如，函数 

r_xy_ 

Z =f(x,y) =lx2 +/ 

10, 
在点（o,o)处对％的偏导数为 

当 x2 + y2 # 0 , 

当 ％2 + y2 = 0 
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/,(0,0) = lim 
Aa:—►O 

f(0+^xyO) -/(0,0) 
A% Ax-^O 

同样有 

4(o,o) lim 
Ay—►O 

/(0,0 + Ay) -/(0,0) 

Ay 
lim 0 

Ay—►O 
0. 

但是我们在第一节中已经知道，这函数当U，y) —(0,0)时的极限 
不存在，因此这函数在点（0,0)处不连续. 

思考题1 求下列函数的偏导数： 

(1) z - % y - y3 x ； (2) z = ( 1 4- x j)'. 

思考题2 —圆锥的底面半径为r，高为I体积为F.求: 

(1) 当A保持不变时，F关于r的变化率； 

(2) 当r保持不变时，F对于h的变化率. 

二、高阶偏导数 

设函数z=/0，y)在区域内具有偏导数 
dz 

dx 
=/,0，y)， 

dz 

dy 
=fyXx，y)- 

这两个偏导数在D内都是的函数.如果这两个函数的偏导 
数也存在，则称这两个函数的偏导数为原来函数z=/(%，y)的二 

阶偏导数.依照对变量求导的次序不同而有下列四个二阶偏 

导数. 

(1) /(^，y)对％的二阶偏导数，记作^，九（^，7)或 
dx 

，由下 

式定义 

f4(或九（hr) ,zxj 
dx) 

①记号I可看作是一个求偏导的运算记号，即对它后面的函数求关于$的偏导 
dx 

数.记号|也与此类似. 
dy 
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类似地，其他三个二阶偏导数的记号和定义分别为: 

(2) /0，y)对的二阶混合偏导数： 

d2z 

dxdy 
(或/^0,7)，\y A/i£' 

dy\ dxj 

(3) /(^，y)对y，x的二阶混合偏导数： 
’ d ( dz' z 
⑽(或4(U)’〜） 

(4) /(%，y)对y的二阶偏导数: 

d2z 

dy2 
(或/yy(%，；X) ,zyy) i(么 

dy 

如果二阶偏导数也具有偏导数，则所得偏导数称为原来函数 
的，如此等等.一'般地，z =/(%，y)的n - 1阶偏导数的 

偏¥£^T=/( ty)的〃阶偏导数.二阶及二阶以上的偏导数统 

称为尚阶偏导数. 

例6 设 z = % j~ - 3xy3 - + 1，求 
d2z d2z 

dxdy dydx 

d2z 

dy2 
及 

dx3 

解 
dz ^ 2 2 Q 3 
—=^X y -3y -y, 
dx 

n2 
d z 2 
Ti = 6xy » 
dx 

d z 2 
-=ox r 
dxdy 

d z 

9/-1, 

—= 7.x y - 9xy2 - x ； 
dy 

=Sx2y -9y2 - 1 , 
dydx 

―\ - 2x3 - 18^7； 
dy 

dx' 
6/. 

我们看到例6中两个二阶混合偏导数相等，即 

d2z _ d2z 

dxdy dydx' 

这不是偶然的.事实上有下述定理. 

定理如果函数z =f(x,y)的两个二阶混合偏导数 
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d2z 及 d2z 

dxdy dydx 

在区域内连续，那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必 

相等. 

换句话说，二阶混合偏导数在连续条件下与求偏导的次序无 

关.这个定理的证明从略. 

例6中两个二阶混合偏导数均为多项式函数，它们在整个 

xOy面上都是连续的，因此它们必定相等. 

上述定理还可推广到更高阶的混合偏导数的情形.对此有下 

列结论:如果函数z=/0，y)的直到某阶为止的一切偏导数在区域 
D内都存在且连续，那么所出现的同阶混合偏导数均与求偏导次 

序无关.例如，在连续条件下， 

/— =/— =/〆 
上式表示，只要对％求偏导两次，对y求偏导一次，不论求偏导次 

序如何，结果是一^样的. 

对于二元以上的函数，也可以类似地定义高阶偏导数，而且高 

阶混合偏导数在偏导数连续的条件下也与求偏导的次序无关. 

例7验证：函数z = In /c2 +/满足方程 

dx2 dy2 

证因为 z = In ^x2 +y2 =+ln(%2 + 〆），所以 

dz _ x _ J 

dx x2 + y1， dy x2 + y2 ' 

d2z (%2 + y2) - x • 2x y2 - x2 

dx2 ~ (X2 +y2)2 ~ (X2 +J2)2 

d2z _ (x2 +y2) -y • 2y _ x2 - y1 

By ~ (x2 +y2)2 ~ (x2 +y2)2' 

因此 
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d2Z d2Z J - X1 x - y 
2 

dx by (x2 +y2)2 (x2 + y2) 
0. 

例8 r = y%2 + r2 +/，证明：函数u=丄满足方程 

证 
du 

dx 

d2u 

dx2 

d u d u 
2 ^ 2 

dx2 by 

1 dr 

d2u 

dz2 

0. 

x X 

dx 

+ 
3尤 dr -- 

dx 
+ 

3^ 

由函数关于自变量的对称性'只需在上式中将％换成:换成z 

就可分别得到 
、2 1 a..2 ^2 1 o 2 

U 

dy 
+ - 

3j d2u 

dz 
+ 

3z 

因此 

)2U d2U d2U 3(x2 + y2 + z 
+ 

dx2 dy2 dz2 

+ 

+ -_A_ 

例7和例8中的两个方程都叫做^jg^(LaplaCe)tg，它 

在研究热传导、流体运动等问题中有用. — 

思考题3设/(x，y) =g{x) + /i(y)，其中尽（；0和& 均二阶可导，求 

fxx >Jxy yy* 

习题8 -2 

..求下列函数的偏导数： 

①若当函数表达式中任何两个自变量对调时，函数表达式保持不变，则称函数关 

于自变量具有对称性. 
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(1) ^ 
U + V2 

UV 
(2) z = ^yin(xy)； 

(3) z = sin(xy) + cos2 (xy) 

(5 ) u - xT ； 

(4) z = In tan 
x 

y 

(6) u = arctan(x - y) 

2.设卜令0. 

3. = (士+1)，求证:a;2主+/—=2z. 
dx dy 

4. 设/0，y) = x + (y-l) arcsin ^, O • 

x2 + y2 

5. 曲线r_ 4 ’在点u，4,5)处的切线与正向x轴所成的倾角是 

y = 4 

多少？ 

6. 一质点沿着上半球面/29-/ -/与平面y=3的交线运动.问在 

点（4,3,2)处，z关于x的变化率是多少？ 

7求下列函数的S’ $和蠢 

(1) z = x4 + y4 - 4x2 y2 ； (2) z = arctan 
r 
X 

(3) z = /. 

8. 设/(x，y，z) = xy2 + yz + zx2，求九（0,0,1) ,fx2 ( 1,0,2) ,fyz (0, -1，0)及 

人“2,0，1). 

9. 设 z =xln(xy)，求」及 d Z 
2. 

10.验证： 

(1) y = e - “2' sin 满足 

dx dy dxdy 

dy , d2y 

dt dx 

、2 .2 

(2) r = ^x2 + y1 + 22满足^"4 + 
d_r_2_ 

dx2 dy2 dz2 r 

第三节全微分 

对于一元函数y =/b)，在第二章第七节中曾讨论过用自变 
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量增量的线性函数近似代替函数增量Ay的问题.现在对于 

二元函数来讨论类似的问题. 

设函数z =/0，y)在区域Z)内有定义，点P(x0 ,y0)^ D.当自 

变量％取得增量△%，自变量y取得增量Ay时，得到点P^x.+Ax, 

y0 +Ar)，假设点F也属于从函数在点P及点P'处的函数值之差 

f(x0 + Ax,y0 + Ay) -/( x0,y0)称为函数在点Z5对应于自变量增量 

A%, Ay的全增量，记作Az，即 

Az =f(x0 + Ax,y0 + Ay) -f(x0，y0). (1) 

例如，设一圆柱体的底半径为r,高为A,当底半径和高各自获得增 

量A/*和A/i时，为了了解圆柱体体积F的改变量，就要计算如下 

的全增量： 
W = Tr(r + Ar)2 (h + Ah) - irr2h 

= 2-rrr/iAr + irr2 Ah + 2irrArA/i + irh( Ar 广 + tt( Ar) ~ Ah. 

一般说来，多元函数全增量的计算是比较复杂的.但是从上面这个 

例子可以看到，当I Ar|与| AM很小时，圆柱体体积的全增量 
可以用hrrhAr + irr2Ah来近似表示，它是自变量增量Ar与A/i的 

线性函数（这里r，/i视为常数），而由此产生的误差的每一项均是 

Ar和ZU的二次或三次函数，故当A/•和A/i趋于零时，误差趋于 

零的速度要比27rr/iAr + irr2Ah趋于零的速度快得多.也就是说， 

这种近似的精确度是比较高的.多元函数的全增量在局部范围存 

在线性近似表达式，这条性质引岀了多元函数的可微性概念. 

定义如果函数z =/0，y)在点Oo，y。）的全增量 

=f(x0 + Aa：,j0 + Ay) -f(x0 ,y0) 

可表示为 
Az = A Ax + B Ay + o(p) , (2) 

其中不依赖于Ax,\y而仅与x0 ,y0有关， 

p = / (Ax)2 + ( Ay)2, 

则称函数：=/(>，7)在点(>。，7。）是可微的，而AAx + B\y称为函 
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数z =/0,7)在点（％0，Jo)的全微分，记作dz，即 

dz = A Ax + B Ay. 

由（2)式可知，如果函数z =/U，y)在点U。，；^)可微，则当 

p—0时（当然同时有A%—0，Ay—0)，就有0,于是由（1)式得 

lim/(,0+A,,y0+Ar) = lim [/(,0 , 7o) +Az] =/(Wo)， 
从而函数z =/(〜7)在点（％，70)处连续.因此，如果函数在点 

(%，7。）处不连续，则函数在该点一定不可微. 

下面我们证明：如果函数z=/U，y)在点（％，氕）可微，那么函 

数 Z =/(%，y)在点（％。，y。）处的偏导数/(( %。，y。），/y O。，7。）必存 

在，并且 
^ =/,O0，y0)，6 =/yO0，y0)， 

从而函数z =/0,7)在点(>。，70)的全微分为 

^ =fx Oo，y0) A% +/y (x0,y0)Ay. (3) 

事实上，若函数在点Uo，yQ)可微，那么（2)式对任 

意的A%和Ay都成立，于是对Ay =0也应成立，这时p = | Ai |，所 

以（2)式成为 

/Oo + A%,Jo) -f(x0，y0) =4 . Ax + 0( I Ax I). 

上式两边除以Ax，再令A%->0取极限，就得 

f(x0 + A尤，y0) ~f(x0,y0) 
lim -= A. 
△欠—o 

这就证明了偏导数/：(%，y。）存在，且等于i同样可证B = 

4 (%，y。）. 
从以上讨论可得如下的重要结论： 

如果函数2 =/(x，y)在点Oo，：^)可微，则它必在该点连续并 

存在偏导数A(%，：r。）和4(%，y0). 

我们知道，一元函数在某点的导数存在是微分存在的充要条 

件.但对于二元函数来说，情形就不同了.当二元函数的两个偏导 

数都存在时，虽然能形式地写出 
fx(x0,y0)Ax +/y(^0,j0) Ay, 
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但它与Az之差并不一定是p的高阶无穷小，因此它不一定是函数 

的全微分.换句话说，偏导数存在只是全微分存在的必要条件而不 

是充分条件.例如，在第二节中已看到，函数 

'-7-^7,当 
/0，y) = | ^ +y 

.0， 当 ％2 + y2 = 0 

在点（0,0)的两个偏导数都存在:人（0,0) =0, 4(0,0) =0,但这 

函数在点（0,0)处不连续，因此在该点是不可微的，也就是说， 

/U，y)在点（o,o)处不存在全微分. 

但是，如果再假定函数的各个偏导数连续，则可保证全微分存 

在，即有下面的定理. 

定理如果函数2： =f(x,y)的偏导数又(>，y)，/y O，:x)在点 

(%，7。）连续，则函数在该点的全微分存在. 

这个定理的证明从略. 

习惯上，我们将自变量的增量A^,Ar分别记作ck，dy，并分别 

称为自变量％，y的微分.这样，函数z =/0,7)在点0。，7。）的全微 
分就可写为 

=L(xo ,y0)^x +fy(xo »r0)dr- (4) 

如果函数在一个区域内各点处都可微，就称这函数 

可微，其在任意点(>，7)的全微分为 

心=乂（义，7)心+4“，y)dy， （5) 

或 
, dz , dz . 

az = 一d^; + 一ay. 
dx dy 

以上关于二元函数全微分的定义、全微分存在的必要条件和 

充分条件以及全微分存在时的表达式等，可以完全类似地推广到 
三元和三元以上的多元函数.例如，如果函数 

w =f(x,y,z) 

的全微分存在，那么必定有 
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dw =fx(x,y,z)dx +fy(x,y,z)dy+fz(x,y,z)dz, 

或 
, dw 飞 dw . dw , 

aw = —+ —dr + —az. 
dx dy dz 

例1 求函数z + y2的全微分. 

解因为竽= +办，所以 
dx dy 

dz = 2xy d^: + ( %2 + 2y) dy. 

例2计算函数z = ev'在点（ 2，1)处的全微分. 

解因为 

所以 

dz xy dz xy 

dx 
=ye -， 

dy 
=xe 

dz _ 2 
e , 

dz 

dx (2,1) dy (2,1) 
2e 

dz 
(2.1) 

e2d% + 2e"dy. 

例3細数…+ 81十广的全微分. 

解因为 

所以 

dw 

dx 

dw 1 J yz dw 
—=—cos — + ze ， 
dy 2 2 dz 

yz 
ye ， 

dw = d% + I —cos ~ + 2：e,z j dy + yey：dz. 

由二元函数的全微分的定义以及全微分存在的充分条件可 

知，当二元函数z =/0，y)的两个偏导数A (^，y)，4 0，y)在点 

(%，y。）连续，并且|A%|，|Ay|都较小时，就有近似等式 
=fx(x0,y0)\x +fy(x0yy0)Ay. 

上式也可写成 

(6) 
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/U。+ Aac,70 + Ay) ^f(x0,y0) +fx(x0,y0)Ax +fy(x0,y0)\y. 

若令x =x0 + Ax,y = y0 + Ay,则上式又可写作 

f(x,y) «/O0,y0) +/*(^o»ro)(x-x0) +fy(x0,y0)(y-y0). 

(7) 

与一元函数的情形相类似，我们可以利用（6)式或（7)式对二 

元函数作近似计算. 

在本节开头的引例中，我们得岀了当/•，/1各自获得增量A/*， 
A/i时，圆柱体体积V = i：r2h的增量AV的近似表达式 

AK^lirr/iAr + irr2 Ah, 

可以看到，上式右端即为 
dV 

Ar + 
dV 

dh 
A/i = dV, 

因此这个近似等式就是（6)式所表示的结果. 

例4计算1.042 °2的近似值. 

解设函数/0，y) =/.显然，要计算的值就是该函数在 
x = 1. 04 , y =2. 02 

时的函数值/(1.04,2. 02). 

取无0 = 1 ,7o =2,则$-欠0=0. 04,y -y0 =0. 02.由于 

/(1,2) =1, 

fx(x,y) =yxy~l , fy(x,y) =%yln %, 

/“1，2) =2，4(1,2) =0, 

所以，应用公式（7)便有 
1. 042 02 «1 +2 x0. 04 +0 xO. 12 =1.08. 

例5设电阻由两个电阻并联而成，仏>R2.问哪个 

电阻的变化对并联电阻K的影响较大？ 

解由电学知，士啵即 

R = 

-+ + ^2 
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由于 

dR _Ri(R\ + 及2) -尺1 穴2 _ ^2 

巧=(R' +R2)2= (Rx +/?2)2, 

3R 尺1 (及1 + A) _ RiR: 
dR， (A +R2) (R, +R2) 

2# 

因此有 

AR^dR 
R\ 

A/?, + 姚 
(R, +R2y~ 1 +R2) 

因为& >/?2，所以a/?2前面的系数比前面的系数大. 

这说明如果&，/?2有同样大小的改变量= a/?2,那么对 

AR的影响要大于对A/?的影响，即较小电阻的变化对并联 

电阻K的影响较大.或者说，并联电阻对较小电阻的改变更为 

敏感. 

思考题1 2 =/(x，y)在（At。，y。）处可微的必要条件是什么？充分条件是 

什么？ 

思考题2 计算z = //在点（1，1)处的全微分，并由此证明：在（1，1)的 

邻近，;ca〆=1 + a(x - 1 ) +)8( j - 1). 

习题8 -3 

1. 求下列函数的全微分： 

/ 1 \ ^ o \ ~~~ (1) z = xy + — ； (2) z = e x ； 
r 

(3) z ― — ■ ^- ； (4) w = xyz. 
y/x2 + y2 

2. 求函数2： = 111(1+%2+72)当^; = 1，7=2时的全微分. 

3. 求函数2 = 当％二2,7 = 1，厶1二0.1，厶7= -0. 2时的全增量和全 
x 

微分. 

4. 求函数z二e*y当文=1，y = 1，Ax =0. 15 , Aj = 0. 1时的全微分. 

5. 计算71.023 + 1.973的近似值. 



第四节多元复合函数的求导法则91 

6.计算 1.971()5的近似值.（In2«0.693.) 

第四节多元复合函数的求导法则 

我们在上册中已经学习了一元复合函数求导的链式法则：如 

果函数pgO)在点f可导，函数；r=/(幻在对应点％可导，则复合 

函数y=/(g(0)在点〖可导，且有 
dy dy d% -=-• -• 
dk dx dt 

现在将这一重要法则推广到多元复合函数. 

多元复合函数的求导法则在不同的函数复合情况下，表达形 

式有所不同，下面归纳成两种典型情形加以讨论. 

情形1——复合函数的中间变量均为同一自变量的一元函数 

的情形 
如果函数都在点％可导，函数Z =f(uyv) 

在对应点具有连续偏导数，则复合而成的一元函数^ = 

f[(p{x) ,lf/(x)]在点X可导，且有 
dz _ dz du ^ dz dv 。） 
dx du d% dv dx 

事实上，设X取得增量Ah则U和2；相应取得增量Au和Ai；， 

由于z =/(>，?；）可微，故知z的全增量 

Az = —Au + —Av + o(p), 
du dv " 

其中 p = V( Au)2 + ( Ai；)2. 

将上式两端同除以A%，得 
^=dlAu + dlAv+o(p)_^ 

A% du A% dv Ax A% 

并令A%—0,则有 
Au du Av dz; 
A% dbc Ax dx 
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并可证明 

从而得 

o(p) 

Aac 

dz Az dz du dz dv 
—=lim —- =-- +-—. 
dx a*->o du ax dv ax 

dz 
复合而成的一元函数2 =f[cp(x) ,ify(x)]的导数^-叫做全导 

ax — 

g，（i)式也称为全导数公式. 

用同样的证明方法，可把（1)式推广到复合函数的中间变量 
多于两个的情形.例如，设 

z =f(u ,v ,w) , U = (p(x) , V = , W - 

复合而得一元函数 
么=f[<p(x) ,ip(x) ,co(x)], 

则在类似的条件下，有以下的全导数公式： 
dz dz du dz dv dz dw 
-=-^__• 

dx du dx dv dx dw d^: 
(2) 

例 1 设 z = + 3uv4 ,u = ex ,v = sin x ,求全导数 
dx 

ATI dz dz du dz dv 解 ——=-h- 
d% du d% dv dx 

=(2uv + 3v4) ex + (u2 + 12uv3) cos x 

=(2exsin x + 3sin4%) ex + ( e2x + 12e*sin3A!：) cos x. 

这里最终将#表示成了 x的函数，但对于某些目的来说，这一 
dx 

步并非总是需要的.例如，为了计算#在^=0处的值，只需注意到 
ax 

X = 0时，U = 1，t； =0,则由倒数第二步即可得 

dz 

dx 
0 • e° + 1 • cos 0=1 

例2 设2： = 〆（w>0，u#l)，而 w = ix(%)及 均可导， 
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根据复合函数求导法则，复合函数 
dz dz du dz d?; 

— I 
du cbc dv d% 

v - \ dz/ vi 
=vu + u m i 

ax 

dv 

L dx 

2 可导，其导数为 

dw 

dx 
+ ln 

df\ 

dir 

以上结果在上册中曾用对数求导法获得. 

情形2——复合函数的中间变量均为同样几个自变量的多元 

函数的情形 
如果函数u = (p(xfy)，v = ip(x，y)都在点（x，y)具有对x及对 

y的偏导数，函数2 =/0，《0在对应点0，i；)具有连续偏导数，则复 

合函数，:r)，<A(x，y)]在点（x，;x)的两个偏导数存在， 

且有 
dz _ dz du dz dv 

(3) 
dx 

- | 

du dx dv dx’ 

dz - dz du dz dv 
(4) 

dy du dy dv dy 

事实上，这里求#时，y看作常量，因此这时中间变量^及r 

可看作为％的一元函数而应用（1)式.但由于 

以及 

^ =f[<p(x,y) ,ifj(x,y)] 

u - cp{x ,y)和 v = if/(x ,y) 

都是x，y的二元函数，所以应把（1)式中的记号d改成记号这 

样便由（1)式得（3)式.同理，由（1)式可得（4)式. 

类似地，设z=/U，〜W具有连续偏导数，而 
U =(p(xyj) , v =ijj(x,y) , w =oj(x,y) 

都具有偏导数，则复合函数 
z=f[(p(x,y),il/(x,y),(o(xyj)] 

有对自变量的偏导数，且 
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dz_ 

dx 

dz 

dy 

dzdu^dv^z dw 

du dx 

dz du 
+ 

dv dx 

dz dv 
+ 

dw dx 

dz dw 

du dy dv dy dw dy 

例3 S 2 = eusin v u = xy ,v = x + y 

dz ^ dz 
—— 和 ——• 
dx dy 

解由公式（3)及（4)得 
dz _ dz du dz dv 

dx du dx dv dx 

(5) 

(6) 

e sin v • y + e cos v • 1 

exy [ ysin(x + y) + cos(% + y)], 

dz _ dz du dz dv 

dy du dy dv By 

eusin v • x + eucos v 

=exy [ A；sin( a; + y) + cos +r) ]• 

例4设z =f(x2 -y2 ,y2 -^2)，/具有连续偏导数，证明： 
dz dz 

y-1- x — = U. 
dx dy 

证题中给出的/(/ -y\y -/)是复合函数的一种记法， 

其中间变量没有明显写岀.为了便于应用求导公式，先令 
2 2 2 2 

u = x - y , v = y - x , 

于是复合函数2 =f(x2 -y2 ,y2 - ^ )由2二 f(u，v) ,u = xz - y\v 
2 2 2 

J -x1复合而成.按公式（3)和（4)，有 
dz 

dx 

dz 

dy 

dz du dz dv 

du dx dv dx 

dz du dz dv 

du dy dv dy 

dz' 
2x^-2x^=2x{^ 

du dv \ du dv 

2r( 
dz 

dv 

dz' 

du, 

所以 
dz dz ^ I dz dz' 

y-h x ——=Zxyl- 
dx dy \ du dvi 2皆 £)=0. 
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在复合函数求导时，有时会遇到复合函数的某些中间变量是 
多元函数，而另一些中间变量是一元函数的情形.这时只要把一元 

函数也看作是多元函数，只是某些自变量没有出现而已.这样，公 
式（3)和（4)依然适用，如下例所示. 

例5 1^. z = arcsin 外，…6、…2,求S和S. 

解注意到中间变量y只是f的函数，所以字= 0，字=宇，于 
ds dt at 

是由公式（3)和（4)可得 

dz dz dx y t t2e' 
____ I.- .. — 公 — .I. m . 

ds dx ds 「T 「、 2 a it 
y/l - x y A/l-sfe 

dz _ dz dx dz dy 

dt dx dt dy dt 

J 

- x2y2 

• sel + 
x 

• 2t = 
(t +2) ste 

a/1 - s2t4e2t 

例6 z = ex2 + y2 + u，2 -x sin y.求土和生. 
dx dy 

解可用公式（5)和（6)求解.在本例中，变量％和7既是复 

合函数的自变量，又是中间变量，为避免使用公式时出现记号的混 
淆，先引入记号/0，y，w；)，令 

r/ \ ^2 + y2 + w2 

z=J(xJy,w) =e ， 

于是由公式（5)得（注意这时公式（5)中的u=x,v=y): 

Hi +里.^=2xex2 + y2 + w2 +2wex2 + y2 + w2 - 2%sin y 
dx dx dw dx 

-2x( 1 +2?sinW”2 + *4sin2y —、丄丁 Aj olll j / ^ J 

在上式中，要注意等式两端的#和#是不同的.左端的#是在复合 
dx dx dx 

后的函数z =/0，y，/sin y)中把y看作常数而对^的偏导数，右 

端的#是在未经复合的函数z =/O，y，w0中，把y和w看作常数 
dx 
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而对％的偏导数. 

再由公式（6)可求得 
dw 

• 1 +—- 
dy dy 

. i +i£ . ^Lzz2ye2 + y2 + w2 +2wex2 + y2 + w2 - %2cos y 
dw dy 

r\ / . 4 \ + x^sin^-y 
=Z^y + x sin jcos y) e ， 

式中的#和#也有类似的区别. 
dy dy 

最后再看一个求多元复合函数的高阶偏导数的例. 

例7设M； =/(X + y +z,xyz)，/具有二阶连续偏导数，求 
2 

dw ^ d w 
—— 和 -• 
dx dxdz 

解令n+y+z，i; =平，则w =f(u,v).为表达简便起见，引人以下 

记号 

f\(u,v) =fu(u,v) , f"2{u,v) =fuv(u,v), 

这里下标1表示对第一个变量U求偏导数，下标2表示对第二个变量t；求偏 

导数，同理有/;，/;;，/&，等等. 

因所给函数由W =/(u,v)及u=AC+y+2，w=^yz复合而成，根据复合函数 

求导法则，有 

dw r, du , dv , , 
—=/i - — +/2 •— =/i +rzJ 2 * dx dx dx 

w 

dxdz dz 
(/； +yzf'2) Jll-+yf'2+yZdf2 

dz dz 

时，应注意/;及/㈣有同样结构的复合函数，因此根据复合 

函数求导法则，有 

df \ du dv 
=fn - — ^fn •—=/n^r/n， 

dz dz dz 

df 2 . du • dv # 
~~ :f’i\ • 了 +/22 • ~ =fl\ + xyf22- 

dz dz dz 

于是 

w 

dxdz 
:/n + xyfl'2 +yf2 + yzf^ +xy2zf"2 
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=fn +y(x+ z)f'；2 + xy2zf"2 + yf'2. 

最后一步利用了/,"2 =/^，这是因为/具有二阶连续偏导数，所以这两个混合 

偏导数相等. 

思考题1 在求;r = %8ina： (x>0)的导数时，有同学用幂函数求导公式得 

y' = sin x • xsin 1-1 ;有同学用指数函数求导公式得y' = %sm * • In % • cos :jc.这两 

个结果都不对，但它们的和却给出正确结果：〆=sin % • %sin 1 ~1 + xsm * • In x . 

cos 试用全导数公式解释这个结果.又，此结果适用于一般幂指函数 

u(x)vM (u(x) >0)的求导吗? 

思考题2设 z =f{u,v) ,u =xy,v = % + y，且/“（2,3) = 2，人（ 2，3 ) = 1.求 

(x,y) = ( 1，2)处的■^和^. 
dx dy 

习题8 —4 

1. ^ z = eu~2\]fii u = sin x yv = %3，求 
dz 

dx 

2•设 z = arcsin( x - y)，而 x = 3t yy = 4t 3,求去 

3.设 z = u2w - uv2，而 u = xcos y,v = isin y，求」^和 
dz dz 

dx dy 

x 
4.设 z = i/ln y，而 u =二，i; = 3x - ，求主和主. 

y dx dy 

du 
5. ^iu=xy + yz , x = rse ,y = rs e~l ,z = r ssin £，求—在，点(r,s,t) 

ds 

(2，1，0)处的值. 

、 ^ dz 
6. 设 z = arctan( w)，而 y = ex，求-p*. 

7.设函数 z = arctan —，而％ = u + v,y - -u - 2；，验证: 
y 

dz 
—+ 
du 

dz u - -V 

dv 2 
u - 

, 2* 
1- V 

8.求下列函数的一阶偏导数（其中/具有一阶连续偏导数）： 

(1) w =/(,e*y) ； (2) w ； 
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(3) w =f(x,xy,xyz). 

9.设z = + #( ii)，而u=~^~，F(u)为可导函数，证明: 
X 

dz dz 
—+ y — 
dx dy 

+ xy. 

10. 设p / ■ 2，其中/(U)为可导函数，验证: 
fix -y ) 

1 dz 1 dz _ z 
H = ―• 

x dx y dy y 

11. 求下列函数的4 (其中/具有二阶连续偏导数）： 
dx dxdy dy 

(1) 2=/(a;，f); (2) z =f(xy2 fx2y). 

12. 设1^=/(17)具有一阶连续偏导数，而1=^^，7=^^，证明: 

13.设有一圆柱体，它的底半径以0. 1 cm/s的速率在增大，而高度以 

0.2 cm/s的速率在减少.试求当底半径为100 cm，高为120 cm时， 

(1)圆柱体体积的变化率； （2)圆柱体表面积的变化率. 

第五节隐函数的求导公式 

在第二章第五节中我们已经提出了隐函数的概念，并且指岀 

了不经过显化直接由方程 
F{x,y) =0 (1) 

求出它所确定的隐函数的导数的方法.但那时所讲的隐函数的微 

分法，是在方程（1)能确定一个一元函数7=/(幻，且这函数可导 
的前提下进行的.然而形如（1)式的方程并不一定都能够确定一 

元函数7=/(幻，例如，方程 
x2 + j2 + 1 = 0， 

由于无论取什么实数都不满足这方程，从而这方程不能确定 
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任何实函数y=/(幻.这说明在施行隐函数求导法前，必须明确两 
个问题:一是在什么条件下，方程（1)可以确定隐函数7=/(幻；二 

是如果能够确定隐函数的话，这函数是否可导.显然，这两个问题 
的答案均与（1)式左端的二元函数FO，y)有关.下面叙述一个定 
理，这定理告诉我们，当FU，y)满足什么条件时，就保证（1)式能 

确定一个函数7=/(幻，并且这函数可导，此外还给出求这函数的 
导数的公式. 

隐函数存在定理1设函数F(%，y)在点PU。，：^)的某一邻 

域内具有连续的偏导数，且 

尺(欠o，；Ko) =0，'(义0,70)#0， 

则方程F{x,y) =0在(>。，:k。）的某一邻域内能唯一确定一个可导 

且具有连续导数的函数7 =/(幻，它满足条件To =f(x0)，且有 

公式（ 2 )就是辑__求轉式. 

这个定理的证式（2)在定理结论的其余部 

分已经证得的前提下作如下推导： 

将方程（1)所确定的函数7=/(幻代人（1)，得恒等式 

上式左端可以看作是％的一个复合函数，现在求这个函数的全导 

数.由于恒等式两端求导后仍然恒等，即得 
dr 
—=0. 
dx 

由于心连续，且心（％。，7。）#0,所以存在点（％，％)的一个邻域， 

在这个邻域内匕#0,于是得 

dj _ Fx 

Tx = ~y； 
(2)式右端一般同时含x和y，其中y是由方程（1)所确定的 

隐函数y=/U). 
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例1求由方程/+/-1 =0所确定的隐函数:r =：/(%)的一 

阶与二阶导数. 
解这里 F(x,y) =x2 +y2 -l ,Fx =2x,Fy =2y.由公式（2)得 

dy x 
-— _ _ 

dx J ' 

注意上式中的:K是％的函数，再次求导得 

,2 , y-xl ] 
a r y -xy \ y ) 
T7= 2 = 2 
dx y y 

y2 + x2 1 

与定理i 一样，我们同样可以从三元函数F(Xyr,z)的性质， 

来断定由方程 
F(x,y,z) =0 (3) 

所确定的二元函数z =f(x,y)的存在性以及这个函数的性质.这就 

是下面的定理. 
隐函数存在定理2设函数F(%，y，z)在点POwhA)的某 

一邻域内具有连续的偏导数，且 

F(xo,jo，zo) =°» 匕O0，y0，:o)_0， 
则方程F(x,y,z) =0在点（乂，；)^，％)的某一邻域内能唯一确定一 
个具有连续偏导数的函数z =f(x,y)，它满足条件2：。=f(x0,y0 ), 

且有 
dz Fx dz ty 

dx - Fz’ dy ~ Fz 
(4) 

与定理1的情况类似，我们仅对公式（4)作如下推导。因为 
F[x,y,f(x,y) ] =0, 

且上列恒等式左端的函数满足复合函数求导法则的条件，故对上 
式两端分别对％和y求偏导数，得 
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由于^连续，且匕（％，yQ，z。）#0,所以存在点（％，7。，义）的一个 

邻域，在这个邻域内/^#0,于是得 

dz _ ^x dz _ Fy 

dx Fz dy Fz 

例2设％2 + y2 + / - = 0，求》和^ 

解这里 F{x,y,z) =x2 + y2 + z2 -4z，则 =2x，FZ = 2z -4. 

应用公式（4)，得 

dz _ x 

dx 2 - z 

为求在上式两端再一次对x求偏导数，注意z是的函 
dx 

数，得 

d2z _ 

dx2 

例3 

(2 一扣J (2 一扣七 

(2-2: (2—2. 

求球面 X J1 + Z 1与平面％ 

(2 - z)1 + x2 

(2-zy ' 

的交线[在点 

4夺，+，夺)和-|)处的切线对y轴的斜率. 

解由偏导数的几何意义，本题即求由方程？ +/ +/ = 1所 

确定的隐函数2 = 2(%，y)的偏导数•^在jg两点处的值. 
dy 

令 F(x,y,z) -%1 +y2 + z2 - 1，则由公式（4)得 

dz_ _ _K_ _2y = _y_ 
dy Fz 2z z ' 

所以[在4点的切线对y轴的斜率为-1 = - +，而L 
1 (以-(+，夺） 2 

在B点的切线对y轴的斜率为- I =备. 
z (^) = (f-l) 2 
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思考题1 设x y' + cos y=0,求孕 
Ax 

思考题2 设 ％ =x(y，z)二y(x，2)和 z =z(A；，y)都是由方程尺（;《，7,2)= 

0所确定的隐函数，则’ • = . 
dy dz dx - 

习题8 -5 

设 sin j + ex - xy1 = 0，求 dy 

dx 

2. 设 ln^/x2 + y2 = arctan 求- 
x dx 

3. 设 ％+2y+z - 2 y/ xyz = 0,求及 • 
dx dy 

4. 设土 = In丄，求A及！. 
^ J dx dy 

dz dz 
5. 设2sin(文 + 2y _ 3z) = x + 2y - 3z,\]E^ :—+ — 

dx dy 

6.设 ez - xyz = 0，求 
d2z 

dx 
2. 

7.设 z3 - 3xyz = a3，求 
d2z 

dxdy 

第六节多元函数微分法的几何应用举例 

一、空间曲线的切线与法平面 

设空间曲线厂的参数方程为 
x = (p(t) , y=^⑴，z=co(t) , ( 1 ) 

这里假定（1)式中的三个函数都可导，且导数不同时为零. 

考虑曲线厂上对应于f ~的一点M(x0，:K。，zQ ).为了求得该 

点处的切线方程，先在厂上取对应于 
t = t0 + At 
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的邻近一点 
M' (xQ + , jo + Ay, 20 + A^). 

曲线的割线MM'的方程是 

x - x0 7 ~ To 2 - z, 

Ax Ay 

当w沿着r趋于m时，割 

线mm'趋于一极限位置，此极限 

位置上的直线Mr就是曲线r 

在点m的切线（图8 -7).用Ai 

除上式各^'，得 
X -x0 y - Jo Z -z0 

— — • 

Aj Az 
Af At 

令M'—M (这时Af—0)，通过 

对上式取极限，即得曲线r在 
点M的切线方程为 

\z 

% — ％ _ r -Jo z-z0 

<pr(t0) (or{t0y 

从（2)式可以看到，由参数方程（1)给定的空间曲线r在对 

应于£ = ~的点财(>。，7。，^))处的切线的方向向量（记作t)是 
T-{(p'(tQ) ,Oj\t0)). 

通过切点而与切线垂直的平面称为曲线在该点的转平两.由 
平面的点法式方程即可得曲线厂在点M的法平面方程 

cp'(t0) (x -x0) +0’Oo)(y-yo) +^r(t0) (z-z0) =o. (3) 

例1求曲线％ = f，y = t2，z = f3在点（1，1，1 )的切线方程及法 

平面方程. 

解因为< =l，y; =2t乂 =3/，而点（1，1，1)所对应的参数 
i = 1，所以 

< I =1， y\ I t=i =2， z[ I t=i =3. 
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于是，切线方程为 
x J Z 

2 

法平面方程为 

即 

(jc - 1) + 2 (j - 1) + 3(2-1) =0 

太 + 2y + 3z = 6. 

rx =acos t, 

例2证明：螺旋线厂：< y = asin i，上各点处的切线与^轴夹 
,z = bt 

成定角. 

证设厂上任一点M的坐标为（acos t0yasin t0,bt0)，则点M 

处的切线的方向向量为T = ( - asin t0, acos t0,b).于是，切线与z 

轴之间夹角^的余弦为（第七章第五节公式（5)): 

\t • k\ I (acos ,asin t0,b) - (0,0,1 ) 
COS (p = n 「j j I ― --- 

I T I I ^ I ^ { - asin t0)2 + ( acos t0)2 + b2 .1 

a/ a2 + b2 

可见cos 与~无关，即与点M的位置无关，所以尸上各点处的 

切线与z轴夹成定角. 

二、曲面的切平面与法线 

先讨论由隐式给出的曲面方程 
F(x,y,z) =0 (4) 

的情形，然后把由显式给出的曲面方程z=/U，y)作为隐式方程的 

特殊情形处理. 

设曲面三由方程（4)给出，U，y。，％ )是曲面了上的一点， 

并设函数F(%，y，z)的偏导数在该点连续且不同时为零.现在来 

证明，在曲面J：上通过点M且在该点处具有切线的一切曲线， 
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图8 - 8 

它们在点M的切线都在同一 

个平面上.为此，在曲面万上 
过点m任意引一条曲线r 

(图8-8)，假定曲线厂的参数 

方程为 
x =cp(t) , y = ip(t)， 

z =co(t) , (5) 

t = t0对应于点 M (x0,y0,z0), 

〆（〜），《A' 0。），⑴L )存在且 
不全为零.由上一目知道，这曲 
线厂在点M具有切线，且 

T = (<pf (t0) ,0)'(tQ)) 

是该切线的方向向量.因为曲线厂位于曲面2上，所以有恒 

等式 
F(<p(t)，少⑴,o(t) ) =0. 

又因为，y，z)的偏导数在点M( %，yQ，zQ)处连续，且〆（~ )， 

ip'(t0)，o/(0存在，所以这恒等式左端的复合函数在t = t0时有 
全导数，于是 

dF 

dt 
0 

:lo 

即 

(6) 

匕O0，y0,20)(p’（《0) +FyO0，y0，z0)4’（Z0) + 

FzO0，y0，:0)〆“）=0 . 

如果引入向量 
n = (Fx(x0yy0,z0) ,Fy(x0 ,y0 ,z0) , Fz(x0 ,y0 ,z0)), 

那么（6)式表示 

W丄T. 

因为曲线（5)是曲面2上过点M的任意一条曲线，而if为一 

定向量，所以这就证明了曲面2上通过点M的一切曲线在点M 
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的切线都与同一向量《垂直，也就是说，这些切线都位于过M点 

且以《为法向量的同一平面上（图8 -8).这个平面就称为曲面在 

点M的切平面是这切平面的一个法向量.由平面的点法式方 

程即得切平面的方程为 

匕（义0,70,20) (H。）+ ^(^>70^0)(7-70) + 

匕Oo，y0，20) 0-Z0) =0. (7) 

通过点似0。，7。，2。）而垂直于切平面（7)的直线叫做曲两奔 

该点的法线./I就是该法线的一个方向向量，而法线方程为™™' 
^ -^0 _ y~yo _ z-z0 ⑻ 

匕“，y0，4 ) Fr(x0,y0yz0)匕“，y0，20 ). 

现在来考虑曲面方程由显式 
^ =f(xyy) (9) 

给出的情形.令 
F(x,y,z) =/0，y) -z， 

则方程（9)成为隐式方程F(x,y,z) =0.由于 

Fx(x,yyz) =fx(Xyy), 

Fy(xfy,z) =fy(x,y), 

Fz(x,y,z) = - 1. 

于是，当函数/0，y)的偏导数又（％，y)及/y(%，y)在点0。，:K。）连续 

时，则得曲面（9)在点M(x0 ,y0 ,z0)(其中z。=f(x0，:x。））的切平面 

的一个法向量为 

n = (AOo’yo), /yO0’y)，- O , 

而切平面方程为 

z-zQ =fx(%0，y0)(n0) +/y(^o»r0) (r- Jo)» (10) 

法线方程为 

^ -^0 _ y - To ^ -^0 

fx(xo»ro) fy(x0,j0) _i 

例3求球面/ +/ +z2 =14在点（1，2,3)处的切平面及法 

线方程. 
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解 F(x,y,z) =x2 +y2 + z2 -14, 

厂*0,7，：）=2尤，Fy(xyy,z) =2y, F2(x,y,z) =2z. 

匕（1，2,3) =2，Fv(l,2,3) =4, ^(1,2,3) =6. 

所以在点（1，2,3)处，w = (2,4,6)是切平面的一个法向量.由（7) 

式得此球面在点(1,2,3)处的切平面方程为 
2(x - 1) +4(y -2) +6(z -3) =0， 

即 
x + 2y + 3z - 14 = 0. 

由（8)式得法线方程为 

X - y-2 2-3 

丁 =下 

即 

x y z . —.—_ 
1 一 2 _ 3 • 

由此可见，法线经过原点（即球心）. 
例4求旋转抛物面+/ -1在点（2，1，4)处的切平面 

及法线方程. 

解 f(xyy) =x2 +y2 - 1, 

f人艾，y、=2^, fy(x,y) =2y； /,(2,1) =4, /y(2,l) =2. 

所以在点（2，1，4)处，fi = (4,2, -1)是切平面的一个法向量.则由 
(10)式得所求切平面方程为 

z -4 =4(x -2) + 2(j - 1), 

艮P 4x + 2y - z - 6 = 0. 

由（11)式得法线方程为 

x - 2 y - 1 z - 4 

~4~= ~Y~= 

由本章第三节公式（7)，若函数z =/(1，7)在0。，70)处可微， 

则在U。，y。）的邻近，有近似公式 
f(x,y) ^f(x0,y0) +fx(xo^o)(x - xo) +/r ( ) (j ~ To ) • 
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而由本节公式（10)=/(>。，7。）+/,0。，7。）O-%) +fy(x0,y0) 

(y -yQ)是曲面z =f(x,y)在点（％。，y。,f(x0 ,y0))处的切平面，因此 

以上近似公式表明：可微函数z =/U，y)的图形（曲面）在点 

(%，7。，/(%，7。））的邻近，可用它在该点的切平面近似代替.这是 

思考题1 写出曲线X二在对应于t = 1的点处的切 
JL +《 t 

线及法平面方程. 

思考题2 写出曲面^-2 +町= 3在点（2，1，0)处的切平面及法线 

方程. 

习题8 -6 

在点( 

切线及法平面方程. 

2.求出曲线= = 上的点，使在该点的切线平行于平面 

3. 求曲面x2 +2/ +3z2 =36在点（1，2,3)处的切平面及法线方程_ 

4. 求椭球面aj2 + 2y2 +z2 =1上平行于平面x - y + 2z = 0的切平面 

方程. 

5. 在曲面z = ;cy上求一点，使这点处的法线垂直于平面 

并写出这法线的方程. 

6.证明：椭球面•4+^+4 = 1在点（％，九，\)处的切平面方程可写 

作以下形式: =1;而椭圆抛物面z = i在点（^。，y。，\)处 
a b 

的切平面可写作以下形式: 
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第七节多元函数的极值及其求法 

一、多元函数的极值及最大值、最小值 

在实际问题中，常会遇到多元函数的最大值、最小值问题.与 
一元函数相类似，多元函数的最大值、最小值与极大值、极小值有 

密切联系，因此先来讨论多元函数的极值问题，讨论时以二元函数 

为主. 

定义设点是函数z =f(x,y)的定义域的内点.如果 

存在UQ，y。）的某个邻域使得对于该邻域内异于Uo，yQ)的任一点 
(^,y)，都有 

</(尤0，y0)， 
则称函数在点U，y。）有极大值/Uw);如果都有 

f(x,y) >/O0，y0)， 

则称函数在点“。，yo)有^，y。）.极大值和极小值统称为 

使函数取得极值的 
类似地，可定义三元函数w^fiZy,z)的极大值和极小值. 

例如，容易判断，函数z=3%2 +4/在点（0,0)处有极小值0, 

函数z = l - yV +/在点（0,0)处有极大值1，而函数2： = ay在点 

(0,0)处既不取得极大值也不取得极小值. 

多元函数的极值问题，一般可以利用偏导数来解决.下面两个 

定理是关于二元函数极值问题的结论. 

定理1 (必要条件）设函数在点（％，y。）具有 
偏导数，且在点（％，7。）处有极值，则在该点的偏导数必然 

为零： 

/“％o，yo) =0，/y(尤o’y。）=0. 

证不妨设在点（乂，;^)处有极大值.依极大值的 
定义，在点0。，70)的某邻域内异于，y。）的点0，y)都适合不 
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等式 

/0，y) </(尤0，y0). 

特殊地，在该邻域内取7 = 70而％的点，则应成立不等式 

/O，y0) </Oo，y0). 

这表明一元函数/U，y。）在处取得极大值，因而必有 

又Oo，y0) =0. 

类似地，可证 
fy(x0,y0) =0. 

从几何上看，这时如果曲面z =/(%，y)在点（％。，y。，％)处有切 

平面，则切平面方程为 

:% Oo，y0)(no) +/y(^o»r0)(r-Jo) =0， 
即切平面是平行于坐标面的平面z = ^o- 

仿照一元函数，凡是能使/：h，：r) =ojr(xyJ) =o同时成立 

的点（％。，7())称为函数2=/(%，7)的从定理1可知，具有偏 
导数的函数的极值点一定是驻点.之函数的驻点不一定是 
极值点，例如，点（0,0)是函数z = w的驻点，但函数在该点并无 

极值. 

怎样判定一个驻点是不是极值点呢？下面的定理回答了这个 
问题. 

定理2 (充分条件）设函数z =/(%，y)在点Oq，yQ)的某邻域 

内具有一阶及二阶连续偏导数，又乂（^)，y。）=OJy(x0 ,j0) =0,记 

fXX(X0^o) =A^ fXy(X0，yo) = B^ fyy(x0,y0) = C, 

则/(^,r)在点(x0,y0)处是否取得极值的条件如下： 

(i) AC -B2 >0时具有极值，且当A <0时有极大值，当 
A >0时有极小值； 

(ii) AC-B2 <0时没有极值； 

(iii) AC-B2 =0时可能有极值，也可能没有极值，需另行 

讨论. 

这个定理的证明从略. 
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利用定理1和定理2，我们把具有二阶连续偏导数的函数z = 

f(x,y)的极值的求法叙述如下： 

第一步解方程组 

/fy(x，r) =°, 

求得一切实数解，即可求得一切驻点. 

第二步对于每个驻点（％，7。），求岀二阶偏导数的值4 J 

和C. 

第三步定出-B2的符号，按定理2的结论判定/(I。，y。） 

是不是极值，是极大值还是极小值. 

例1求函数/(%，y) =%3 + 3x2 + 3y2 -9x的极值. 

解先解方程组 
"fx(x,y) =3x2 + 6x - 9 = 0 f 

Jy(x,y) = -3y2 +6j = 0, 

求得驻点为（1,0),(1,2)，( -3,0),( -3,2). 

再求出二阶偏导数： 
九“，y) =6文+6，fxy(xyj) =0，fn(xyy) = -6y +6. 

在;点（1，0)处，4 =12,5=0，C=6,4C-52 =12-6 >0,XA > 

0,所以函数在（1，0)处有极小值/(1，0) = -5; 

在，点（1，2)处，A=12，B=0，C= -6.AC-B2 =12 • ( -6) <0, 

所以函数在点(1,2)处无极值； 
在，存（ 一3,0)处，4= -12,B =0,C =6,AC-B2 = ( 一 12) • 6 < 

0,所以函数在点（-3,0)处无极值； 
在点（一3,2)处，乂 = - 12, 5 = 0, C = - 6,AC - B2 = 

(-12) • ( -6) >0,又4 <0,所以函数在（-3,2)处有极大值 

/( -3,2) =31. 

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的 
最大值和最小值.在第一节中我们已经指岀，如果/(%，y)在有 
界闭区域Z>上连续，则/(hy)在Z)上必定能取得最大值和最 

小值.这种使函数取得最大值或最小值的点既可能在的内 
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部，也可能在/>的边界上.我们假定，函数在D内可微且只有 

有限个驻点，这时如果函数在的内部取得最大值（最小值）， 

那么这个最大值（最小值）也是函数的极大值（极小值）.因此， 

在上述假定下，可得如下的求函数的最大值和最小值的一般方 

法：求出函数/(x，y)在/>内的所有驻点处的函数值及在的 

边界上的最大值和最小值，然后比较这些值，其中最大的就是 

函数在上的最大值，最小的就是函数在/>上的最小值.但这 

种做法，由于要求出/(x，y)在的边界上的最大值和最小值， 
所以往往相当复杂.在通常遇到的实际问题中，如果根据问题 

的性质，知道函数/(x，y)的最大值（最小值）一定在区域的 

内部取得，且函数在内只有一个驻点，那么据此就可以肯 

定该驻点处的函数值就是函数/(%y)在上的最大值（最 

小值）. 

例2要用铁板做一个体积为2 m3的有盖长方体水箱，问当 

长、宽、高各取怎样的尺寸时，才能使用料最省. 

解设水箱的长为％ m，宽为y m，则其高应为1 m.此水箱所 
XJ 

用材料的面积为 
A 2 2 \ 

A =2 \ xr + r • — + x •—, 
I xy xy) 

即 
/ 2 2 \ 

( xy H- + — 
\ ^ r / 

尤 > 0，y > 0) • 

可见材料面积4是x和y的二元函数.令 

4 =2(y-|j =0，、=2卜-7)=0. 

解这方程组，得 

x =^/2 , y =^/2. 

根据题意可知，水箱所用材料面积的最小值一定存在，并在区 
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域/):^ > 0, j > 0内取得.又，函数在内只有唯一的驻点 

(^朿），因此可断定，当X =>，；x =沒时3取得最小值.就是说， 

当水箱的长为> m、宽为> m、高为 

时，做水箱所用的材料最省. 

从这个例子还可看出，在体积一定的长方体中，以立方体的表 
面积为最小. 

思考题1 求函数/(x，y) =4(% -j) -^2 - y2的极值. 

思考题2 设z =/(x，;y)的全微分为dz = ydx + xdy，则/(%，y)在（0，0)处 

_.(有极大值，有极小值或没有极值.） 

二、条件极值 

上面所讨论的函数极值问题，函数的自变量可以在定义域 
内自由取值，并没有什么限制条件，所以有时候称为 
但在实际问题中，有时会遇到对函数的自变量还有^?^^^ 

(称为!的极值问题.例如，求表面积为而体积为最 
大的长方体的体积问题.设长方体的三棱的长为％，7,2，则体积 
V = xyz.又因假定表面积为a2,所以自变量x，y，z还必须满足约束 
条件2(%y +yz +xz) = a .像这种对自变量有约束条件的极值称为 

对于有些实际问题，可以把条件极值化为无条件极值， 
第一目中的方法加以解决.例如上述问题，可由条件 

2(xy + yz + xz) = a2，将z表示成％，y的函数 
a2 - 2xy 

Z=2(x+r)' 

再把它代入V = xyz中，于是问题就化为求 
xr / a2 - 2%y、 v=i(—— 2 \ x +y 

的无条件极值.例2也是属于把条件极值化为无条件极值的 



114第八章多元函数微分法及其应用 

例子. 

但在很多情形下，将条件极值化为无条件极值并不这样简单. 

我们另有一种直接寻求条件极值的方法，可以不必先把问题化为 
无条件极值，这就是下面所述的日m. 

拉格朗日乘数法要找函数^条件=0 

下的可能极值点，可以先构成如下的辅助函数（称为拉格朗日 

函数）： 
L(xyy) =/(>，y) + Xcp(x,y), 

其中A为某一常数（称为较擠_曰辨骜)，分别求出1(%，7)对$与 

r的一阶偏导数，令它们束条件联立起来： 

+a<^,(^,7) =o, 

<fr(xyy) +\(py(x,y) =0, (1) 

乂 0，y) =0. 

由这方程组解岀及A，则其中x，y就是函数/(%，y)在约束条 
件cp{xyy) =0下的可能极值点的坐标. 

这个方法的证明从略. 

这个方法可以推广到自变量多于两个的情形.例如，要求函数 
u =f(x,y,z)在约束条件(p(x,yyz) =0下的极值.可以先作拉格朗 

日函数 
L(xyyyz) =f(xfyyz) + \(p(x,yyz), 

求其一阶偏导数，令它们为零，然后与约束条件联立起来求解.这 

样得出的（％，：K，z)就是可能的条件极值点. 

至于如何确定所求得的点是否为极值点，在实际问题中往往 
可根据问题本身的性质来判定. 

例3求表面积为a2而体积为最大的长方体的体积. 

解设长方体的三棱长为则问题就是在约束条件 
(p(xyy,z) = 2xy + 2yz + 2xz - a2 =0 (2) 

下，求函数 
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V = xyz {x >0,y >0,2 >0) 

的最大值.构成拉格朗日函数 
L( x ,z) - xyz + A (2xy + 2yz + 2xz - a2), 

分别求其对的偏导数，令它们为零，得到 
yz + 2A (j + 2) = 0， 

xz + 2A {x + z) =0， （3) 

xy 2-\- x) =0. 

再与（2)联立求解. 

因x，y，2都不等于零，所以由（3)可得 

x x +z y x +y 
ii. - . .. I. ~ ___ 

y r +2:, z x +z' 

由以上两式解得 
x - y - z. 

将此代入（2)式，便得 

V6 
x = y = z = —a , 

6 

这是唯一可能的极值点.因为由问题本身可知最大值一定存在，所 

以最大值就在这个可能的极值点处取得.也就是说，表面积为^ 

的长方体中，以棱长为fa的正方体的体积为最大，最大体 
6 

积 F=^a3. 

例4求从原点到曲面O-y)2-z2 =1的距离. 

解曲面外一点到曲面的距离是指从该点到曲面上各点的距 

离的最小值.从原点到曲面上一点的距离为a/%2 +j2 +/. 

由于此距离与函数/(%，y，z) =? +y2 +22同时取得最小值，故为方 

便起见，我们就在约束条件U-y)2 -1 =0下，求/(%，y，z)= 

%2 +y2 +z2的最小值.作拉格朗日函数 

L(x ,y yz) = % + y1 + z + A [ (x - y)2 -z - 1 ]. 
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求解方程组 
Lx =2x +2\(x - y) = 0， 

=2y -2\(x - y) =0, 

Lz =2z - 2\z = 0 , 

.(x - j) 2 - z =1. 

由第三个方程得Z=0或A =1. 

当A =1时，由前两个方程可得％=y=0,代入最后一个方程 

得/ = _1，故2无实数解. 

由z=0,从最后一个方程得U -y)2 =1.又由前两个方程可 

得7= -%.从而解得％= ±^r,y=平从而得两个可能的条件极 

值点 ^11 ~y，- ^~’0)和财2 
2 , 2 

,0 .于是，从原点到此曲面的 

距离必是10乂 I和| om2 I的较小者，而I 0軋 OM. 

土 
2 ;了 +(r 

V2 
2，故所求的距离为 

思考题3 试用拉格朗日乘数法解决以下问题：设直线上+ + = 
a 0 

1 (0,6>0)通过点（1，2).当a，6取何值时，这直线与x轴和y轴所围成的三 

角形的面积最小？ 

习题8 -7 

1. 求函数/(x，y)二（6%-欠2) (4y-/)的极值. 

2. 求函数/(x，y) = e2x (x +y2 +2y)的极值. 

3. 从斜边之长为Z的一切直角三角形中，求有最大周长的直角三角形. 

4. 要造一个体积等于定数A：的长方体无盖水池，应如何选择水池的尺 

寸，方可使它的表面积最小. 

5. 求内接于半径为a的球且有最大体积的长方体. 
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第八章复习题 

一、概念复习 
1. 填空题： 

(1) 如果点P(x,y)以不同的方式趋于P0(^0，:Kq)时，/0，y)趋于不同的 

常数，则函数/U，y)在匕（％，7。）处的二重极限_. 

/~~—T 

(2) 函数/(^，y) = -J—rL~厂的定义域是 ，且 
ln( \ -x2 -y2) 

lim f(x,y) =_• 
>■( 0，+) 

2. 选择题： 

(1) 函数/(%，y)在点（％，y。）处存在偏导数是函数在该点可微分的 

( )条件，是函数在该点连续的（ ）条件. 

(A)充分而不必要 （B)必要而不充分 

(C)必要且充分 （D)既不必要又不充分 

(2) 函数/U，y) = /+y2 在点（0,0)处（ ). 

.0， 当 ％2 + y2 = 0 

(A)连续但不存在偏导数 （B)存在偏导数但不连续 

(C)既不连续又不存在偏导数（D)既连续又存在偏导数 

(3) 设函数/U，y)在点（0,0)的某邻域内有定义，且人（0,0) =3, 

/r(o,o) = -1，则有（ ）. 

(A) 心 I (。,。）=3^ - dy 

(B) 曲面 在点（0,0，/(0,0))的一个法向量为（3, -1,1) {2； = f( x y) 
’在点（0,0，/(0,0))的一个切向量为（1，0,3) 

y =0 

(D)曲线f=/U’y)’在点（0,0，/(0,0))的一个切向量为（3,0，1) 
lr = ° 

(4)下面四个函数中，函数（ ）在点（0,0)处不取得极值但点（0,0) 

是它的驻点，函数（ ）在点（0,0)处取得极值但在该点处的偏导数不 

存在. 
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(A) f{x,y) =xy (B) f(x,y) = x2 + y2 

(C) f(x,y) = - (x2 +y2) ( D) f{x,y) = ^x2 + y2 

二、综合练习 

_ xy ，当 / + 〆 # o， 

1. 设/(x，y)=j /a；2 +/ 求又U，y)，4(%，y). 

1 0， 当欠2 +〆= 0. 

2. 求下列函数的一阶和二阶偏导数： 

(1) z = In ( ac + y2) ; (2) z = J el~ dt. ' 

3. 求函数当x=2，y = l，A;c=0. 01，Ay = 0.03时的全增量和全 
x - y 

微分. 

4. 设z=;c/(? +/)，其中函数/(u)具有一阶连续导数，求 
ax dy 

5. 求下列函数的/f，其中/具有二阶连续偏导数： 
dxdy 

(1) z =/(sin x,ex + y) ； (2) 2： =f(u,x,y) ,u = xey. 

6. 设函数z = z(x，y)由方程/+/+/= 1确定，求■^与 
dx dy 

7. 设曲线厂为球面/ +y2 +z2 =5与平面z=2的交线. 

(1) 写岀厂的参数方程； 

(2) 求出尸在点1#，-#，21处的切线方程. 

8. 试证：曲面V^+V7+W = 7^(a>0)上任何点处的切平面在各坐标轴上 

的截距之和等于a. 

9. 设点尸(A ,3^)为椭球面~ = 1外的一点，若Q(x2 ,y2, 
a b c 

h)为椭球面上离P最近的一点，试用拉格朗日乘数法证明：P<?是椭球面在 

点处的法线. 
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弟九早 

重积分及曲线积分 

本章为多元函数积分学.在一元函数积分学中我们已经知道， 

定积分是某种特定形式的和的极限，把这种和的极限的概念推广 

到定义在某个区域或某段曲线上的多元函数的情形，便得到重积 

分及曲线积分的概念. 

第一节二重积分的概念与性质 

\ 曲顶柱体的体积与二重积分 

设有一立体，它的底是平面上的有界闭区域/>，它的侧面 

是以Z)的边界曲线为准线而母线平行于z轴的柱面，它的顶是曲 
面z =f(xyy)，这里/(xj)多0且在/)上连续（图9-1).这种立体 

称为曲顶柱体.现在来讨论它的体积. 

我们知道，平顶柱体的高是不变 

的，它的体积可以用公式 
体积=髙X底面积 

来计算.关于曲顶柱体，当点0，y)在 
闭区域Z)上变动时，高/(>，y)是个变 

量，因此它的体积不能直接用这个公 

式来计算.我们在第五章中讨论过求 

曲边梯形的面积的问题，不难想到，那 

里所采用的办法，可以用来解决目前 
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的问题. 

我们用一曲线网把闭区域D分成〃个小闭区域 
Aa-, ,Ao-2 ,••• ,Ao-n, 

小闭区域Ar的面积也记作Aov以这些小闭区域的边界曲线为 

准线，作母线平行于z轴的柱面，这些柱面把曲顶柱体分为〃个细 
条曲顶柱体.设以小闭区域为底的细条曲顶柱体的体积为 
AR，则曲顶柱体的体积为 

n 

i = l 

当小闭区域Aa的直径®很小时，由于/(ty)连续，/(%，y)在 
上的变化很小，可以近似地看作常数.即若任意取点（&，仏） 

则以Ar为底的细条曲顶柱体可近似地看作以/(ft，77t) 

为高的平顶柱体（图9 - 1)，于是有 

(Z = 1，2,…，汀）， 

所以 
n n 

v = 2 ，仏） 
i = l i = 1 

令〃个小闭区域的直径中的最大值（记作A)趋于零，这时得 

到的极限值 

便是所求曲顶柱体的体积. 

撇开上述问题中的几何特性，一般地研究这种和的极限，可得 

下述定义： 

定义设/U，y)是有界闭区域Z)上的有界函数.将闭区域 

任意分成a个小闭区域 

Ao-,，A(j2 ’…， 

①有界闭区域的直径是指该区域中任意两点间距离的最大值. 
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其中Ar表示第；个小闭区域，也表示它的面积.在每个小闭区域 

Ao-(中任取一点（么，?7t)，作乘积/(6，化）Acrt (^ = 1，2，〜，^0，并 
n 

作和，&)△% .如果当各个小闭区域的直径中的最大值A 
i = I 

n 

趋于零时，和的极限总存在，且与闭区域D的分 
i = l 

法及点（匕，的取法无关，那么称此极限为函数/(、y)在闭区域 

Z)上的二重积分，记作f[/U，y)d(7,即 
D 

n 

jjf(x,y)da = Aat, (1) 
D 1 = 1 

其中/0，y)称为被积函数，/U，y)d<7称为被积表达式，dr称为面 

积元素a与y称为积分变量，Z>称为积分区域. 

在二重积分记号|/(x,r)do-中，面积元素da象征着和式中 
D 

的Ac7t.因为二重积分定义中对闭区域/)的划分是任意的，如果在 

直角坐标系中用平行于坐标轴的直线网来划分闭区域/)，那么除 
了含有闭区域Z)的边界点的一些小闭区域外，绝大多数小闭区域 

都是矩形.设矩形小闭区域Ar的边长为Ax,和An，则Ar = 

A^.Ar,.因此，在直角坐标系中，也把面积元素do•记作d%dy，而把 

二重积分记作 

|/(^,r)d^dy, 

D 

其中d%dy称为直角坐标系中的面积元素. 

这里我们要指出，当函数/0，}0在闭区域/>上连续时，（1)式 
右端的和的极限必定存在，也就是说，函数/(ty)在闭区域/)上 
的二重积分必定存在.我们总假定函数/(%，y)在有界闭区域D上 

连续，所以/(^y)在^上的二重积分总是存在的，以后就不再每 
次加以说明. 

由二重积分的定义，可见本目开始时讨论的曲顶柱体的体积 
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F是曲顶上点的竖坐标/0，;x)在底Z)上的二重积分，即 

y = |/(^,r)dcr. 
D 

二重积分j]/(x，y)dcT有如下的几何解释：如果/U，y) >0,被 
D 

积函数/(%，y)可解释为曲顶柱体顶上的点（％，7，/(^7))的竖坐 

标，也就是曲顶柱体底面上的点（％，y)处的高，所以二重积分的几 
何意义就是曲顶柱体的体积.如果/U，y) <0,柱体在面的下 

方，二重积分就等于柱体体积的负值.如果/0，y)在D的某些部 

分区域上是正的，而在其余部分区域上是负的，那么二重积分就等 

于^面上方的柱体体积减去^面下方的柱体体积所得之差. 

思考题1 设有平面薄片，占有;cOy面上的闭区域/>，它在点（x，y)处的 

面密度为，这里/Lt(Ac,y) >0且在D上连续.试用二重积分表示该薄片 

的质量. 

二、二重积分的性质 

比较定积分与二重积分的定义可以联想到，二重积分与定积 

分有类似的性质，现叙述于下. 

性质1函数和（或差）的二重积分等于各个函数的二重积分 

的和（或差）.例如 

1[/( x,y) ± g(x,y) ]da = jjf(x,y)da ±|*g(^,y)dor. 
D D D 

性质2 被积函数的常数因子可以提到二重积分号的外 

面，即 

X，y) da = kjjf( X，y) da (A:为常数）. 
D D 

性质3如果闭区域Z)被有限条曲线分为有限个部分区域， 

那么在上的二重积分等于在各部分区域上的二重积分的和.例 

如，当^分为两个闭区域A与A时，有 
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JJf(^,r)do- = Jjf(x,y)do-+ Jj/(x,y)d(r. 
D Dx D2 

这个性质表示二重积分对于积分区域具有可加性. 

性质4如果在闭区域D上/U，y) =l，o■为D的面积，那么 

a=P .dc^fda. 
D D 

这性质的几何意义是很明显的，因为高为1的平顶柱体的体 

积在数值上等于柱体的底面积. 

性质5如果在闭区域Z)上/U，y) ，那么 

|/(^,r)dcr ^ \^g{x,y)da. 

D D 

特殊地，由于 
-\f(x,y)\ ^f(x,y) ^ |/0，y)|， 

可得不等式 

|/(^,r)dor ^ J \f(x,y) I dcr . 
D D 

性质6设M，m分别是/(x，y)在闭区域D上的最大值和最 

小值，o■是Z)的面积，则有对二重积分估值的不等式 

mcr ^ jjf(x,y)da ^ Ma. 

事实上，因为m^f(xyy) 所以，由性质5有 

Smda ^ 
D 

jjf(x，：y)d(T $ JJm 
D D 

da, 

再应用性质2和性质4，便得所要证明的不等式. 

性质7(二重积分的中值定理）设/(%，y)在闭区域Z)上连 

续，o■是的面积，则在/>上至少存在一点（f，77)，使下式成立： 

JJ/(^,y)do- = f(i，v) a. 
D 

证把性质6中的不等式各边除以o•，有 
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m ^ —JJf( x ,y) do- ^ M. 

这表明，确定的数值-^|/(^,y) da-介于函数/0，y)的最小值m与 
D 

最大值M之间.根据有界闭区域上连续函数的介值定理，在D上 
至少存在一点a，T7)，使得函数在该点的值与这个确定的数值相 

等，即 

D 

上式两端各乘o•，就得所要证明的公式. 

思考题2 比较下列二重积分的大小： 

(1) Jj(x + y)2do•与 JJ(x + y)3 dcr，其中 D 由直线 x+y = l 与 x 轴、y 轴 
D D 

围成； 

(2) JlnC^2 + y2) dcr 与 Jt ln(^2 + y2 ) ]2dor，其中 Z)是介于两个圆 / + 
D D 

y2 = 4和％2 + y2 = 9之间的圆环. 

思考题3 

_ _ z_\ 
4 9 / 

试确定xOy平面上的有界闭区域Z)，使得二重积分 

dxdy的值为最大. 

习题9 -1 

1. 设/1 = J(x2 +r2)3do-，其中R是矩形闭区域-1彡X彡1，-2^r^2, 

h = fj(x2 +r2)3d0-，其中£>2是矩形闭区域0矣;^l，0<y砭2•试利用二重积 
d2 

分的几何意义说明/,与/2之间的关系. 

2. 估计下列积分的值： 

(1) I = Jfxy(x +y)dcj，其中 D 是矩形闭区域 
D 

(2) I = jj'sir^xsir^ydcr，其中 D 是矩形闭区域0<x矣 tt，0 <y在 tt ; 
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(3) / = jf(x + y + Odo-，其中D是矩形闭区域0彡x彡1，0彡y彡2; 
D 

(4) I = J* ( aj2 + 4y2 + 9) dcr，其中D是圆形闭区域％2 +〆彡4. 
D 

第二节二重积分的计算法 

相对于重积分来说，定积分也可称为下面介绍二重积 

分的计算法，这种方法是把二重积分化为积分来计算. 

一、利用直角坐标计算二重积分 

我们从几何直观来说明二重积分|/(^,r)d^的计算方法，在 
D 

讨论中假定/(%，；x) >0. 

如果积分区域D在直线％ = a与％=6之间，且平行于y轴的 

直线x - c (a <c < 6)穿过连续曲线y = % O)进入Z)的内部，再从 

连续曲线y = %(幻穿岀.这样的积分区域可以用不等式组 
(px (%) ^：y^(p2(x) , a^x^b 

来表示（图9 -2)，它有如下特点：穿过D的内部平行于:X轴的直 

线与D的边界的交点不多于两个.通常称具有这样特点的区域D 

为尤型区域. 

(a) 

图9 -2 

(b) 
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按照二重积分的几何意义，|/(^,r)do-的值等于以为底、 
D 

以曲面z=/(%，y)为顶的曲顶柱体（图9 -3)的体积.我们可以应 

用第五章中计算“平行截面面积为已知的立体的体积”的方法，来 

计算这个曲顶柱体的体积. 

图9 -3 

先计算截面面积.为此，在区间[a，6]中任意取定一点％。，作 
平行于yOz面的平面;c =x。，此平面截曲顶柱体所得截面是一个以 
区间[% (%。），<iP2(%)]为底、曲线z =/( X0yy)为曲边的曲边梯形 
(图9 - 3中阴影部分），所以这截面的面积可表示为如下的定 

积分: 
广2(*0) 

4(太o)= /(^0»r)dr- 
J <pi(*0) 

一般地，过区间U，6]上任一点x且平行于yOz面的平面截曲顶柱 

体所得截面的面积为 
妒2⑷ 

(p\(x) 

f(x,y)dy. 

于是，应用计算平行截面面积为已知的立体的体积的方法，得曲顶 

柱体的体积为 

V = | A(x) d: 
#2⑷ 

(P\(x) 

f(xyj)dy] d%. 

这个体积也就是所求的二重积分，从而有 
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上式右端是一个先对;X、再对％的就是说，先把^看 

作常数，把yu，y)只看作y的函数，并从A U)到 
的定积分;然后把算得的结果（是x的函数）再对％计算从a到6 

的定积分.这个先对y、再对％的二次积分也常记作 

/(%，y)dy， 

从而将二重积分化为先对7、再对％的二次积分的公式写作 

f(x,y)dy. 

在上述讨论中，我们假定/(ty) >0.但实际上公式（1)的成 

立并不受此条件限制. 

类似地，如果积分区域/>在直线y = c与y = d之间，且平行于 
^轴的直线y - h (c</i<d)穿过连续曲线进入Z)的内 

部，再从连续曲线％ =(A2(r)穿出.这样的积分区域d可以用不等 
式组 

来表示（图9 -4)，它有如下特点：穿过/>的内部平行于％轴的直 

线与/)的边界的交点不多于两个.通常称具有这样特点的区域d 

为F型区域.此时有 

yi 
d 

yi 
d 

d \x=fp2(y) xl'(y) 

⑷ 

图9 _4 

(b) 
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jjf(x,y)dxdy 

D 

d r^2^y) 

f(xfy)dx. (2) 
c J ip\(y) 

这就是把二重积分化为先对％、再对y的二次积分的公式. 

如果积分区域D既可用不等式(Px (x) ^：y^(p2(x)，a<x$b 

表示，也可用不等式ipAr) ,c^y^d表示，那么由公 
式（1)及（2)，有 

<P2(X) ^ 

f(x,y)dy = 
<P\(x) 

必2⑴ 

<Ai(r) 

f(x,y)dx, (3) 

这是因为上式左、右两端等于同一个二重积分\\f{x,y)Axdy. 
D 

如前所述，应用公式（1)(或公式（2))时，积分区域D必须满 

足这样的条件:穿过闭区域D内部且平行于y轴（或％轴）的直线 
与D的边界相交不多于两点.如果 
积分区域Z)如图9 - 5那样，不具 

备上述条件，对于这种情形，我们 
可以把D分成几个部分区域，使每 

个部分区域满足上述条件.例如， 
在图9-5中，把分成三个部分 

区域，每个部分区域都是Z型区 

域 
图9 -5 

积分，都可应用公式（1)，各部分区域上的二重积分求得后，它们 
的和就是闭区域D上的二重积分. 

二重积分化为二次积分时，确定积分限是一个关键.积分限是 
根据积分区域确定的，通常先画出的图形，然后根据图形的 
特性选择应用公式（1)或（2)，并定出相应的积分限.下面举几个 

例子来说明. 

例1计算，其中Z)是由直线:^ = 14=2及7 = %所围 
D 

成的三角形闭区域. 

解一首先画出闭区域如图9-6(a). D上的点的横坐标 
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的变化范围是区间[1，2].在区间[1，2]上任意取定一个x值，过 

点（％，0)作平行于y轴的直线，这条直线与的下方边界的交点 

的纵坐标是7 = 1，与D的上方边界的交点的纵坐标是;T = 1，即y 

从1变到％，因此闭区域是一个X型区域，可用不等式表示为 
1 利用公式（1)得 

J dxxydy d% 

-%) d% 
2 

9 

解二如图9 -6(b).闭区域i)上的点的纵坐标的变化范围 
是区间[1，2 ].在区间[1，2 ]上任意取定一个y值，过点（0，y)作平 

行于％轴的直线，这条直线与D的左方边界的交点的横坐标是 
x = y，与Z)的右方边界的交点的横坐标是x = 2，即％从y变到2， 
因此闭区域D也可看作是一个F型区域，并可用不等式表示为 
y^x^2,l ^7^2.利用公式（2)得 

Jjxydcr 
D 

2 

dy 
y 

例2计算+2y)da，其中Z)是由拋物线y =2x2及y = 1 + 
D 
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x2所围成的区域. 
解画出积分区域D如图9 -7所示.解联立方程组y = 2x2, 

y = l+%2,求得两抛物线的交点为 
(1，2)和（-1，2).由于过D内某些 

点而平行于％轴的直线与D的边界 

的交点多于两个，即D不是F型区 
域，因此如果选用公式（2)来进行计 

算，需要先把分成几个部分区域 

后分别计算，增加了计算量.但由于 
是Z型区域，并可用不等式表示 

为2%2 + , -1彡尤彡1，故用 

公式（1)计算比较方便，得 

|^( ^ + 2y) dcr = J d%J (x + 2y) dy 

=I (- 3x4 - x3 + 2x2 + % + 1) d% 
32 
15 

例3 计算jjxyda,其中D是由抛物线Y2 及直线y 

D 

x-2所围成的闭区域. 

解画出闭区域如图9 -8( a)所示.利用公式（2)，有 

J^ydcr = J dj|2 xydx = J 

D 
l 2 y 

y+2 

dy 

\r[y{y + 2)2 - y]dy 
2 

(4y + 4y2 + y3 - y5) dy 
2 

2 
2y2 + yr3 + 士；/- \y 

45 

如果用公式（1)来计算，那么由于在区间[0，1]及[1，4]上函 

数％ (幻的表达式不一样，所以要用经过交点（1，-1)且平行:r轴 
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的直线％ = 1把闭区域D分成R和込两部分（图9 -8(b)), 

其中 

Dx : 彡y彡7^"，0彡欠彡 1 ; D2：x - 1 ^ac^4. 

于是 

^xydcr = jjxyda + JJxydcr 
D "i 02 

dx I xrdy + d^: xrdr. 
JO J-V7 Jl Jx-2 

显然，本例用公式（2)计算较为方便. 

在把二重积分化为二次积分时，究竟是取先对:X、后对％的积 
分次序，还是取先对％、后对y的积分次序，即选用公式（1)还是选 
用公式（2)，从以上几个例子来看，这主要由积分区域Z)的特点来 

定.总的原则是尽量避免对进行划分.不过，这也不能绝对化， 

还要兼顾被积函数的表达式.请看下例. 

ysm(^ V ”-如，其中积分区域与例3中 例4 计算/ 
D 

X 

的D相同. 

解根据积分区域D的特点，选用公式(2)(图9 -8(a))，有 
’+2 ysin(% - 1 ) 
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但由于被积函数对x的积分求不出，故无法计算. 

现应用公式（1)(图9-8(b))，有 

i= ysin(,-i)dy r4d^ rsin(^-i)dy 
Jo J -/x X — \ Jl Jx-2 X — 1 

= 0+ f4|[,-(,-2)^^(^Li)d, 
Ji 2 x - 1 

f4 1 z 2 c A \ sin( jc - 1), = -x + 5x - 4) —-~~-~Ldx 
Ji 2 x - 1 

-x) sin( - 1 ) 

—[-(4 - x) cos( % - 1 ) - sin(x - 1 )] 
2 

(3 sin 3). 

例5 设由平面2=0，y = 

%，抛物柱面y =x2和椭圆拋物面 

z=%2 +3y2所围成，求/2的体积• 

解这是个曲顶柱体，其顶 

为z=%2 + 3y2,底为面上由直 

线;x = ^和拋物线y = ?所围成的 

有界闭区域D (图9 -9)，即 

D ：x2 ^：y^：x ,0 ^：x^l , 

因此，所求的体积为 

V (x2 + 3y2) dxdy = J dxj (x2 + 3 j2 ) dy 

D 

x2y + y3 ] *2 = j [ 2x3 - (x4 + 义6 ) ] cb: 

11 

70 

思考题1 设D由x = 2 ,y = 2x,y =5所围成，贝1J 

rs ra 
5x ydx = ^ ^6x2 ydxdy =LH 6%2ydx dy 
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思考题2 设Z)为以（0，0)，（3 ,0)，（0，4)为顶点的三角形区域，则 

J/0，y)do" = K f(x,y)dy = dyj^ f(x,y)dx. 
D 

二、利用极坐标计算二重积分 

有些二重积分，其积分区域的边界曲线用极坐标方程来表示 

比较方便，或被积函数用极坐标变量p，p来表达比较简单，这时， 

就可考虑用极坐标来计算它. 

按二重积分的定义， 
n 

|/(^,j)do- =lim Aaiy 
D 1 = 1 

下面来研究这个和的极限在极坐标系中的形式. 

假定从极点0出发且穿过 

闭区域内部的射线与Z>的边 

界曲线相交不多于两点.我们用 
以极点为中心的一1族同心圆： 

P =常数，以及从极点岀发的一 
族射线# =常数，把闭区域分 
成n个小闭区域（图9-10).除 
了含有闭区域D的边界点的一 0 ^ 

些小闭区域外，小闭区域的面积 S9"10 

可计算如下： 

Ao-t =y(Pi + A/O2^ -yp?A<p( 

= y(2Pi + ^Pi)^pA^Pi 

=(Pi + yAPi) 
其中A = lPi++APlj表示相邻两圆弧半径的平均值.在这小闭区 
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域内取圆周p = A上的一点（A，&)，设该点的直角坐标为（6, 

rh)，则有 f =PiCos h =ptsin 于是 

h 1/(^-^)^=!^ ^ ^sin ^ ， 
即 

|/(^,y)d cr = JJ/(pcos cp ,psin (p)pdpd(p . 
D D 

由于在直角坐标系中Jjf(x，y)d(T常记作j|/0，y)d%dy，所以上式 
D D 

又可写成 

|/(^,r)d%dy = J/( 
D D 

pcos (p ,psin (p)pdpd(p. (4) 

这就是二重积分的积分变量从直角坐标变换为极坐标的变换公 
式，其中pdpdp称为极坐标系中的面积元素. 

公式（4)表明，量从直角坐标变换成 
极坐标，只要把被积函数中的x，y分别换成pcos (p ,psin <ic>，并把直 

角坐标系中的面积元素ckdy换成极坐标系中的面积元素pdpdp 

就行了. 

极坐标系中的二重积分，同样可以化为二次积分来计算. 

设闭区域可以用不等式 

px(cp) ^p^p2((p) , oc^(p^(3 

来表示（图9 -11)，其中函数厂〆^)，p2((p)在区间[a，y8]上连续. 

0 
(a) 

图9 -11 

(b) 
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在区间[a，/3]上任意取定一个P值，对应于这个值，闭区域 
D上的点（图9-12中这些点组成 

线段的极径p从Pl ( ^)变到 

p2(ip)，于是先以p为积分变量，在 

区间[Pi (<P)，p2 ( P )]上作积分 
rP2(<P) 

/(pcos (p ,psin (p)pdp，得到一 
J PX(<P) 

个p的函数F(>).又由p的变化 

范围是区间[a，/3]，于是再以p为 

积分变量，作积分fV (p) d p .这样就得岀极坐标系中的二重积分 

化为二次积分的公式为 

J/(pcos </? ,psin (p)pdpdcp 

.p2⑷ 

PX(<P) 
/(pcos (p ,psin (p)pdp. (5) 

如果积分区域Z)是图9 - 13所示的曲边扇形（即极点位于D 

的边界上），那么可以把它看作是图9-11(&)中当/91(<^)=0, 

p2(cp) =p((p)时的特例.这时闭区域D可以用不等式 
0 ^p^p(cp) , a ^ (p^/3 

来表示，而公式（5)成为 
rP rP(<P) 

jJ/(pcos (p ,psin (p)pdpd(p 

D 

/(pcos (p ,psin (p)pdp . 

如果积分区域如图9-14所示，极点在Z)的内部，那么可 

以把它看作是图9 - 13中当a = 0，/3 = 2tt时的特例.这时7)可以 

用不等式 
O^p^p(^p) , 0^(p^2n 

来表示，而公式（5)成为 
ff 厂2tt ^p((p) 

/(pcos (pypsin (p)pdpdcp = /(pcos cp ,psin (p)pdp. 
D 
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例6 试导岀用极坐标计算图9 -13所示曲边扇形/>的面积 

的公式. 

解设D的面积为<x，则cr = Jckdy .由公式（4)，有 
D 

a Jpdpd^p = f d<pf pdp = 士Ja〆(屮) 
D 

曲边扇形的面积在上册第五章第四节已用定积分得出，现在用重 

积分导岀了相同的结果. 

例7计算JejVckdy，其中闭区域Z)为％2 +〆彡a2. 
D 

解在极坐标系中，D可表示为 
0 ^ a, 0 ^ (p^2ii. 

由公式（4)及（5)，有 

jj e~x~y2 dxdy = jje-p pdpd(p 
D 

p2p^P 

d(p 

本例如果用直角坐标计算，由于e^2和e^2的原函数均非初 
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等函数，所以无法算岀. 

例8设由上半球面z = y/2 - x2 

所围成（图9 -15)，求的体积. 

解联立方程z = ^2 - x2 -y2 

和2 = VV +/，消去z得到两个曲面 
的交线在％Oy面上的投影曲线为 

%2+72=1，从而/2在％(>7面上的投 

影区域D为圆域 
%2 + j2 ^ 1. 

于是所求的体积可看作以z = 

-y2和圆锥面2 ^x2 + y2 

72 -/为顶、为底的曲顶柱体 

的体积减去以2 +/为顶、^为底的曲顶柱体的体积之差. 

根据二重积分的几何意义可知，所求D的体积为 

V Y^2 - x2 - y2 dxdy - II ^x2 + y1d^dy 

D D 

D 

X 
2 2 

y2 - yx2 + y2) dxdy 

在极坐标系中，D可表示为 
0 ^ 1 , 0 ^ (p^2u, 

因此 

V = jj( - P2 — p)pdpd(P = Jq d<pJQ (p - P2 — P2 ) dp 

D 

2tt --^-(2 -p ) 2 \ + 
IT 

思考题3 设Z)为由/ +y2 =9和;c2 +y2 =16所围成的环形区域，则 

1 rD rD —d,d7 = Jo d^j3 -dp. 
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习题9 -2 

1. 画岀积分区域，并计算下列二重积分： 

(1) jjix2 + r2)do-，其中Z)是矩形闭区域：丨糾$1，H<1; 
D 

(2) jf(x3 + 3/y + y3)do"，其中D是矩形闭区域:0彡;c彡1，0彡y彡1 ; 
D 

(3) JJ(^X + 2y) dcr，其中Z>是由两坐标轴及直线x+y = 2所围成的闭 
D 

区域； 

(4) Jxcos(aj + y) da，其中 D 是顶点分别为（0，0)，（77,0)及（77,77)的三 
D 

角形闭区域； 

(5 ) JJ(1 + x) sin ydcr，其中 Z)是顶点分别为（0,0) ,(1,0)，（1，2)及（0, 
D 

1)的梯形闭区域； 

(6) JJ(x2 + y2 _%)dor，其中是由直线y = 2，y=x及y=2%所围成的 
D 

闭区域； 

(7) jj (%2 - J2 ) dcr，其中 /)是闭区域：(Xy 彡 sinx,0彡x 彡 tt; 
D 

(8 ) Jx^dcr，其中D是由两条拋物线;y=V^"和y = x2所围成的闭区域； 
D 

(9) JJ xy2 dcr，其中是半圆形闭区域:％2 + y2 ^4 ； 
D 

(10) jfex+ydo-，其中 D 是闭区域：+ Ijl ^1. 
D 

2. 化二重积分 

7 = J f(x,y)da 
D 

为二次积分（分别列出对两个变量积分次序不同的两个二次积分），其中积 

分区域D是： 

(1) 由直线:及抛物线；X2 =心所围成的闭区域； 

(2) 半圆形闭区域:AC2 +y2彡r2，y彡0; 
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(3)由直线:k = x，;c=2及双曲线:k = 1 O>0)所围成的闭区域. 
X 

3. 如果二重积分jf/(x,y)dcT的被积函数/U，y)是两个函数义（幻及 
D 

/2(y)的乘积，积分区域D为试证：这个二重积分等于两个 

单积分的乘积，即 

jf/i(x) 'f2(y)dxdy = [ |y1(^)d^]- [ |e/2(r)dy]. 

4. 交换积分次序，证明： 

j0dyL 八x) 
dx -x)f(x) dx. 

5.设a<6,证明 
b 产b 

f(x,y)dy = dy f(x,y)dx . 
a J a Ja Jy 

6.改换下列二次积分的积分次序： 
2 2y 

I。drj^2/(x,y)dx Jo，drjV(^,j)dx ； (2) 

1 」\ -y2 2 Jlx-x^ 

(3) Jo drJ 2 f(x,r)dx； (4) J dxj f(x,y)dy. 

7. 计算由四个平面％=0，;y=：0，x = l及y = l所围成的柱体被平面z = 0 

及2x +3y+z=6截得的立体的体积. 

8. 求由平面x=0，y二0及％+y = l所围成的柱体被平面z = 0及抛物面 

/ +y2 =6 - z截得的立体的体积. 

9. 画出积分区域，把积分|/(hy)d；cd：K化为极坐标形式的二次积分，其 
D 

中积分区域D是： 

(1) x2 + y2 a2 ( a > 0) ； (2) x2 y2 ^：2x •, 

(3) - (4) x2彡y彡 1，0彡％彡 1. 

10. 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分： 

⑴ j。dxj^f(x,y)dy 

(3) [ dxf ~X f(x,y)dy； (4) f dxf f(x,y)dy. 
Jo J i-x Jo Jo 

11. 把下列积分化为极坐标形式，并计算积分值： 

/( // + y2)dy； 
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.y/fl2 -y2 

(1) 
ldyL 
疒a 

(x2 + y2 ) dx； (2) 

(3) 1 dx j v2 + y2 dy； (4) 
Jo Jo 

12.利用极坐标计算下列各题： 

Jla r y lax-x^ 

JO J , 

(dxf， 
Jo 1x2 

y2 3 4)dy; 

(1) jfex2+jr2da,其中 Z)是圆形闭区域 X2 +r2^4； 
D 

(2) |ln(l +/+/)(^，其中/)是由圆周/+/=1围成的在第一象限 
D 

内的闭区域； 

(3) j^arctan jdcr，其中 Z)是由圆周 x2 +y2 = I ,x2 + y2 =4及直线 j =0, 

y = x所围成的在第一象限内的闭区域. 

13.选用适当的坐标计算下列各题: 

…IT x2 

i y 
do-,其中Z)由直线x=2，y = x及曲线;= l所围成； 

/i - 
2 

-X -y\ 

/i - f X2 + r2 

da,其中D是由圆周x2 +y2 =1围成的在第一象限 (2) 

内的闭区域； 

(3) JJ (x2 + y2)do•，其中 Z)由直线 y = x,y=x+a,y = a^.y = 3a (a >0) 
D 

所围成； 

(4) |yV +y2da,其中Z)是环形闭区域:a2彡％2 +y2^b2. 
D 

14.设平面薄片所占的闭区域Z)由螺线0=2# (0彡p与直线= 

f所围成，它的面密度为=/ +y2,求这薄片的质量（图9 -16). 

15. 求由平面y=0，y = A：:c(A：>0)，z=0及球面％2 + / + z2 = R2所围成的 

在第一■卦限内的立体的体积（图9 - 17,其中a = arctan k). 

16. 计算以xOy面上的闭区域/ +y2彡似为底，而以曲面z二/ +〆为 

顶的曲顶柱体的体积. 
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图9 - 16 

y 

图9 -17 

第三节二重积分的应用 

在前面的讨论和习题中，我们已用二重积分计算了曲顶柱体 

的体积和平面薄片的质量.本节中我们将把定积分应用中的元素 

法推广到二重积分的应用中，讨论二重积分的一些其他应用. 

一、曲面的面积 

设曲面S由方程2=/(%，y)给出，/)为曲面S在xOy面上的投 

影区域，函数/0，y)在/)上具有连续偏导数又（％，y)及40，y). 

我们来计算曲面S的面积A 

在闭区域上任取一直径 

很小的闭区域do* (它的面积 

也记作do*)，在小闭区域do■内 

取一点P(x,y)，对应地曲面上 

有一点 M0，y，/0，y))，曲面 

s在点m的切平面设为r 

(图9-18).以小闭区域do•的 

边界为准线作母线平行于z轴 
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的柱面，这柱面在曲面s上截下一小片曲面，在切平面r上截下一 

小片平面.由于da的直径很小，小片切平面的面积ci4可以近似 

代替相应那小片曲面的面积.设曲面在点M处的法向量n (方 

向朝上）与z轴正向的夹角为7,则 

cos y 

由第八章第六节知，曲面Z =/(>，y)在点M处方向朝上的法向 

量为 

n =(—又0,7)，~fy(x,y) ,1), 
因此 

1 
cos y =—....—-. 

V1 +/;0，y) 
于是 

①设两平面的夹角为0,77,上的闭区域在772上的投影区域为£>。，则 

£>的面积4与％的面积cr之间有下列关系： 

(7 
A 

cos 6 

事实上，先假定是矩形闭区域，且其一边平行于两平面的交线I，边长为a，另一边长 

为6 (图9-19)，则Z)Q也是矩形闭区 

域，且边长分别为a及bcos 0,从而cr = 

abcos 9 = i4cos 0，即 

a 
A 

cos 6 

在一般情况，可把Z)分成上述类型的 

m个小矩形闭区域（不计靠边界的不 

规则部分），则小矩形闭区域的面积火 

与其投影区域的面积％满足火= 

— m 

=1，2,…，m)，从而 = 
cos 6 

cos 6 
^ a •使各小闭区域的直径中的最大者趋于零，取极限便得 a 

cos 6 
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ci4 = yi +fl(x,y) +f2y(x,y)da. 

这就是曲面S的面积元素，以它为被积表达式在闭区域D上积 

分，得 

A = JI V1 +fl(x>y) +f2r(^,y)dcr, 
D 

或写作 

A=l V1 + (s)2 + (尝卜dy. 
这就是计算曲面面积的公式. 

若曲面的方程为(:^，2)或7 = /1(>，：0，则可分别把曲面投 
影到yOz面上（投影区域记作Z)yz)或面上（投影区域记作 

AJ，类似地可得 

IRIT—， 

A = 

例1求半径为a，高为H (0 <//<a)的球冠面积. 

解如图9-20建立坐标系，使 

球心位于原点3轴为球冠的对称轴， 

则球冠的方程为 

z = ^a2 - x2 - j1, 

球面与z = a- //的交线在面上 

的投影为圆周 
x2 + y2 = a2 - (a - H)2 = 2aH - H2, 图9 _20 

该圆周所围成的圆形区域 

V + / 彡2aH - H2 

就是球冠在xOy面上的投影区域由 
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得 

dz _ - x dz _ - y 

8X a2 - x2 - y2 办 yq2 - x2 - y1 

于是，所求的球冠面积为 

利用极坐标，得 

a 
2 

y CL ~ p 

a 

-x2 
dxdy. 

2 

-J 

ap 

r^i 2 
y a 一 p 

dp 

= 2^[ -a a -p2\ ^2aH~H = 2i;aH. 

当球冠的高度H = a时得到半球面的面积为2tt02，因此球面 

面积为4TTa2. 

思考题1 试写出旋转抛物面z = x2 + J2在任一点处的法向量，并计算 

抛物面含在圆柱面x2 +〆=1内的曲面面积. 

二、平面薄片的质心 

设:^y面上有n个质点，分别位于（七,Ji) Ax2,y2)，•--, (xn, 

7„)处，质量分别为m”m2，…，mn.由力学知道，该质点系关于％轴 
n n 

和y轴的静矩分别为=[爪工和乂 = [ mt%;，该质点系的 
i = 1 i = l 

质心坐标为 
n n 

X M X 
i = 1 — 1 x i = 1 
- y —-=- / M n ， 
Zj mi X ml 

X 
M 
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其中M .为该质点系的总质量. 
i = 1 

设有一薄片，占有面上的闭区域/)，在点(ty)处的面密度为 
假定#0，y)在Z)上连续，现在要求该薄片的质心的坐标. 

在闭区域D上任取一直径很小的闭区域da (它的面积也记 
作dcr)，（％，y)是小闭区域dcr中的一个点.由于小闭区域dor的直 

径很小，而A6(%，y)在D上连续，所以薄片中相应于小闭区域 
的部分的质量近似于 

dM =/ji(x yy) d<j. 

这部分质量又可近似地看作集中在点“，:K)处，于是可分别写岀 
平面薄片关于％轴，y轴的静矩元素dU义为 

dMx = ydM = y/Ji(x ,y) dcr, dMy = xdM = x/ul(x ,y) dcr. 

以这些元素为被积表达式在闭区域上积分，便得 

M = jjyju(x，y)d(r，My = J^O，y)dor. 
D D D 

于是平面薄片的质心的坐标为 

J^O，y)dcr 

M 
J/xO，y)d(7 

y M 

D 

JjAt(%,r)dcr 

D 

J/x(^,y)do- 
D 

(1) 

如果薄片是均匀的，即面密度M为常量，则上式中可把M提到 

积分号外面并从分子、分母中约去，这样便得均勻薄片的质心坐 

标为 

^ = —J^cdor, y = — Jydcr , (2) 
D D 

其中4 = Jdo■为闭区域D的面积.这时薄片的质心完全由闭区域Z) 
D 

的形状所决定，因此，均匀薄片的质心称为该薄片所占平面图形的 
形心. 

例2 设Z)为两圆p = 2sin p和p = 4sin p之间的闭区域，求 
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D的形心（图9 -21). 

解因为闭区域/>对称于:r 

轴，所以形心C (I，歹）必在y轴上， 
即 ％ = 0. 

再按公式 

卜 \\\yda 
D 

来计算歹.由于D位于两圆之间，两 图9-21 

圆的半径分别为1和2,因此它的面 
积等于两圆面积之差，即4 = 377.再利用极坐标计算积分 

sin cpdpdcp sm 

sin4<pd(^ = 7tt. 

于是 

故所求形心为 

三、平面薄片的转动愦量 

由力学知道，位于点0，y)处质量为肌的质点对于％轴和y 

轴的转动惯量分别为 
Ix = y2m 和 Iy = x2 m. 

而一质点系的转动惯量为各个质点的转动惯量之和. 

设有一薄片，占有面上的闭区域/)，在点0，y)处的面密 

度为Mtr)，且MO，y)在D上连续.现在要求该薄片的转动惯量 

应用元素法.在闭区域Z)上任取一直径很小的闭区域dcr 

(它的面积也记作dcr)，再取点（x，y)Gdcr，则薄片中相应于小闭 
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区域da部分的质量近似等于dM =^(x,y)da.把这小片近似地 

看作位于U，y)的质点，即可得对于％轴和y轴的转动惯量的 
元素 

dlx = y2jui(x yy) dcr 和 dly = x2/jl(x ,y) da , 

以这些元素为被积表达式在闭区域i)上积分，便得 

y2/^(x,y)da, x2jui(x ,j) da. 
D D 

例3 求半径为a的均匀半圆薄片（面密度为常数对于其 

直径边的转动惯量. 

解取坐标系如图9 -22所 

示，则薄片所占闭区域可表示为 
X2 + y2 ^a2, y^O. 

而所求的转动惯量即是对于％轴的 

转动惯量A.因此 

Ix = Jj/uy2 dcr = juJJp3 sin2(pdpd(p 

D D 

sin2屮dpj p dp = iMa2 
， 

其中M = 为半圆薄片的质量. 

2 

思考题2 写出平面区域Z)的形心的计算公式，并由此计算椭圆+ + 

2 

彡1在第一象限部分图形的形心. 

习题9 -3 

1. 求球面x2 + / + z2 = a2含在圆柱面x2 +y2 = ax内部的那部分面积. 

2. 求锥面2= // +〆被柱面z2 所割下部分的面积. 

3. 求平面土+ ++丄=1被三坐标面所割出部分的面积. 
a 0 c 
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4. 求闭区域Z)的形心，/)分别是： 

(1) 由y = ^/2px,x = x0及y = 0所围成的闭区域; 

(2) 半椭圆4 + 
a b 

5. 设平面薄片所占的闭区域由抛物线y = /及直线y = x所围成，它 

在点U，y)处的面密度AtO，r) 求此薄片的质心. 

6. 设有一等腰直角三角形的薄片，腰长为a，各点处的面密度等于该点 

到直角顶点距离的平方，求这薄片的质心. 

7. 设均匀薄片（面密度g = l)所占闭区域Z)如下，求指定的转动惯量： 

(1) D由抛物线/二与直线x=2所围成，求久及心； 

(2) 1):0彡I彡a，0彡y彡6,求八及/y. 

#第四节三重积分 

一、三重积分的概念 

二重积分作为和的极限的概念，可以很自然地推广到三重 

积分. 

定义设为空间有界闭区域，函数/U，y，d在D上有界. 

将任意分成〃个小闭区域 
Ah，Ay2，."，AK， 

其中表示第〖个小闭区域，同时也表示它的体积.在每个小闭 
区域AK中任取一点（f，A，C)，作乘积/(匕，〜，^ AK+ (i = l, 

n 

2,…^)，并作和如果当各小闭区域的直径® 
i = 1 

n 

中的最大值A趋于零时，和(匕，的极限总存在，且 
i = 1 

①空间有界闭区域的直径是指该区域中任意两点间距离的最大值. 
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与闭区域的分法及点（ft，仏，么）的取法无关，则称此极限为函 

数/U，y，d在闭区域上的三重积分，记作fff/(%,r^)dF,gp 

n 
n 

|[/(^,r^)dF = \Viy (1) 
n — t. = l 

其中dF称为在直角坐标系中，体积元素dF也记作 

(kdydz，称为中的体积元素，而把三重积分记作 

当函数/0，y，z)在闭区域上连续时，（1)式右端的和的极 
限必定存在，也就是函数/O，y，0在闭区域/2上的三重积分必定 

存在.以后我们总假定函数/(^y，d在闭区域/2上是连续的.关 
于二重积分的一些术语，例如被积函数、积分区域等，都可相应地 

用于三重积分，三重积分的性质也与二重积分的性质类似，这里不 
再重复. 

如果/x(x，y，z)表示物体在点（％，y，z)处的密度，是该物体 
n 

所占的空间闭区域，则是该物体质量财的近 
i = l 

似值，这个和当A^O时的极限便是该物体的质量M，即 

M 二 JJJ/bL(x,y,z)dV. 
n 

二、三重积分的计算法 

三重积分可化为三次积分来计算，下面我们直接给出三重积 
分化为三次积分的方法. 

假设平行于z轴且穿过闭区域内部的直线与/2的边界曲 
面S相交不多于两点.把闭区域投影到面上，投影区域记 
作Z)(图9-23).以/)的边界为准线作母线平行于z轴的柱面//， 
这柱面把边界曲面S分割成三部分：下曲面\、上曲面乂及侧面 

(即S与"的公共部分），设*Si及S2的方程分别为 
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*^1 :z=zx(x,y), 

S2:z=z2(x,y), 

其中A 0，y)及220,7)都是/)上 

的连续函数，且A (^, y) ^ 

z2{x,y). jl D 内任一点（x，y)作 

平行于z轴的直线，这直线通过下 
曲面乂穿入D内，然后通过上曲 

面\穿岀'^外，穿人点及穿岀点 
的竖坐标分别为& 0,7)及z2(%， 

r).于是闭区域/2可表示为 
zx(x,y) ^z^z2(x,y) , {x,y)^D. 

先把x，y看作定值，把/O，y，<0只看作2的函数，在区间 

上对Z积分，积分的结果是％，y的函数，记为 

F(欠，7)，即 

广2(无,y) 
F(x,y) = f(x,y,z)dz. 

J z\{xyy) 

上的二重积分，便得所求的三重 然， 
积分.即 

n 

c(x ,y ,z) dV = JJF(x ,y) da 
D 

:2(欠，)0 

D \(xyy) 
f(x,y,z)dz do-. 

上式常记作 

n 

Xx,y,z)dxdydz =jrd^dyf2 f(x,y,z)dz. (2) 
』2\(xty) 

如果投影区域可用不等式 
jj(^) ^y^y2(x) , a^x^b 

来表示，由（2)式可得 

yz)dxdydz 

n 

•6 广72(欠） r^2(^,r) 

dx I 一 
a J y\(x) J z{(xfy) 

卢(龙，y) 
dj f(x,y,z)dz. (3) 

j Zi (X.v) 

公式（3 )把三重积分化为先对A次对y、最后对％的三次积分. 

如果平行于％轴或y轴且穿过闭区域内部的直线与/2的 
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边界曲面S相交不多于两点，那么也可把投影到;yOz面或zO% 

面上，便可把三重积分化为按其他顺序的三次积分.如果平行于坐 
标轴且穿过闭区域内部的直线与边界曲面S的交点多于两点， 

那么也可像处理二重积分中的类似问题那样，把分成若干个部 

分区域，使每个部分区域上的三重积分可化为相应的三次积分，而 
上的三重积分即为各部分区域上的三重积分之和. 

例1计算三重积分| xckdydz，其中为三个坐标面及平面 
n 

x+2y+z = l所围成的闭区域. 

解积分区域如图9 - 24所示. 

将投影到面上，得投影区域 
为三角形045,直线（M，OB及的方 

程依次为y=0,x=0^,x+2y = l.于是 

投影区域Z>可表示为 

2 图9 - 24 

在内任取一点（％，y)，过此点作 
平行于z轴的直线，该直线通过平面z = 0穿入12内，再通过平面 

z = l - x-2y穿出il于是闭区域可表示为 

O^z^l - x -2y, 0 < y < 1. 3，0 ^ 1. 

由公式（3)得 
-X-2y 

xdz 

xdx ( 1 - % - 2y) dy 

-x)2 

2 ¥卜 
% (1 
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对于公式（2)中的二重积分，我们亦可利用极坐标来计算. 

例2计算三重积分Jjzckdyck，其中为半球体^：2 + y2 + z2 
n 

^a2 ,z^0. 

解把投影到面上，得投影区域Z)为2 即12 

可表示为 

0^2^ v a2 - x2 - y1 

于是 
Ja2_x2_y2 

JjzdLcdyclz = J" dxdyj zdz 
n d 

(x,y)^D, 

D 
2 

」-x^-y^ a - x y 

D 
2 

d%dy 

上式右端利用极坐标，得 

jjjzdxdydz = 
D 

2 2 
a 一 p 

飞 pdpdcp 

y/o如JoUW)dP 

2 
2tt 

丄 2 2 丄 

Yap 1 4 
na 

般地，如果（2)式中的Z)在极坐标系中可表示为 

px((p) ^p^p2((p) , a^(p^/3, 

则 

^f(x ,y ,z)dxdydz 
n 

,2^(pcos (p ,psin <p) r\ • 
dp p/(pcos (p ,psin (p,z)Az. 

p\((p) ^ 2j (pcos (p ,psin (p) 

设点P的直角坐标为，如果 

(4) 

rX = pcos q), 

« J =psin (p, 

.z =2, 
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则称(P4 3)为点P的柱面坐标，而（4)式就是把三重积分化为柱 

面坐标的三次积分的公式. 

上一节利用元素法把平面薄片的质心和转动惯量表示成了二 

重积分，同样利用元素法可得： 

设物体占有空间区域/2,在点U，y，z)处的密度为， 

则其质心坐标为 

五=7,z)dK, 
n 

n 

^ = 士JffzM(x，y，z)dv. 
n 

如果物体是均匀的，即/xO，：K，z)为常数时，质心也称为形心，其坐 

标为 

i = +|W，r = yfrd^, = j/fdF， 
non 

其中F= |[dF为物体的体积. 
n 

物体关于x轴、y轴和z轴的转动惯量（分别记作忍、/y和/J为 

Ix = Uj(y2 + z2)/u,(x,y,z)dV, 

n 

Iy = HI (z2 + x2)fj.(x,y,z)dV, 
n 

Iz = I[(尤2 + r2 )fJi(x,y,z)dVy 
n 

其中M= jj/x(%，;x，2：)dy为物体的质量. 
n 

例3闭区域由曲面z= A2 +yR z =2-x2 - /所围成， 

求/2的形心的坐标. 
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解 是以Z轴为旋转轴的旋转体，故形心必在2轴上， 

即王= y= 0,而云=—JJj2：dF. 
n 

两个曲面的交线的方程是 

z 二 % + y2, 

z - 2 - x2 - y2 

消去2得％2 + y2 = 1，于是得12在 

xOy面上的投影区域Z)为文2 + y2 

$1 (图9 -25).对任一（％，y)€ 
1 x2+y2^l 

D, yx2 + y2 ^ z 2 - x2 - y2. 图9 -25 

于是 

^ = idV = ldxdyl 
n d 

2 -x^ -y2 

dz 
a/ +y2 

=JJ(2 - x2 - y1 - yx2 + y1) d%dy. 
D 

利用极坐标计算上面这个二重积分，得 
1 

V = d(p f (2 - p2 - p)pdp 
6 

TT. 

又 

zdV 

n 

JckdyJ 
D 

2-x^-y2 

a/ +y2 

zdz 

2 
J[ (2 - %2 - J2 ) 2 - ( Vx2 + y2)2 ] dxdy 

11 
yj0 d<pj0 [ (2 -p2)2 - p2]pdp 

12 
TT, 

因此k^rr/务77 从而形心为 
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*习题9 -4 

1. 化三重积分/ = 为三次积分，其中积分区域12分 
n 

别是： 

(1) 由旋转抛物面/ + /及平面Z = 1所围成的在第一卦限内的闭 

区域； 

(2) 由抛物面%2 +2y2及抛物柱面z = 2-X2围成的闭区域. 

2. 设有一物体，占有空间闭区域/2:0$»：<1，0<；)^1，0<2<1，在点（％， 

:r，z)处的密度为/Ui(x,y,z) = x+ y+ z，求该物体的质量. 

3. 计算下列三重积分： 

(1) jjjxy2z3dV，其中由平面y = 二1，2=0及曲面：=外围成； 
n 

(2) (IT —-—-^，其中是由平面 ％ =0，y =0，z = 0及 ％ + y= 
JJJ (1 + x + y + z) 

1所围成的四面体； 

(3) Jjxzdy，其中/2由平面z=0，z=y，y = l及抛物柱面y = x2围成； 
n 

(4) I"(/ + /)dV，其中/2由旋转拋物面，+y2 :2z及平面z = 2 
n 

围成. 

4. 利用三重积分计算下列由各组旋转曲面所围成的旋转体的体积： 

(1) z = 6 - x2 - y2 R z = yx2 + y2 ； 

( 2) z = ^5 - % - y2 R x2 + y2 = 4z. 

5. 利用三重积分计算下列由各组曲面所围成的闭区域的形心： 

(1) z = x2 + y2 z = 1 ； 

( 2) x = 0,y=0,z=0,AC + y = a (a>0)^,z=x2 + y2. 

$第五节对弧长的曲线积分 

把定积分的概念推广到定义在平面曲线上的二元函数上去， 

即可得（平面）曲线积分的概念. 
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一、对弧长的曲线积分的概念 

我们从讨论曲线形构件的质量这一实例出发，引入对弧长的 

曲线积分的概念. 

假设某曲线形构件所占的位 
置为^面上的一段曲线弧L，它 

的两个端点是4 J (图9-26)，并 

设构件的线密度为，0,7) 

G 1，现在来计算这构件的质 
量 

如果构件的线密度是常量， 

那么构件的质量就等于它的线 

密度与长度之积.然而当线密度 

是变量时，这方法就不适用了，而要用定积分的思想方法来解 
决.我们用[上的点，…，=5把L分成ri个小 

弧段，在线密度M ( %，7)是连续函数的条件下，可在小弧段 

^^7^上任取一点（&，仏），并以4&，仏）代替这小段构件上各 

点处的密度，从而得到该小段构件的质量的近似值，％)△&， 

其中表示^^^的长度（〖=1，2，一，〃）.于是整个曲线形构件 

的质量 
n 

M ^ X弘(匕，仏） 
i = 1 

用A表示n个小弧段的最大长度，即A = max丨丨.令A—0， 
1 ^ I ^ n 

取上式右端的极限，就得到整个构件质量的精确值 
n 

M = HmY ^(^,17,) 

A^° fTi 

这类和式的极限在研究其他问题时还会遇到，故引入如下定义. 

B= 
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定义设L是xOy面上的一条以4 4为端点的光滑曲线弧®， 

函数/(^，y)在L上有界.在L上任意插入一个点列4 = M0,MX, 

，…，=圮把I分成〃个小弧段.设第纟个小弧段的长 
度为A5. ,(f.，yt)为第i个小弧段上任意取定的一点（i = 1，2，…，M)， 

作和 
n 

i = 1 

n 

记A = max j As.)，如果当A—>0时，和[/(匕，?^) 的极限总 
1«心 fri 

存在，且与曲线弧L的分法及点（&，&)的取法无关，则称此极 

限为函数/(%，y)在平面曲线L上对弧长的曲线积分，记作 

J^/O，}0山，即 

[/(^,j)d5 = hmJ^/C^^y^As, , (1) 
九 a-o fr[ 

其中/(^y)称为被积函数，yu，y)cis称为被积表达式，L称为积分 

弧段，ds称为弧弧长的曲线禾第一类 

艘. 
™如果L是分段光滑的，即I是由有限多条光滑曲线弧连接 

而成，则规定/U，y)在L上的曲线积分等于/(%，y)在各光滑曲 

线段上的曲线积分之和.若I是闭曲线，则曲线积分的积分号常 

写作t 
与定积分存在的条件相类似，当函数/b，y)在积分弧段1上 

连续时，对弧长的曲线积分I/(hy) ds存在（以下总假定/(%，y) 

在L上连续）.由此，当曲线形构件的线密度pO，y)在L上连续 

①光滑曲线是指曲线上每一点处都有切线，且当切点沿曲线移动时，切线随之连 

续转动. 
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时，本节开始时讨论的曲线形构件的质量M ds .显然， 

当被积函数为常数1时，等于L的长度. 

由对弧长的曲线积分的定义可知，对弧长的曲线积分与定积 

分有类似的性质，比如有 
(1) 对任意的常数a，沐有 

，7) + /3g(x,y) ]ds = aj^f(x,y)ds + p^g{x,y)As. 

(2) 设[=氣点CG^，则 

f(x,y)ds = j^/(x,y)ds + j^f(x,y)ds. 

(3) 设M为|/(%，y) I在L上的最大值，Z为L的长度，则有 

jLf(x,y)ds ^ jL \f(x,y) |d5 ^ Ml. 

二、对弧长的曲线积分的计算法 

对弧长的曲线积分可以化为定积分来计算.设积分弧段L由 

参数方程 
.尤=(p(t), 

.7 =夕⑴， 
给出，其中函数在闭区间[OS0]上具有连续导数，且 
^(0，，（0不同时为零（这些条件相当于假设L是光滑曲线 
弧），/(%，y)在[上连续，则有如下的计算公式： 

jL/(^,r)ds = Ja/[(p(0 ,<A(0 ] vV2⑴ + ij/，2(t)dt (a < (B). 

(2) 

公式（2)的推导从略. 

公式(2)表明，计算对弧长的曲线积分/(%，y)ds时，只要把％， 

J,d5依次换为(p(t) , ，vV2⑴+〆2⑴山，然后从0!到0作定积 
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分就可以了.这里要注意，定积分的下限a —定要小于定积分的上 

限A 

例1计算丄V^2 _ ? - y2 ds , 

其中L为上半圆弧:r2 +y2 = ax,y^O 

(图9-27). 

解 L的极坐标方程为厂二 

acos (p (0 < p < 矛)，以 为参数， 

可得L的参数方程 

% = acos2 (p , 
< 

• y 二 acos cpsin (p 

于是 
_7T_ 

J \Ja - x2 - y2ds = j | asin (p \ \/{- asin 2(p)2 + (acos 2cp)2d(p 

当曲线L由方程 

y - , a^x^b 

给出时，相当于给出参数方程 
\x - % 

a^x^b y 
.y = ^(x), 

于是公式（2)变为 

jLf(x,y)ds = jj[x,if/(x) ]/1 + ij/f2(x)dx. 

类似地，当L由方程 

^ =(p(j) , c^y^d 

给岀时，公式（2)变为 

jLf(x,j)ds = ^f[cp(y) ,y] vV2(y) + ldy. 

(3) 

(4) 
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例2计算表，其中L为抛物线y=x2,直线％ = 1及文轴 

所围成的曲边三角形的整个 
解如图9-28所示乂=巧+ 

涵+ G®，分别写出方程为 
OA ：y = 0, 0 ^ 1 ； 
AB : x = 1 , 0彡 y 彡 1; 

OB ：y = X2 y O^x^： 1 , 

于是 

f-Vrd 
JO A 

f-Vr^ 
Jab 

s = I—0 • ds 
OA 

0, 

•1 

图9 - 28 

2 
7y • \/l + Ody = 4y^y 

Jo J 

_ i _ 
a/P" • y 1 + (2x)2 dx = x ^s/l + 4x2 d% 

n(l+4x } 
2 \ 3/2 

&(5 V5"- 1) 

因此 

屯 Wds =0+夸 + 占(5#-1)=占(5^^ + 7). 

例3计算半径为/?、中心角为的圆弧关于它的对称轴的 

转动惯量（设线密度/i = l). 

-解取坐标系如图9 -29所示，则所求转动惯量即为L关于 

^轴的转动惯量/x. 

我们用元素法列出/.的积分表达式，然后计算积分. 

在L上取相近两点MO，y)及ATO +dx,j + dy)，设MM'的长 

①记号L = iI + ^ + &表示L由&，&和&三段组成，以下类似记号意义 

相同. 
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度为山，则它的质量dm =#心，把它看 

作位于点MO，y)的质点，则它对％轴 

的转动惯量为 
2 1 2 1 dlx = y dm =fiy ds, 

于是 

取l的参数方程为 

x = Rcos (p, 
i 

_y=Rsin cp, 

则得 

-a^cp^a y 

sin2<p • Rd<p 

Y (p - —sin 2(p =士犮3 (2a - sin 2a). 

*习题9 -5 

1. 计算下列曲线积分（其中a >0): 

(1) 手(x2 + y2)2 ds，其中[为圆周：《 = ocos (p ,y = asin ,0 ^ (p^2ir; 

(2) j^x + y)ds，其中L为连接（1，0)与（0，1)两点的直线段； 

(3) j>xds，其中[为由直线及拋物线y=/所围成的区域的整个边界； 

(4) ，其中L为圆周/ +/ =a2,直线：及％轴在第一象限 

内所围成的扇形的整个边界； 

(5) jfds，其中L为摆线的一拱 

x = a(t - sin t) , y = a(l - cos t) , 0^f ^2tt； 

(6) ^x2 + y2 ds，其中 L 为圆周 ac2 + 〆=ax. 

2. 求半径为a，中心角为2a的均勻圆弧的形心. 
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3.设[为圆周/ +y2 =2ax(a>0)，它的线密度为弘+ a，求L关于x 

轴及关于y轴的转动惯量^及V 

*第六节对坐标的曲线积分 

一、对坐标的曲线积分的概念 

我们从讨论变力沿曲线所做的功这一实际问题出发，引入对 
坐标的曲线积分的概念.设在面上一个质点在变力F“，y)的 

作用下，从点4沿光滑曲线L移动到方，已知 
F(x,y) = P(xyy)i + Q(x,y)j, 

其中函数PO，y)，<?(x，y)在[上 

连续.要计算质点在移动过程中变 
力F(x，y)所做的功（图9-30). 

我们知道，如果力F是恒 

力，且质点沿直线从4移动到6， 

那么恒力F所做的功等于向量F 

与;^的数量积，即 
W = F -AB. 

现在F是变力，且质点沿曲线L 

移动，功疋不能按以上公式计 

算，而要用定积分的思想方法来解决. 

我们在L上自4至S依次取分点 
M0 =HM2,…，U„ =召， 

把L分成n个小弧段，设分点乂的坐标为（Ui) (i = 0,1，…， 

n).取其中一个有向小弧段来分析.由于%光滑且很 

短，可以用有向线段^X = +Ayj来近似代替，其= 

A 是向量在％轴上的投影，=r, 是^X在 

:r轴上的投影.又由于函数(〜y)在l上连续，故在小弧 

Fdvi) 
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段上变力FO，y)变化不大，可以用上任一点（么， 

仏）处的力来近似代替，即在^^7^上， 

F(x,y) =?(6,7]> + QUi，Vi)J' 

这样，变力，0，：)0沿有向小弧段^^^所做的功就近似等 

于恒力F(f，77t)沿有向线段瓦7^所做的功，即 

^Wi^F(^l1lrll) - =P(^i,rjl)\xi + Q{^l,r]l) 

于是 
n n 

『=X ^ I [PUl,Vl)\xl + 似，r/jAyJ . 
i’ = l i = 1 

把小弧段长度的最大值记作A，令A—0,所得上述和式的 

极限 
n 

limX [尸(f，％)△& + ^(^,17,) AyJ 
A-° iTi 

可以认为是变力F沿有向曲线L所做的功. 

这种和式的极限在研究其他问题时也会遇到，故引入下述 

定义. 

定义设L为面上从点4到点B的一条光滑的有向曲线 
弧，函数/50，；)0，(?(％，：0在[上有界.在1上沿1的方向依次任意 

取分点4 =M0,Mir-,Mn =圮把L分成"个有向小弧段^^ 

(i = l，2，…，/i)，设= A# + Ayj，并记A为小弧段长度的最 

大值.在^^7^上任意取一点（么，7^)，如果和j^PUl,Vl)Axl的极 
i = l 

限总存在，且与曲线L的分法及点（f，^)的取法无关，那么这个 

极限称为函数PO，y)在有向弧段L上对坐标％的曲线积分，记作 

J P(x ,y) d^. 

n 

类似地，如果和[的极限总存在，且与曲线[ 
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的分法及点（&,%)的取法无关，那么这个极限称为函数Q(x,y) 

在有向弧段L上对坐标y的曲线积分，记作 

jLQ(x,y)dy. 

即 

jLP(x,y)dx = Axi9 ⑴ 

n 

f<?(^,r)dr = (?(^,77^) Aji, (2) 
』 入—i = 1 

其中 P、x，y)及 Q(x，y)*SHggg，/)(%，y)(k 及(?0，y) dy 称 

为被积表达式，L称为积分弧标的曲线积分也称为第二类 

曲线积分. 

在应用上经常出现 

|p(^,y)d^ + j^Q(x,y)dy 

这种合并起来的形式，为简便起见，把上式写成 

x yy) ^.x + (^( ac ,y) dy. (3) 

如果L是分段光滑的，则规定函数在L上对坐标的曲线积分 

等于在各光滑曲线段上对坐标的曲线积分之和. 

与定积分的存在条件相类似，当函数P“，y)及<?U，y)在弧 

段厶上连续时，曲线积分^P(x,y)dx及j^CK^，y)dy均存在（以下 

总假定P(xfy)及Q(x ,y)在L上连续）.由此，当变力F(x,y)= 

P(x,y)i + Q(x,y)j的两个分量PO，y)和(？0，y)均在[上连续 

时，本节开始时讨论的变力FU，y)沿有向弧段L所做的功 

W = j P(x ,y) dx + Q(x yy) dy. 

根据定义，可以证明对坐标的曲线积分具有下述性质： 

(1)设点CGS，则 
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(2)设ZT是与L方向相反的有向弧段，则 

J Pdx + Qdy = - J Pdx + Qdy. 

这是因为和式中的A&及是表示有向小线段瓦7^在^ 

轴及7轴上的投影，当弧段的方向改变时，它们的投影正好改变符 

号，从而和式极限——积分改变符号.这与对弧长的曲线积分不 

同，例如，在弧段3上， 

LP(xyy)dx + Q(x,y)dy = - iP(x,y)dx + Q(x,y)dy. 
Jab Jba 

因此关于对坐标的曲线积分，我们必须注意积分弧段的方向. 

二、对坐标的曲线积分的计算法 

与对弧长的曲线积分相类似，对坐标的曲线积分也可化为定 

积分计算. 

设P(%，y)和在有向曲线弧L上有定义且连续，L的 

参数方程为 

•文=(p(t), 

.r = <A(0, 

当参数i单调地由a变到/3时，点MO，y)从L的起点4沿L移动 

到终点和4(0在以《及0为端点的闭区间上具有一阶连 

续导数，且〆（0和，（0不同时为零，则有如下的计算公式 

1尸[《⑴，少⑴]〆（0 + <?[屮（0，<A(0 ]〆⑴1山.（4) 
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公式（4)的推导从略. 

公式(4)表明，计算对坐标的曲线积分^P(x,y)diX + Q(x,y)dy 

时，只要把x，y，d%，dy依次换为(p(t) ，(^'⑴山W⑴山，然后从 

L的起点所对应的参数值a到L的终点所对应的参数值/3作定积分 

就可以了.这里要注意，下限a对应于L的起点，上限0对应L的终 

点，a不一定小于/3. 

如果L由方程y = 或x=P(y)给岀，可以看作参数方程 

的特殊情形.具体地，当[由7=4(%) (%自a到6)给出时，公式 

(4)成为 

I I P[x,ij/(x) ] + Q[x ,if/(x)]if/r (x) \ dx. (5) 

当L由方程x = <p(y) (；y•自c到t/)给出时，公式（4)成为 

I P[(p(r) ,y](pr(r) + Q[(p(r) ,y] I dj. (6) 

例1 计算j^xydx，其中L为拋物 

线/ =%上从点4(1，-1)到点5(1,1) 

的一段弧（图9-31). 

解一将所给曲线积分化为对％的 

定积分来计算.这时要把L分为40和05 

两部分，其中 

A0 :y = -A/t，尤自 1 至0, 

0B :y =^/x ,x 自0至 1. 
图9 -31 

因此， 
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xydx = l^xydx + L xydx 
Jl Jao Job 

o 1 
=卜（-^[x) drc + x^fxAx 

Ji Jo 

= 2 f x3 2dx = 
Jo 5 

解二将所给曲线积分化为对:r的定积分来计算.由于 
L：x -y1, y 自-1 到 1， 

因此， 
4 J xydx J * r(r ) 'dy = 2 j dy 

例2 计算j/dy - ，其 

中L为 
(1) 半径为a、圆心为原点、 

按逆时针方向绕行的上半圆周； 
(2) 从点M«，0)至点B 

(-a，0)的直线段（图9-32). 

解（1)取L的参数方程 

' % = acos cp , 

y = asm cp , 
从0到TT 

进行计算，有 

j xdy - ydx = J [ acos cp • acos (p - asin cp( - asin cp) ] d(p 

=I a2d(p = Tra2. 
Jo 

(2)现在L是有向线段;^:y =0，％自a至 
一 fl 

Ixdy - ydx = (尤.0-0) d尤： 
JAB Ja 

例3计算其中[为圆周尤2 
X 2/ 

a.所以 

0. 

J =1沿逆时针 
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方向 

解L： 
X = cos 

LT = sin 屮， 

- ydy 

P从_ TT到TT.故 

广- 2cos (psin (p 
d(p = 0. 

JL x + 2y cos cp + 2sinzp 

上式等于零是因为奇函数在关于原点对称的区间上的积分 

为零. 

例4 设有一质量为m的质 

点受重力作用在铅直平面上沿某 
一曲线弧从点4移动到点B，求重 

力所做的功. 

解取水平直线为％轴，y轴 
铅直向上（图9-33).则重力在两 

坐标轴上的投影分别为 
P(x,y) =0, Q(x,y) = - mg, 

这里g是重力加速度，于是质点从 

点4UQ，y。）移动到点fi(Z，F)时，重力所做的功为 

(- W = LPd^; + Qdy 
Jab 

设曲线的参数方程为 

JAB 

•尤=(p(t), 

.7 = ⑴， 
点4和6相应的参数为a和 

P,W\ 

w ja - mgifj'(i)dt = 

=-爪g[中（卩)-<A(a) ] = - mg(Y-y0). 

这结果表明，这里重力所做的功与质点运动的路径无关，而仅 

取决于下降的高度. 

最后我们指出两类曲线积分的联系. 
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设有向曲线弧L的起点为 

终点为圮其上任一点处 
的单位切线向量为的方向与 
L的方向相一致（图9 -34)，cos a 

和⑶s (3为eT的方向余弦，则有如 

下的两类曲线积分之间的联系 

公式： 

jLP(x,y)dx + Q(x,y)dy 

J [P(x ,y)cos a + Q(x,y) cos /3]ds. 

图9 - 34 

⑺ 

*习题9 -6 

1. 设力F的大小为常量/,方向朝着％轴正向.质量为m的质点在力F 

的作用下沿圆弧y = VR2 -欠2自点4(/?，0)移动到点5(0，/?)，求力F所做 

的功. 

2. 计算下列对坐标的曲线积分： 

(1) j (%2 - / )如，其中L是抛物线y -%1上从点（0,0)到点（2,4)的一 

段弧； 

(2) fcdy-yck，其中 L 是以4(0,0)，5(1，0)，<：(1，2)为顶点的闭折线 

ABCA； 

(3) j>^xydx，其中L为圆周I2 +y2 - lax (a >0)及a;轴所围成的在第一 

象限内的区域的整个边界（按逆时针方向绕行）； 

(4 ) J ydx + xdy，其中 L 为圆周 x = Rcos cp ,y = Rsin p 上由屮= 0到 

(p =子的一段弧. 

3. 计算 j O+y)cb: + (y-%)dy，其中 L 是 

(1)沿抛物线y2 = %从点W 1，1)到点6(4,2)； 
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(2) 直线段巧； 

(3) 折线ACfi，其中C的坐标为（1，2); 

(4) 沿曲线 ％ = 2f2 + f + 1，y = f2 + 1 从点4到点5. 

*第七节格林公式及其应用 

N 格林公式 

我们规定平面上有界闭区域D的边界曲线L的正向如下：当 
观察者沿L的正向行走时，D内在他近 

处的部分总在他的左边（例如图 
9 -35).格林公式建立了 D上的二重 

积分与1上的曲线积分之间的联系. 

定理1 设分段光滑的有向闭曲 

线L为有界闭区域D的正向边界，函 
数PO，y)和，:r)在/>上具有一阶 

连续偏导数，则有 

dQ 
dx 

公式（1 )称为格林（Green)公式. 

证先假定£>为Z型区域，即穿过 

闭区域Z)内部且平行于y轴的直线与Z) 

的边界曲线L的交点恰好是两点，例如 

D 由曲线 y = A (幻，y = (%) (if/iix) 

^ij/2(x)，a彡％彡6)及直线 x = a，i = 6围 

成（图9-36)，那么，根据二重积分的计 

算法，有 

jfd,dr = /6d,r)^)dr 
JJD dy Ja J 幻⑷ dy 

=ja I P[x,if/2(x)]- 图9 - 36 
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P[x 9if/x(x) ] I dx. 

另一方面，由曲线积分的性质及计算法，有 

Pdx 
kPdx + kpdx + kPdx + kPdx 

„b 
P[x ]dx + 0 + J P[x ,ij/2(x) ]dx +0 

I P[x,if/2(x) ] - P[x,ifjx{x) ] } dx, 

因此 
dP 

dy 
Pdx. (2) 

如果不是Z型区域，那么可以在 

D内引进一条或几条辅助曲线，把Z)分 

成有限个X型区域，例如就图9 -37来 

说，引进一条辅助曲线把Z)分成A和 

d2两个Z型区域，应用公式（1)于A 

和02，得到两个等式： 

D2 

^-dxdy = 
dy 

:丨 Pdx, 

^-dxdy = 
dy 

:(f Pdx, 
Jh 

图9 - 37 

把这两个等式相加，注意到相加时沿辅助曲线的曲线积分相互抵消，便得 

rr dP 

dy 
dxdy = d) Pdx, 

因此公式（2)对于任何有界闭区域都成立. 

类似可证 

■^dxdy = (3) 

将（2)和（3)两式相加，即得格林公式 

dQ dP 
jj^ - -—jdxdj = + Qdy. 

dx dy 

下面说明格林公式的一个简单应用. 

在公式（1)中取/^ -y，(？=%，即得 
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2jjdxdy = j> xdy - ydx, 
D 

上式左端是闭区域Z)的面积4的2倍，因此有 

A = -^-j)xdy - ydx. 

例1求椭圆％ = acos t,y = bsin f所围成图形的面积儿 

解根据公式（4)，有 

A = -^-j>xdy - ydx = 士J ( abcos21 + absin21) dt 

-2tt 

=—ab\ di = irab. 
2 Jo 

例2设L是任意一条有向闭曲线，证明： 

^ 2xydx + X1 Ay = 0. 

证这里P ，(^ = %2，故 

^-- — =2x-2x=0. 
dx dy 

设L围成区域Z)，由公式（1)有 

其中的正负号为：当L为Z)的正 

向边界时取正号，反向时取负号. 

例3 求 j (x2y + xy2) + 

02y - %y2)dy，其中L为上半圆 
周％2 + y2 = a2 ( y多0 )，取逆时针 
方向（图9 -38). 

解由于在直线&Lh 7=0,故 

B 

x 'y + xy2 ) dx -xy1)dy = 0, 

(4) 

因此 
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%1 y + xy2 ) dA； + (x2y - xy1) dy 

一(x1 y + xy2 ) + ( x2y - xy2 ) dy 
L + BA 

jj*[ (2xy - y1) - (x2 + 2xy) ] d^dy 
D 

-Jj (x2 + y2) d^dy = - JJp3 dpd(p 

D D 

TT 4 

Ta ' 

二、平面上曲线积分与路径无关的条件 

上节例4表明，重力所做的功与质点运动的路径无关.在物 
理、力学中，常要研究作用于物体的变力F所做的功是否与物体 

运动的路径无关的问题，这个问题在数学上就是曲线积分是否与 

路径无关.为此，先要明确什么叫做曲 
A 

线积分j/dx + Qdy与路径无关. 

设函数PO，y)和在区域 
G内连续，如果对于C内任意指定的 
两点以及G内从4到B的任意 0 

两条曲线A必2(图9 -39)，下列等式 

恒成立： 

f Pdx + Qdy = f Pd% + QAy, 
Jh Jh 

那么就说曲线积分f>ck + 在区域C内与路径无关，否则便说 

尝身_卷. 
叙述可见，如果曲线积分与路径无关，那么 

f Pdx + Qdy = f Pdx + Qdy = - \ PAx + Qdy, 
九1 JL2 九2 
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所以 

即 

f Pdx + Qdy + 
Jh 

Pdx + Qdy 

Pdx + QAy 

这里，由点的任意性及A，l2的任意性，可知A +4_可表示c内 
任意一条有向闭曲线.因此，在区域c内由曲线积分与路径无关，即可 
推知在c内沿任何闭曲线的曲线积分为零.反过来，如果在c内沿任 
何闭曲线的曲线积分为零，也可推得在G内曲线积分与路径无关.总 

之，曲线积分J/ck 在C内与路径无关，相当于沿G内任何闭曲 

线C的曲线积分+ Qdy等于零. 

那么，函数PU，y)和满足什么条件时，曲线积分 

+ Qdy与路径无关呢？下面的定理回答了这个问题. 

定理2设C为平面单连通区域®，函数尸“，7)和在 

G内具有连续的一阶偏导数，那么曲线积分+ 在C内与 

路径无关的充要条件是等式 

f=f (5) 
dy dx 

在G内恒成立. 

证这里我们仅证明充分性，必要性的证明从略.设在G内 

f存.对于G内任何有向闭曲线C，按格林公式有 
dy ax 

lpdx + Qdy =±l[^~^)dxd^ 

①如果区域G内的任意一条闭曲线所围成的区域完全属于C,就说C是单连通 

域.形象化地说，单连通域是没有“空洞”的区域. 
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其中D为由C所围成的闭区域.由于C是单连通的，故Z)CC，从 

而在D上p =0,所以上列积分等于零.也就是曲线积分 
dx dy 

jPdx + 在6：内与路径无关.充分性得证. 

当曲线积分^ Pck + (?dy在区域G内与路径无关时，由于曲 
Jab 

线积分的值仅与积分弧段;^的起点4(%，y。）和终点 

位置有关，因此可把此积分记作 
*(欠1,ri) 

(^o»ro) 
Pdx + Q^y- 

实际计算时，可取一条从4到S的便于计算的积分路径.通常可取 

图9 - 40中所示的有向折线路径 

元+巧，其中C为点（七山）（当 

然还要假定此路径位于G内）.此 

时在水平线段上，y=y。O自 

%至七），因此dy = 0 • (k;而在 

铅直线段上，$ =七（y自yQ至 

:Ti)，因此如= 0 • dy，从而由上节 

公式(5)和（6)得 

少 
D(x0，a) 

I- 
I 

i 
I 
I 

B(xvyx) 

雄0，少0) C(xvy0) 

图9 -40 

-(*i,ri) 

(*o>ro) 

Pdx + Qdy P(x,y0)dx + Q{xx ,y)dy. (6) 

类似地，若取有向折线^(其中D为点0。，71))为积分路 

径，则得 
广（*i>ri) 

(*o-ro) 

Pdx + QAy Q(^0,y)dy + P(x,yx)Ax. (7) 

例4证明：在整个xOy平面内，曲线积分 

I xy1 dx + x2ydy 

与路径无关，并计算曲线积分 
.(2,3) 

1,1) 
xy2dx + %1 ydy. 
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证这里，P = 2%y; = 2iy，所以在整个 
dy dx 

xOy平面（这是一个单连通区域）内，根据定理2,在整个 
dy dx 

xOy平面内，所给的曲线积分与路径无关. 

利用公式（6)，可得 

2 2 C2 2 C3 2 xj dx + x2ydy = a: • l2d^ + I 22 • ydy 
.(2,3) 

/(M) 

9 +16=爭 
2 2 

例5计算曲线积分 

j (x2 - y) Ax - (x + sin2y) dy, 

其中[是圆周：y = \/2x -x1自0(0， 
0)到4(2，0)的一段弧（图9 -41). 

解这里，P =%2-y，<?=-(尤 + 

sin2y)，在整个平面这个单连 

通区域内，有 

_!=化_， 图9-41 

dx dy ? 

因此所给的曲线积分与路径无关. 

为方便计算，改取有向线段为积分路径.在CM上，y = 0 , % 

自0至2.于是 

x -y) dx - (x + sin2j) dy 

一(x2 - y) dx - (x + sin2y) dr 
JOA 

[(%2 - 0) - (a; + sin20) • 0]d x 

x2dx 
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本例通过改变积分路径，简化了运算. 
上面例4和例5中的曲线积分都是与路径无关的.可以注意到，这两个 

积分的被积表达式都是某个二元函数的全微分.比如，例4中，取u(x,y)= 

，则有^u{x,y) = xy2dx + x2ydy.这个事实不是偶然的.事实上，我们可 

以证明如下的一般性结论： 

如果函数PU，y)，(?U，y)在平面单连通域G内有连续的偏导数，则以 

下三个条件相互等价： 

(1) 曲线积分+ 在C内与路径无关； 

(2) 在G内每点处成立； 
dx dy 

(3) 存在u(x,y)，使被积表达式在G内为u{x,y)的全微分，即有 

du = Pdx + Qdy. 

我们称aOj)为全微分Pd% + (?dy的原函数.此时对C内的任一有向曲 

线弧:S，有如下的计算公式： 

Lp^x + QAy = Ldu{x,y)= u(B)- u(A)= [ u(x,y) ] , (8) 
jab Jab (xl,yl) 

其中“^:^彡“^^^分别是点^和点方的坐标.这公式类似于定积分中的 

牛顿-莱布尼茨公式. 

例6求|~"^-+y2dy，其中L为抛物线7=/-1自点（-1,0) 
JL X + y 

至点（2,3)的段弧. 
解由于L不通过原点，而当％2+y2 #0时， 

d ln( + y2 ) 
2 

d( + j2 ) xdx + ydy 

2 2 , 2 
^ +r x + y 

所以 
r xdx + ydy r 1 , , 2 2 n 1 

= 
yln(% + y ) 

*习题9 -7 

(2,3) 

(-1,0) 2 
-In 13. 

1.计算下列曲线积分，并验证格林公式的正确性: 
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(1) ^ (2xy -：t2)cb; + (A；+y2)dy，其中 L 是由拋物线 y = A：2和 y2 = x 所 

围成的闭区域的正向边界曲线； 

(2) ^ ( x2 - xy ) dx + (y2 - 2xy) dy，其中 L 是四个顶点分别为（ 0，0)， 

(2,0)，（2,2)和（0,2)的正方形闭区域的正向边界. 

2. 利用曲线积分，求星形线％二acos3t,y = asin3i (图形参见上册附录 

n)所围成的图形的面积. 

3. 利用格林公式，计算下列曲线积分： 

(1) f (2x - y + 4) ck + (5y + 3x - 6) dy，其中 L 是顶点分别为（0,0)， 

(3，0)和（3，2)的三角形的正向边界； 

(2) ^ (% y cos x + 2xy sin x - y2ex ) Ax {x1 sin x - 2yex) dy，其中 L 为星 

形线^ O>0,图形参见上册附录II)，取逆时针方向； 

( 3 ) J (2xyi - y2 cos a; ) + ( 1 - 2ysin x + ?>x2 y2 )dy，其中•^为抛物线 

2x = iry2自（0,0)到(号•，；!)的一段弧; 

(4) J (x2 - y) dx - (x + sin2y) dy,其中 L 是圆周 y = y^2x - x 自(0,0) 

到（1，1)的一段弧. 

4.证明：下列曲线积分在整个面内与路径无关，并计算它们的积 

分值： 
.(2,3) 

(1) 

.0,4) 

(2) 
J(l,2) 

,(2,1) 

(3) 
J(1,0) 

(x + y) dx + (x - y) dy； 

(6xy2 - j3) dx + (6x2y - 3xy2) dy； 

(2xy - y4 + 3 ) dx + ( a:2 - 4xy}) dy. 

5.设有一变力在坐标轴上的投影为X = %+y2，y = 2町-8,证明：质点在 

此变力作用下运动时，变力所做的功与运动路径无关. 
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第九章复习题 

一、概念复习 

1. 填空题： 

(1) 函数/U，y)在有界闭区域D上的二重积分存在的充分条件是/U，;r) 

在乃上_. 

(2) 设Z)是由圆周x2 +y2二a2所围的平面闭区域，/(i，y)在Z)上连续， 

贝!] lim ff f(x,y) da =_. 
a—o + ira JJ 

(3) 二重积分从直角坐标到极坐标的变换公式是_. 

(4) 设/U)为连续函数，F(0 = jt]dyjtf(x)dx (t > 1).交换积分次序 

后化为对％的定积分，则得F(0 =_，于是F'O) =_. 

*(5)闭曲线积分表（1 + 2x2y) dx + (1 - 9xy2) dy取最大值时（L为它 

所围区域的正向边界），曲线L的方程为_. 

2. 选择题： 

(1)设D为圆周/+/=#所围的闭区域，则JJyx2 +y2dxdy 

D 

(A) JJ Rdxdy = ttR3 ( B) J dpj pdp = ttR2 

). 

(C) J d^J p2dp = —uR3 ( D) J dcpJ R2dp = 2ttR3 

(2)设平面闭区域 Z> = | (x,y) \x2 +y2^R2} ,DX = | (x,y) \x 

^0,r^0}，则下列等式中正确的是（ ）• 

y^R2, 

(A) 

(C) jjxyda = 4 JJxydcr ( D) JJx2d(r = 4 Jjx2dcr 

D Dx D Dx 

* (3)设空间闭区域 = { (x,y,z) \x2 + y2 + z2 \ = I (x,y,z) \x2 + 
y +z2^a2 ,x^0,y^0,z^0\，则下列等式不成立的是（ ）. 
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(A) + y + z)2dV = J|*(x2 -f y2 + z2 ) dV 
n n 

(B) (x + y ^ z)2^ = sjjj'(义2 +y2 +?)dy 
a nx 

(C) j|(% + y ^ z)2dV = 24jlx2dV 
n ax 

(D) ||^(x -f y + z)2dV = 8||"(% + y + z) 2dV 
Q 0\ 

二、综合练习 

1.改换下列二次积分的积分次序： 

/•4 /.4-(y-^) 

(1) Jo djJ _f(x9y)dx； 
^4-y 

r2y 

(2) i dy[ f(x，y)dx + l dyl ^x,^dx 

2.计算下列二重积分： 

⑴jj ^R2 - x2 - y1 da-，其中由圆周x2 +y2 =/2x所围成； 
D 

(2) J" I cos(:t + y) |dor，其中 Z)由直线 y =x,y =0,x = •^所围成； 
D 

(3) |"02 +3% -6y +9)do■，其中D为圆周x2 + /<1所围成的闭区域. 
D 

3. 求由曲面z = x2 +2y2及z=6 - lx2 - y1所围成的立体的体积• 

4. 设平面薄片所占的闭区域D由直线i+y = 2，y = ；c及;c轴所围成，它 

的面密度=x2 +/，求该薄片的质量. 

5. 在均勻半圆形薄片的直径边上，要接上一个一边与直径等长的均匀 

矩形薄片，为使整个均匀薄片的形心恰好落在圆心上，问接上去的矩形薄片 

另一边的长度应是多少？ 

6. 求由抛物线y = /及直线y = 1所围成的均匀薄片（面密度为常数) 

对于％轴的转动惯量. 

*7.计算下列三重积分： 

(1) j^jxydV，其中是由平面z = 0，z = 1及柱面/ +y2 = 1所围成的在 
n 

第一卦限内的闭区域； 
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(2) jjjxyzdV，其中是球体a：2 +y2 + z2 < 1在第一卦限内的部分. 
n 

*8. 一均匀物体（密度为常数W所占闭区域由曲面z = / +/及平面 

2 = 1围成，试求该物体的体积、形心以及关于2轴的转动惯量. 

*9.计算对弧长的曲线积分1(/+/)山，其中L为曲线 

x = a( cos t + isin t)， y = a( sin f - tcos t)， 0 ^ t^2ir. 

*10.计算对坐标的曲线积分{ (X +}°心—（x -y)dy，其中L为圆周x2 + 
^ +J2 

y2 = a2 (按逆时针方向绕行）. 

*11.设力F -{e - 2y) i + (x + sin2y)y，一质点在F的作用下沿圆周C: 

n 从点0(0,0)移动到点4(0,2)，求/^所做的功. 



第十章 

无穷级数 

无穷级数简称级数，它与数列极限有极紧密的联系，也是表示 

函数、研究函数性质以及进行数值计算的一种有用的数学工具.本 

章先讨论常数项级数，介绍级数的一些基本知识，然后讨论函数项 

级数，着重讨论幂级数及如何将函数展开成幂级数的问题. 

第一节常数项级数的概念与性质 

N 常数项级数的定义 

定义设有数列\，把它的项依次用加号连起来，所得的 

式子 
^1 + ^2 + +Un + ( 1 ) 

称为（常数项）无穷级数，简称（常数项）级数.其中第〃项\称为 

该级数的一般项.（1)式通常也记作X 
n - \ 

级数（1)的前〃项之和 

称为级数（1)的前〃项部分和.当〃依次取1，2,3,…时，它们构成 

一个新的数列 

5j = U{ , S2 = U{ + U2 , 、=X Ui，…， 
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将数列\称为级数（1)的如果部分和数列\有极限 
5,即lim\ 则称级数（77^?^限S称为级数（1)的和，并 

n―*■ 00 

写作 
00 

打=1 

如果部分和数列\没有极限，则称级数（1)发散，或称级数（1)没 

有和. 

当级数Cl)收敛时，其部分和&是和$的近似值，它们之间 

的差 
00 

Tn=S ~Sn=Un + l + Un+2 + ^ Uk 

k = n + l 

称为级数（1)的余项.显然，用部分和&近似表示和s的误差为 

I。I . 
下面我们直接根据定义来判定以下级数的收敛性. 

例1级数 
00 

^ aqn = a + aq + aq2 + ••• + aqn + ••• ( 2 ) 
n = 0 

叫做等比级数（又称为几何级数），其中a^0,q叫做级数的公比. 

试讨论级数（2)的收敛性. 

解如果9 — 1，则部分和 
„_1 a( 1 - qn) 

sn = a + aq + + aq =—:  —. 
1 -q 

当I g I < 1时，lim / = 0，从而lim〜=a，因此这时级数（2) 
n—> oo n—► oo 1 — q 

收敛，其和为° ;当I g I > 1时，lim / = oo，从而lim夂= oo， 
1 一 q n—> oo /i—► oo 

因此这时级数（2)发散；当-1时，lim( -l)n不存在，从而 
n—^ oo 

sn=f[l-( -1广]的极限不存在，因此级数（2)发散；当g = l 

时，\ = na—yoc ( n^cc )，因此级数（2)也发散. 
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总之，当h | <1时，等比级数X叫"U#0)收敛，且其和 
fi = 0 

为当u I 时，此等比级数发散. 
1 - q 
例2甲、乙两人轮流掷硬币，谁先掷得正面就算赢.现甲先 

掷，问甲、乙获胜的概率各为多少？ 

解现讨论甲获胜的各种情况的概率. 

若甲第一次就掷得正面，于是获胜，其概率是若甲、乙都 

掷得反面，然后甲掷得正面，于是甲获胜，其概率为冬.冬.!= 

T 
若甲、乙前两轮都掷得反面，然后甲掷得正面，于是甲获胜， 

其概率为士H. 士 •士=士，如此类推，可知甲获胜的概 

率为 

甲2 2 2 

这是一个首项为+，公比为#的等比级数，它是收敛的，其和为 

= 即先掷者甲获胜概率为于是后掷者乙获胜的概率 
一- 

22 

为1 -夺=|. 

例3判定级数 
00 1 1 1 1 

I^ry=r^+「^ +…+咖 + 1) +... 
的收敛性. 



第一节常数项级数的概念与性质185 

解由于 
1 1 1 

u =-=- 
n(n + 1) n n + I 

于是 

K =1^~2+2^~3 +**' +n(n + l) 

n + 1 

因此 

lim5„ = lim 1 
n 

从而级数收敛，且其和为1. 

思考题1 写出级数X —r——的前n (n >2)项部分和，并问此级数 
Hi n(n+2) 

是否收敛？若收敛，其和是多少？ 
00 

思考题2 当x在什么范围内取值时，级数^(-l)nxn是收敛的？其 
n = 1 

和是多少？ 

二、级数的性质 

根据级数收敛的定义和极限运算法则，容易证明级数的下述 

性质. 
00 00 

性质1若级数x ^收敛，其和为为常数，则级数;S 
几=1 n = I 

也收敛，且和为k即 
00 00 

^ kun=k^ un. 
打=1 n = \ 

00 GO 

性质2若级数Z \和$、均收敛，和分别为ho•，即 
n = \ n = \ 

00 00 00 

Z Un =s,^ vn =0"，则级数1(\ 土〜）收敛，其和为S ±cr，即有 
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00 00 00 

^ (un ±vn) = ^ un vn. (3) 
n = 1 ^i = l n = I 

(3)式所表述的运算规律叫做级数的，因 
此性质2也可叙述为：两个收敛级数可逐注 

00 00 

意，（3)式成立是以级数$ un与又vn都收敛为前提条件.当 
/1 = 1 n = 1 

00 00 

X \与1〜都发散时，逐项相加（减）法则就不能用.如例3， 
n = \ n = \ 

I^W=I( 士-+)=1， 
00 00 

但级数又丄及I 一^都是发散的（见例4)，因此 n = 1 ^ n + 1 

无(i-杰卜 

这里，不等号左端表示收敛于1的级数（即左端表示数1)，而右端 
的两个级数都发散，不表示数值. 

性质3 在级数中去掉、增加或改变有限项，级数的收敛性 

不变. 
00 00 

证显然级数1 \与去掉首项后所得级数X U„同时收敛 
打=1 n = 2 

或同时发散，表明级数去掉1项或增加1项不改变收敛性，从而去 

掉或增加有限项也不改变收敛性.而改变有限项可看作先去掉有 
限项再增加有限项，因此也不改变收敛性. 

性质4(级数收敛的必要条件）设级数 
ux + u2 + ••• + un + ••• 

收敛，则必有 
lim\ =0. 

n—► oo 

00 

证级数I;、的一般项与部分和有如下关系： 
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假定这级数收敛于和S则 

limw„ = lim (八= lim\ - hms^, = s-s=0. 
n—► oo n―► oo n—► oo n―► oo 

这条性质可以简单地表述为：收敛级数的一般项必趋于零.由 
此可知，如果级数的一般项不趋于零，则级数发散.这是判定级数 

发散的一种有用的方法.例如，级数 
U _3 
Y~Y+~4 + (-ir 

由于它的一般项〃„ = ( 不趋于零，因此这级数是发 
71+1 

散的. 

注意，级数的一般项趋于零并不是级数收敛的充分条件.有些 
级数虽然一般项趋于零，但仍然是发散的.请看下例. 

例4级数 

1+丄+丄+ ...+丄+ 丄. 
2 3 n ^ n 

称为调和级数.试证:调和级数是发散的. 

证取A；为正整数，当xG[A：，A； + l]时，由定积分的几何意义 

(如图10-1所示），有 

ch+x 1 , rk+l 1 , 1 
——cb[:彡 —ax = 

h x Jk k k 

令6 = 1，2,…，ri得 

f2丄> f 丄ck，…，丄> f+1 丄ck. 
Ji x 2 J2 x n Jn x 

于是 

x 
dx + f —+ … 

J2 x 
—dx 
X 

—dx =\n(n + l). 
x 

oo 

因为 lim ln(n + l) = + oo，所以 lim5n = + °°，即[丄=+ 00.因此 
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图 10 - 1 

调和级数发散. 
00 ^ -a 

例5判定级数X (V —表)的收敛性. 
n = \ \ ^ / 

00 00 00 

解因为调和级数S丄发散，所以级数s i发散.而Z ‘ 
n = \ R n = \ 11 n=\ 2 

是公比g =+的等比级数，是收敛的.由性质2容易推得一个收敛 

级数和一个发散级数逐项相加（减）所得的级数必发散，因此原级 

数发散. 

思考题3 根据性质2,判别级数Y , 1 , N + ( -4-) 1的收敛性， 
g UU + 1) \ 2 ) 

若此级数收敛，它的和为多少？ 

习题10 -1 

•写出下列级数的前五项： 

0 If n = 9丄 + 

⑵ Y 1 • 3.(2n 

2 • 4.2n 

(3) X 
(-1) 

5n 
(4) X 

2.写出下列级数的一般项: 
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X 

(1) 1 +—+— + •••； 

…2 3 4 5 6 
v 7 1 2 3 4 5 

/I、Jx x xJx 

7 2 2-4 2-4-6 2-4-6-8 
2 3 4 5 

/ . x a a a a 
(4) 了一了+〒-T + “.. 

3.根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性 
no no 

1 

+ 

(1) ^ ( ^n + l -^n) ； (2) ^ - 
71 = 1 /I = 1 、 

4.判定下列级数的收敛性： 
8q 2 q n 

I 丄 -- + —T + …+ ( 一 1 )   + …； 
、’ 9 9 、 / 9n 

2n - 1) (2n + 1 

(2) —+— + ••• +^ + i 

⑴3 32 3n 
(3) — +— + ••- +— + ••-; 

(4) —+ — + 

2 3 2 T + TY) + ^ n ^ n 

•皮球从距地面6 m处垂直下落，假设每次从地面反弹后所达到的 

高度是前一次高度的y，求皮球所经过的路程的总长度. 

6.利用性质2和反证法证明：一个收敛级数和一个发散级数逐项相加 

(减）所得的级数必发散. 

第二节常数项级数的审敛法 

在研究级数时，中心问题是判定级数的收敛性.如果级数是收 

敛的，就可对它进行某些运算，并设法求出它的和或和的近似值. 

但是，除了少数几个特殊的级数，在一般情况下，直接考察级数的 

部分和数列是否有极限是很困难的，因而直接根据定义来判定级 

数的收敛性往往不可行，这时就需借助于一些间接的判别方法 
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(称为审敛法）.在本节中，我们介绍一些常用的审敛法. 

一、正项级数及其审敛法 

设有级数 
ux + u2 + ••• + un + ••- , ( 1 ) 

如果U二I，2,…），那么级数（1)称为正项骛.这种级数 

特别重要，以后将会看到许多级数的收敛性|€5^^日结为正项 

级数的收敛性问题. 

设正项级数（1)的部分和为\，由于\ \多0，所以数 

列\是单调增加的，即 

W…彡八彡…. 

如果数列\有界，即\总不大于某一常数M，则根据单调有界数 

列必有极限的准则，知级数（1)必收敛.并且，若设其和为S则有 

sn^s^M.反之，如果正项级数（1)收敛于和S那么根据收敛数列 

必有界的性质，可知数列\有界.因此，我们得到了如下的定理： 

定理1正项级数收敛的充要条件是它的部分和数列有界. 

根据定理1，在判定正项级数（1)的收敛性时，可以另取一个 

收敛性已知的正项级数与它作比较，从而确定它的部分和是否有 

界，这样也就能确定级数（1)的收敛性.按照这个想法，就可以建 

立正项级数的一个基本的审敛法——比较审敛法. 
00 00 

比较审敛法设X、及为两个正项级数. 
n = 1 打=1 

00 

(i) 如果级数$ 收敛且un^：vn (n = 1，2,…），则级数 
n = 1 

00 

X、也收敛； 
n = 1 

00 

(ii) 如果级数I \发散且un^vn (n = 1，2,…），则级数 
fi = 1 

X Un也发散. 
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证（i)设级数收敛于和C7,并且(；1 = 1，2,…）， 
n = I 

00 

则级数E \的部分和 
n = I 

K =Ul +U2 + +Un^Vl +V2 + +Vn^O-, 

即&总不大于常数o■，由定理1可知级数;£、收敛. 
fl = 1 

00 

(ii)设X〜发散，且多〜O = 1，2,…），这时，如果 
71 = 1 

00 00 00 

X un收敛，则由（i)的结论，X \必收敛，这与条件I \发散 
71 = 1 ^ = 1 71 = 1 

相矛盾，因此，$ \也发散. 
71 = 1 

比较审敛法是对两个正项级数的一般项进行比较后得出级数 
是否收敛的结论，由上一节级数的性质3可知，比较条件可适当放 
宽为从某一项（例如第w项）开始，有Un ^ vn (n> N)^ un>vn 

(n^N)，结论依然成立. 
00 

例1判定级数X 的收敛性. 
rri 2 -n 

解因为— 1 +(2n-1 

1 1 
-^——r- 

-n Z 
00 

而级数；I 是公比为|的收敛的等比级数，由比较审敛法知所 
n = l 2 L 

给级数收敛. 
00 

例2证明：级数$ 
n-\ 

证因为 

发散. 
^/n(n + 1) 

>-^T，而级数 
Ti + l ^/n(n + I) 
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是去掉首项的调和级数，因而是发散的，根据比较审敛法可知所给 

级数也发散. 

例3级数 

I 
-=1 H-h-h 
n 2p y 

+ — +… 
np 

(2) 

(其中为常数）称为P级数.试讨论级数的收敛性. 
00 

解当;XI时，七彡丄，而调和级数X ■是发散的，根据比 
”y n n nr n 

较审敛法可知级数x 4发散 
n = ] ^ 

当尸>1时，对于A：-彡A：，有可得 
X 

kp Jk-i kp 

从而P级数的部分和 

dx ^ dx (&=2,3,…）， 
■1 x 

kp 
-dx = 1 -d% 

； 2 ^ ^ -1 X X 

<1 
71 
00 

P -1 ’ 

表明〜有界，因此级数E -V收敛. 
n = 1几 

00 

总、之，P级数[七当P<1时发散，当/? > 1时收敛. 
n = I几 

下面给出极限形式的比较审敛法，它在应用时更为方便些. 
00 00 

极限形式的比较审敛法设Z、及;I L为两个正项级数， 
n = I n — \ 

如果 

lim— = I (0 < / < + 00)， 
1) 

则级数X、及级数[\同时收敛或同时发散. 
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证由极限的定义可知，对s j，存在正整数N，当n> N 

时，有不等式 

j I Un 7 I 
I-- < - < / + —, 

2心 2 

即有不等式 

I 3 7 
~YVn <Un < ^lVn » 

再根据比较审敛法及上一节级数的性质，即得所要证的结论. 
00 00 

注意，当Z =0或Z = + 00时，级数Z '及工vn就不一定同时 
n = I n = \ 

收敛或同时发散，但有这样的结论： 
00 00 

当z=0时，如果级数X &收敛，则级数X 也收敛； 
^i = l n = I 

00 00 

当/= +00时，如果级数发散，则级数I 也发散.这 
n = \ n = I 

个结论的证明请读者自己完成. 

极限形式的比较审敛法，在两个正项级数均满足收敛的必要 

条件，即它们的通项均趋向于零的情况下，其实是比较两个正项级 
数的通项作为无穷小量的阶.它表明：当时，如果是与& 

00 00 

同阶的无穷小，则级数E、与E &同时收敛或同时发散；如果 
n = \ n = 1 

00 00 

\是比&高阶的无穷小，而级数Z &收敛，则级数X、收敛; 
/I = 1 n = 1 

00 00 

如果〃„是比&低阶的无穷小，而级数E &发散，则级数$ \ 
n — \ n = I 

发散. 

用比较审敛法审敛时，需要适当地选取一个已知其收敛性的 
00 

级数^ &作为比较的基准，最常用的基准级数是等比级数 
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x叫"和p级数x "V. 71 = 0 n = 1 ^ 
00 1 

例4判定级数X (1 - COS 的收敛性. 

解可以看到，当)*00时，一般项1 - cos丄为无穷小，且与 
n 

^是等价无穷小，即 

00 - ^ 1 

而级数X 4是p=2的收敛的p级数，故X 士也收敛，因此由 
rri n n = i 

极限形式的比较审敛法，原级数也收敛. 

以等比级数作为比较的基准级数，可得如下使用起来比较方 

便的比值审敛法. 

比值审敛法设= p，则 
► oo U 

n 

00 

(i) 当p < 1时级数$ 收敛； 
n = 1 

oo 

(ii) 当p>l(或lim ”丄=+ oo)时级数X un发散. 
\ Un I " = i 

证（i)设p<l.取一个适当小的正数6使得P+s=r<l， 

根据极限定义，存在正整数m，当Ti^m时有不等式 

Un + 1 
-< p + £ = r. 

Un 

因此 
Um + l <rum, um + 2 <rum + l <r2um, um + 3 <rum + 2 <r\m, •••. 

这样，级数 
Um + l +um + 2 +Um + 3 + ••- 

的各项就小于收敛的等比级数（公比r<l) 
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2 3 

rUm +r Um +r Um + ••- 

00 

的对应项，由比较审敛法可知级数X 收敛. 
n - \ 

(ii)设P > 1.取一个适当小的正数£：，使得p - S > 1.根据极 

限定义，存在正整数I当〃多A；时有不等式 

这就是说，当〃 > A:时，级数的一般项\是逐渐增大的，从而lim_ 
n—^cc 

0.根据级数收敛的必要条件，可知级数X、发散. 
a = 1 

类似地，可以证明：当lim&= +oo时，级数是发散的. 
Tl—^0O U 

n 

oo 

例5判定级数的收敛性. 
n = l 10 

解 
+ 1)! 10, 

un 10n+1 n\ 10 

根据比值审敛法知所给级数发散. 
00 

例6判定级数$ a2sin 士的收敛性 
n - 1 L 

解 n + I) 2 sin 
2n + 

sin 
2' 

2 sin^7T 
2' T T 

n 

2n + l 
sin 

2n + l 2 
T 

故所给级数收敛. 

比值审敛法用起来很方便，但当或极限不存在 
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00 

且不是00时，比值审敛法就无效了，例如，/>级数X 无论/ 
n = 1几 

00 

1，但当p > 1时，Y — 
n 

取什么数，都有lim 
^―00 Un n->-cc(^Jl + l)P 

oo 

收敛;时，x 4发散. 

例7利用级数收敛的必要条件证明：lim^=0. 
n 

证记^=与■，作级数;^ iv由于 
n fTi 

Un + l (n + 1 ) ! nn 
n 

n i 

un (^ + l)n + 1 n\ o +1)" 

(1+士) 

故 

Un 
lim — 
n—*cc U 

lim j 1 + — 
n—^oo \ Tl i 

e 
<i， 

根据比值审敛法知级数^、收敛.于是级数的一般项必趋于 
打=1 

零，即 

limun = 
n—> oo n—^ooj^l 

思考题1 级数Z 2n - 1 

7^\ n +2n + 3 

能，则可用何种方法判别其收敛性？ 

能否用比值审敛法判别其收敛性？若不 

二、交错级数及其审敛法 

所谓交错级数是这样的级数，它的各项是正负交错的，从而可 

以写成下面的形式： 

从1 一从2 +以3 一从4 + 9 (3) 
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或 

—U-j + u，2 — w3 + _ •••， ( 4 ) 

其中A，^，…都是正数.由于交错级数（4)的各项乘-1后就变成 

级数（3)的形式且不改变收敛性，因此，不失一般性，我们只需讨 

论级数（3)的收敛性. 

交错级数审敛法（莱布尼茨定理）如果交错级数（3)满 

足条件： 

(0 Un^Un + l (汀=1，2，3，...）； 

(ii) lim= 0， 
^—►oo 

则级数（ 3 )收敛，其和s非负且s ^，其余项Q的绝对 

值 I 〜I <、+ i. 

证先证明前2m项的和的极限lims2m存在.为此把s2m写成 
m—^ 00 

两种形式： 

= (W1 一以2) + (W3 _ W4) + ••• + (U2m-l ~U2m) 

及 

S2m = U\ ~ (U2 ~ U3 ) - ( UA - U5 )-- ( -2 ~U2m-\) ~ U2m » 

根据条件（i)知道所有括弧中的差都是非负的.由第一种形式可见 

s2m多0且随m增大而增大，由第二种形式可见<Wl.于是，根据 

单调有界数列必有极限的准则知道，数列^„存在极限^并且s不 

大于A，即 

lims2m =s^ul. 
m—► oo 

又由于s2m>0,因此O0. 

再证明前2/n + 1项的和的极限lim52m + 1 =5.事实上，我们有 
go 

S2m + 1 = S2m + U2m + 1 - 

由条件（ii)知lim it2m + i = 0，因此 
m—► oo 

lim52rn + l = lim(S2m +U2m + l) 
m—► oo m—> oo 

由 lim52m = lim52rn + l 即得 
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lim5n = s, 
Tl—> 00 

亦即级数（3)收敛于和5，且0<<〜 

最后，不难看出余项可以写成 

= ± (Un + \ - Un+2 +...)， 
上式右端括弧内是一个与（3)式同一类型的交错级数，且满足收 

敛的两个条件，因此其和o■非负且不超过级数的第一项，于是 
a^ur 

证明完毕. 

例8 判定交错级数I ( -D 
n = I 

1的收敛性. 
71 

解 Un =—满足 un > un + l OGZ + )及 lim、 
Tl n—>» 

lim— =0,根据 
n 

交错级数审敛法知所给级数收敛. 

思考题2 级数^ sin| n +—'ll!是否为交错级数？此级数是否收敛？ 

三、绝对收敛与条件收敛 

前面讨论的正项级数、交错级数都是形式比较特殊的级数.下 

面讨论一般形式的级数： 
Uj + u2 + ••• + un + •••, (5) 

其中、（n = l，2,…）可以任意地取正数、负数或零.取级数（5)各 

项的绝对值组成正项级数 
| w】I + I u2 I + …+ \ Un\ + •••. (6) 

下面的定理2说明了级数（5)与级数（6)的收敛性之间的关系. 

定理2如果级数（5)的各项的绝对值所组成的级数（6)收 

敛，则级数（5)收敛. 

证设级数（6)收敛.令 
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显然〜多0,并且〜< U„ |，就是说〜都不大于级数（6)的对应项 
00 00 

I I .于是由比较审敛法知，正项级数X \收敛，从而X 2〜也 
n = I n = \ 

收敛.而由 

Un =2Vn 
u n I > 

知级数（5)是由两个收敛级数逐项相减而成的： 
00 00 

X \ = X (21uJ )» 
n = \ n = I 

因此，根据级数的基本性质3可知级数（5)收敛.定理证毕. 

我们可以用正项级数的比值审敛法或比较审敛法，来判定正 
00 00 

项级数S 的收敛性.定理2表明，如果正项级数X U„|收 
n = I n = \ 

00 00 

敛，那么级数Z 也收敛.当级数s 收敛时，称级数 
^i = l n = I 

00 

y un绝对收敛. 

例9证明：级数X 绝对收敛. 
rri n 

证因为 
sin na 

n 
4 

oo 

<4,而级数；z 4是收敛的，所以级数 n 7TX n 

I 

sin na 

n 
4 也是收敛的.因此所给级数绝对收敛. 

要注意的是，虽然绝对收敛的级数都是收敛的，但并不是每个 

收敛级数都是绝对收敛的，这就是说，绝对收敛是级数收敛的充分 
条件但非必要条件.例如，级数 , 

+ (-1} T + 2 
+ ■ ■ ■ ■ 

是收敛的，但是各项取绝对值所成的级数 

1 H-1-h • * • H-+ 
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却是发散的. 
00 

如果级数Y、收敛，而它的各项取绝对值所成的级数 
^ = 1 

T U„|发散，那么称级数是条件收敛的.因此，级数 
= 1 n = I 

y (二i):1是条件收敛的. 
„=i ^ 

把正项级数的比值审敛法应用于判定非正项级数的绝对收敛 
性，可以得到下面这个有用的定理： 

定理3若级数满足 
n = 1 

则当p < 1时，级数I 绝对收敛；p > 1或lim 
n = l \ n~^°° 

时，级数I、发散;p = l时级数X \可能绝对收敛，可能条件 
fi = 1 n = I 

收敛，也可能发散. 
00 00 

证当P<1时，正项级数z 收敛，即级数乙\绝对 
n - I n = I 

收敛. 

当p > 1 (或lim - = + 00)时，由本节第一目比值审敛法 
\ 一 un ) 

的证明（ii)知|不趋于零，从而、也不趋于零.根据级数收敛 

的必要条件可知级数X、发散. 
^1 = 1 

00 

当P = 1时，级数；^、可能绝对收敛，可能条件收敛，也可能 
n = \ 

发散.例如下面三个级数： 
^ ( -1 广1 ^ ( -1广1 〜冬， 
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都满足lim 
U, 

U. 
1，但第一个级数绝对收敛，第二个级数条件收 

敛，第三个级数发散. 

思考题3 证明：级数$ ( -l)n-1ln( 1 是条件收敛的. 

习题10 -2 

用比较审敛法判定下列级数的收敛性： 

⑺撫; 

(3) X 
Tl (n + 1) (n +4)' ⑷z sin 

IT 

n 

(5) X lnf 1 + r (6) X 
\ n3' 

2.用比值审敛法判定下列级数的收敛性: 

3n 

(D I \ Til1 

(3) X sin 
r (4) X jritan 

IT 

⑸ 

判定下列级数的收敛性 

(6) X 
2nn\ 

n 

⑴X H 4 (2) Xrsi 
TT 

sin 

(5) 
fT{ l + a 

(a >0) 

土（心剩; 

(6) ^ ln[ 1 + 2 • 

n 

4.下列级数是否收敛？如果是收敛的，判定是绝对收敛还是条件收敛: 
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(1)X( -1 广 士 
a = 1 y Tt 

⑶ $ ( -1) 

71 + 1 

^=0 n + l)(2n + l) 

(2) X ( -1) _n , 
n = 0 3 

oo 

；⑷ X ( -1)" In n 

第三节幂级数 

一、函数项级数的一般概念 

在前面两节中我们讨论了常数项级数的一些初步理论，在下 
面几节中我们将讨论应用更为广泛的函数项级数. 

设给定一个定义在区间/上的函数列 
ux(x) ,u2(x) ,u3(x) yun(x), 

则式子 
ul(x) + u2(x) + u3(x) +"• + un(x) +". ( 1 ) 

叫做定义在区间/上的（函数项）无穷级数，简称（函数项）级数. 

(1)式也记为I Un(x). 
n = \ 

例如 
00 

^ xn =1 + x + x2 + ••- + xn + • • • (2) 

a0 + ^ ancos nx = a0 + ax cos x + a2cos 2x + ••• + ancos nx + ••• ( 3 ) 
n = \ 

都是定义在区间（- 00，+ 00 )上的函数项级数. 

级数（2)是以变量X为公比的几何级数.由第一节例1知道， 

当UI <1时，这个级数是收敛的，其和是7^-;当U | 时，这 
1 一％ 

个级数发散. 

对于区间/上的每一点％，级数（1)成为一个常数项级数 
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+u2(x0) +u3(x0) + …+ w„0。）+ ...， （4) 

级数（4)可能收敛也可能发散.如果级数（4)收敛，就称点％。是 

函数项级数（1)的收鱗点.如果级数（4)发散，就称点％是函数 
项级数（1)的的全体收敛点所组成的集合称为 

它的收鱗墚¥散点所组成的集合称为它的发散域.例如， 
级数?57^收敛域是开区间（-1，1)，发散域是(~^7-1]口 
[1，+ 00 ). 

设级数（1)的收敛域为C，则对应于任一 级数（1)成为 

一个收敛的常数项级数，因而有确定的和&这样，在收敛域C上, 

级数（1)的和是X的函数4%).通常称为函数项级数（1)的 
和函数，它的定义域就是级数的收敛域C，并记作 

s(x) =1 un(x)， % G C. 
71 = 1 

例如，级数（2)的和函数为 

s(x) =—^―, xG( -1,1). 
I - X 

把函数项级数（1)的前ri项的部分和记作Sn(x)，则在收敛域 
C上有 

lim5n (x) = s(x). 
n—► 00 

在收敛域C上，我们把/*nO) =•$(>) - Sn(x)叫做函数项级数的念 

项，显然 
limrre (x) =0. 

n—^cc 

下面我们只讨论各项都是幂函数的函数项级数，即所谓幂级数. 

思考题1 x=2是否为函数项级数y 的收敛点？为什么？ 
n = 0 乙 

二、幂级数及其收敛区间 

函数项级数中简单而常见的一类级数就是幂级数，它的形 

式是 
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^ anx'1 = a2%2+...+o^%fl + .••，① (5) 
fi = 0 

其中常数％，a,，％，•••，《„，…叫做幂级数的系数.上一目中的级数 

(2)就是一'个幕级数. 

下面讨论幂级数的收敛性问题.首先注意到，幂级数（5)在 
^=0处必定是收敛的，其和为首项a。，现在问：如果幂级数（5)不 

仅在x=0这一点处收敛，那么，它的收敛域与发散域是怎样的？ 

即％取数轴上哪些点时幂级数收敛，取哪些点时幂级数发散？ 
前面已经讨论过了幂级数（2)的收敛性.这个幂级数的收敛 

域是开区间（-1,1)，发散域是（- oo，-l]U[l，+a)，在开区 

间（-1，1)内，其和函数为71-，即 
I - x 

1 2 n 
--=1 + X + X +•••+/+…， -1 < X <1. 
1 - X 

我们注意到，这个幂级数的收敛域是一个区间.下面的定理表 
00 

明，如果幂级数I 不仅在1=0这一点处收敛，那么它的收 
n = 0 

敛域必定是一个区间. 
00 

定理1幂级数X 的收敛性必为下述三种情形之一： 
n = 0 

(i) 仅在x=0处收敛； 

(ii) 在（-»，+ oo )内处处绝对收敛； 
(iii) 存在确定的正数尺，当U | </?时绝对收敛，当hi >/?时 

发散. 

这个定理我们不予证明. 

①幂级数更一般的形式是 a。+ ax (x - x0) + a2 ( a: - % ) 2 + …+ an(x - x0)n + 

••••只要作代换t = 就可把它化成（5)的形式.所以取（5)式来讨论，并不影响 

幂级数的一般性.这里我们约定/ = 1对x =0亦成立. 
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定理所列情形（iii)中的正数K称为幂级数S 的收敛半 
a = 0 

g,( - 称为在情形（i)，规定收敛半径/? =0,这时 
€有收敛区间，收个点^=0;在情形（ii)，规定收敛半径 
为R = + CC，收敛区间就是收敛域（- 00，+ 00 ). 

如果求得幂级数的收敛半径>0,即得收敛区间（- R，R)， 

剩下只需讨论它在x二-R及% 两点处的收敛性.判定了这两 
00 

点处的收敛性，即可知幂级数；^ 的收敛域为下列四种区间 
n = 0 

之一 ：（-/?，/?)，[ - R，R)，（-尺，尺]或[- /?，/?]•所以幂级数 
00 

[anxn的收敛域必为一个以x=0为中心的区间. 
n = 0 

如何求幂级数的收敛半径？我们有下面的定理. 
00 

定理2设幂级数的系数满足 
n = 0 

lim =p (p为常数或为+ oo )， 
n—^ oo (Ji 

Tl 

那么，对于它的收敛半径 

(i) 若 p#0,贝 
P 

(ii) 若 p = 0，则尺=+ oo ; 

(iii) 若 p = + oo，则尺= 0. 

证幂级数Z 的后项与前项之比的绝对值为 
^i=0 

n + \ 
an^,x 

n + I an + l 

X 1 一 

ax an 

(i)若lim & =p#0,则由上节定理3可知，当p I X I <1，即 
—an 

〈丄时，级数绝对收敛;当p u I >i，即u I >丄时，级数 
P T^o P 
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X 发散.所以穴 
TI =0 P 

an 
(ii)若 lim 

+1 
fl—>-00 an n 

0,则对任何％，有lim 
a. 

a. 

x I = 0 < 1， 

即知对任何h级数Z均绝对收敛，所以尺 00 . 
n = 0 

an 
(iii)若 lim 

+1 
a—>oo an 

71 

00，则对任何％ _ 0，有lim 
a. 

a， 

x 00，即知对任何级数X a/均发散；而当％ = 0 
n = 0 

n = 0 

时，级数X显然收敛.即级数I仅在点％ =0处收敛， 
71=0 

所以/?=0.定理证毕. 

例1求幂级数 
2 3 n 

^ --7T -+( 一 U — + 2 3 n 

的收敛半径和收敛区间. 

解因为 

p lim 
a n + 1 

a. 
lim 

n 

n 

所以收敛半径 

R =1 
P 

于是收敛区间为（ 
例2求幂级数 

1 +x + —%2 + ••- +—+ 
2! 

的收敛区间. 

解因为 
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p = lim — = lim 丄土二 1 ) ! = lim -^― = 0, 
/i—d n—^oo 1 ^—►oo 71 + 1 

n 

n! 

所以收敛半径R= +00，从而收敛区间是（- 00，+ 00 ). 

00 

例3 求幂级数x - ir的收敛半径（规定记号 
n = 0 

0! =1). 
00 

解令则所给幂级数成为；£ /I!广因为 
n = 0 

!• an + \ t + 1 ) ! r , 1 , 
p = lim - = lim---= lim {n + i) = + oo , 

n—> oo d n—^cc Jl ! n—^<x> 
n • 

所以收敛半径/?=0,从而级数仅在i=0即x = l处收敛. 
oo /■ v 

例4 求幂级数S 广的收敛半径和收敛 
^=0 (几！） L 

区间. 

解级数中没有奇次幂的项即奇次幂项的系数为零，因此，定 
理2不能直接应用.我们直接根据比值审敛法来求收敛半径. 

lim 
Un + l -lim [2(ri + 1)]*(x+ 1 )2(n + 1)/ 

n—>cc 
Un 

n—^cc [U + l)!]2 2’ / L O!)2、 2 J 

= 4|"+1|2 

当4|% +士丨2<1 即 |%+士 | < 士时级数收敛4 \ x + — \ 2 > I 

即U+士 I > 士时级数发散，所以收敛半径/?= 士，收敛区间为 

(_ 1，0). 

思考题2 对幂级数+ i + ( -I)""1—+ 
n 

它的收敛域和 

收敛区间相同吗？ 
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三、幂级数的运算 

设幂级数 

及 

^ anxn = a0 + axx + a2x2 + ••- + anxn + ••- 
n = 0 

bnxn = 60 + bxx + b2x2 + ••- + bnxn + ••- 
n = 0 

的收敛区间分别为（-/?1，/?1)及（-&，&)，两个幂级数的和函数 
分别为及\(无）. 

根据无穷级数的基本性质2,在（- &，&) n( - U2)内， 

这两个级数可以逐项相加或相减，即有 

(^) ±S2(x) 

=(a0 ±b0) + {ax ±b})x + (a2 ±b2)x2 + ••- + (an ± bn) xn + . 

还可证明，在（U) n( -U2)内，可以仿照多项式的 

乘法规则，做岀两个幂级数的乘积，即 
^! (%) • s2(x) = a0b0 + (a061 + axbQ)x + 

(a0b2 + albl + a2b0) x2 + ... + 

UA 十—卜〆…+anb0)xn + •••. 

关于幂级数的分析运算，有下面这些重要结论（证明从略）： 
00 

1.幂级数X a〆1的和函数在收敛区间（-/?，/?)内是 
n = 0 

连续的. 

2.幂级数的和函数4幻在收敛区间（-/?，幻内是 
^i=0 

可导的，并且有逐项求导公式 

’0)=( ^anxn)f = X (a/)’ = X nax 
n = 0 n = 0 

逐项求导后所得的幂级数和原级数有相同的收敛半径/?. 



第三节幂级数209 

反复应用这个结论可得：幂级数^ 的和函数在收 
n = 0 

敛区间（-/?，/?)内具有任意阶导数. 
00 

3.幂级数；^ a/的和函数以幻在收敛区间（-/?，/?)内是 
71 = 0 

可积的，并且有逐项积分公式 

s ( % ) di = 
Jo Jo 

工 anxn dx = X I。anxn 
L w = 0 n = 0 ^ 

dx 

I 
n = 0 

a 
n n + l 
—-X 

n 

例如，已知 

—^— = 1 + X + x2 + …+ xn + 
1 - X 

利用结论2,逐项求导可得 
1 ^ i 

=1 + 2% + + nxn~ + 

X ( - l <x <\), 

(1 一尤） 

n = 0 

I nx (一1 <%<1). 

例5求幂级数;^的收敛区间，并在收敛区间内求其和 

函数. 

解因为 

P lim 
a 打+1 

a. 
lim 

n + l 

n 

故此幕级数的收敛半径为〜-!，收敛区间为㈠，” 

® I :的和函数为6)，即叫'?i:，在收敛区间 

-1,1)内利用和函数的可导性并逐项求导得 
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故而由积分可得 
=-ln(l -x) +C (C为任意常数）， 

显然当x=0时，由5(%) = Y <直接可知AO) =0,将它代入上 
T^x n 

式可解得C=0.从而有 
X 
—=_ In (1 - ％)，一 1 K x K \. 
n 

思考题3細列5的结论求幂级数2； 7的和函数，并指出收敛 

区间. 

习题10 -3 

求下列幂级数的收敛区间： 

(1) ^ nxn ； 
n = 1 

⑵X 
n = 0 

00 

⑷I 
n - \ 

(5) X 知-5)、 
n. = 1 -y Tl 

00 

(6) X 
a = 0 

(-i)n n --r% ； 
O + i) 

; 

2.由i f二(—1 <f<i)，利用逐项求导或逐项积分，求下列级数 
re=0 1 ~1 

在收敛区间内的和函数： 
00 

(1) ^ 0 + 1) / (-1〈丨 <1); 
/I = 0 

(2) X ( -1 <^<1). 
rri 4n + 1 n = 0 

第四节函数展幵成幂级数 

上节讨论了幂级数的收敛区间及其和函数的性质.在本节中 

我们讨论这样的问题：给定函数/U)，它是否能在某个区间内“展 
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开成幂级数”，就是说，是否能找到这样一个幂级数，它在某区间 

内收敛，且其和恰好就是给定的函数/U).如果能找到这样的幂级 
数，那么就说，函数/(%)在该区间内能展开成幂级数（或说/(幻能 

展开成的幕级数）. 

我们先假定函数/O)在点％的某邻域f/(x。）内能展开成幂 

级数，并假设展开式为 
00 

/O) = X a^x -xo)% x^U(x0) , (1) 
^i=0 

那么根据和函数的性质，可知/(%)在f/(%)内有任意阶导数，并 

由逐项求导公式，有 
/ u) O) =k\ ak + (h + 1) \ ak + l(x - x0) + …， 

于是 
fik){xQ) =k\ ak, 

从而 

dk=jjfik)(H) (“0，1，2…). （2) 

(这里/^U)表示/U))由此可知，如果/U)能展开成幂级数，则 
/(%)在％的某个邻域内必定具有任意阶导数，且展开式中的系数 
由（2)式唯一确定，从而知展开式中的幂级数必为 

00 

X V(n)“)(n0r. (3) 

级数（3)称为函数/U)在点％处的泰勒级数. 

由以上讨论可知，函数/O)在f/u。）内能不能展开成幂级 

数，就看级数（3)在[/(%)内是否收敛，并收敛于/o).这里我们 

指出，在％的任何邻域内，/(幻的泰勒级数（3)不收敛于/(%)的 

例子是存在的，即存在这样的函数，它虽在某点的邻域内具有任意 

阶导数，却不能在该点处展开成幂级数.但如果/(幻是初等函数， 
那么级数（3)便是/(幻展开所得的幂级数.这一结论可叙述为下 

面的定理. 
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定理（初等函数展开定理）设/O)为初等函数，且在点％ 

的邻域|%-%| <户内有任意阶导数，则有 
00 

/(义）=X U) (^o) (x ~ xo)n y I ^ - ^0 I〈尺1， （4) 
ro n\ 

其中A =min\p,R\，而为（4)式右端泰勒级数的收敛半径.在 

端点±/?,处，如果/(幻有定义且右端级数也收敛，则（4)式 

在端点处也成立. 

这个定理不予证明.幂级数展开式（4)又称为函数/(幻的泰 

勒展开式. 

当％。= 0时，（4)式成为 
00 

/⑷=X + 广)(0)/，<(-&，&). (5) 
™=0 

(5)式称为/(%)的麦克劳林展开式. 

例1将函数/(%) 展开成％的幂级数. 

解/(幻为初等函数，在（-^，)内有任意阶导数 

/ (n) (x) = ex 0 = 1，2，".）， 

因此 
广)（0) =1 0=0，1，2，".）. 

00 

于是得级数X ^7^. 

容易求得级数的收敛半径/?= +00，因此根据上述定理，有 
00 

e* = T —rxn , % - oo , + oo ). (6) 
a=0 

例2将函数/O) = sin %展开成％的幂级数. 

解初等函数/O) = sin %在（- 00，+ 00 )内具有任意阶导数 

/ {n) (x) = sin卜 +〒)， 

当ai取0，1，2,3,…时，/ U)(0)顺次循环地取0，1，0, -1，…，于是得 

级数 
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x x3 + ~z~rx5 —…+ ( — 1)； 
3! 5! (2k+l)\ 

X2k +1 H-- 
I 

(~ 1 ) ^ 2h + l 

-0 (2/c + l)! 
% 

此级数的收敛半径R= +00，因此根据上述定理，有 

sin x Y ( -l)k n + 

it4o (2^ + 1 ) !% 
，— 00，+ 00 ). ⑺ 

例3将函数/(幻=(i +%r展开成％的幂级数. 

解当m为正整数时，/U) = (1 +I)m是m次多项式，其幂 
级数展开式只含m + 1项. 

当m不是正整数时，/o) = (1 + x)m在（-1,1)内有任意阶 

导数，且 
/'o) = m( 1 +x)m~l , 

f"{x) = m(77i-l)(l + x)m~2, 

(n) (x) = m(m- l)(m- 2)- --(m-n+ 1)(1 + x 

所以 
/(0)=1， /'(0) =m， /"(O) = m(m - 1 )， 

(n) ( 0 ) = m(m - - n + 1) ， * * 9 

于是得级数 
. m(m - \ ) 2 m(m-\)''-(m-n + l) n 
l + mx + ———-x + • •. +   --—— --% + 

2! 

这级数相邻两项系数之比的绝对值 

71! 

a. 

a. 

m - n 

n 
1 (ri¬ ce 

因此，这级数在开区间（-1，1)内收敛，根据上述定理，可知在区 

间（-1,1)内有展开式 
,. \ m , m(m -1) 2 
(1 + %) =1+ mx +----% + …+ 

2 ! 

-x + 
n\ 

(-1 <x <1). (8) 
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在区间的端点±1处，展开式是否成立要看m的数值而定. 

公式（8)叫做特殊地，当m为正整数时，级数成 

为％的m次多项数学中的二项式定理. 

对应于肌=士，肌=-士的二项展开式分别为 

n- 1 1 2 1 * 3 3 1*3*5 4 
= +TT^6X 一2.4.6 .8% +... 

(-1), 

1 t 1 1 • 3 2 1 • 3 • 5 3 1 • 3 • 5 • 7 4 
-=1 - —X +   ~x -     -X +       -X -… 
J\ \ x 2 2 • 4 2*4*6 2 • 4 • 6 • 8 

(—1 

在以上将函数展开成幂级数的例子中，所用的都是直接展开 

的方法，也就是直接按公式\ =^7/4“J计算幂级数的系数， 
n\ 

并依据初等函数展开定理得到泰勒展开式.这种直接展开的方法 
计算量较大.下面介绍间接展开的方法，就是利用一些已知的函数 
展开式，通过四则运算、求导、积分以及变量代换等，将所给函数展 
开成幂级数. 

前面我们已经求得的展开式有 
00 

e" = X ~y%n ^ - 00 , + 00 ), ⑹ 
Ho 

sin x - Y (-ir 2,+i 
^0 (2A： + 1) \X ~ 00 , + 00 ), (7) 

X 
X ( -l)nxn, ^ G( - 1 » 1 (9) 
n = 0 

利用这三个展开式，可以求得许多函数的展开式.例如， 
对（9)式两边从0到％积分，可得 

ln(l +%) = $ ~l)n n 
-:—X 

n = 0 n 

I 
-\)n 

-x x G( - 1，1]. (10) 
n 
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对（7)式两边求导，可得 

cos X <(-00, +00). 
⑻： 

把（6)式中的％换成iln a，可得 

x x\n a 
a = e f x - 00 , + 00 ). 

把（9)式中的；<；换成％2,可得 

X 
X (-i)V\ ^e( 

do 

再对上式两边从0到％积分，可得 

arctan x = \ —^—x2n +1 , x -1,1]. 
2n + l 

(6)、（7)、（9)、（10)、（11)等五个展开式是最常用的，记住前 

三个，后两个也就掌握了. 

下面再举几个用间接法把函数展开成幂级数的例子. 

1 
例4把/(幻 2 

X — DX + 6 
展开成％的幂级数. 

解 fix) 
(x-2)(x-3) x — 3 x — ^ 

1 
2 x 

y 
X 

而 

X 

y 

X 

X 

I 

% 

~2 

x 

i全' n = 0 ^ 

X <2 

X b%n ^ I d < 3， 
n = 0 ^ 

因此，在U I <2内，有 
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/(幻=y X 
乙 n=0 ^ 

I_y 丄，=y (J_LU" 
1 La nnX jLj y 2^ + 1 ^^ + 1J • 

^i=0 

例5把/(x) = (1 -X)ln(l +x)展开成X的幂级数. 

解由 ln(l +%) = X ----G( -1，1]得 

* ( _ 1 ^ra_1 
f(x) = (1 -x) ^ -Xn 

n 

I 
(-i 

-x 

n 

i (-1广V 

v ( -1广、 > -^ 
7tx几 

V ( -1)、 > -—x 
Tti n - 1 

X 

X 

[( -I)"-1 (- i)n] n 

n n -i J X 
1 
n = 2 

^ (2^-D( -it—1 „ 
> -:---x , x 

n = 2 n(n - l) 
G( - 1，1]. 

7T 
例6将函数sin %展开成卜-f的幂级数. 

解因为 

(- 00 <x < + 00 
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(- 00 < ^ < + 00)， 

故 

sin x 
V2 

1 + \ x 子) 
X 子)>-子) 

2! 3! 
+ 

(- 00 < % < + 00). 

思考题1如果/o)= x 的收敛区间是（-1-z，i+z) 
n = 0 

(/>0)，则级数的收敛半径/?等于什么？ 

思考题2 利用^的麦克劳林展开式，求出的麦克劳林展开式. 

思考题3 利用—=   -^■和（9)式，把—展开成x - 1的琴级数. 
X 1+(%-1) X 

习题10 -4 

1.将下列函数展开成％的幂级数，并求其收敛区间： 

(1) ln(a +%) (a >0) ； (2) ex - e'x)； 

(3) 
• 2 

sin x； 
"\ 1 , l + X 
( 4 ) arctan x + ——In -- 

2 \ -x 

2.将下列函数展开成b-1)的幂级数，并求其收敛区间： 

1 
(1) lg x； (2) 

x + 3% + 2 

3.将函数/O) = cos x展开成1 %1的幂级数. 

第五节幂级数在近似计算中的应用 

有了函数的幂级数展开式，就可以用它来进行近似计算，即在 

展开式成立的区间上，可以按照精确度要求，选取幂级数的前若干 
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项的部分和，把函数值近似地计算出来. 

例1计算的近似值，精确到小数点后四位®. 

解因为 
丄 

^240 = ^/243 - 3 = 3 ( 1 - ^7)， 

所以在二项展开式（第四节（8)式）中取-+，即得 

—丄.丄-1 I..丄―1 • 4 • 9 .」_\ 
V U" 1 5 34 52 . 2! 38 53 • 3! 312 )* 

可以看到这个级数各项的绝对值减小得很快，或者说，这个级 

数“收敛很快”，因此，只需取级数前面少数几项的和作为^5"的 

近似值，就可以达到较高的精确度.取前两项的和作为^5"的近 

似值，其误差（也叫做截断误差）为 
,,1 • 4 1 1-4-9 1 1 • 4 • 9 • 14 1 \ 

I ~ I =3(52 . 2! • 7+ 53 . 3! * 3^ + ^54 • 4! 3^ + * j 

.1.4 1 ri 1 / 1、2 

<3*^rrW1+§i+k) + …1 

_ 6_11 1 1 
= 25 * 3^ * "f =25 - 27 • 40 < 20 000， 

1-8l 

于是取近似式为 

为^。3( 1 -y -表). 

为了使“四舍五入”引起的误差（叫做与截断误差 
之和不超过KT4,计算时应取五位小数，再这样最后得 

V^40«3(l -0. 002 47) «2. 992 59=2. 992 6. 

例2计算In 2的近似值，要求误差不超过1(T4. 

①精确到小数点后A位也说成精确到10^，它是指误差不超过\0~k. 
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解在上节（10)式中令％ = 1，可得 

In 2 = 1 ———h ——…+ ( — 1)n-h .... 
2 3 n 

如果取这级数前〃项的和作为In 2的近似值，其误差为 

n 

(见第二节第二目），为了保证误差不超过HT4,就需要取级数的 
前10 000项进行计算.这样做计算量太大了，我们设法用收敛较 

快的级数来代替它. 

把展开式 
2 3 4 

,, 1 \ XXX 
In ( 1 + x) = x —~~ + --- + 

2 3 4 
(-1 <%<1) 

中的^换成-%，得 

ln( 1 - x) --% 

2 3 
X X 

T"T 

4 
X 

T 
(—l ^ Au < l). 

两式相减，得到不含有偶次幂的展开式 

In 
x 

x 
ln( 1 + %) - ln(l - x) 

21 x + —% + —x + (一1 < x <1). 

令: 
X 

X 
2,解岀％ 以1=+代入上式，得 

In 2 = 21 
111111 
-+ - • - + - • - + - 

、3 3 33 5 35 7 

如果取前四项作为In 2的近似值，则误差为 
,1 1 1 

=2 y *7 + TT 
1 1 

H- 
13 11 13 + 

< 
2 

11 

2 
m 

+ 
9 9 

< 
4 • 39 70 000, 

9 
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于是取 
, / 1 1 1 1 1 1 1 \ 
In 2«2(了 +了 •歹+了 • p+y •歹) 

同样地，考虑到舍人误差，计算时应取五位小数 

丄《0. 333 33, 士. -V«0.012 35, 
3 3 33 

丄 
y 

^0.000 82，+ 0. 000 07 

因此得 
In 2«0. 693 14 «0. 693 1. 

例3利用sin x-x -卩计算sin 9°的近似值，并估计误差. 

解首先把角度化成弧度， 

从而 

9° - 77 x9° rad 
TT 

180。 20 

. 77 TT 1 / f IT \ 
sin —^ 

20 
^-- 

20 '3l( Xo) 

rad, 

其次估计这个近似值的精确度.在sin %的幂级数展开式（第 

四节（7)式）中令得 

sin 
TT TT IT U 

20 20 3!\20； ' 5 \\201 -7t(2o) + …. 

等式右端是一个收敛的交错级数，且各项的绝对值单调减少.所以 

取它的前两项之和作为sin ^的近似值时，其误差 

< 1 / 工、 1 5 1 
^57 20 <1^. . <300 000. 

因此取 

竞= 0.157 080’ 
20 

0. 003 876. 
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于是得 

sin 9°«0. 156 434«0. 156 43. 

这时误差不超过KT5. 

利用幂级数不仅可计算一些函数的近似值，而且可计算一些 

定积分的近似值.具体地说，如果被积函数在积分区间上能展开成 

幂级数，则把这个幂级数逐项积分，利用积分后所得的级数就可算 

出定积分的近似值. 
丄 

例4计算定积分一的近似值，精确到0.000 1 
^7Jo 

取」-« 0.564 19). 
Ytt I 

解将〆的幂级数展开式（第四节（6)式）中的a；换成-/， 

就得到被积函数的幂级数展开式 

于是 
2 

+ 
1 

22 • 3 24 • 5 • 2! 26 • 7 . 3! 

取前四项的和作为近似值，其误差为 
1 1 1 

厂4丨（ 28.9.4! 
< 

90 000， 

所以 
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-I e dx ~ ( 1 — —^- +  - 一 一7 ) 
Jo 22 • 3 24 • 5 • 2! 26 . 7 • 3! / 

« 0. 564 19(1 -0. 083 33 +0. 006 25 -0. 000 37) 

« 0. 520 49 « 0. 520 5. 

*习题10 -5 

1. 利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值： 

(1) In 3 (精确到 10-4) ； (2) ^ (精确到0.001); 

(3) ^1(精确到 HT5); (4) cos 2° (精确到 10_4). 

2. 利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值： 

(1) f 5 ~^dx (精确到 10—4); (2) f (精确到 10-4). 
Jo 1 + X Jo X 

第十章复习题 

一、概念复习 
00 

1. X 的定义是_• 
n = 1 

00 

2. 对级数Yun, limu„=0是它收敛的_条件，不是它收敛 
n.—►» 

n = I 

的_条件. 

3. 部分和数列&有界是正项级数收敛的_条件. 
00 00 00 

4. 若级数$、绝对收敛，则级数$ 必定_;若级数X 
n = 1 n = 1 n = 1 

00 

条件收敛，则级数X I、I必定_. 

n — \ 

00 

5. Slim =p，若 p < 1，则级数 y un ;若/3 > 1，则 
00 Un n = \ 

00 

级数X ' _. 
n = 1 

6. 若 lim I I /」7 = Z，则级数 y ;若 lim un / 丄=Z > 0， 
00 / Tl TTX ® / 几 
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则级数$ u„ _. 
n = 1 

7.级数f, ( -1)^+当 时绝对收敛，当 时条件收 
7T\ « 

敛，当 时发散. 

8.设幂级数X an^n的收敛半径为/? (0<R< +00 ),则当 
71 = 0 

时该幂级数绝对收敛，当_时该幂级数发散. 

二、综合练习 

1.判定下列级数的收敛性： 

⑴E 7^’ 

(3) X 

ncos 
7177 

⑷X 
1 

T ln'° ( n + 1 

2.判定下列级数是绝对收敛、条件收敛，还是发散： 

T n + 1 ’ (2) X ( -I 广1h 
n 

⑶X ( -1广1 ⑷X ( -1广1 ( 2n - 1) 

» 1 n 1 
3. 证明:级数名ln( 1 + ~y)收敛，并求极限lim — ^ ln( 1 +"^T). 

4. 求下列幂级数的收敛区间： 

⑴ X (^ + !) (^ + 1)"； 

(3) X 

汀2 

1 - (x ~e)n ； 

(2) X 
n = 1 

oo 

⑷X 

3n +5' 
n 

1 2n 

2" 

求下列幂级数的收敛区间，并在收敛区间内求其和函数 
m oo 

2 71 + 1 2n 
(1) I 

n = 0 

oo 

(3) X 

2n 

+ 1 
n 

(2) X 
/i = 0 

00 

⑷X 

2n 

2n + 1 

1 . 
n\ 
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6.将下列函数展开成x的幂级数，并指出其收敛区间 

(1) (x+2)e*; 
*(2) (2-^)2； 

( 3 ) sin x - xcos x； (4) ln( 1 -h x2 ). 



附录 

二阶和三阶行列式简介 

给出二元线性方程组 

求这方程组的解. 

11 % 1 + 0/^2^2 ~~ ^1 y 

^21^1 a12x2二 b2， 

用大家熟知的消元法，分别消去方程组（1)中的h及A，得 

，/ 、 （2) 
.(^11 ^22 — ^12^21 ) ^2 = ^11 ^2 -厶 1^21. 

下面引入二阶行列式，然后利用二阶行列式来进一步讨论上 

述问题. 

设已知四个数排成正方形表 

/an an\ 

\ a2\ a22 I 

则数ana22 - a12a21称为对应于这个表的二阶行列式，用记号 

a 11 ^ 19 

(3) 
^21 ^22 

表示，因此 

a\\ a\2 

=^11 ^22 ^12^21 # 

a2\ a22 

数011^12^21，^2叫做行列式（3)的元素，横排叫做行，竖排叫 

做烈.元素％中的第一个指标纟和第二个指标y依次表示其所在的 
行数和列数.例如，元素《21在行列式（3)中位于第二行第一列. 
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我们可以借助下列图形表示它的计算法则（称为二阶行列式 

的对角线法则）： 

其中行列式中从左上角到右下角的直线称为从右上角 
到左下角的直线称为主对角线上前面取正 
号，次对角线上元素的乘积取负号. 

现在，方程组（2)可利用行列式来表示.设 

an an 
D = = «11«22 - a\2a2\ » 

D, 
’1 a\2 

、1 ^22 

b\a22 一 

D2 
an hx 

(22i b 2 
a21， 

则方程组（2)可写成 

我们注意到，D就是方程组（1)中^ RXl的系数构成的行列 

式，因此称为而A和R分别是用方程组（1)右端的 
常数项代替和第二列而形成的. 

若则方程组（2)的解为 

X 
~15 

d2 
(4) 

例1解方程组 
'2% + 3j = 8 , 

x -2y - - 3. 
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解D 

D' 

D, 

2 

-2 

8 3 

-3 -2 

2 

3 

2 x ( -2) -3 xl = -7, 

8 x ( -2) -3 x ( -3) 

2 x ( -3) -8 xl = -14. 

因/)= -7—0,故所给方程组的解为 

x 
D 

7 
J 

D2 -14 
D 7 

2. 

下面介绍三阶行列式概念. 

设已知九个数排成正方形表 

an a\2 ai3、 

a2\ a 22 a23 

a32 a33 j 

则数 a\\a22a33 + ^12^23^31 + ^13 ^21 a32 — ^13^22^31 "" ^12^21 ^33 ~ ^23 a32 

称为对应于这个表的三阶行列式，用记号 

ail a\l a 

a2\ a22 a 

a31 a32 a 

表示，因此 

an an ai3 

a2\ a22 a 23 

a3l a32 a33 

a\\ a22a33 "*~ a12^23 a3\ + ai3tt2i a32 — 

a\3a22a3\ "" a\2a2\ a33 ~~ CL ii ^^23 32 * (5) 

关于三阶行列式的元素、行、列等概念，与二阶行列式的相应 
概念类似，不再重复. 

(5)式右端相当复杂，我们可以借助下列图形得出它的计算 
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法则（称为三阶行列式的对角线法则）: 

行列式中从左上角到右下角的直线称为从右上角 
到左下角的直线称为主对角线上以及位于 

主对角线的平行线上对角上的元素的乘积，前面都取正 
号.次对角线上元素的乘积以及位于次对角线的平行线上的元素 
与对角上的元素的乘积，前面都取负号.例如， 

2 1 2 

-4 3 1 (6) 

2 3 5 

= 2x3x5+lxl x 2 + 2 x ( -4) x3-2x3x2- 

1x( -4) x5-2xlx3 

= 10. 

行列式有许多基本性质，其中一个是互换行列式中两行（或 
两列）的位置，行列式要改变符号，例如，将（6)式左边的行列式前 

面两行互换位置，得 
-4 3 1 

2 1 2 

2 3 5 

=(-4)x1 x5+3x2x2 + l x 2 x 3 - 

lxl x2-3x2x5-( -4) x 2 x 3 

=-10. 
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利用交换律及结合律，可把（5)式改写如下 

au ai2 a13 

a2l a 22 a23 

tt31 a32 a33 

au( a22a33 ~ a23 

ai3 ( a21 a32 ~ a22 

12 V ^21 ^33 ^23^31 

把上式右端三个括号中的式子表示为二阶行列式，则有 

an ai2 ai3 

a2l a22 a 23 

a3l a32 a33 

a22 a 23 a2l a23 a2\ a 22 

an 一 fl12 + ai3 

a32 a33 a3l a33 a31 a32 

上式称为三阶行列式按第一行的屄开式. 

例2将（6)式中的行列式展开并计算它的值. 

2 1 2 

2 解 4 3 1 

2 3 5 

3 1 -4 1 -4 3 
一 + 2 

3 5 2 5 2 3 

= 2 x 12 - ( -22)+2 x ( -18) 

= 24 +22 -36 =10. 

最后我们不加证明地指出，利用三阶行列式，可得到三元一次线性 

方程组 

在系数行列式 

+ al2x2 + al3x3 =、， 
^21 ^ 1 + + ^23^3 = b2, 

• ^ 31 % i + ^32^2 ^33^3 =b3 

an an an 

D = CL 2 j CL 2^ CL #0 

a31 a32 a33 

时的解的公式 
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其中 



思考题答案 

第一"P 

1. 不一定相等，一定平行. 

2. a — — ft + c + d. 

2 

第一TJ 

1. 相等. 

2. AD = (1,1,1). 

/_3_1_ 

3. e = [~/U，~/U 

4. 不能. 

7^)' 

5. r在各坐标轴上的投影均为2，r = (2,2,2). 
始-H- 
第二"P 

1.垂直. 

第四节 
1. x2 + y2 = a2. 

2. n = ± (0,0,1) ,z = 0. 

3. 2% + y - 2 = 0. 

4. 
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/a2 +b2 +c2 

第五节 

L |%=0, _fL = J1 = _L. 
[y = 0, 0 0 1 

第六节 
1. 是. 

2. x2 + y2 + z2 = 9. 

第八章 

昧 -+f- 第一T 

1. (1)丨（x，y) I ，闭区域； 

(2) \(x,y) |/+/<1丨，开区域； 

(3) | U，y) \y^x2 \，既非开区域，又非闭区域. 

2. 当（lo’y。）_ (0,0)时，lim /(Ac，y) =/(h，y。），故/在（a:。，/。）处连 
(xty)-^(x0ty0) 

续；当0。，7。）= (0,0)时，lim /(U) = 1 =/(0,0)，故 / 在（0,0)处也 
(^,r)—^(0,0) 

连续，从而/在整个xOy面上连续. 
昧 一 -H- 第一TJ 

⑴ 
dz 

dx 

n 2 3 dz 
=^X y-y 

dy 

3 =X - • 3xy2 ； 

(2) 
dz 

dx 
=j2 (1 + xy)y ] 

dz 

'dy 
=(1 ^ xy)J ln( 1 + xy) + ^ 

l xy 

2. (1) -^~irrh； (2) -^-TTr2. 

3. fxx =g"(x) ,fxy =0,/rr =h"(y). 

昧 一 -H- 第二T3 

1. 必要条件:/在（xQ，:K。）处连续;fx ( x0，:K。）和4(%，:X。）存在. 

充分条件:fx,fy在（^)，y。）处连续. 

2. dz = adx + (3dy. 



第四节 
1.设 Z = u(幻 B(je).则 

dz _ dz du dz dv 

dx du dx dv dx 

=v • u ~1 • u {x) + u • In u • vf(x), 

此式恰为“两个错误结果”之和，故适用于一般的幂指函数. 

2. 
dz 

dx 

第五节 

1 iz_ 

u，2)=5，S (1,2) 

2xy3 
dx sin y -3x y 

2. 

第六节 
i 

1.切线方程:一法平面方程:2i-8y + 162-l 
1 一 4 o 

r % - 2 y - 1 
2.切平面方程:％+2y-4=0,法线方程：，1 ~ 2 

.z =0. 

第七节 
1. 极大值:/(2, -2) =8. 

2. 没有极值 

3. a =2,6 =4. 

U jLt(^,y) dcr. 

2. ( 1 ) JJ(x -fy)2dcr ^ + 7)3do-; 

d d 

(2) JJ ln(jc2 + j2 ) dcr ^ jj"[ In(x2 + y2 ) ]2dcr . 
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3. Z4 + 1. 

第一"P 

1. 2，f，2冬 16y. 

2. 0,-去x+4,4, --^-y+ 3. 

3. 2tt ,4,—. 
P 

AyV-H- 

第二Ti 

1. n - (2x,2y, 1)， 5 75 
6 

2. % 士• J %dcr，y 二士 J yda ,A 为 的面积 

第 

/xfr -H- 
第一 "P 

2 n + 1 n + 2 ，收敛，和为- 4 

2. - 1 <^ < 1，和为:; . 
I + x 

3. 收敛，和为 

第一T> 

1. 不能，用比较审敛法. 

2. 是，收敛. 

第二Ti 

1. 发散点. 

2. 不同. 

3. -1十 -|)，（ -2,2). 

S_ _4 
3^' 7T 
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第四节 
1. 1 +/. 

Y1 (一 1)n 2n < 、 1- X -；—^ ，义 e (—a：，+ 00 )• 
n =0 71 • 

00 

3- y ( - - l)n,^ e (0,2). 
n = 0 



习题答案 

第七 

习题7 -1 

1. 5(1 + Wb -^1 c. 

3. DXA = —(c + -^―a j , D2A = — | c + a j, 

D^A = ~ ( c + J~a) 5 ^4 = ~ ( c +_f~a)' 

习题7 -2 

1. A：1V, B：\, C：W, D：W. 

2. xOy 面： O。，y。，0) ,yOz 面：（0，y。，z。）,xOz 面：（无0，0，z0); 

X 轴： O。，0,0)，y 轴：（0，y0，0)，z 轴：（0,0,20). 

4-(夸 a，0,0)，(-鲁 a，0,0)，(0，f a，0)，(0, a，0) 

(-寻 a，0，a)，( 0,寻 a，a)，( 0,-寻 a，a). 

5. (1,-2, -2),( -2,4,4). 

6. C(1,0,5) ,Z)(0,5, -3). 

7. m = 4 , n = - 1. 

8. 是. 

9. (0,1, -2). 

11. 0, -8. 

12. A：轴：轴：■V/?T，Z 轴:5. 
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• ( 11 ’11’ 11 )^{ 11， 11 Ml j* 

14模:2;方向余弦：-+，一"^，^-;方向角: 

15. (1)垂直于x轴，平行于yOz平面； 

(2) 指向与y轴正向一致，垂直于平面； 

(3) 平行于z轴，垂直于尤办平面. 

16. 2. 

17. 13,7/. 

习题7 -3 

1. (1) 3,5i+j + lk； (2) -18,10i + 2y + 14A:； (3) cos(a?6)=―-— 
2/1\ 

3. ±- (3i-2j-2k). 
/\7 

4. 5 880 J. 

5. | F, \x} sin dx = \ F2 \x2 sin 02 - 

6. 2. 

7. A = 2/jl. 

9. (1) -Sj-24k； (2) -j-k； (3)2. 

10. —— /y/l9 . 
2 Y 

习题7 -4 

1. (x -x0)2 + (y - 7o)2 + (z ~zo)2 =a2- 

2. 圆柱面. 

3. 3x - 7j + 5z - 4 = 0. 

4. 2x + 9y - 6z - 121 = 0. 

5. x -3y - 2z =0. 

6. x+y-3z-4=0. 

7. (1, -1,3). 

8. (1) y +5 =0； (2) x+3y=0； (3) 9y-z-2=0. 
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9. 1. 

习题7 -5 

2. 

3. 

x - 4  J +1 z -3 
2 1 5 • 

x - 3 j + 2 z -1 
-4 2 1 • 

X - 1 J - 1 z -1 
-2 1 3， 

16x - I4y — llz -65 

COS (p 二0. 

X y - 2 z - ■4 

X = 1 一 2t， 

,z = 1 + 31. 

-2 3 1 

8. 8% - 9j - 22z -59=0 

9. (p =0. 

10. (1)平行； 

11. x - y + z = 0. 

(2)垂直 

12. 

13. 

丄A A 

3^2 
2 

15. 
17x +31j -37z - 117 =0, 

[4%-y-fz-l = 0. 

习题7 -6 

1. (1)直线，平面； 

(3)圆，圆柱面； 

(3)直线在平面上. 

(2)直线，平面； 

(4)双曲线，双曲柱面. 

2. y2 + z2 = 5x. 

3. 
% y2 + z 

9 4 
1. 

4. (1) xOy平面上的椭圆f+f = 1绕x轴旋转一周； 

(2) 平面上的双曲线/ -f = l绕y轴旋转一周 
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(3) xOy平面上的双曲线/=1绕％轴旋转一周； 

(4) yOz平面上的直线2=;r + a绕z轴旋转一周. 

习题7 -7 

1. (1)圆； （2)椭圆； (3)双曲线； (4)抛物线. 

X 

42 
cos 

y 
72 

z - 3 sin t 

cos t, (0^^2tt); 

rx = 

(2) 

1 +a/^~ cos 广， 

y =^3" sin f， (0^t^2u) 

z = 0 

3. 母线平行于％轴的柱面方程:3y2 -z2 =16, 

母线平行于y轴的柱面方程：3x2 +2z2 =16. 

[2x2 - + y2 = 8， 
4. 

I z = 0. 

第七章复习题 
、1. (a,b, - c),( - a,b,c) ,(a, - b,c) ,(a, - b, - c),( - a, b, - c), 

(一a, - b ,c) , ( - a, - b , - c). 

2. 共面• 

3. a • ex , Prje a, \ a |cos «. 

4. 3. 

5. 36. 

6. 
x - l y - 2 z 

~~0~ = 3 "^2 

% — y-r0 z 
7.—-—=-=— 

I m 0 

8- f(x,y) =g(x,y). 

、1. (0,2,0). 

2. v^O. 

3. AJD = c + —a = a + -)-b, CF = b + ~^rc. 
2 2 2 
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4. 1. 

5. arccos 
2 

V7 
7T 

2 = -4，（fl，*) — 

8. 30. 

9. (14,10,2). 

4 

11. 4 (z - 1) = (x-l)2+(y + l)2. 

12.⑴ (2) 

rx = 0, 

2 2 y z r轴 
-H-= 1 
9 36 ， 

(3) 
• x = 0， 

:石y. 

rz = 0 y 

z轴 (4) 
X 

2 _y_ 
4 

% 轴. 

13. x + y/26y + 3z-3=0^(ix - Y26y + 3z -3 = 0. 

14. x -\-2y + \ = 0. 

15. 
x + l 4 / r3x-4y+z-l = 0, 

16 19 28 \ [10% -4r-3z +22 =0, 

16. 0,0,- 

17. 

18. 

之=0, 

x2 + y1 = x + y. 

.2=0， 

.-1 )2 +y2 

第八章 

习^§ 8 -1 

1. t2f(x,y). 

3. ( x + y) + (xy) 2x. 
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4. ⑴ I (x,y) \y2 -2x + 1 >0}； 
(2) { (x,y,z) \x2 +y2 - z2 ^0 ,x2 +y2 ^0\ . 

5. (1) 1; (2) ； (3) In 2； (4)-4. 

习题8—2 

(1) 
ds 

du 

1 v ds 

v u2 ， dv 

1 u 
-一 2 ^ u V 

(2) 
dz 1 dz 1 

■■ —-• 

dx 2x^/\n(xy) 2yy/\n(xy) 

(3) 
dz 

dx 
=y[ cos(^j) - sin( 2%j) ]，^- = x[ cos(xy) - sin(2^;y)]； 

dy 

(4) 
dz 

dx 

2 2x dz 
=-CSC —,— 

y y dy 

2x 2x 
=-r-CSC -； 

y y 

(5) 
du 

dx 

y il-i du =—X z ,—= 
z dy 

1 1. , du y 2., 
—x z \n x, — =-—x z In x； 

Z dz z2 

(6) 
du  z(x 广i du z(x - y)z X 

dx 1 (x - y)2z ^ dy 1+(% - y)2z， 

du (x - y) z\n(x -y) 
dz 1 + (% - y) 

2z • 

4. =1.(提示：用公式人( ，Jo) 计算较方便.） 
=x0 

5. 
TT 
4 

6. -2. 

7. (1) -^―I = 12x2 - 8j2，—-j = 12j2 - 8%2，— — = - 16%y； 

(2) 
d2z 

dx2 

dy dxdy 

2xy d2z 2xy d2z y2 - x 

x2 + y2 )2 f dy2 (x2 + y2)2，dxdy (% + y2 )2， 

(3) =/ inV， 2 d z / ■! 、 x-2 d z 
x(x - l)yx yx ' (l + %ln y) 

dx" _ df ' dxdy 

8. l(0,0,l) =2,人（1，0,2) =2,/rz(0, -1,0) =0,/^(2,0,l) =0. 

d z 
0,- 

d z 

dx dy dxdy 

习题8 - 3 

y 

1. (1) ( y + 一)d% +x[ 1 - — jdy； 
y y 

(2) ——e* ( —d% - 
x \ X ) 
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(3) --"I-T7Tn^y^x - x^y)； 
(x +y ) 

(4) yzxyz 1 d% + zxyz In xdy + yxyz In x6.z. 

2. -dx + 
2 

dy. 

3. Az= -0. 119，dz= -0. 125. 

4. 0. 25e. 

5. 2. 95. 

6. 2. 039. 

习题8 -4 
Lsin x - 2x^ / 2 \ 

e ( cos x - ox ). 

2. M1-4。） 
'/l - (3t-4t3)2 • 

1 ^ 2 / • 
3. — = 5x sin y cos cos y - sin 

dx 

dz 

4. 

dy 

dz 2x 

一 2x3 sin y cos y( sin y + cos y) + %3 ( sin' 

3x 
2 

a,-/ln(3^-2")+(3,-2r)r- 

dz_ 

dy 

2x 
2 

y 
■ln( 3x - 2y)- 

2x 
2 

(3x - 2y)y 
2# 

5. 192. 

e-(l +^) 

'1 +x2e2x 

8•⑴尝 A/; 

z«x dw 1 r, dw 

(2) 

X 

~Y- 
y 

1 dW 

z’1’ dz 

⑶令=f' ”f'2 + yzf、+ xzf[，亨 
dx dy dz 

n•⑴ $=/;'+> y 

v 
2J 22 

d2Z 

dxdy r 
r/2 

y + cos3 y). 

z 

C. 
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d2z 2x x 
2 = ~Jl + —Jl2 

2 

dy y 

d2z 

J 

(2 ) --T = 27/2 + //；! + 4%y3/;’2 + 4欠 V/ ;’2， 
dx 

d z 

dxdy 

d z 

dy 

2y/; +2xf'2 + 2%y3/n +2^7/22 +5?y2/;’2 

2x/; +4x2y2f；, +4^V’/2 +xAfl2. 

13. (1) 400tt cm3/s； 

习题8 -5 
2 x 

1 r -e 

( 2 ) 247T cm2/s. 

2. 

3. 

4. 

cos y - 2xy 

x -h y 

x - y 

dz _ yz -」xyz dz ^ xz -2 y/xyz 

xyz - xy xyz - xy 

dz z dz z 

dx x -b z9 dy y(%+z) 
r\ 2 z /*% 3 2 2 z 
Zy ze - Ixy z - y z e 

o. -；-• 
(e2 - xy) 

z(z4 - 2xyz - x2y2 ) 

(z2 ~xy)3 

习题8 -6 

X 

.切线方程:_ 

TT 
T y 2V2 

V2 

法平面方程4 + y + ^/2z =-^- +4. 

2. Px{ _1，1，一1)及戶2 3,9, 27 

3.切平面方程+ 4y + 9z = 36， 

y - 2 __ z - 3 
法线方程: 

X 

4 9 
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5. ( -3, -1,3), 
% + 3 y + l_z-3 

习题8 -7 

1. 极大值:/(3,2) =36. 

2. 极小值: 
e 

y 

3. 当两直角边之长均为+时，可得最大的周长. 

4. 当长、宽均为 >，而高为时，表面积最小. 

5. 当长、宽、高均为^7时，可得最大的体积. 
V3 

第八章复习题 

一、1. (1)不存在；(2) D = | (x,y) | x2 <x2 +y2 <l\ 

2. (1) B,D； (2) B； (3) C； (4) A,D. 

3 

V2 

fAx^y)= < 

2. (1 
dz 

y 当/ + /一0， 
(x2 + /) 了 

■ o, 当％2 + 2 
J = 0， 

% 当:X；2 + y2 _0， 
(x2 

o 3 ’ 
+ r )T 

• o, 当 A；2 + 2 
y = 0. 

1 dz 2y d2z 1 

x + y2 ? dy x + y2 ?dx2 (X + y2)2 ’ 

d2z 2y d z 2(%-/) 

dxdy dydx ( % + y2)2 ’ 3y2 ( % + y2 ) 2 ^ 

/ /-> \ dz %2y2 dz 

dx ay 

a z d z 

dxdy dydx 

3. Az = 0. 02 , dz = 0. 03. 

4. — =/+ 2x2f= ^xyf. 

r2y2 S Z i 3 x2y2 

w=2xye 5 

1 +2x2y2)exh2 ,^=2x3yex2r\ 
dy 

21n 
4 

dx dy 
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5.(1) Qx + J(f'2 + cos xf"2 + ex + rf"2)； 

(2) ej[ + xe2Jrn + +C +/L 

6 dz 一 yxy~x ^ zx \n z dz __ xy\n % -f zyz 

dx yz\n y + xzx 1 ’ dy j2 In y + xzx 

rX = cos 

7. (1) i y = sin t9 (0 ^ ^2-tt); 

,z =2. 

(2) 

X 
V2 

T y + 
72 

T 

习题9-1 

1. A =4/2. 

2. (1) 0^/^2； 

(3) 2^/^8； 

习题9 -2 

(2) 0^/^TT2； 

(4) 36tt^/^100tt. 

1.(1) 
3， (2) 1; (3) 

20 
(4) - —TT 

( 5 ) + cos 1 + sin 1 - cos 2 - 2sin 2 ； (6) 11 
T; 

(7) ^ 
40 

T; 
W备; (9) 

64 

15 ； 
(10) e-e 

4 2Jx 4 y 

2. ( 1) fo dxfx f(x,y)dy 或丄 dyj^2/(欠，y) (k; 

r r心-it 心 r -y2 

(2) ( f(x,y)dy 或 f dy[ f(x,y)dx ; 
J-r Jo JO J 

(3)1 Ax^f{x ,y) Ay 或 j±dyj±f(x J)dx + dT^f(xdx- 

6- (1) Jq dxjy(x,y)dy； 

A J1 

⑺ j。cbj上/(%，y)dy; 

^ 1 - 
(3) ck f(x,y)dy； 

a/1 -y2 Hi 十 V 1 -7- 

f(X,y)dX 
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8. 
17 

6 

9. (1) J。dtpjof(pcos (p，psin <p)pdp ； 

r\ r2cos <P 

(2) J /(pcos <p,p sin (p)pdp； 

/.y- 广（cos (jp + sin 屮）一1 

(3)| dcpj /(pcos cp,psin <p)pdp； 

-sec ^ptan (p 广o%-平 

(4) j。d<pj。 /(pcos <p,psin <p)pdp + d<pj。/(pcos tp ,psin (p)pdp 

7T TT 
广4 厂sec史 广2 -esc (p 

10. (1) J d^)J /(pcos (p ,psin (p)pdp + d<pj /(pcos cp ,psin p)pdp; 

rY r2sec <p 

(2) /(p)pdp； 

T 1 
(3) d(p /(pcos (p,psin (p)pdp； 

JO J( cos (p + sin <p) 

rT r8ec ^ 
(4) d<jp /(pcos <p,psin (p)pdp. 

JO Jsec <p tan (p 

11. (1) — -rra4 ； 

(3) ja3 [ ln( 1 +及)]; 

(2) 
4 

2 

TTa 

(4) —(^2" + 1). 

12. (1) ir(e4 - 1); 

9 

(2) j (21n2-l)； 

13. (1) (2) 7T -2) ； (3) 14a4 ； (4) -~tt( b5 - a ) 

⑶F 

2 
4， 

14- 40^- 

15. ~—R arctan k. 

16. — Tva 
32 

习题9-3 

1. 2a2 (it - 2) • 

2. y^TT. 
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3. ―^- V a 2b2 +b2c2 +c2a2. 

4. (1) I 

c - 35 - 
5. 

_ 35 

= 54' 

To (其中7。= y/2Pxo) ； (2) x=0,y 
3tt 

6.位于薄片内并与两直角边相距_处. 

7. (1) / = — ,1 =— 

*习题9-4 

( 2) Ix = —-a63 ,1 = ——a^b. 

1.(1) 

2 — 

' 2 ' 

3. (1) 

1 

0 J 0 
dyl f(x,y,z)dz； (2) f dx\ _dyl f(x,y,z)dz. 

Jx +y J J - a/i -*2 J 戈2+2y2 

364, 
(2) —I In 2 - (3) 0 (4) 

32 
4. (1) ^ 

5. (1) |0,0, 

*习题9 -5 

1.(1) 2tto5 ； 

4 

(2) 

(2) 

2 
•(575-4) 

2 2 7 2. 

了aw 

(2) V2； 

(4) eal2+-fa\ -2； (5)备3 

(3) ^5" + 6^/2- 1) 

(6) 2o2. 

2.形心在扇形对称轴上且与圆心距离i sin a处. 
a 

3. Ix = 2ira4 ,Iy : 

*习题9 -6 

= 8ira4. 

1. -fR. 

2.⑴-ft; (2) 2； (3)十3; (4) 0. 

3.⑴苧； (2) 11; (3) 14； (4)— 
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习题9 -7 

1.(1) 
30 ； 

(2) 8. 

2. ——Ira . 

i. 0) 12; (2) 0 (3) ?2; (4) Tsin 2 -— 

4.⑴ T; (2) 236； (3) 5. 

第九章复习题 

一、 1. (1)连续； （2) /(0,0)； 

(3) J/(^,j)ckdj = jjf(pcos cp,psin (p)pdpdcp； 
D D 

(4) j/Cx) (x - l)dx, /(0 - 1) ; *(5) 2a：2 +9y2 

2. (1) C； (2) D； *(3) D. 

二、 1. (1) f (kf f(x,y)dy； (2) f dxf f(x,y)dy. 
2^+4 JT 

2. (1) U - 4 (2) 
2 

-1 ； 
37 

(3)苧- 
3. 6tt. 

4. A 

5.另一边长为(/?为圆的半径）. 

6. —-yU/. 

7.⑴ 

8. V = ~Y；x -y =0,i = 

9. In2 a (1 +2tt2 ). 

10. — 2tt. 

(2) 
48 

6 
TT fX. 

11. 1-—sin 4 + —TT. 
4 2 
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习题10 -1 

,/t N 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 
1. (1)  r +-r +-r +-r +-^ + …； 

1 + 22 1 + 32 1 +42 1 + 52 1 +62 

…1 1 -3 1-3-5 1 • 3 •5 •7 1 • 3 •5 •7 • 9 

2 2 - 4 2-4-6 2 • 4 • 6 • 8 2 • 4 • 6 • 8 • 10 

(3) -1- 
52 5: 

+ 

(4) 

2. (1) (2) ( —; 
n 

(3) 
_x^__ 

2*4*6.(2n) 
(4) ( -1) 

2n + l 

3. (1)发散； (2)收敛. 

4. (1)收敛； （2)发散； （3)发散; 

5. 12 m. 

(4)收敛. 

习题10 -2 

1. (1)发散； 
(4)收敛； 

2. (1)发散； 

(4)收敛； 

3. (1)收敛； 

(4)发散； 

4. (1)条件收敛; 

习题10 -3 

1.(1) ( -1,1)； 

(4)( -3,3)； 

(2)发散； 

(5)收敛； 

(2)收敛； 

(5)收敛； 

(2)收敛； 

(5) «>1时收敛，时发散； 

(2)绝对收敛；(3)绝对收敛; 

(3)收敛； 

(6)收敛. 

(3)收敛； 

(6)收敛. 

(3) 发散； 

(6)收敛. 

(4) 条件收敛. 

(2) (-1,1)； (3) ( - 00 , + 00 )； 

(5) (4,6)； (6) (0,2). 

2. (1) 
(1 -幻2 

(2) 
1 , I + X 1 

——In-+ —-arctan x. 
4 1 一％ 2 
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习题10-4 
00 

1.(1) In a H-工（-1 ) n 
x 

n \ a 
，（-a，a) 

2n + 1 / , \ 
X , ( - 00 , + 00 ); 

(2) n?o (h + 1)!. 

(3) 全㈠广1^yr㈤'(一，… 
(4) X 

2 
/n+1，（-1，1). 

n = 0 4n + 1 

2. 
oo 

⑴ 士1(-1 广1 士(U)'(0,2); 

oo 

n = 0 

1 ( 7TV3 / 工广1 . 

(2幻!卜 + T/ (2n + 1) !卜 + 3 ) J， 
(- 00，+ 00 ). 

*习题10 -5 

1. (1) 1.098 6； (2) 1. 648； (3) 2. 004 30； (4) 0.999 4. 

2. (1) 0.494 0; (2) 0.496 1. 

第十章复习题 

3- -J- 1(-0" 

2. 必要，充分. 

3. 充要. 

4. 收敛；发散. 

5. 绝对收敛;发散. 

6. 绝对收敛；发散. 

7. p>l,0<p^l,p^0. 

8. | % | < R, |^| > R. 

、1. (1)发散； （2)发散； 

2. (1)绝对收敛；（2)条件收敛; 

3. 0. 

(3)收敛； 

(3)绝对收敛; 

(4)发散. 

(4)发散. 



4. (1) ( -2,0) ； (2)( _ +，+); 

(3) (0,2e)； (4) ( -V2，V2). 

5. (1) J土2矣2- ( -4l<x<^2)； 
(2 ) 

( 2) -^-ln I + ^ ( - 1 < ^ < 1)； 

( 3 )   -In ( 1 - x) ( - l < x <l)； 
1 - x 

(4) (x + l)er (- oo<%<+oo). 
» ^ 

6. (1) (x +2) ex = 'S' T^-—xn ( - oo < x <+oo); 
n=o 

(2) 
00 

n -h 1 
— 
2 

(— 2 < x〈2); 

(3) sin x - xcos x 
1 

-1) 
k-\ 

2k + \ 

(2/c + 1) (2^ - 1) ! 
■x 

(4) In(l + x2) (-1 < ^; < 1). 
n 
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