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第1章
行列式

行列式是线性代数中常用的工具.本章主要介绍n阶行列式的定义、性质及其计

算方法.

§1二阶与三阶行列式

一、二元线性方程组与二阶行列式

用消元法解二元线性方程组

fan«i+ai2*2 = fci，\ (1)
la2)a)+a22«2=i2.

为消去未知数，2,以与％2分别乘上述两方程的两端，然后两个方程相减，得

(alla22—°12°21 )*1 =^ja22—a12^2 ；

类似地，消去气，得

(al1a22—a12°21 )*2 =OH^2—^la21-

当ana22-al2a2^0时，求得方程组(1)的解为

^la22—°12^2 ^1°21 .

叫=----------,x2=---------------- . (2)
a，Ua22^a12a2J aua22~'a，12a21

(2)式中的分子、分母都是四个数分两对相乘再相减而得，其中分母a”-叱财

是由方程组(1)的四个系数确定的,把这四个数按它们在方程组(1)中的位置,排成二

行二列(横排称登、竖排称到)的数表

。1】a12
, (3)

a2l ,22

1
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第1童行列式

表达式财叱称为数表（3）所确定的三险互列式,并记作

an ai2

。21 。22
(4)

数a.i,j= 1,2）称为行列式（4）的云墨或每元素%.的第一个下标i称为行标,

表明该元素位于第/行;第二个下标j称为匆蜃，表明该元素位于第J列.位于第i行第

j列的元素称为行列式（4）的（垃）丞

上述二阶行列式的定义,可用超艘觐来记忆.参看图1-1,

把％到叱的实连线称为圭熨•鱼线,叱到财的虚连线称为割刈•角

线，于是二阶行列式便是主对角线上的两元素之积减去副对角线

图1.1上两元素之积所得的差.

利用二阶行列式的概念，（2）式中"，气的分子也可写成二阶

行列式，即

b j q” 一a”b.、_
b] °12

l)2 fl 22
,。1】方2 一们。21 =

an

a21

b,

b2

若记

D =
aU a12

。21 。22

，〃产

b> a12

a22
,D》=

an

a21

如

b2

则（2）式可写成

D}

b] a12

b 2 fl
D2

an如

a21奶

X'-D-'
aU a12

。21 a22

，X2~ D~
an °12

。21 。22

注意这里的分母D是由方程组（1）的系数所确定的二阶行列式（称系数行列式）,x,
的分子Di是用常数项b},b2替换D中第1列的元素a„,a21所得的二阶行列式,地的

分子仇是用常数项们，奶替换。中第2列的元素al2,a22所得的二阶行列式.

例1求解二元线性方程坐坐坐坐坐坐坐坐坐

p%j-2x2 = 12,

[2x1 +%2 = 1.

解由于

3 -2
=3-（-4）= 7 尹 0,

2 1
12 -2

D}= =12-（-2）= 14,
1 1

2
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§1二阶与三阶行列式

3 12
D. = =3-24 =-21,

2 1

因此

二、三阶行列式

产虹虬2, **3.
1 D 7 2 D 7

定义1设有9个数排成3行3列的数表

°21

a31

记

(6)式称为数表(5)所确定的三阶行列式.

上述定义表明三阶行列式含6项，

每项均为不同行不同列的三个元素的乘

积再冠以正负号,其规律遵循图1.2所示

的对角线法则：图中有三条实线看做是平

行于主对角线的连线，三条虚线看做是平

行于副对角线的连线，实线上三元素的乘

积冠正号,虚线上三元素的乘积冠负号.

类似于二元线性方程组与二阶行列式,考虑三元线性方程组时，若方程组的系数

行列式非零，也可用三阶行列式来表示未知数X1,x2,x3 (见第2章§ 4).

例2计算三阶行列式■

1 2 -4

D= -2 2 1 .

-3 4 -2

解 按对角线法则，有

D =lx2x(-2)+2xlx(-3)+(-4)x(-2)x4-lxlx4-2x(-2)x(-2)-(-4)x2x(-3)

= -4-6+32-4-8-24 = -14.

3
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第1章行列式

例3求解方程

1 1 1

2 3 x = 0.
4 9 /

解方程左端的三阶行列式

D=3x2+4x+1S-9x-2x2-12=x2-5x+6,

由 x2-5x+6 = 0 解得 x = 2 或 x=3.

对角线法则只适用于二阶与三阶行列式,为研究四阶及更高阶行列式，下面先介

绍有关全排列的知识，然后引出n阶行列式的概念.

§2全排列和对换

一、排列及其逆序数

把n个不同的元素（如取自然数U,2,…，混）排成一行，叫做这口个元素的金魅

理也简称几元姓列）,所有兀元排列构成的集合记为S,. S„中所含元素的个数即n元

排列的个数，记为IS, |,可计算如下：

从n个元素中任取一个放在第一个位置上，有n种取法；

从剩下的n-1个元素中任取一个放在第二个位置上，有n-1种取法；

这样继续下去，直到最后只剩下一个元素放在第n个位置上，只有1种取法.于是

|S„ | =nx（n-l）x---x3x2xl =nl.

例如用1,2,3三个数字作排列，排列总数|S31 = 3x2x1 = 6,它们是

123, 231, 312, 132, 213, 321.

对于n个不同的元素，先规定各元素之间有一个标准次序（例如n个不同的自然

数，可规定由小到大为标准次序），于是在这n个元素的任一排列中，当某一对元素的

先后次序与标准次序不同时，就说它构成1个蛭.一个排列中所有逆序的总数叫做

这个赴列的逆匠数.将排列Plp2-pn的逆序数记为t（p、p/・p"）.

逆序数为奇数的排列叫做醴列，逆序数为偶数的排列叫做壁火

下面来讨论计算排列的逆序数的方法.

不失一般性,不妨设n个先素为1至n这"个自然数，并规定由小到大为标准次

序设PB2 • • R为这几个自然数的一个排列，考虑元素p, （i = 1,2, • • •,几），如果比p,•大

的且排在p,前面的元素有t,个，就说P,这个元素的逆序数是&全体元素的逆序数之

4
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§2全排列和对换

总和
n

t=tt+t2+-+tn=
i= 1

即是这个排列的逆序数.

例4求排列32514的逆序数.

解 在排列32514中：

3排在首位,逆序数t,=0；

2的前面比2大的数有一个(3)，故逆序数t2 = l;

5是最大数,逆序数妇=0；

1的前面比1大的数有三个(3,2,5),故逆序数标=3；

4的前面比4大的数有一个(5),故逆序数％ = 1,于是这个排列的逆序数为

5 .

1=£弓=0+1+0 + 3 + 1=5.
>• 1

二、对换

在排列中，将任意两个元素对调，其余的元素不动，这种作出新排列的操作叫做无

换.将相邻两个元素对换，叫做根姓/燹

定理1 ‘一个排列中的任意两个元素对换，排列改变奇偶性.

证 仍不妨设元素为从1开始的自然数(从小到大为标准次序).先证相邻对换的

情形.

设排列为 a}a2---alabbib2---bm,对换。与如变为 ％ a2--aibab}b2---bm.显然，％ ,

。2,…皿也，如，…，如,这些元素的逆序数经过对换并不改变，而两元素的逆序数

改变为：当时，经对换后。的逆序数增加1而的逆序数不变；当。对时，经对换

后a的逆序数不变而b的逆序数减少1.所以排列…伉02…如与排列a}a2■■■

a,bab}b2---b„的奇偶性不同.

再证一般对换的情形.

设排列为 aia2---alal)1b2---bmbc}c2"-c,它作 m 次相邻对换，变成 a1a2---a,ai>6)62---

imc1c2-"c„,再作 m+1 次相邻对换，变成 a1a2---a,6feI62---6mac1c2—c„.总之，经 2zn+l 次

相邻对换，排列 ata2---aiablb2"-bmbclc2---cn 变成排列 a}a2---albb1b2---b„ac1c2---c„,所

以这两个排列的奇偶性相反. 证毕

推论奇排列对换成标准排列的对换次数为奇数，偶排列对换成标准排列的对

换次数为偶数.

证 由定理1知对换的次数就是排列奇偶性的变化次数，而标准排列是偶排列

(逆序数为0),因此知推论成立. 证毕

5
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第1章行列式

§3几阶行列式的定义

为了给出n阶行列式的定义,先来研究三阶行列式的结构.三阶行列式定义为

°11 °12 O13

a21 a22 ° 23

a31 a32 a33

=ana22a33~^a12a23a3l "*"°13°21 a32~a 11 ®23°32 —fl12O21 ®33 —a 13°22a31 • ( 6 )

容易看出：

(i) (6)式右边的每一项都恰是兰个元素的乘积，这三个元素位于不同的行、不同

的列.因此,(6)式右端的任一项除正负号外可以写成知,片这里第一个下标(行

标)排成标准次序123,而第二个下标(列标)排成pip汐3,它是1,2,3三个数的某个排

列.这样的排列共有6种，对应(6)式右端共含6项.

(ii) 各项的正负号与列标的排列对照.

带正号的三项列标排列是123,231,312；

带负号的三项列标排列是132,213,321.

经计算可知前三个排列都是偶排列，而后三个排列都是奇排列.因此各项所带的

正负号可以表示为(-1)：,其中匕为列标排列的逆序数

总之,三阶行列式可以写成

all O12 ai3

a21 a22 a23 = £ (-1,

，吵3药3
a31 a32 a33

其中z(p】p例)为排列P”2P3的逆序数，£表示对1,2,3三个数的所有排列PiP仍取和•

仿此，可以把行列式推广到一般情形.

定义2设有7?个数，排成n行n列的数表

°ii an …a M

a2] a22 , • • a2n

，, a.i %?…a„„

作出表中位于不同行不同列的几个数的乘积，并冠以符号(-1)'“厂咀，得到形如

(-l)Sf %"%, (7)

6
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§4行列式的性卮

的项，其中P1P2-P”为自然数1,2，…，几的一个排列,t(PiP2・"P“)为这个排列的逆序

数.由于这样的排列共有n!个，因而形如⑺式的项共有n\项.所有这汨项的代数和

PlP2-PneSn

称为哽逝缨，记作

all a12

%

延伸阅读

aanl an2

简记作det (a,)，其中数a,为行列式D的(方)元

按此定义的二阶、三阶行列式，与§ 1中用对角线法则定义的二阶、三阶行列式显

然是一致的.当几=1时，一阶行列式I。I =。，注意不要与绝对值记号相混淆.

主对角线以下(上)的元素都为0的行列式叫做上一(工)切角鬓行列其；特别地，主

对角线以下和以上的元素都为0的行列式叫做对角行列式.

例5证明：(1)下三角形行列式

all

a21 a22
D =

anl an2

(2)对角行列式

Aj

入2

证 ⑴ 由于当汩时，灼=0,故D中可能不为0的元素％，其下标应有p,v,即Pl

,P2W2,…,p“ Wn,而Pl切2+…tP, = l+2+…+儿，因此Pl = 1,P2 = 2,…,Pn=n,所以 D 中

可能不为0的项只有一项此项的符号(-1)“5)=(-1)。= 1,所以

^ = aHa22"'ann-

(2)由(1)即得.

0
= ana22--ann

=入 jA2***An.

An

§4行列式的性质

记

7祝大家金榜题名顺利上岸------------



第1章行列式

an ° 12 , an °21 ,

a21 a22 * * a2n
,PT=

a12 a22 ,

,:

•- an2

Q“i °n2 . , ann aln a2n . •• ann

行列式D7称为行列式D的巷其行列或

性质1行列式与它的转置行列式相等.

证 记D = det（伽）的转置行列式Z/=det（如）.），即D1的（ij）元为如，则如=勺

（ij=l,2,---,n），按定义

〃t=£（T）'如危刊…如』=£（T）'%1%2•

下证D = D\

对于行列式Z）的任一项

（-1 ,

其中标准排列，t为排列P）2…P/"P,…P”的逆序数，对换元素％.与

%成

（-1
这时，这一项的值不变，而行标排列与列标排列同时作了一次相应的对换,设新的行标排

列12-j-i-n的逆序数为r,则r为奇数；设新的列标排列p1p2-p/-p,-p„的逆序数

为匕，则

故

于是

（T（-1）”％ 也…勺…％

这就表明，对换乘积中两元素的次序，从而行标排列与列标排列同时作了相应的

对换，则行标排列与列标排列的逆序数之和并不改变奇偶性•经一次对换是如此，经多

次对换当然还是如此.于是，经过若干次对换，使

列标排列Pipup” （逆序数为t）变为标准排列（逆序数为0）；

行标排列则相应地从标准排列变为某个新的排列，设此新排列为q、quq“,其逆

序数为s,则有

又，如果上式左边乘积的第i个元素％，为。寸，那么它必定是上式右边乘积的第，

个元素，即可见排列q}q2---q„由排列PWP”惟一确定.

综上可知：对于D中任一项（-l）'%%—%-,总有且仅有DT中的某一项

8
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§4行列式的性质

（-l），O,,l%2'"aV与之对应并相等；反之，对于中的任一项…％.，也

总有且仅有刀中的某一项（-1）'5*。2%“9叫与之对应并相等，于是。与〃「中的项可

以一一对应并相等，从而D = DT. 证毕

由此性质可知，行列式中的行与列具有同等的地位,行列式的性质凡是对行成立

的对列也同样成立，反之亦然.

性质2对换行列式的两行（列），行列式变号.

证设行列式

Si bl2

是由行列式D = det（%）对换两行得到的，即当k尹i,j时,如＞=%；当k = i,j时,& =

%，& = %，于是

“ =2（-1）'如I…蝠……妇,= “

= £（T）'a%

其中标准排•列/为排列P1P2 的逆序数设排列PWPj…

Pi—P„的逆序数为如则（T）' = -（T）'',故

n=-2（T）"%证毕

以七表示行列式的第£行，以C,.表示第i列.对换i, j两行记作r：f 对换£”两

列记作 C.-t-t-Cy.

推论若行列式有两行（列）完全相同，则此行列式等于零.

证 把这两行对换，有D = -D,故〃 = 0. 证毕

性质3行列式的某一行（列）中所有的元素都乘同一数4,等于用数k乘此行列式.

第£行（或列）乘*，记作r,xA （或c/幻.

推论1行列式中某一行（列）的所有元素的公因子可以提到行列式记号的外面

即

a\\ a12 • . G], °n a\2 * .. °ln

kaii kai2 . • %

i . •

=k ai\ ai2 * . %”

% an2 . . ann %】 an2 . . flnn

推论2行列式中如果有两行（列）元素成比例，则此行列式等于零.

9祝大家金榜题名顺利上岸------------



第1章行列式

性质4若行列式的某一行（列）的元素都是两数之和，例如第£行的元素都是两

数之和：

an an ,… %”

D= an +a'a aa+a'a ato+a；„

a“i a»2 ,,, ann

则D等于下列两个行列式之和：

all a12・ •- an a!2 ,

ai2 * '• % + 必・ • a'-m

%2. , ann %2 * , Q nn

性质5把行列式的某一行（列）的各元素乘同一数然后加到另一行（列）对应的

元素上去,行列式不变.

例如以数k乘第i行加到第，行上（记作。+虹），有

ail ai2 * .. Gin all a12 •- °ln

ail ai2 * . % ail Q/2 * .・ %

% * - a。+/cdj] a,?+郊. •- %.+虹

fln2 . • 如 anl an2 - •* ann

（以数力乘第i列加到第，列上，记作Cj+kCj.）

以上诸性质请读者证明之.

上述性质4表明：当某一行（或列）的元素为两数之和时，行列式关于该行（或列）

可分解为两个行列式.若n阶行列式每个元素都表示成两数之和,则它可分解成2"个

行列式.例如二阶行列式

re"

a+x 3+y — a b+y
+ x b+y

—
a b

+
a y +

b
+

X y

c+z d+w c d+w z d+w c d c U) Z d z w
性质2,3,5介绍了行列'式关于行和关于列的三种运算，即ri^rj,r^k,r,+krj和

cLCj,c；xk,c,+kq,利用这些运算可简化行列式的计算，特别是利用运算七+奶（或

c,,+伯.）可以把行列式中许多元素化为0.计算行列式常用的一种方法就是利用运算r,. +

10
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§4行列式的性质

y把行列式化为上三角形行列式，从而算得行列式的值.请看以下几个例题.

例6计算"阶行列式

A,.

° °2,n-l a2n .、 入2
(1) D = .・:■；⑵

°nl …％,“-l ann A„

解(1)应注意。不是上(下)三角形行列式，但可以通过行的对换化为上三角

形行列式.先把〃的第几行依次与第n-l行……第1行对换(共几-1次对换)，得行列

式“•由性质2,Z)I = (-1)"-1D,或〃=(-1广皿，这里

1 -5 3-3

%】 an2 * ann

0 0 . •、 0m =
0 an-l,2 . , an~l,n-l an-l,n

再把Di的第n行依次与第n-l行……第2行对换(共几-2次对换)，得一新的行列

式……循此,〃经过共

(n-l) +( n-2) +--- + 1 =-^-n( n-l)

次行的对换成为上三角形行列式

%1 an2 …

%-1,2

0 %

于是 D=(-l 广也=... = (_ 1) *2 % 知 I •••%】；

(2)由⑴得

A,

入 2 “("-1)
, =(T) 2 X}k2-Xn.

An
例7计算

3 1-12

-5 1 3 -4
D= .

2 0 1-1

11祝大家金榜题名顺利上岸------------



第1章行列式

3 2

D解
0

0

0 16

1

8

-10

4

0

-10

15

=10x4 = 40.

2_
2

4

2 1

7

2

2

在上述解法中，先用了运算勺~。2,其目的是把气换成1,从而利用运算七-%凡,

即可把afl (i = 2,3,4)变为0.如果不先作C—C2,则由于原式中an = 3,需用运算-亍】

把％变为0,这样计算时就比较麻烦.第二步把「2和「4+5上写在一起，这是两次运

算，并把第一次运算结果的书写省略了.

例8计算

3 1 1 1

1
D =

1

1

3 1 1

1 3 1

1 1 3

解 这个行列式的特点是各列4个数之和都是6.今把第2,3,4行同时加到第1

行，提出公因子6,然后各行减去第一行:

6 6 6 6 1

rj+r2+r3+r4 13 11 1
D =6

■113 1 1

1113 1

1 1 1 1111
r2-r\

3 1 1 电-白 0 2 0 0
==6 = 48.

1 3 1 「Li 0 0 2 0

1 1 3 0 0 0 2

例9计算

a b c d

a a+b a+b+c a+b+c+d
D =

a 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d

0 3a+b 6o+3b+c 10a+6b+3c+涉

12
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§4行列式的性质

解 从第4行开始,后行减前行,

「4-「3

c「3一「2
D =

叫-上

a

0
0

b

a

a

c

a+b

2a+b

d

a+b+c

3a+2b+c

「4一，3

r3~r2

a

0

0

b

a

0

c

a+b

a

d

a+b+c

2o+6

0 a 3a+b 6a+36+c 0 0 a 3a+b

a b c d

「4-「3 0

0

a

0

a+b

a

a+b+c

2a+6
=a 4

0 0 0 a

上述诸例中都用到把几个运算写在一起的省略写法,这里要注意各个运算的次序

一般不能颠倒，这是由于后一次运算是作用在前一次运算结果上的.例如

a b a+c b+d XL a+c b+d

c d — C d -a -b

a b a b c d

c d — c-a d-b — c-a d-b

可见当两次运算次序不同时所得结果不同.忽视后一次运算是作用在前一次运算的结

果上，就会出错，例如

a b rt+r2 g+c b+d

c d I r2~ri I c-a d-b '

这样的运算是错误的，出错的原因在于第二次运算找错了对象.

此外还要注意运算r；+r,与rj+r,的区别』+与是约定的行列式运算记号，不能写

作奶+八（这里不能套用加法的交换律）.

上述诸例都是利用运算ri+kr｝把行列式化为上三角形行列式，用归纳法不难证明

（这里不证）任何n阶行列式总能利用运算r,•+奶化为上三角形行列式，或化为下三角

形行列式（这时要先把ain,a2n，-,化为0）.类似地，利用列运算c,•+奶也可把行

列式化为上三角形行列式或下三角形行列式.

例10设
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第1童行列式

all

Dy =det（as）=:

a»i ,,
证明:D=DtD2.

证对n作运算L+明,把】

n =

对D2作运算eg 把D2化为下

=

于是，对D的前力行作运算r,+无

列式

cn

«„1

故

D =

例11计算2n阶行列式

其中未写出的元素为0.
解把。队中的第:

14

蓦=

. 5 611…如

:,0=det（站）=5 i ,
.bni "• bnn

L化为下三角形行列式，设为

P11 0

:=Pu …Pkk，

Pki ■•- P临

三角形行列式，设为

幻1 °

9»i q”.

再对后n列作运算,+人c,,把D化为下三角形行

0

Pkk

…Cik qu

… c林 qn} … qnn

气］.・物的1】・"口=01〃2・

a b

a b

c d

c d

2n

与第2n-l行……第2行对换（作2几-2次相邻两行

祝大家金榜题名顺利上岸------------



§5行列式按行（列）展开

0
0
b

的对换），再把第2n列依次与第2n-l列……第2列对换，得

a 6 0 …

c d 0 …

0 0a

久= (-1)3
:: a b

c d

0 0c

2(湛 1)

根据例10的结果，有

Z）2n=P2D2（n_1）= （ad-bc）D2（z）.

以此作递推公式，即得

D2n = (ad-6c)2D2(n-2)= •■• = (ad-bc)n-' D? = (ad-bc)71.

§5行列式按行（列）展开

一般说来，低阶行列式的计算比高阶行列式的计算要简便,于是,我们自然地考虑

用低阶行列式来表示高阶行列式的问题.为此，先引进余子式和代数余子式的概念.

在n阶行列式中，把（方）元勾所在的第i行和第，列划去后，留下来的几-1阶行列

式叫做（i,J）元%的余尊,记作/•;记

& = （-1）”叫,，

•叫做（i,j）元,的仁数金于或.

例如四阶行列式

G］】 。12 fl13 °14

a21 a22 °23 a24
D =

a31 a32 a33 a34

中（3,2）元的余子式和代数余子式分别为

°11

角2 = (-1)%2川32 =-珞2・

15祝大家金榜题名顺利上岸------------



第1章行列式

引理一个n阶行列式，如果其中第i行所有元素除（i,j）元a,；,外都为零，那么这

个行列式等于％.与它的代数余子式的乘积，即

D = 5j.

证 先证i=j= 1的情形.此时

flu 0 ••- 0

a , G 分 , • • afl fn

这是例10中当XI时的特殊情形，按例10的结论，即有

眼aiMi,

又 '

&产（-1）“'州产

从而

D = a1}An.

再证一般情形.此时

D= 0 …a。 ••• 0 .

a i , a • , , , a3“] 3/y ^nn

为了利用前面的结果，把D的行列作如下调换：把。的第i行依次与第

I行、第£-2行……第1行对换，这样数％就换成（1 j）元,对换的次数为T.再把第

，列依次与第＞1列、第广2列・••…第1列对换，这样数a,,就换成（1,1）元，对换的次数

为，-1.总之，经i+j~2次对换，把数％换成（1,1）元,所得的行列式” =（-1）叶⑦=

（-1）'⑰,而0】中（1,1）元的余子式就是〃中（i J）元的余子式Mtj.

由于0的（1,1）元为与,第1行其余元素都为0,利用前面的结果，有

' Dl=%jMg, 尸

于是

〃 =（-1）'助产（-1）御aijM.aA： 证毕

定理2行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之

和，即 ’’

D=anAa +aaAa+■•• +ain4,.„ （i= 1,2, ••• ,n）

或

16
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§5行列式按行（列）展开

D = avAv+ayA2j^--- +anjAnj (j= 1,2，…,n).

a ,nl

根据引理，即得

=ai} 0

anl an2

flll ai2

D - ai}Ait &2+• . • +%&“ (i= 1,2,…，7i).

类似地，若按列证明，可得

D 二勾1+饱角+• • • +%•%• 。=1,2,・・・，几）. 证毕

这个定理叫做行列式按行（列）展开法则.利用这一法则并结合行列式的性质,可

以简化行列式的计算.

例7（续）用行列式按行（列）展开法则计算例7中的行列式

3 1-12

D =
2 0

1

1 -5 3 -3

解 保留a’,,把第3行其余元素变为0,然后按第3行展开,

例12 证明麒塞鲤％1生理四g）绥域
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第1章行列式

(8)

其中记号"rr表示全体同类因子的乘积.

证用数学归纳法.因为

1 1
d.= =改-初=n （气-专），

知 x2

所以当几=2时（8）式成立.现在假设（8）式对于Ti-1阶范德蒙德行列式成立，要证（8）

式对n阶范德蒙德行列式也成立.

为此,设法把仇降阶:从第n行开始，后行减去前行的气倍，有

1 1 1 ・ ・・ 1

0 式2一％1 %3一劣1 •・ 与F

n= 0 %2(%2一* 1 ) X3^X3~X\ ) , ,• %n(%n—Xj)

0 戒“（％2-右） •- C2(

按第1列展开，并把每列的公因子（x-x,）提出，就有

1

X2

1 .

%3 *

・ 1

. %
。/（初-勤）（*3-气）"・（*.-*1）

n—2
%2 炒. n—2

* %

上式右端的行列式是n-1阶范德蒙德行列式,按归纳法假设，它等于所有（的-易）因子

的乘积，其中nNi>jN2.故

心=（多2-% 1）…（％-多1） n （气-易）=n （气-明）• 证毕

例11和例12都是计算n阶行列式.计算n阶行列式,常要使用数学归纳法，在比

较简单的情形（如例11）,可省略归纳法的叙述格式，但归纳法的主要步骤是不可能省

略的.这主要步骤是:导出递推公式（例11中导出。/（技七）/^-］））及检验儿=1时

结论成立（例11中最后用到D^ad-bc）.

下面来推导行列式的另二重要性质，并将它作为定理2的推论.

设有n阶行列式D = det（%）,我们已得到它的按第_/行展开式

D = Qj] Aj] +Q泌以 T ajn^jn •

18
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§5行列式按行（列）展开

因诸A* （A = 1,2，…,n）都是先划去了刀中第j行再经计算而得，所以当第，行元素依

次取为们，如，…，如时就有

a12 ...all

Gf 1 °H,2 …

D,= b2 … =b}Afl+b2Afl+■•■+b„Ain. (9)

灼+1,1 。尹1,2 一 5,”

%】 an2 J，

这里Dj表示除第，行外其余各行均与D相同的行列式.

特别地，当们，如，• • •,如依次取为= det（与）的第i行（i句）各元素时，上式仍成

立.但此时因。中第j行与第i行两行相同，故0 = 0,从而有

aitAfl +at2Aj2+—+ai„Aj„ = 0 （详j）.

对列作相仿的讨论可知

an …®ij-i bi %] •- ain

- ：凌: :省+…+如％.. （10）

临 … «»j-i 如 ■•- 瞄

特别地，有

a-uA户财乌+…+M„; = 0 （诗j） •

这样得到了下述推论：

推论 行列式某一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之

和等于零.即

+乌也2+• • • = °, *
或

%』ij+a2iA2j+---+aniA„j = 0, i 尹j.

综合定理2及其推论,有关于代数余子式的重要性质：

V 4 当 E'，

[0,当说了

或

。'p,当㈢，
〉aik^jk ~ I n ij/ . Z .
，=】 io,当

例13设
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第1章行列式

3-521

110-5
D =

-13 13

2 -4 -1 -3

D的(i,J)元的余子式和代数余子式依次记作名.和如求

*11+412+』13+人14 及 M]]+肱2] + 肱 3]+肱4卜

解 按(9)式可知An+A12+AI3+A14等于用1,1,1,1代替刀的第1行所得的行列

式，即

An+A12+A13+A]4

1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 -5 「4也 1 1 0 -5

-1 3 1 3 r3~rl -2 2 0 2

2 -4 -1 -3 1 一 0 0

1 1 -5
C9 +C|

1 2 -5
2 -5

= -2 2 2 — -2 0 2 二

0 2
=4.

1 -1 0 1 0 0

按(10)式可知

Mu+M2} +M31 +M4} =4h-A21 +心-4

1 -5 2 1 1 -5 2 1

-1 1 0 -5 ”3 -1 1 0 -5

1 3 1 3 1 3 1 3

-1 -4 -1 -3 0 -1 0 0

1 2 1

-1 0 -5

1 1 3

-1 0 -5

-1 0 -5

1 1 3

习题一

1.利用对角线法则计算下列三阶行列式:

2 0 1 a b c

(1) 1 -4 -1 ; (2) b c a

-1 8 3 c a b

20
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习题一

1 1 1 X y

(3) a b c ; (4) y x+y X

b2 c2 x+y X y

2.按自然数从小到大为标准次序，求下列排列的逆序数：

(1) 1234； (2) 4132； (3 ) 3421；

(4) 2413； (5) 13-(2n-l)24--(2n)； (6) 13--(2n-l)(2n)(2n-2)--2.

3.写出四阶行列式中含有因子孔叱的项.

4.计算下列行列式:

4 12 4

12 0 2
(1) 5

10 5 2 0

0 1 1 7

1 1 1

(4) a b c

b+c c+a a+b

2 1 4 1

3 -1 2 1
(2)

1 2 3 2
；

5 0 6 •2

a 1 0 0

-1 b 1 0
(5)

0 -1 c 1

0 0 -1 d

-ab ac ae

(3) bd -cd de

bf cf -矿

1 2 3 4

1 3 4 1
(6)

1 4 1 2

1 1 2 3

5.求解下列方程:

6.证明:

1

2a b2

b3

=0,其中a,b,c互不相等.

1 1

b

⑴

a2 ab b2

2a a+6 26 = ( a-b )3 ；

1 1 1

(3)

ax+by ay+bz

ay+bz az+bx

az+bx ax+by

a2 (a+l)?

b2 3+1)2

c2 ( c+1 ) 2

d2 (d+l)2

az+bx x y z

ax+by =(a3+63) y z x

ay-^bz z x y

(a+2)2 (a+3)2
(y '3+3)2

=0；
(c+2)2 (c+3)2
(d+2)2 (d+3)2

⑵

21
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第1章行列式

X -1 0 0

0 % -1 0
=a3x3 +&2X2 +ajx+ao.

7.设几阶行列式D=det(a..)，把D上下翻转、逆时针旋转90。或依副对角线翻转,依次得

证明 n=a=(T)穿 °, 0=d

8.计算下列行列式为k阶行列式)：■

al

(1) 0„= ° ，其中对角线上元素都是a,未写出的元素都是0;

(2) D,,=

1 a

(a—n)"

(a-几广

: ；

a—n

1

，其中未写出的元素都是0;

由

(5)m=

22
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习题一

（6） Z）“=det（与），其中与=| 刁 I;

9.设如

(7) % =

2

1

1
，其中 a]a2-.-an^Q.

，〃的（方）元的代数余子式记作禹，求

在1 +3A32~2A33'**2434,

23
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第2章
矩阵及其运算

本章将介绍代数学中的重要工具_ 阵，并讨论矩阵的各种运算以及矩阵的分

块表示法.

§1线性方程组和矩阵

一、线性方程组.

设有n个未知数m个方程的线性方程组

Wi产|+42松+…+口".=饥，

a2Ix1+a22x2+---+a2„x„=62,
■ (1)

其中灼是第i个方程的第，个未知数的系数，bt是第i个方程的常数项,£=1,2,“・双；

j= 1,2, ••• g,当常数项b},b2，-,bm不全为零时，线性方程组(1)叫做 博韭才媛性

方程组，当上，如…，如全为零时,(1)式成为

, a1)a;]+a12x2+---+a1„x„ = 0,

a”约+。奸+…+口如产。， 小
) (2)

■am,x]+am2x2+—+amnx„=O,

叫做几元齐次线性方程组.

n元线性方程组往往简称为线性方程组或方程组.

对于n元齐次线性方程组(2) ,x,=x2 = -=^ = 0 一定是它的解，这个解叫做齐次

24
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§1线性方程蛆和矩阵

x-y=0,
①y ②，%+y=l,③ <

[%+y = 2；
%+y=2；

线性方理组(2)的签解.如果一组不全为零的数是(2)的解，则它叫做齐次线性方程组

(2)的非零解.齐次线性方程组(2) —定有零解,但不一定有非零解.

例如

x}-x2=O,

2x} -2x2 = 0,

3叫-3*2 = 0
就是三个二元线性方程组,并且③是齐次方程组.

下面讨论这三个方程组的解•方程组①:易知其有惟一解*=>= 1;方程组②:显然不

存在数,和，使*+y= 1和*+y=2同时成立，故方程组②无解;方程组③:设s为任一数,

那么初=% =s是③的解,从而方程组③W无限多个解.

这样看来，对于线性方程组需要讨论以下问题：(1)它是否有解？(2)在有解时

它的解是否惟一？(3)如果有多个解，如何求出它的所有解？

对于线性方程组(1),上述诸问题的答案完全取决于它的me个系数与(i = 1,2，…，

m；j= 1,2, •.•,«)和右端的常数项bt,b2，-,所构成的m行几+1列的矩形数表

an ai2

a21 a22 a2n b[

a* a 总…am„ b«

这里横排称为行,竖排称为列；而对于齐次线性方程组(2)的相应问题的答案也完全

取决于它的rnn个系数% 3 = 1,2,…双；/= 1,2, •■•,«)所构成的m行几列的矩形

数表

all

。21

由此我们引入矩阵的概念.

二、矩阵的定义

定义1由nwi个数% (i=l,2,---,w； j= 1,2, •••,“)排成的m行口列的数表

°11 a\2 a\n

a2\ ° 22 …a2n

an<2 ,,,

Q】2 °ln

fl22 …a2n

am2 …amn
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第2章矩阵及其运算

称为 匝I攻斐，简称逸度•为表示它是一个整体，总是加一个括弧，并用大写

黑体字母表示它，记作

<O11 ° 12 ….

a21 a22 …a2n
A= ,

am2 …amn,

这znxn个数称为矩阵A的元素，简称为元，数与.位于矩阵A的第，行第，列,称为矩

阵A的,（以）云以数勾为（i J）元的矩阵可简记作（与）或（％）g ”几矩阵A也记

作 A„xn.
元素是实数的矩阵称为实矩阵，元素是复数的矩阵称为复矩阵，本书中的矩阵除

特别说明外，都指实矩阵.坐坐坐坐坐坐坐坐坐

行数与列数都等于n的矩阵称为n阶矩阵或n阶方阵.n阶矩阵A也记作4“.

只有一行的矩阵

4 =（勺 a2■■- a„）

称为行矩阵，又称行向量.为避免元素间的混淆，行矩阵也记作

4 = （。1 ,白2,…，a,）.

只有一列的矩阵

（bA

、、

称为列矩阵,又称列向量.

两个矩阵的行数相等、列数也相等时,就称它们是同型矩一阵.如果4 = （%）与B =

（如）是同型矩阵，并且它们的对应元素相等，即

a0 = i,j （i=l,2,・",m； j=l,2，…,n）,

那么就称矩阵A与矩阵B袒簧，记作

A=B.

元素都是零的矩阵称为冬楚段,记作。.注意不同型的零矩阵是不同的.

例1对于非齐次线性方程组

aux}+a,2x2+---+alnxn = b},

d2}Xl+a72X2 + ■■•+a2nXn=^2 > ..

< （1）

。湘幻+%12%2+ …+%>“％,=如,，

26
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§1线性方程组和矩阵

有如下几个有用的矩阵:

%2
,b =

也'

b2

6

a2l

fl12 ・•

0-22 *

. %”

. <^2n

如、

b2

<Xn ) <aml ,• amn

其中A称为系维性,x称为秘数矩阵力称为常数项矩胖,B称为埴匚矩陟.

矩阵的应用非常广泛，下面再举几例.

例2某工厂向三个商店（编号1,2,3）发送四种产品（编号I ,11,111, IV）的数量

可列成矩阵

产品

商店
I 口、in IV

1 a12 a13 如、

A= 2 °21 a22 a23 a24

3 <a31 a32 a33 a34?

其中与为工厂向第i家商店发送第j,种产品的数量.

这四种产品的单价及单件质量也可列成矩阵

B =

产品 单价 单件质量

I b[2、

n ^21 方22

HI Mi 吗2

IV 方42 ）

其中妇为第i种产品的单价，妮为第i种产品的单件质量.

例3四个城市间的单向航线如图2.1所示.若令

1,从，市到j市有1条单向航线，

。,从£市到，市没有单向航线，

则图2.1可用矩阵表示为

Q =V

4 = (%) =

ro i 1 ］、
i 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0；

一般地，若干个点之间的单向通道都可用这样的矩阵表示.

例4 n个变量X, ,x2,---,x„与m个变量为,为,…，为,之间的关系式

回

回

27
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第2章 矩阵及其运算

孑产a"i+a*+…,

y2 -a2}x} +a22x2+"'+a2„x„,
(3)

[ym=am]x,+am2x2+-+a„nx„

表示一个从变量向，叫，…/.到变量乃，为，…,，”的线世瓣,其中⑶为常数.线性变

换（3 ）的系数％构成矩阵4 = （%）

给定了线性变换（3）,它的系数所构成的矩阵（称为丞数殿）也就确定了 •反之,

如果给出一个矩阵作为线性变换的系数矩阵，则线性变换也就确定了 .在这个意义上,

线性变换和矩阵之间存在着一一对应的关系.

例如线性变换

孑产入内，

光=人2*2,
<

对应n阶方阵

a, o 0）

o a2 - 0
A=. . ..

、o 0 …A„y

这个方阵的特点是:从左上角到右下角的直线（叫做起复线）以外的元素都是0.这种

方阵称为此角晅整.对角矩阵也记作

4 = diagS,人2,…，人*）；

当A,=A2 = --=An = l时的线性变换叫做壁瑟，它对应的几阶方阵

C 1 0 …0、

0 1-0
E=..

, 、0 0 …1,

叫做n阶里夔匣这个方阵的特点是:对角线上的元素都是1,其他元素都是0.即单

位矩阵E的。J）元知为

* to,当用 （方=1,2,・“，几）.

由于矩阵和线性变换之间存在一一对应的关系，因此可以利用矩阵来研究线性变

换,也可以利用线性变换来解释矩阵的含义.

28
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§2矩阵的运算

(\ 0)
例如矩阵 所对应的线性变换lo 0；

任产％,

k=0

/ 、
-->■ X -- >-

可看作是*Oy平面上把向量OF = 变换为向量。巳=

X，| = H的变换(或看作把点p变换为点R的变换，参看

krJ I。)

图2.2),由于向量帝是向量凉在X轴上的投影向量(即点

Pi是点P在％轴上的投影)，因此这是一个投影变换.

'cos (p -sin(p\ -
又如矩阵. 对应的线性变换

、sin (p cos (p J

fxj =xcos ^-ysin (p,

=%sin 伊+ycos 甲

把*0,平面上的向量0P = 变换为向量帝= .设凉的长度为r,辐角为e,即设

x = rcos 0,y = rsin 0,那么

x, =r( cos 中cos 0-sin ^>sin ff) = rcos( ff+tp),

yt =r(sin °cos 0+cos 中sin。)= rsin(。+中)，

表明帝的长度为r而辐角为。+中.因此,这是把向量都(依

逆时针方向)旋转甲角(即把点P以原点为中心逆时针旋转

图2.3中角)的旋转变换(参看图2.3).

§2矩阵的运算

一、矩阵的加法

定义2设有两个mxe矩阵4 = (%)和B =(与)，那么矩阵4与史的汗记作4 +

B,规定为

29
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第2章 矩阵及其运算

Wi+Si °12+^12 , ,味+们“、

°21 +8 21 Qg+bg ■ • %+妇

、七| +如1 aq+bq • • am„+bm^

应该注意，只有当两个矩阵是同型矩阵时，这两个矩阵才能进行加法运算.

矩阵加法满足下列运算规律(设A,B,C都是mxn矩阵)：

(i) A+B=B+A；

(ii) (4+B)+C=4 + (B+C).

设矩阵A = (a,),记

-A = (-aQ ,

-4称为矩阵4的您或，显然有

A+( -A)= O,

由此规定矩阵的减法为

A-B=A+{-B).

二、数与矩阵相乘

定义3 数A一与楚性A的燹个记作E或A入，规定为

'Aa,) 入％2 , . Aaln>

入。21 A 0*22 • •皿
AA-AX = : :

/Oml 入瞄 • . Aamn>

数乘矩阵满足下列运算规律(设4 ,8为mxn矩阵,夕为数)：

⑴(入杪)4=入(/)；

(ii) (A+/x)A=AA+/M;

(iii) X(A+B)=XA+XB.

矩阵加法与数乘矩阵统称为晅性的线性旌算.

三、矩阵与矩阵相乘

设有两个线性变换

产+ai2*2+ai3*3,
,1 _ (4)

1,2 =°2产1 +fl22iK2+a23-*：3 ,

30
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§2矩阵的运算

Xj +3]2力2 J

'^2 = ^21 h +由22 力2， ( 5 )

%3 = 63JZj+632i2,

若想求出从4 ,弓到为心的线性变换，可将(5)代入(4),便得

f/l = (。11如1 +Q 12^21 +。13^31 ) h an^l2^"a12^22~^al3^32 )，2，
\ (6)
〔72=( ^21 6]1 +。22^21 +。23&3] ) Zj + ( °21 12"*"0,22^22 ~^a23^32 ) ^2*

线性变换(6)可看成是先作线性变换(5)再作线性变换(4)的结果.我们把线性变

换(6)叫做线性娈迭(处直0)地瓣,相应地，把(6)所对应的矩阵定义为(4)与(5)

所对应的矩阵的乘积，即

a\2

a22

a】"]]+勺2妇+。13妁

.。21 "11 +。22”21 +。23“31

an 6J2+a12622+oi3^32

•G>2] b i2 +。22^22 +。23 方32

一般地，我们有

定义4设A = (a.)是一个mxs矩阵,B=(bQ是一个sXn矩阵,那么规定笙性£

襄匣哄嬖是一个znxn矩阵C= (%)，其中

4 =Qii如+%&+•,•+%%= £ aikbkj 3=l,2,・・・,m；j=l,2,・・・，n), (7)
k= i

并把此乘积记作

C=AB.

按此定义，一个ixs行矩阵与一个sxl列矩阵的乘积是一个1阶方阵，也就是一

个数

&• *

(%，口以，…，％,) =电1膈・+(112崂+…+a*为= £ %膈=%,
: is 1

由此表明乘积矩阵AB = C的(i ,J)元％就是4的第i行与B的第，列的乘积.

必须注意:只有当第一个矩阵(左矩阵)的列数等于第二个矩阵(右矩阵)的行数

时,两个矩阵才能相乘.

例5求矩阵

(1 2、
(4 -1 ,2 n

0 1
A= 1 1 0 3 与 B=

3 0

31
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第2章 矩阵及其运算

的乘积AB.
解 因为4是3x4矩阵,B是4x2矩阵,A的列数等于B的行数，所以矩阵4与

B可以相乘,其乘积48 = C是一个3x2矩阵.按公式(7)有

(1 2\
仔-1 2 n

0 1
1 1 0 3

3 0
\。 3 1 勺

、T 2,
,4x1+(-1)xO+2x3+lx(-1) 4x2+(-1)xl+2x0+lx2)

= 1X1 + 1 xO+Ox3+3x(-l) 1x24-1x1+0x0+3x2
、0xl+3x0+lx3+4x(-l) 0x2+3x14-1x0+4x2 >

(9 9) .

=-2 9.

、T IL
例6求矩阵

的乘积4E及R4.

解按公式(7),有
'-2 4) (2 4) '-16 -32、

AB = =
< 1 ~2j 1-3 -6) 、8 16,

'2 '-2 4) ‘0 0、
BA = =

、-3 -6j 、1 -2> <0 0/

在例5中,4是3x4矩阵,3是4x2矩阵，乘积AB有意义而BA却没有意义.由此

可知,在矩阵的乘法中必须注意矩阵相乘的顺序.AB是A左乘B (B被4左乘)的乘

积,是4有塞B的乘积,48有意义时,BA可能没有意义.又若4是mxn矩阵,8

是nxm矩阵，则4B与敬都有意义，但是m阶方阵,BA是n阶方阵，当时

ABXB4.即使仃儿,即4,8是同阶方阵，如例6,4与3都是2阶方阵，从而幽与曲

也都是2阶方阵，但与BA仍然可以.不相等总之，矩阵的乘法不满足交换律，即在

一般情形下,AB^BA.

对于两个n阶方阵A,B,若AB=BA,^称方阵4与B是婺迭的.

例6还表明，矩阵A^O,B^O,但却有BA=O.这就提醒读者要特别注意:若有两

个矩阵A,3满足AB = O,不前得出A=。或B = O的结论;若4X。而4(X-V)= O,也

不能得出X=Y的结论.

矩阵的乘法虽不满足交换律，但仍满足下列结合律和分配律(假设运算都是可

32

祝大家金榜题名顺利上岸------------



§2矩阵的运算

行的)：

(i) (AB)C=A(BC)；

(ii) A(AB)= (AA)B=A(AB)(其中 A 为数);

(iii) A (B+C) = AB+AC, (B+C)A =BA+CA.

对于单位矩阵E,容易验证

f A =4 A F ~A"mC mxn ^wiXn， ■rxmXn,a^ n ^mxn，

或简写成

EA =AE =A.

可见单位矩阵E在矩阵乘法中的作用类似于数1在数的乘法中的作用.

矩阵

. 、

A
AE= .

、 X ,

称为^(AE)A=AA,A(AE)=AA,W知纯量矩阵槌与矩阵4的乘积等于

数人与4的乘积.当A为n阶方阵时，有

(XE”)An=XAn =A„(A£„),

表明纯量矩阵XE与任何同阶方阵都是可交换的.

有了矩阵的乘法，就可以定义之燮嗟.设4是n阶方阵，定义

A'=A, A2=A'A',妒"=妒4‘，

其中k为正整数，这就是说，占就是上个A连乘(约定A°=E).

由于矩阵乘法适合结合律，所以方阵的暮满足以下运算规律：

AkA'=AM, (4*)'=砂，

其中k,l为非负整数.又因矩阵乘法一般不满足交换律，所以对于两个n阶矩阵A与

3, 一般说来(业)*力(是2),但当A与3可交换时，有(AB)*=A'时.类似可知，

当4,B可交换时，(4+B)2 =妒+243+度，(A-B) (A+3) = A2-B2等公式成立.

矩阵的乘法有着多方面的应用，下面举两个例子：

例2(续)前已得到两个矩阵：

商店
I

产品

n n iv 产品 单价 单件质量

1

A= 2

3

%”

。2】

。12 。13 Q}4
i .

。22 。23 。24

°32 °33 °34 /

I
n

和B —
皿

IV

、21 ^22

6 32

^42 )

33
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第2章 矩阵及其运算

记C=AB,那么

ci\ = 0/也1 +。成21 *七3。31 +QmM】

是该工厂向第i家商店所发产品的总价3= 1,2,3)；

Ci2 =fl»1^12+°»2^22+o»3^32+ai4^42

是该工厂向第i家商店所发产品的总质量(i= 1,2,3)，因此可形象地写为

I n m iv 单价 单件质量

总价•总质量

1 ' cn

=2 C21

3 \ C31

进一步,如果0=(。

那么如和加2分别是该厂向三个商店发出产品的总价和总质量,妁和九22分别是第3

家商店超出第2家商店的价款和质量.

例7上节例1中皿元线性方程组

'。】】4】+。12地 +…,

°21X1 +°22^2 + **，+a2nXn =^2 > ,、
, ( 1 )

, am\X\ +。点叫 +…=如，

利用矩阵乘法可写成矩阵形式

AmxnXnx]=万顽, (1')

>

其中4 = (%)为系数矩阵,x =
%2

为未知数矩阵,。= 为常数项矩阵.特别地，当

)

34
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§2矩阵的运算

万=0时得到m个方程的n元齐次线性方程组的矩阵形式

又,上节例4中的线性变换

.幻=a"i+a* +…+%,,与，

y2=a2ixl+a22x2+■■■+a2nx„,
(3)

八=amlx}+am2x2+■■■+amnxl,,

利用矩阵的乘法,可记作

J=Ax, (3‘)

其中

怎1、 成、

>2
X-

这里,列向量(列矩阵)*表示n个变量叫，布2, •••/,,，列向量7表示m个变量儿,

…必•线性变换(3‘)把x变成儿相当于用矩阵4左乘x得到乂

cos (p —sm <p | —> x
例如，由第2章§1可知,用矩阵4= 左乘向量。P= ，相当于

、sin <p cos <p ) \y

把向量亦按逆时针方向旋转V角(参看图2.3).进一步还可推知，用4"=
/ • \ ncos (p — sm cd —>. ——>

左乘向量。已相当于把向量OF按逆时针方向旋转n个甲角，即旋转
ksin (p cos (p ?

/ ♦ 、cos rap 一sin rup
时角，而旋转叫角的变换所对应的矩阵为. ，亦即成立

(sin rup cos rup ?

f cos (p -sin Q" (cos rup -sin 呼、

[sin (p cos (p ) "sin rup cos rup)

上式也可以按矩阵幕的定义来证明.

四、矩阵的转置

定义5把矩阵4的行换成同序数的列得到一个新矩阵，叫做4的惹糜阵，记

作妃

例如矩阵

杼2 I

3 -1 1

35
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第2章 矩阵及其运算

的转置矩阵为

H 3)

£'= 2 -1 .

、。

矩阵的转置也是一种运算，满足下述运算规律(假设运算都是可行的):

(i) (At)t=A；

(ii) (A+B)t=At+Bt；

(iii) (AA)t = AAt；

(iv) (AB)t=BtAt.
这里仅证明(iv ).设 A = ( 与.)川，3 =(外)冲，记 AB = C = ( % )mx„,BrAr=D =

(%•)“"于是按公式(7),有
s

%= £ ajt^ki,

k=i

而的第i行为(饥,,妁，…,如),的第，列为(与心，…,。)，因此

3 S

扁=£如％*= 2。方如，
*=1

所以

%•=勺 (i=l,2,・"，n； j=l,2，…，m),

即D = C\亦即

BtAt=(AB)t. 证毕

例8已知

7 T)

2 0 -1)
，B = 4 2 3

(1 3 2)
<2 0 b

求(AB)1；

解法1因为

. 、ri 7 -n

所以

(0 17)

(4B)T= 14 13

、-3 10,
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§2矩阵的运算

设A为n阶方阵,如果满足At=A ,即

f 1 4 2)(2 ］、 (0 “I
解法 2 (AB)t=BtAt = 7 2 0 0 3 = 14 13

厂1 3 1, 、T. 2; [-3 也

那么A称为岌燮理.对称矩阵的特点是:它的元素以对角线为对称轴对应相等.

例9设列矩阵X=(x},x2，-,xny满足X「X=1,E为"阶单位矩阵,H = E-

2XXT，证明H是对称矩阵,且HHt=E.

证明前先提醒读者注意:x『x = y+贬+•••+#是1阶方阵，也就是一个数，而XT

是n阶方阵.

证因为

反T = (E - ) T =庆-2 (XyT) T = E - 2XX「= H,

所以H是对称矩阵.

HHt ="2 = ( E-2XXr) 2 = E-4XXT +4 (XXT) (XXT)

=E-4XX『+4X(XTX) =E-4XXT+4XYT =E.

五、方阵的行列式

定义6由n阶方阵4的元素所构成的行列式(各元素的位置不变)，称为方陛£

的行列感，记作det A或|A|.

应该注意,方阵与行列式是两个不同的概念/阶方阵是n个数按一定方式排成的

数表，而几阶行列式则是这些数(也就是数表4)按一定的运算法则所确定的一个数.

由A确定|的这个运算满足下述运算规律(设A,遏为n阶方阵，入为数)：

(i) |At|=|A| (行列式性质1),

(ii) Iaa|=a"|a|,

(iii) Iab|=|a||b|.

我们仅证明(iii),且仅就n = 2的情形写出证明，03的情形类似可证.设4 =

(与),3 = (如).记四阶行列式

G1 ] 。12 0 0

。22 0 0 A O
D = —

-1 ° 饥]bn -E B

0 — 1 ^21 方 22

由第1章例10可知D= |A| |.今在。中以如乘第1列,妇乘第2列都加到第3列

上;再以郊乘第1列,妁乘第2列都加到第4列上，即
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第2章 矩阵及其运算

al\ a\2 an6n +a12621 0

C3 +6)l C[ +方21 C?
n--------------------------------

a21 a22 02】Si +a22^2l 0
U

-1 0 .0 bn

0 -1 0 b"22

all °12 “2 +。12方22

C4 +612 c ] a2l 。22 。2】们】+。22^21 021 方12+。22方22 A X

-1 0 0 0 一 -E 0

0 -1 0 0

其中2阶矩阵X=(吻)，因气.=如&+气如,由公式(7)知X=AB.再对上式最后一个行

列式作两次行对换:r>^3,r2^r4,得.

-E 0
D=(-l)2 =(-1)2|-E||X| = (-1)2(-])2|x|=|X|=|AB|.

A X

于是

|AB|=|A||B|. 证毕

由(iii)可知，对于n阶矩阵A,B,-般来说AB^BA，但总有

\AB\=\BA \.

例10行列式|A |的各个元素的代数余子式禹所构成的矩阵

^11 《21 ■" &,、

.'12 ^22 4.2

4 =.. .

Ai« ••• M

称为矩阵A的耕瓣.试证

AA' =A'A= \A\E.

证设A = (a,,),记44,=(如)，则

. .. .Jl^l，当 i刁，
外=a，.内 +%练+• • • +0,/” =[

I 0,当 5,

故

；|A| 、

|A| ,,
AA"= . = \A\E.

1 IaL
类似地，有

A'A = \A\E.
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§3逆矩阵

§3逆矩阵

一、逆矩阵的定义、性质和求法

在数的乘法中，对不等于零的数。总存在惟一的数3,使ab = ba=l,此数6即是a

的倒数，即6=- = a-'.利用倒数，数的除法可转化为乘积的形式:*+a = x • • a*1,
a a

这里aXO.把这一思想应用到矩阵的运算中我们引入逆矩阵的定义.

定义7对于n阶矩阵A,如果有一个n阶矩阵8,使

AB=BA=E,

则称矩阵A是可逆的,并把矩阵B称为4的逆矩阵.

如果矩阵4是可逆的，那么4的逆矩阵是惟一的.这是因为:若8,C都是A的逆

矩阵，则有

B=BE=B(AC)= (BA)C=EC=C,

所以4的逆矩阵是惟一的.

A的逆矩阵记作Af即若AB^BA=E,则8=4巳

定理1若矩阵4可逆，则|A|^0.

证 A可逆，即有4一‘，使AAl=E.故|4| • |4力=|引=1,所以|A|#0, 证毕

定理2若|A|#0,则矩阵A可逆，且

⑻

其中4 •为矩阵A的伴随矩阵.

证由例10知
AA' =A'A= \A\E,

因1因|邳,故有

awa，=rta，a=£,
所以，按逆矩阵的定义，即知4可逆，且有

A-'=^A'. 证毕

当| =0时,4称为吏;异晅性,否则称韭童另矩性由上面两定理可知:A是可逆

矩阵的充分必要条件是IA | X0,即可逆矩阵就是非奇异矩阵.
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第2章 矩阵及其运算

由定理2,可得下述推论.

推论 设为n阶矩阵，若AB=E (或BA=E),则A可逆且B=A }.

证|4||B|=|E| = 1,故⑷尹0,因而占’存在,于是

B=EB = (A''Ay)B=A-\AB') = A-'E=A-1. 证毕

逆矩阵满足下述运算规律：

⑴若A可逆，则Q亦可逆，且(彼)J；

(ii)若A可逆，数"0,则豚可逆，且(入A)-'=；4T；
A

(iii)若为同阶矩阵且均可逆，则A8亦可逆，且

证(48)(矿顷-')=4(3矿')47=人屈4-|=44-|=£,由推论，即有AB可逆且

^ABY'=B-'A-'. 证毕

(iv)若A可逆，则AT亦可逆，且(4T)T=(qT)T
证 4T“T)T=(4T4)T=ET=e,

所以

(AT)T = (4-')T. 证毕

当A可逆时，还可定义

妃=“7)*,

其中k为正整数.这样，当A可逆，大，网为整数时，有

A\4"=A", (Aa)m=Am.

(a b}
例11求2阶可逆矩阵4= 的逆矩阵.

侦d)

(d -b}
解 |A I =ad-bc,A * = ,

3 a)

利用逆矩阵公式(8),有

\A I ad-bc^-c aj

■ M 2 3)

例12求方阵A= 2 2 1的逆矩阵.

、3 4 3>

解 求得|A|=2#0,知Q存在.再计算|4|的余子式

2, M12= 3, M13= 2,

M2] =-6, M22 = -6, ^23 =-2,

皿产-4, M32 = -5,肱33 = -2,
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§3逆矩阵

得

~M2i (2 6 -4)

A* = -虬2 -m32 = -3 -6 5

-m21 M33 / < 2 2

所以

(1 3-2、

1 1 -1J

二、逆矩阵的初步应用

可逆矩阵在线性代数中占有重要地位，它的应用是多方面的，下面举几个例子.

例13设
(\ 2 3、 p 3)

(2 1
A = 2 2 1 ,c= 2 0

<5 3,
<3 4 3) <3 L

求矩阵X使其满足

AXB = C.

解若品,矿'存在，则用4-'左乘上式,矿右乘上式，有

A 'AXBB-'=A 'CB-',

即

X=AiCB-'.

由例12知⑷尹0,而|B| = 1,故知4,B都可逆，且

(1 3 -2八

1 1 -1

于是

(1

3

3 -2) H 3)
'3 -r

-3 2 0
一3 ~2 、-5

< 1 1 T >
0 L

B
‘ 3 -r (-2 n

0 -2
、-5 2；

— 10 -4

、° k-10
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而

故

例14

解

(1
设尸=

U

2) 口0)
,A= ,AP = P4,求 A".

4； lo 2)

|P|=2,
4 -2

2 [-1 1

A = PAP', A2=PAP'PAP'=PA2P}, A"=PA"P',

An =

A"
0)1.4
2"J 2 l-l

-2) i fl -2、

1>

1 f4-2"+1
2〔4-2""

(2-2" 2"-l

2"'-l

1 0)

10 2" J

设<p(X)=aB+a,X+--+a„Xm 的m次多项式,A为n阶矩阵，记

(p(A)= agE+a^A+'-'+a^"1,

以4)称为矩阵4的m次多项式.

因为矩阵Ak,A'和E都是可交换的，所以矩阵4的两个多项式伊")和_f(4)也

是可交换的，即总有

<p(A)/(A)=/(A)^p(A),

从而关于4的多项式可以像数/的多项式一样相乘或分解因式.例如

(E+4) (2E-A) = 2E+A-妒，

(£-A)3=E-3A+3A2-A3.

我们常用例14中计算A*的方法来计算4的多项式"A),这就是

(i) 若A=PAP',则♦'=次PL从而

(p(A)=a0E+a}A+-+amA"'=Pa0Ep-'+Pa]AP-'+--+Pa,„A"'P''=P<P(.A)P''.

(ii) 若4 = diag(人1,入2,…人)为对角矩阵，则4* = diag(人"入：，…，入：)，从而

(p(A)= a0E+a jA + ^amA

42
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§3逆矩阵

上式表明当4 = diag（从，七，・“，兀）为几阶对角矩阵时*（4）也是n阶对角矩

阵，且它的第，个对角元为9（入），归结为数的多项式计算（i=l,2,-,n）,这给计算

中（4）以及经由（i）来计算以A）带来很大的方便.请看下例，在第5章中将进一步讨论

这个问题.

仁1 1 n 、
例15设，= 1 0 2 盘1 = 2 ,AP=PA，求 ^>(A) = A3+2A2-3A.

k 1 1
-3>l

-1 1 1 0 2 0

解 |P| = 0 2 1 0 2 二6,

1 -1 1 1 -1

故P可逆，从而

A=PAP', <p(A) = P(p(4)pT.

而伊(1) = 0,#(2)= 10,^(-3)=0,故(p{A)= diag(0,10,0).

0(A) = P*4)PT =
<-1

1

、1

1 1V0

0 2

1

10

0>

10
~6

<0 1 0) 4 21
心、

(An ^22 《32、

0 0 0 •412 4 22 4 32 =---
3

0 0 0
1 』13

^23 力33 > 』12 -^22 “32)

而

&2 =
1

1

2

-1 A 32

-1 1

1 2
于是

(\ 0 1)

次4)=5 0 0 0

、1 0 1,
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§4克拉默法则

在第1章例1中，我们利用二阶行列式求解了由两个二元线性方程组成的方程

组.现在进行推广，介绍求解由几个几元线性方程组成的方程组的克拉默法则.

克拉默法则 设有n个未知数%),%2 ,…的n个线性方程的方程组

°llxl +口12*2 += S ,

a2lXl ~^a22x2 ^""+a2nxn =^2 ,
⑼

。妒 i+a 次 2+…
如果线性方程组(9)的系数矩阵A的行列式不等于零，即

4”

尹0,

%1 an2 %”

那么方程组(9)有惟一解

I&I I妇

其中鸟0=1,2,-,n)是把系数矩阵4中第j列的元素用方程组右端的常数项代替

后所得到的几阶矩阵，即

|A„

ai b] fli j+i 5

A广:

a i k nl anJ-l 虹 an J+l ann j

证 把方程组(9)写成矩阵方程

Ax-b,

这里A = (a,,),阪为n阶矩阵，因⑷邳,故4-'存在.

令 x=A~'b,有

Ax=AA~^b=b,

表明x=A-'b是方程组(9)的解.

由Ax = b,有A"如=A-\b，即x =4小,根据逆矩阵的惟一性，知x = A-场是方程组

(9)的惟一解.

1 1
由逆矩阵公式A-'=-^A',有x=A-咯=百了10即
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4、 ‘4 ii 心• •-孔、
色'

0』]1+62人21+・・・+如如、

x2 1 &2 &Z2 ■ 1 们彳12+奶422 +…+如&2

• J

..A 71"以 <b}Ain+b2A2n^--+bnAnn y

亦即

（如缶+如纯+…+如A"）= 土" |A; | 证毕侦=1,2,•••/）.
克拉默法则可视为行列式的一个应用,而所给出的证明又可看作逆矩阵的一个应

用.它解决的是方程个数与未知数个数相等并且系数行列式不等于零的线性方程

组.所以它既是第1章例1中用二阶行列式求解方程组的推广，又是下一章中求解一

般线性方程组的一个特殊的情形，

例16分别用克拉默法则和逆矩阵方法求解线性方程组

*L2F3=2，

« 2%[-*2一3%3 = 1 ,

3xj+2%2-5x3 = 0.

1

解(1)用克拉默法则.因方程组的系数矩阵的行列式|A|= 2

3

-1 -1

-1 -3 =3#

2 -5

0,由克拉默法则，它有惟一解,并且

-3

5 =5,
-15

-1 21

(2)用逆矩阵方法.因|A| = 3#0,故A可逆，于是

x =A】b= 2

、3

即有
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*1=5,

%2=0,

欠 3 = 3.

§5矩阵分块法

对于行数和列数较多的矩阵A,运算时常采用危媛,使大矩阵的运算化成小矩

阵的运算.将矩阵A用若干条纵线和横线分成许多个小矩阵，每一个小矩阵称为A的

子块,以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.

例如将3x4矩阵

01 °12 ai3 气、

A = Q>2] 0*22 。23 。24

k°31 °32 a33 ° 34/

分成子块的分法很多，下面举出三种分块形式：

'a” 42 a 13 014、 'an a 12 °13 a”、 ‘41 a!2 a13 %、

(i) a21 °22 a23 a24 ,(ii) °21 a22 a23 a24 ,(iii) °21 022 a23 °24

、a31 °32 O33 a34 / <°3> fl32 a33 J <a3* a32 a33

分法⑴可记为

'&1 A12、
A= ；,

(A 21 A 22 /

其中

(G]] (。13 口14
*11=] > -^12 T , ^21 = (O31 >°32), 人22 = ( 口33，应)，

\°21 a22 / \°23 a24/

即An,A^,A2l,A^A的子块，而A形式上成为以这些子块为元的分块矩阵.分法

(ii)X(iii)的分块矩阵请读者写出.

,,, r A 0A (A AB}
本章§2证明公式\AB\=\A\\B\时出现的矩阵 及 正是分

V-E B) (-E O)

块矩阵，在那里是把四个矩阵拼成一个大矩阵，这与把大矩阵分成多个小矩阵是同一

个概念的两个方面.坐坐坐坐坐坐坐坐

分块矩阵的运算规则与普通矩阵的运算规则相类似，分别说明如下：

(i)设矩阵A与8的行数相同、列数相同，采用相同的分块法，有
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§5矩阵分块法

其中A,与B,,的行数相同、列数相同，那么

0]]+万1] 4 ]2+312 Air+3〉、

_ 人2】+^2] A22+B22 4^+3^
A+B =

、4“+8,】4以+8皿 …4/B皿

角&2…A)

人21々22 ■■■
(讪设4= . ，入为数，那么

A At2 …Asr>

^XAn AA12 …AAj/

人 A 2】入 A 22 ,•■ A^2r
XA= ・

(iii)设A为mxl矩阵,B为Ixn矩阵,分块成

其中心人伞…人的列数分别等于8“扁，…,与的行数，那么

其中

C)= £4*8好 Q = l,2,・・・,s； j = l,2,・・・，r).
i = i

例17设
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, 1 0 0 0) (1 0 10)

0 10 0 -1 2 0 1
,3 =

-12 10 1 0 4 1

< 1 1 0 L -1 2 0,

求

解把人胃分块成

A =

(1 0

0 1

0 0、
0 0 (E 0、
"E,

-1 2"1 I 0

0 1J

B =

1 0 ；,1 0

-1 2 ； o 1
I 0: 4 1

-1 -1! 2 0

E

则

AB =
，E 0) 缉，E V
A e} <^21 ^22 / <A}Bn+B2] A】+853 /

而

A/】】 +B21

&+822 =

于是

4

0

1)

1 0、 1 0 (-3

2>
(3

、一1

3)

-1 1 0

<3 1J

(1 0 1 0 )

AB =
-1 2 0 1

-2 4 3 3
1-1 1 3 1)

+
4

2

-1 2)

1 V
2)

1
+

1 0 ，-2 4、
-1 1J

(V)设A为几阶方阵，若A的分块矩阵只有在对角线上有非零子块，其余子块都

An • ••心 A21 .••尚

(iv)设4 =
人21 彳22 • •- A2r

，则A『=
A* A% ,••北

A 4 •' - £ •..匕

为零矩阵,且在对角线上的子块都是方阵，即
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§5矩阵分块法

0）

A= ,

%
其中a。=1,2，…,s）都是方阵,那么称A为处块对角矩阵.

分块对角矩阵的行列式具有性质

\A\=\AX\\A2\-\A,\.

由此性质可知，若|4, |部（£=1,2，…,s）,则⑷关0,并有

，妇 O、

A'1
A-'= ——

、° A 二

<5 0 0)

例 18 设4= 0 3 1，求 4=

、。2 b
解因

A =

(5 0

0 3

<0 2

A = (5),

所以

O
5

0 0

0 1 T

< 0 -2 3

对矩阵分块时，有两种分块法应予特别重视，这就是按列分块和按行分块.

mx.矩阵4有儿列,称为空陛&的生企列回■震，若第J列记作

\amjJ

则3可按列分块为
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4 = （"。2,…,a”）；

mxn矩阵4有m行，称为矩性％的吐:t行回一震•若第'行记作

a： = （ a”，电，…,％）①，

则A可按行分块为

对于矩阵A = （%）保与矩阵方=（外）的乘积矩阵AB = C =（勺）,若把A按行

分成m块，把B按列分成几块，便有

—（。寸）mxn ,

其中

由此可进一步领会矩阵相乘的定义.

例19证明矩阵A = 0的充分必要条件是方阵ArA=O.

证条件的必要性是显然的，下面证明条件的充分性.

设4 =（与）心，把4按列分块为4 = （%,。2,•“，％）,则

即妒4的（i,j）元为砂巧,因AJA = O,故

a?aj = O （i,j=l,2,…,n）,

特殊地，有 ，.

①今后列向量（列矩阵）常用小写黑体字母表示，如«,a,x等，而行向量（行矩阵）则用列向量的转置表示,

如 oT,aT,xT 等.
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§5矩阵分块法

a：a, = O (j=l,2,— ,n),

而

‘％、

«X= (aij,a 宙，…,* =<4+<4+…+拓，

由ai;+°2) + "-+am； = 0,再因与为实数，得

a广a广…=%. = () 0=1,2,•••,«),

即

A-O.

本例阐明了矩阵4与方阵之间的一种关系.特别地，当A=a为列向量时，由

于/a为1x1矩阵，即aL是一个数，这时，本例的结论可叙述为冽向量a = 0的充分

必要条件是aTa = 0.

利用矩阵的按列(按行)分块，还可以给出线性方程组的另一矩阵表示形式.

重新回到线性方程组

aI,x1+al2x2+--+alnx„ =b,,

。21*1+。22*2+ …= ”2，
• ( 1 )

% 产 1 +aMx2+--+a„x„= bm ,

它的矩阵乘积形式为

Amx„x„xi =bmxl. (1')

务'

若/产孔，切甘”,…叫=&为方程组(1)的解，则*=£= &称为方程组(1‘)的廖

k^nl y

(1‘)式中，把A按列分块，把x按行分块,由分块矩阵的乘法有

劣、

x2
(。】，口2,…，％) . =b,

> .
\XnJ

即

为］化1+%2% +…+人/“=笊 (10)
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第2童 矩阵及其运算

其实把方程组（1）表示成

耸II 02、 0“ 、 °’

O21
次1 +

。22
x-2+, , +

>2

\Gjnl \Qnrn 7

也即是（10）式.

（1‘）和（10）是线性方程组（I）的两种变形.今后，它们与（1）将混同使用而不加区

分，解与解向量亦不加区别.

习题二

互产2为+ 为，

*2 = -2力+3为+2为，

*3= 4为+为+5为，

为=-3zj+z2，

'为=2zi+ Z3,

，3= -Z2 + 3Z3,

求从Zj ,Z? ,23到Xf ,X2 tX3的线性变换.

4设』;E 问:

(1) AB=BA 吗？

(2) (A+B)2=A2+2AB+B2 吗？

(3) (A+B)(A-B) = A2-B2 吗？

5.举反例说明下列命题是错误的:

（1）若妒=0,则4 = 0；
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(2) 若＞2=a,则 A=o 或。=E;

(3) 若AX=AY,且A尹。,则又=?.

6. (1)设A=［：:］，求矿妒，…*

7. (1)设_；),求A50和4”；

p 1 0)

(2)设4= 0 A 1，求A'.

、0 0 X,

2、

(2)设。二 21 9A~abT,求 A'00.

-3J 4

8. (1)设为几阶矩阵，且4为对称矩阵，证明况纱也是对称矩阵;

(2)设A,8都是几阶对称矩阵，证明AB是对称矩阵的充分必要条件是AB=BA；

(3)设A.n阶方阵，若满足At = -A,EP (ij=l,2，…,几)，则称A为安撞秘(亦

称为题成)•设4，万都是71阶反对称矩阵，证明 曷 是反对称矩阵的充分必要条件是AB = -BA.

9.求下列矩阵的逆矩阵:

10.已知线性变换

(cos 0 -sin 舟
⑵ ；

I sin 6 cos 6 J

S o、

a2
(4) . ("2 …G"，0).

0
a\ n 7

布=2为+2为+为,

< *2 = 3,]+ 为+5为，

。3 = 3为+2为+3为，

求从变量Xj，劣2 ,%3到变量71 ,丁2，为的线性变换.

11-设J是元素全加的〃(偿2)阶方阵.证明“是可逆方阵，且(3)-也-日儿这里E

是与，同阶的单位矩阵.

12. 设4*二。3为正整数)，证明

=E+A+A2+

13. 设方阵A满足妒-4-室=0,证明A及A+2E都可逆，并求占】及(4+2£广.

14. 解下列矩阵方程：

(1)
2

《2 1

(2) X 2 1

J T
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第2章矩阵及其运算

15.分别应用克拉默法则和逆矩阵解下列线性方程组:

Xj+2%2 + 3%3 = 1 ,

(1) " 2%]+2x2+5x3 = 2,

3劣]+5%2 + 角=3；

xt+x2+x3 = 2f

(2) ' «j+2%2+4x3 = 3,

«j+3«2+9%3 = 5.

16.设 A 为 3 阶矩阵，|A| = },求 | (2A)T-5” |.

,033) .

17.设A= 1 1 0 ,AB=A+2B,求R
、-1 2 >

p 0 1\

18. 设 A= 0 2 0，且 AB+E=A2+B，求 B.
、】0 1>

19. 设 A = diag( 1,-2,1),4'BA = 2BA-8E,求 H
20. 已知矩阵A的伴随矩阵A , = diag( 1,1,1,8),且A&L =8妒’ +3E,求B.

21. 设P 'AP=A,其中P =
1

22.设 AP=PA，其中 P= 1

、1

1 ，求 ^>(A) = A8(5£-6A+A2).

5>

23.设矩阵A可逆，证明其伴随矩阵A ,也可逆，且(A・)t=(at)•.
24.设n阶矩阵4的伴随矩阵为A'证明:

⑴若 |A| = 0,则⑷ | = 0； (2) |A* |=|A|-*.

(12 10) (1 0 3 1)

0 10 1 0 1 2 -1
25.计算

0 0 2 1 0 0-2 3

) 0 0 3, <0 0 0 -3/

(3 4 0 0>

4-3 0 0
26.设4 二 ，求1妒1及#

0 0 2 0
).

、0 0 2 2；

[O
27.设n阶矩阵A及s阶矩阵君都可逆，求b
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习题二

28.求下列矩阵的逆矩阵:

[5 2 0 0] ( 1、
0 0 —

2 10 0 5

(1)
0 0 8 3

； （2）
2 1 0

,0 0 5 2; <4 3 0,

55祝大家金榜题名顺利上岸------------



第3章
矩阵的初等变换与线性方程组

本章先引进矩阵的初等变换，建立矩阵的秩的概念,并利用初等变换讨论矩阵的

秩的性质;然后利用矩阵的秩讨论线性方程组无解、有惟一解或有无限多解的充分必

要条件，并介绍用初等变换解线性方程组的方法•

§1矩阵的初等变换

矩阵的初等变换是矩阵的一种十分重要的运算，它在解线性方程组、求逆矩阵及

矩阵理论的探讨中都可起重要的作用.为引进矩阵的初等变换,先来分析用消元法解

线性方程组的例子.

引例求解线性方程组

解

'2%1- 札-x3 + x4 = 2,①

x2~2x3+ x4 = 4,②

4劣]-6*2+2^3-&4 = 4, ③

3x j +6%2 ~9%3 +7x4 =9. ④

'%2-2x3+ %4 = 4,①

①—② 2%]-此一 %3+叫=2, ②

③斗2 2%j-3x2 + 听-%4 = 2,③

3%1+6%2-9%3+744 = 9 ④

(1)

（角）
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§1矩阵的初等变换

②-③
③-2①
®-3®

+劣 2 一？^* X4= 4,

2x2~2%3+2x4 = 0,

一5次2+5 先 3一3%4 =一6,

①

②

③
㈤

3x2~3x3+4x4 =-3 ④

X] +为2 -2与3 +%4 = 4 ,①

先 2- x3+x4 = 0，②
(&)

2%4 = -6,③

%4 = -3 ④

%j+x2-2%3+%4= 4,①

③ +5②"
④ -3②

④ i X2- '%3+%4= 0,②
④-2③'' ................. | \da)

ix4=_-_3j ®

0= 0.④

这里，（1）一（幻）是为消去X.作准备.（5 ）-＞（%）是保留①中的X,，消去②、③、

④中的x,.（B2）-＞（B3）是保留②中的初并把它的系数变为1,然后消去③、④中的在，

在此同时恰好把听也消去了 .（饱）一 （R）是消去叫，在此同时恰好把常数也消去了，

得到恒等式0 = 0 （若常数项不能消去，就将得到矛盾方程0=1,则说明方程组无

解）.至此消元完毕.

（码）是4个未知数3个有效方程的方程组，应有一个自由未知数，由于方程

组（玖）呈阶梯形，可把每个台阶的第一个未知数（即x},x2,xj选为非自由未知

数，剩下的*3选为自由未知数.这样，就只需用“回代”的方法便能求出解：由③得

在=-3;将叫=-3代入②，得%2=x3 + 3；以x4 = -3,x2=x3+3代入①，得x.] =x3+4.于是

解得

为=豹+4,

〈x2 =«3+3,

54 = -3,

其中他可任意取值•或令*3=C,方程组的解可记作

仔+4)

c+3

即
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程蛆

-自问自答

(4\

1 3
+ , (2)

1 0

顷3）

其中c为任意常数.

在上述消元过程中,始终把方程组看作一个整体，即不是着眼于某一个方程的变

形,而是着眼于整个方程组变成另一个方程组.其中用到三种变换，即：（i）交换方程次

序（。与⑦相互替换）；（ii）以不等于o的数乘某个方程（以①总替换。）；（iii）一个方

程加上另一个方程的k倍（以O+k⑦替换①）.由于这三种变换都是可逆的，即
O—⑦

若（4）--------- （8）,则（B）----------（/）;

g 、 ®XT
若（Q--- （8）, 贝0（8）--------- （Q ;
若3）堂竺（B）,则（B）互幽（4）.

因此变换前的方程组与变换后的方程组是同解的，这三种变换都是方程组的同解变

换，所以最后求得的解（2）是方程组（1）的全部解.

在上述变换过程中，实际上只对方程组的系数和常数项进行运算,未知数并未参

与运算.因此，如果记方程组（1 ）的增广矩阵为

(2 -1 -1 1 2)

1 1 -2 1 4
S= (A 0)二

4 -6 2-2 4

(3 6 -9 7 9>

那么上述对方程组的变换完全可以转换为对矩阵B的变换.把方程组的上述三种同解

变换移植到矩阵上，就得到矩阵的三种初等行变换.

定义1下面三种变换称为矩阵的初箸行变魏:

（i） 对换两行（对换i,j两行,记作七―。）；

（ii） 以数k （MO）乘某一行中的所有元（第i行乘如记作r,xk）；

（iii） 把某一行所有元的k倍加到另一行对应的元上去（第j行的k倍加到第i行

上，记作七+与）. '

把定义中的“行”换成“列”，即得矩阵的被骸魅的定义（所用记号是把“r”换

成“c”）.

矩阵的初等行变换与初等列变换，统称初等变换.

显然，三种初等变换都是可逆的，且其逆变换是同一类型的初等变换:变换七一。

的逆变换就是其本身;变换r：xk的逆变换为r,xy （或记作 部 ;变换七+奶的逆变
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§1矩阵的初等变换

换为 r；+(-k) Tj (或记作 T-krj).

如果矩阵A经有限次初等行变换变成矩阵B,就称矩阵4点兰互雀优,记作

4二B；如果矩阵A经有限次初等列变换变成矩阵B,就称寒力4宜夹列筹位,记作

4二B;如果矩阵A经有限次初等变换变成矩阵3,就称堕性*与专.等价，记作A~B

矩阵之间的等价关系具有下列性质：

(i)反身性A—A；

(ii)对称性若A-B,则B〜A；

(iii)传递性 若A-B,B~C,则4~C.

下面用矩阵的初等行变换来解方程组(1),其过程可与方程组(1)的消元过程一

一对照:

B =

<2
1
4

<3

-1
1

-6
6

1
1

-2
7

2、
4
4
时

=饥

(\ 1 -2 1 4)
2 —1 -1 1 2

i
，3气 2 -3 1 -1 2

<3 6 -9 7 9 J

r2~r3
ri 1 -2 1 4

0r3-2rl 0 2 -2 2
r4~3rl 0 -5 5 -3 -6

<o 3 —3 4 -3

=码

7

0

0

1 -2 1 4、
1 -1 1 0

0 0 2 -6

0 0 1 -3,

由方程组(B4)得到解(2)的回代过程,也可用矩阵的初等行变换来完成,即

勺 0 -1 0 4、
皿 b 1.1...-l.no 3
f 0 0 0 h -3

.0 0 0 0 0,
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

码对应方程组

取*3为自由未知数，并令*3=C，即得

*]-*3= 4,

"2-*3= 3,

*4 =-3,

仔+4) rn (4)

X2 c+3 i 3
x = =c +

C i 0

、-3 ) (-3)

其中C为任意常数.

矩阵码和瓦的特点是:都可画出一条从第一行某元左方的竖线开始到最后一列

某元下方的横线结束的阶梯线,它的左下方的元全为0；每段竖线的高度为一行，竖线

的右方的第一个元为非零元,称为该非零行的直韭多云,简称直丞具有这样特点的矩

阵称为勉蜒爨.为明确起见给出如下定义：

定义2 （1）非零矩阵若满足（i）非零行在零行的上面；（ii）非零行的首元所在

列在上一行（如果存在的话）的首元所在列的右面,则称此矩阵为彳〒阶梯形重些;

（2）若4是行阶梯形矩阵，并且还满足：（i）非零行的首元为l;（ii）首元所在的

列的其他元均为0,则称4为时简形矩陟

于是Ba和B5都是行阶梯形矩阵，且码还是行最简形矩阵.

用归纳法不难证明（这里不证）：对于任何非零矩阵Amxn，总可经有限次初等行变

换把它变为行阶梯形矩阵和行最简形矩阵.

利用初等行变换，把一个矩阵化为行阶梯形矩阵和行最简形矩阵,是一种很重要

的运算.由引例可知，要解线性方程组只需把增广矩阵化为行最简形矩阵.

由行最简形矩阵码，即可写出方程组的解（2）；反之，由方程组的解（2）也可写出

矩阵知•由此可猜想到，一个矩阵的行最简形矩阵是惟一确定的（行阶梯形矩阵中非

零行的行数也是惟一确定的）.

对行最简形矩阵再施以初等列变换，可变成一种形状更简单的矩阵,称为独

义例如

0 -1 0 4〕 a 0 0 0 0)

0 1 -1 0 3
C3IC4

cq+cj+c? 0 1 0 0 0

0 0 o' 1 -3 C5-4c|-3c2+3c3 0 0 1 0 0
=F

10 0 0 0 0) <0 0 0 0 0>
矩阵F称为矩阵B的标准形，其特点是:F的左上角是一个单位矩阵,其余元全为0.
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§1矩阵的初等变换

对于mxn矩阵A，总可经过初等变换把它化为标准形

(E,F —
、。。/ mxn

此标准形由m,n,r三个数完全确定，其中r就是行阶梯形矩阵中非零行的行数.所有

与A等价的矩阵组成一个集合,标准形F是这个集合中形状最简单的矩阵.

矩阵的初等变换是矩阵的一种最基本的运算，为探讨它的应用，需要研究它的性

质,下面介绍它的一个最基本的性质.

定理1设A与B为mxn矩阵，那么

(i) A—B的充分必要条件是存在m阶可逆矩阵P,使助=B-

(ii) A~B的充分必要条件是存在n阶可逆矩阵。，使AQ=B；

(iii) A—B的充分必要条件是存在m阶可逆矩阵P及口阶可逆矩阵。，使

PAQ=B.

为证明定理1，我们引进初等矩阵的知识.

定义3由单位矩阵E经过一次初等变换得到的矩阵称为初磬矩哇.

三种初等变换对应有三种初等矩阵.

(i)把单位矩阵中第两行对换(或第两列对换)，得初等矩阵

(1

Eg=

0 ■■- 1
1

1
1 ■•- 0

1

—第i行

-第，行

1

用m阶初等矩阵EOj)左乘矩阵A =(气)mx„,得

an °12

aji 一第£行

-第i行a3 Hl

Q诚 7
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

其结果相当于对矩阵A施行第一种初等行变换:把A的第i行与第j行对换(r—r,).类

似地，以"阶初等矩阵En(i,j)右乘矩阵4,其结果相当于对矩阵4施行第一种初等列

变换:把A的第i列与第j列对换(c,.〜c)

(ii)以数k (MO)乘单位矩阵的第z'行(或第i列)，得初等矩阵

(\

1
EQ阶 -第i行,

1

1 )

可以验知：以认k))左乘矩阵4,其结果相当于以数^乘4的第£行(r’x幻；以

E.(i(A))右乘矩阵4,其结果相当于以数，乘4的第i列(M).

(iii)以论乘单位矩阵的第j行加到第i行上或以k乘单位矩阵的第i列加到第j

列上，得初等矩阵

‘1 、

1 • k —第 i 行

EQj 时)= .

1 —第，行

、 1,
可以验知：以E”(讯k))左乘矩阵4,其结果相当于把4的第，行乘入加到第[行上

(r,.+与)；以旦(讥幻)右乘矩阵A ,其结果相当于把4的第£列乘化加到第j列上

(cj+kcJ.

归纳上面的讨论，可得

性质1设A是一个mxn矩阵，对4施行一次初等行变换，相当于在A的左

边乘相应的m阶初等矩阵；对A施行一次初等列变换，相当于在4的右边乘相应

的n阶初等矩阵.

显然初等矩阵都是可逆的,且其逆矩阵是同一类型的初等矩阵:,

e(认k))-'=E " ]+)J,e33))-'=e3(t)).

性质2方阵4可逆的充分必要条件是存在有限个初等矩阵R, R，…，R，使

A=PIP2 - Pt.

证 先证充分性.设A=PXP2 - P,，因初等矩阵可逆，有限个可逆矩阵的乘积仍可

逆.故A可逆.
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§1矩阵的初等变换

再证必要性.设几阶方阵A可逆，它经有限次初等行变换成为行最简形矩阵B.由

性质1,知有初等矩阵0,0,…，劣使

Qi-Q2Q>a=b

因均可逆，故B也可逆，从而B的非零行数为"，即B有n个首元1,

但3总共只有几个列，故B=E,于是

4 = …乙，

这里P, =。「'为初等矩阵，即4是若干个初等矩阵的乘积. 证毕

下面应用初等矩阵的知识来证明定理1.

定理1的证明：

(i)依据A-^B的定义和初等矩阵的性质，有

A^B^A经有限次初等行变换变成B

=存在有限个m阶初等矩阵Pi,P2, -,Pl,^Pl -PiP}A=B

。存在m阶可逆矩阵P,使PA=B.

类似可证明(ii)和(iii). 证毕

定理1把矩阵的初等变换与矩阵的乘法联系了起来,从而可以依据矩阵乘法的运

算规律得到初等变换的运算规律，也可以利用矩阵的初等变换去研究矩阵的乘法.下

面先给出定理1的一个推论，然后介绍一种利用初等变换求逆矩阵的方法.

推论 方阵A可逆的充分必要条件是A—E.

证A可逆0存在可逆矩阵P,使PA=E

<^A~E. 证毕

定理1表明，如果A—B,即A经一系列初等行变换变为8,则有可逆矩阵F,使

PA=B.那么，如何去求出这个可逆矩阵P?

[PA=B,
由于 PA=B^\ 0PG4,E)=(B,P)0“,E)二(B,P),因此，如果对矩阵

[PE=P

(4,E)作初等行变换，那么当把A变为B时,E就变为P.于是就得到所求的可逆矩

阵P.

(2 T -H
例1设4= 1 1 -2的行最简形矩阵为F,求F及一个可逆矩阵P,使

、4 -6 2,

PA=F.

解 把A用初等行变换化成行最简形矩阵，即为F.但需求出P,故按上段所述，

对(4 ,E)作初等行变换把A化成行最简形矩阵，便同时得到F和P.运算如下:
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

(2 -1-110 0) 2 q 1 -2 o 1 0)

(A,£)= 1 1-2010 ，3也2-_  -
，2-2,1

0 -3 3 1 -2 0

[4 -6 2 0 0 L □ -4 4 -2 0 L

，2-，3 <1 0 -1 -3 3 1、
rj-愆

-•*** ，-
，3+痴2

0 1 -1 3 -：2 -1 >
、0 0 0 10 7

(\ 0 -1、
故F= 0 1 -1为A的行最简形矩阵，而使PA=F的可逆矩阵

、。0 0,
r-3 3 B

P=、3 -2 -1 .

、10 —8 -3,

注 上述解中所得(F,P),可继续作初等行变换r3xk,r}+kr3,r2+kr3,则F不变而

P变.由此可知本例中使PA=F的可逆矩阵P不是惟一的.

(0-2 1、

例2设4= 3 0 -2，证明A可逆，并求占'.

、-2 3 0?

解 如同例1,初等行变换把(人,E)化成(F,P)，其中F为A的行最简形矩阵.如

果尸=£,由定理1之推论知。可逆,并由PA=E，知P=A '.运算如下：

(0 -2 1 1 0 0)

(")= 3 0 -2 0 1 0

、-2 3 0 0 0 L
，押p
端°

，1+冬3

『3

(0

0

1°

0 -2 0

-2 1 1

9 -4 0

0 0 18

-2 0 -8

0 1 9

1 0) 0-2010)

0 0
‘3X2

r3+^r2 0 -2 1100
2 3； 0 1 9 4 6J

9 12] ,1 0 0 6 3 4、
-4 -6 0 1 0 4 2 3

4 6) ^0 0 1 9 4 6;

仲3 4)
因A—E,故4可逆，且A-J 4 2 3

、9 4 6,

「2 1-3) (1 -1)

例3求解矩阵方程AX=B,其中4 = 1 2 -2 ,B = 2 0

[T 3 2; k-2 5；
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§1矩阵的初等变换

解 设可逆矩阵P使PA=F^j行最简形矩阵，则

P(A,B)=(F,PB),

因此对矩阵(4,B)作初等行变换把4变为F,同时把B变为PB.若F=E,则A可逆,

且P=A l,这时所给方程有惟一解X=PB=A'B.由

(2 1 -3 1 -1) rjf (\ 2 -2 2 0)

(4,B) = 1 2 -2 2 0
rg-2r)
，3+" 0 -3 1 -3 -1

顷1 3 2 --2 5J ) 5 0 0 5)

r3 <1 2 -2 2 0、 n 0 0 -4 2〉
咋〜—__ 0 1 0 0 1 rj 一2,2+2,3 ———-_ - 0 1 0 0 1

r3+3r2

<0.. 0 1 -3 2, \0 0 1 -3 2)

可见A—E,因此4可逆，且

f~4 2) B

X=A'B= 0 1 .举一反三

、-3 2,

即为所给方程的惟一解.

例2和例3是一种用初等行变换求tT'或的方法，当A为3阶或更高阶

的矩阵时，求4一’或A 'B通常都用此方法.这是当A为可逆矩阵时，求解方程

AX = B的方法(求4一’也就是求方程AX = E的解).这方法就是把方程AX = B的

增广矩阵(4,3)化为行最简形矩阵，从而求得方程的解.特别地，求解线性方程组

Ax = b (A为可逆矩阵)时把增广矩阵(AM)化为行最简形矩阵，其最后一列就是

解向量，从而得到了一个求解线性方程组的新途径.

例4求解线性方程组

-x2 -x3 = 2,

< -x2-3x3 = 1,

34]+2多2一5*3 = 0.

解 记此方程组为Ax=b,则增广矩阵

代〔0 0 1 3) (0 0 1 3/
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程蛆

因A—E,故A可逆，于是方程组有解,且解为

5

0

3

此方程组我们已在第2章例16中分别用克拉默法则和逆矩阵求解过.比较这三种方

法,显然这里介绍的方法最为方便和快捷.

§2矩阵的秩

为了更好地理解矩阵的秩的概念，重新讨论上节引例中增广矩阵B及其行阶梯

形矩阵码和码:

-1 -1 1 2) 1 -2 1 4、
1 1 -2 1 4 T 0 ； -1 1 0

4 -6 2 -2 4
-------

0 0 1 -3

<3 6 -9 7 9; [0 0 0 0 0>

您 0-10 4)
ol 1-10 3
-'■---------- 1 =B5,

0 0 Oil -3
、o o o 6……o?

我们发现码和码都恰好有3个非零行.自然要问:每一个与B行等价的行阶梯形矩阵

是否都恰好有3个非零行？回答是肯定的为阐明这一问题先引入矩阵子式的概念.

定义4在矩阵4中，任取k行与化列,位于这些行列交叉处的®

个元素，不改变它们在4中所处的位置次序而得的人阶行列式，称为矩阵&的女险子式

mxn矩阵A的人阶子式共有C： • C：个.坐坐坐坐坐坐坐坐

现在来观察行阶梯形矩阵Ba的子式.取码的第1、.第2、第3行和第1、第2、第4

.111

列，得到三阶非零子式0 1 1 ;而它的任一四阶子式都将因含有零行而成为0.换

0 0 1

言之,中非零子式的最高阶数是3.同样码中非零子式的最高阶数也是3.
非零子式在矩阵的初等彳手变换中的意义可以表述成如下的引理：

引理 设A—B,则A与B中非零子式的最高阶数相等.

证 先证3是4经过一次初等行变换而得的情形.
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§2矩阵的秩

设Q是A中的r阶非零子式.当A^B或A心乙B时，在B中总能找到与D

相对应的r阶子式D|,由于Dj=D或D] 或0】=宛)，因此叫#0.

当A^B时，因为对于作变换rf 时结论成立，所以只需考虑A^B这

-特殊情形.分两种情形讨论:①"不包含4的第1行，这时〃也是B的r阶非零子

式;②D包含A的第1行,这时把B中与D对应的r阶子式0记作

=D+kD2,

若p = 2,则。产DX0；若p尹2,则。2也是B的r阶子式，由D-kD^D^G,知Q与D2

不同时为0.总之,3中存在r阶非零子式n或仇.

记4和B中非零子式的最高阶数分别为s和Z,那么上述表明swz.因A经一次初

等行变换成为B,B也就可经一次初等行变换成为4,故又有tws,于是s ="

经一次初等行变换结论成立，即可知经有限次初等行变换结论也成立. 证毕

现在可以回答本节一开始提出的问题了.

设C是任一与B行等价的行阶梯形矩阵,由引理,C中非零子式的最高阶数应与

中非零子式的最高阶数相同，即C有且仅有3个非零行.

值得注意的是上面的讨论中，关心的并不是非零子式(作为行列式)本身,而是它

的阶数，尤其是非零子式的最高阶数.由此给出矩阵的秩的定义：

定义5设在矩阵4中有一个不等于0的r阶子式D,且所有r+1阶子式(如果存

在的话)全等于0,那么D称为矩阵A的最酗非差于直,数r称为晅度£一的瑟，记作

R(*).规定零矩阵的秩等于0.
由行列式的性质可知，在4中当所有r+1阶子式全等于0时，所有高于r+1阶的

子式也全等于0,因此把r阶非零子式称为最高阶非零子式，而4的秩R(4)就是4的

非零子式的最高阶数.

由于R(A)是4的非零子式的最高阶数，因此，若矩阵A中有某个s阶子式不为

0,则砒4) N；若4中所有t阶子式全为0,则

显然，若4 为 mXn 矩阵，则 0wR(4)

由于行列式与其转置行列式相等，因此妒的子式与4的子式对应相等，从

O(At) = 7?(A).
对于"阶矩阵工，由于4的"阶子式只有一个|4|,故当|4|部时7?(A)=n,当

IA | =0时7?(A)<n,可见可逆矩阵的秩等于矩阵的阶数，不可逆矩阵的秩小于矩阵的
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

阶数.因此，可逆矩阵又称蛭空度.

矩阵的初等变换作为一种运算,其深刻意义在于它不改变矩阵的秩，即有

定理 2 若 A-B,则 R(4)=R(8).

证由引理，只需证明4经初等列变换变成8的情形，这时本'经初等行变换变为

由弓 | 理知 /f(AT)=7?(BT),又 R(4)=R(妒),R(B)=R(BT),因此/?(4) = A(B).

总之，若4经有限次初等变换变为B (即4~8),则R(4)=R(B). 证毕

由于A-B的充分必要条件是有可逆矩阵P, Q,使PAQ=B,因此可得

推论若可逆矩阵P,。使以则R(4)=R(B).

对于一般的矩阵,当行数与列数较高时，按定义求秩是很麻烦的.然而对于行阶梯

形矩阵，如前所示,它的秩就等于非零行的行数，一看便知毋需计算.因此依据定理2
把矩阵化为行阶梯形矩阵来求秩是方梗而有效的方法.

例5求矩阵4和3的秩，其中

3
(\ 2 3、

A = 2 3 -5
7

-2

2

2

0

6

0

3
5

6
0、

1 5

解在4中,容易看出一个2阶子式
2

3

1

2
尹0,A的3阶子式只有一个|4|,经

计算可知|4|=0,因此R(A)=2.

对B作初等行变换变成行阶梯形矩阵

B =

f3 2 0 5 6 -4 -1 4)

3 -2 3 6 —I r2~r4 0 -4 3 1 -1

2 0 1 5 -3 十3,i 0 -12 9 7 -11

J 6 -4 —1 时 <0 -16 12 8 *
(\ 6 —4 -1 4) <1 6 -4 -1 4

6 0 -4 3 1 -1A X r4~r3 0 -4 3 1 -1
- 4,2

Q 0 0 4 -8 0 0 0 4 一 8

<0 0 0 4 -们 <0 0 0 0 0 7

因为行阶梯形矩阵有3个非零行，所以R(8)= 3.

例6设A 二 ，求矩阵A及矩阵B=(A,b)的秩.
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§2矩阵的秩

解对方作初等行变换变为行阶梯形矩阵，设B的行阶梯形矩阵为方=(A,b),

则2就是4的行阶梯形矩阵，故从页= 3,5)中可同时看出R(4)及/?(£).

(1 -2 2 -i n q -2 2 -i n
2 -4 8 0 2 r2~2rl

,3+5 0 0 4 2 0
B = -—■——-

-2 4 -2 3 3 r4~3rl 0 0 2 1 5

< 3 -6 0 -6 们 0 0-6-3 b
H -2 2 ~i r C't -2 2 -1 1、

1------------- r

[3~r2 0 0 2 1 0 1 
咋 0 0 |2 1 0

p+3r2 0 0 0 0 5 oooo L„i.

、0 0 0 0 ly 、0 0 0 0 0,

因此 '

R(4)=2, R(B)=3.

从矩阵B的行阶梯形矩阵可知，本例中的A与》所对应的线性方程组

Ax=b是无解的,这是因为行阶梯形矩阵的第3行表示矛盾方程0= 1.
例7设

(\ 2 -1 1)

A=3 2 A -1

、5 6 3 ⑶

已知/?(4)=2,求人与网的值.

因 R(A)=2,故

(\ 2 -1 B (\ 2 -1 n
解A窖 0 -4 A+3 -4 0 -4 A+3 -4

i0 -4 8 头-5) <0 0 5-A

5-A = 0, CA =5,
即

jz-1 =0, l/x= 1.

下面讨论矩阵的秩的性质.前面我们已经提出了矩阵秩的一些最基本的性质，归

纳起来有

① OwRd。Wmin{ m,招.

② R(At) = R(A).

③ 若 A~B,则夫(4)=R(B).
，，

④ 若 可逆，则 R(PAQ)=R(A).

下面再介绍几个常用的矩阵秩的性质：

⑤ max侦(4) ,R(B)} WR(4,B) WR(A)+R(3),
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

特别地，当B = A为非零列向量时，有

R(A)wR(*0) WR(4) + 1.

证因为A的最高阶非零子式总是(A,W的非零子式，所以砒A) WR(A,8).同

理有R(B) WR(4,3).两式合起来，即为

max|R(A),R(B)} WR(A,8).

设R(4)=r,R(3)“.把4丁和矿分别作初等行变换化为行阶梯形矩阵2和

瓦因由性质2,/?(AT)=r,7?(BT)=t,故兀和B中分别含r个和t个非零行，从而

，口
中只含r+Z个非零行，并且 "于是

R(A,B)=R

T

=R
3、

^r+t=R(A)+R(B). 证毕

例如令

则

H

R(A,B)=R 0

<0

R(A,C)=R 0

0 0)

1 0 =3=R(A)+R(B),

0 b
o n

1 1 =2<R(4)+R(C).

0 0?

⑥ R(A+8)wR(A)+R(8).

证 不妨设为nxm矩阵对矩阵
A+B\

作初等行变换r,.-r,*。=1,2,…，7i)
B )

即得

于是

(A+B\

I B J

R(A+B)wR =R =7?(At,Bt)t = 7?(At,Bt)
、® J

由⑤ k E
^/?(At)+J?(Bt) = K(A)+«(B). 证毕
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§3线性方程组的解

后面我们还要介绍两条常用的性质，现先罗列于下：

⑦ R(AB)Wmin|R(A),R(B)}(见下节定理 7).

⑧ 若 A^B„xl = O,则/?(4)+R(B)Wn (见下章例23).

例8设4为儿阶矩阵，证明R(A+E)+R(A-E)Nn.

证因(4+E)+(E-A)=2E,由性质⑥，有

邳(A+E)+/?(E-4)NR(2E)=zi,

而 R(E-A) = R(A-E),所以

7? (A +E) +7?( A —E) N 兀

例 9 证明:若Amx„B„x； = C,Ja/?(A)=n,则 R(2?)=R(C).
(E \

证 因R(A)=n,知A的行最简形矩阵为"，并有m阶可逆矩阵P,使PA =
.J mxn

n于是

俾八伊)
PC=PAB= B= .

{O) {0)

由矩阵秩的性质④，知R(C) = 7?(PC),而R =R(B),故

R(C) = R(B).

本例中的矩阵A的秩等于它的列数，这样的矩阵称为醐瓣件•类似地,若矩阵

A的秩等于它的行数，就称它为秘鳗度.当A为方阵时，列满秩矩阵就成为满秩矩

阵，也就是可逆矩阵.因此,本例的结论当4为方阵这一特殊情形时就是矩阵秩的性

质④.

本例另一种重要的特殊情形是C=0,这时结论为

设AB = O,若A为列满秩矩阵，则B = 0.

这是因为，按本例的结论,这时有R(B)= 0,故耿0.

§3线性方程组的解

设有n个未知数m个方程的线性方程组

。］］豹+。12利 +…+。1"多” =L ,

a2］X\ ~^^,22X2 "^a2n Xn =»2，

<

。招叫+G诚先2 +・• • +%A = bm，
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

第2章中已经说明，(3)式可以写成以向量x为未知元的形式

Ax=b・ (4)

线性方程组(3)如果有解，就称它是相容的;如果无解,就称它不相容.利用系数矩

阵4和增广矩阵B=(A,b)的秩，可以方便地讨论线性方程组是否有解(即是否相容)

以及有解时解是否惟一等问题，其结论是

定理3对n元线性方程组(3),即Ax=b

(i) 无解的充分必要条件是R(A)<R(A,b)；

(ii) 有惟一解的充分必要条件是R(A)=R(A,b)=n；

(iii) 有无限多解的充分必要条件是R(4)=R(4 0)5.

证 只需证明条件的充分性，因为(i) ,(ii) ,(iii)中条件的必要性依次是(ii)
(iii) , (i) (iii) ,(i) (ii)中条件的充分性的逆否命题.

设7?(A)=r,为叙述方便,不妨设B=(A,b)的行最简形矩阵为

0 - . 0 妇• •, "nr

0 1 - • 0 妁, d2

B =
0 0・ -1 ,• b’nr d,

0 0・ ・0 0 ・・ 0 妇

0 0 - . 0 0 •• 0 0

<0 0 - -0 0 - ・. 0 o >
(i) 若R(4)<R(B),则E中的<+1 = 1,于是百的第r+1行对应矛盾方程0=1,故

方程组(3)无解.

(ii) 若R(A)=R(B)=r=n,则■中的 如=0 (或必不出现)，且如都不出现，于

是方对应方程组

x2-d2,

xn=dni

故方程组(3)有惟一解.

(iii)若R(A)=R(B)=r〈n,则B中的<+1=0(或不出现)，育对应方程组

X\ ~ ~^llXr+l • -S ,

'X2 = 一»21与+】i方2,"-/“+』2，
•<

3产一----y&+d,,
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§3线性方程组的解

令自由未知数x^j =Cj，劣z2 = C2，•-- =c“_r,即得方程组（3）的含n-r个参数的解

即 (6)

由于参数勺，C2,J可任意取值，故方程组（3 ）有无限多解.此时，（6 ）式所对应的表

达式即称为方程组（3）的鳗.

例10求解齐次线性方程组

证毕

x} +2%2+2%3+ %4 = 0,
〈2为］+ ④2一&3一2%4 = 0,

Xj- x2-4%3-3%4 = 0.
解对系数矩阵A施行初等行变换变为行最简形矩阵

A =

<1
2

<1

2
1

-1

2
-2
-4

n
-2
-3)

「2一跖 ■•―—---
r3~rl

0
<0

2
-3
-3

2
-6
-6

rTr2

(\

rJ-2r2

1)
-4
-们

5)

4_
T
0>

0

2 2

1

0

2

0

n

T
0 >

1 0

0 2

〔0 0 0
即得与原方程组同解的方程组

5
x 1 -2%3 ~4 = 0 ,

4 八
x2^2x3-^—x4 = 0,

由此即得
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

*产2听+宁；4,
(物/4可任意取值).

令听二勺,％4 =C2 ,把它写成通常的参数形式

其中C1,c2为任意实数，或写成向量形式

x2 4 -2 4
=~2ci~Vc2 =勺 +c2 (cj ,c2 eK ).

x3 J 1 3
x C| I oj o

< cz ) < 1 J
例11求解非齐次线性方程组

互]一2次2 + 3%3 一 ％4=]，

<3%]- x2+5x3-3x4 = 2,

2%]+ x2+2x3-2%4 =3.

解 对增广矩阵B施行初等行变换

(\ 一2 3 -1 n

B = 3 -1 5 -3 2

[2 1 2 -2 3；

(\ -2 3 -1 D <1 -2 3 -1 n
r2~3r\ 0 5 -4 0 -1 _登「2 一 0 5 -4 0 -1

<0 ，5 -4 0 <0 0 0 0 2>

可见R(A)=2,&(3)=3,故方程组无解.

例12求解非齐次线性方程组

― 气+ %2一3%3一 = 1，

«3丸]一劣2-3%3+4%4 = 4,

%]+5%2一9%3一8*4 =。
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§3线性方程组的解

解 对增广矩阵B施行初等行变换

1 -3 -1 (\ 1 -3 -1 B

B = 3 -1 -3 4 4
r3~n .

0 -4 6 7 1

5 -9 一8 10 4 -6 —7 -L

丐+以
1 -3

3

-1

7

1、
1 rl~r2

(

1 3 3_

T
5}
~4

0

0 1
2 4 4 0 1

3
2

7
4 4〔0 0 0 0 0>

、0 0 0 0 0>

即得

3 7 1
切亍+亍-枝,

亦即

先3 = %3，

他= 式4 ,

例13设线性方程组

（1+A ）Xj +.2 +劣3=°，

- Xj + （ 1+A）x2 +%3=3,

% 1 +%2 + （ 1 + 入），3 = X ,

问人取何值时，此方程组（1）有惟一解；（2）无解；（3）有无限多解？并在有无限多解

时求其通解.

解法1对增广矩阵8 = （40）作初等行变换把它变为行阶梯形矩阵,有

H+A 1 1 °) (1 1 1+A A A
B = 1 1+A 1 3 1 1+A 1 3

< 1 1 1+A 2 g 1 1
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

(\ 1 1+A

0 A ~A

、0 -入-入(2+A)

A )

3-A

-A (1+A)?

A

3-A

H 1 1+A

也二 0 A -A

、0 0 -A(3+A) (1-A)(3+A) y

(1) 当入部且A#-3时,R(A) = R(8)=3,方程组有惟一解;

(2) 当)=0 时,/?(4)= 1,R(B)=2,方程组无解；

(3) 当入=-3时,7?(A)=7?(B)= 2,方程组有无限多解，这时

1 -2 —3) 0 -1 -1)

0 -3 3 6 T 0 1 -1 -2

<0 0 0 <0 0 0 0>

由此便得通解

(x3可任意取值)，

即

rn r-n

1 (ceK ).

解法2因系数矩阵4为3阶方阵，故有R(4) WR(40)3“W3.于是由定理3,知

方程有惟一解的充分必要条件是4的秩R(4)=3,即|A|XO.而

1+A 1 1 1 1 1
= 1 1+A 1 =(3+A) 1 1+A 1

1 1 1+A 1 1 1+A

1 1 1

=( 3+A) 0 A 0 -(3+A)A3

0 0 A

因此，当入尹0且A#-3时,方程组有惟一解.

当入=0时，

「1110) p 1 1 0A

B = 'i i i 3 T 0 0 0 1

[1110, .0 0 0 0,

知R(4)= 1,R(8)=2,故方程组无解.
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§3线性方程组的解

当入=-3时,

知R(4) = R(B)=2,故方程组有无限多解，且通解为

,-2 1 1 0、 (\ 0 -1 -1)

B = 1-213 T 0 1-1-2

< 1 1-2 -3, ,0 0 0 0；

成、 m r-n
X2 =C i + -2

<
比较解法1与解法2,显见解法2较简单.但解法2的方法只适用于系数矩阵为方

阵的情形.

对含参数的矩阵作初等变换时,例如在本例中对矩阵B作初等变换时，由于大+

1.A+3 等因式可以等于0,故不宜作诸如r2--^-rI ,r2x(A + l) ,r3x七这样的变换.如

果作了这种变换,则需对入+ 1=0 (或入+3 = 0)的情形另作讨论.因此，对含参数的矩阵

作初等变换较不方便.

由定理3容易得出线性方程组理论中两个最基本的定理,这就是

定理4 e元齐次线性方程组Ax = 0有非零解的充分必要条件是R(A)<n.

定理5线性方程组Ax=b有解的充分必要条件是R(4)=战40).
显然，定理4是定理3(iii)的特殊情形,而定理5就是定理3(i).

为了下一章论述的需要，下面把定理5推广到矩阵方程.

定理6矩阵方程AX=B有解的充分必要条件是风4)= R(4,B).
证设A^mxn矩阵,8为mxZ矩阵，则X为nxl矩阵.把X和8按列分块,记为

X=(X“X2,“・,X,), 8=(但,02,•••,，)，

则矩阵方程AX=B等价于I个方程

AX 产州(i=l,2,•••,/).
又，设R(4)=r,且4的行最简形矩阵为2,则2有r个非零行，且2的后m-r行

全为零行.再设

(A,B)= (A,Bi，Bz,…，时二(A,Bl ,02,…,BD，

从而

(A,&)二(2,有)(i=l,2,•••,/).

由上述讨论并依据定理5，可得

4X=3 有解<=>AX.=fi,有解。=1,2,“侦)

或(4,0,.)=&(■) (i=l,2,•••,/)

D及的后m-r个元全为零(i=l,2,■■■,/)
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

<=>(瓦,02，",演I)的后m-r行全为零行

=7?(4,8)= r=R(A). 证毕

利用定理6,容易得出矩阵的秩的性质⑦，即

定理 7 设 AB=C,则 R(C)Wmin{R(A),R(B)}.

证 因AB = C,知矩阵方程AX = C有解X=B,于是据定理6有R(A) =

R(A,C).而R(C) WR(A,C),因此7?(C) WR(4).

又"妒=。丁，由上段证明知有RC) WR(B『)，即R(C) WR(B).

综合便得 R(C)Wmin{R(4),7?(8)}. 证毕

定理6和定理7的应用，我们在下一章中讨论.

习题三

1.用初等行变换把下列矩阵化为行最简形矩阵:

0 2 -1) (0 2 -3 1\

(1) 2 0 3 1 ； (2) 0 3 -4 3

】3 0 4 W 4 -7

(\ -1 3 —4 3、 [2 3 1 -3 -7)

3 -3 5 -4 1 1 2 0 -2 -4
(3) ； (4)

2 -2 3 ■2 0 3 -2 8 3 0

\3 -3 4 -2 "b [2 -3 7 4 3)

2 3 4)

2.设 4 = 2 3 4 5 ，求一个可逆矩阵 P,使?A为行最简形

<5 4 3 2>

，求:
3 1

3.设 A =
2 -1 1

(1) 可逆矩阵P,使必为行最简形矩阵；

(2) 一个可逆矩阵。，使QAT为行最简形矩阵.

4.试利用矩阵的初等变换，求下列方阵的逆矩阵:

(1)

p -2 0 T)
p 2 n

0 2 2 1
3 15； 一 (2)

1 -2 -3 -2
、3 2 3,

、0 1 2 b

5.试利用矩阵的初等行变换,求解第2章习题二第15题之(2).
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习题三

3

<4 1 -2) a -3)

6. (1)设 4 = 2 2 1 2 2

[3 1 -b 、3 -b

( 0 2 ］、
(\ 2

(2)设4 = 2 -1 3 ,B =
<2 -3

1-3 3 -们

(1 0、

，求 X 使 AX=Bf

1
，求X使X4"；

⑶设4 =

IT
-1 fAX=2X+A，求 X.

b

0 1

0

7. 在秩是r的矩阵中，有没有等于0的r-1阶子式？有没有等于0的r阶子式?

8. 从矩阵A中划去一行得到矩阵3,问的秩的关系怎样？

9. 求作一个秩是4的方阵，它有2行是

(1,0,1,0,0), (1,-1,0,0,0).

10.求下列矩阵的秩:

(1)

(2 1 8 3 7)
,3 10 2) ,3 2-1 -3 -1)

2 -3 0 7 -5
1 -1 2 -1 ； (2) 2 -1 3 1 -3 ； (3)

3 -2 5 8 0J 3-4 4j (7 0 5 T -8>

0 3 2

11.设4 ,8都是mxn矩阵，证明A ~B的充分必要条件是R(4)= R(B).

-2 3k\(1

12.设4 =

(1) %)=1；

2k -3，问％为何值，可使

-2 3,

(2) R(4)=2； (3) /e(A)=3.

13.讨论几阶(n22)方阵4 = 的秩的情况.

a

b a

b \

b

b a J

14.求解下列齐次线性方程组：

x2+2x3-叫=0,

⑴

⑶

(2) 3丸1+ &2一*3一3*4 = 0,

2%j+2%2+ «3+2%4 = 0； 5x] + 10x2+«3-5it4 = 0；

3*] + 4%2- 5«3 + 7*4 = 0,

3劣 1+ 劣2 + &3一7劣4 = 0,

4*] + «2-3%3+6x4 = 0,
-(4)

4劣]+ 11%2-13*3 + 1&4 = °,

xI-2x2+5x3-5%4 = 0； 7«j- 2x2 + «3 + 3x4 = 0.

15.求解下列非齐次线性方程组:
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第3章 矩阵的初等变换与线性方程组

4④]+2«2一 互3 = 2,

(1) « 3④]-x2^2x3 = 10,

11«j+3%2 =8；

2x+ y- z+w= 1,

(3) « 4x+2y-2z+w = 2,

2%+ y- z—u)= 1 ；

16.写出一个以

,2%+3*+ z= 4,

h2*+4z=_5,
⑵ /

3a+8y-2z= 13,

Ax- y+9z=-6；

2x+ y- z+ w= 1,

(4) < 3x-2y+ z-3w= 4,

%+4,-3z+5m = -2

/ 2) '-2、
-3

+c2
4

1 0

< k b

为通解的齐次线性方程组.

17.设有线性方程组

a A-l -2 ) rn
0 A~2 A + l *2 = 3

[0 0 2A + 1> <5；

问入为何值时（1）有惟一解；（2）无解；（3）有无限多解？并在有无限多解时求其通解.

18. A取何值时，非齐次线性方程组

入*］+ x2 + x3 = l,

< 气+入%2+式3二入，

为］+ %2+Ax3 =A2

（1）有惟一解；（2）无解；（3）有无限多解？并在有无限多解时求其通解•

19. 非齐次线性方程组

-2%j+ «2+ %3=一2,

明_2%2+为3 =入，

%|+ 式2一必3= A2

当入取何值时有解？并求出它的通解.坐坐坐坐坐坐坐坐

20. 设

（2-入）先］+ 2x2- 2%3 = 1,

« 2x| + （5-A）x2- 4*3= 2,

-2%j- 4x2+（5-A ）x3 = -A-l,

问入为何值时，此方程组有惟一解，、无解或有无限多解？并在有无限多解时求其通解•

21. 证明R（A）= 1的充分必要条件是存在非零列向量。及非零行向量砂，使4=沥『.

22•证明秩为r （rN 1）的矩阵A可表示为r个秩为1的矩阵之和.

23,设A为列满秩矩阵,AB = C,证明线性方程Bx = 0与Cx = 0同解.

80

祝大家金榜题名顺利上岸------------



习题三

24.设4为mxn矩阵，证明方程有解的充分必要条件是&（A）= m
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第4章
向量组的线性相关性

向量组的线性相关性是线性代数的一个核心概念，本章将介绍向量组的线性相关

性、向量组的秩及其应用.

§1向量组及其线性组合

在解析几何中，我们把“既有大小又有方向的量”叫做向量,并把可随意平行移动

的有向线段作为向量的几何形象.在引进坐标系以后，这种向量就有了坐标表达

式——三个有次序的实数.代数中将三个有次序的实数定义为3维向量，现在将3维

向量进行推广.

第2章中我们已经介绍过向量的概念,现再叙述如下：

定义1 n个有次序的数a},a2，-,an所组成的数组称为递可量，这n个数称

为该回冀加馋量，第'个数a.称为窘企钏.

分量全为实数的向量称为实向量，分量中有复数的向量称为复向量.本书中除特

别指明外，一般只讨论实向量.

几维向量可写成一行，也可写成一列.按第2章中的规定，分别称为行向量和列向

量，也就是行矩阵和列矩阵,并规定行向量与列向量都按矩阵的运算规则进行运算.因

此/维列向量

°2

与n维行向量
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§1向量组及其线性组合

/ =(如(12,

总看作两个不同的向量.

本书中，列向量用黑体小写字母a,奴a,0等表示，行向量则用aT,feT,aT,/3T等表

示.所讨论的向量在没有指明是行向量还是列向量时，都当作列向量.

当nW3时/维向量可以把有向线段作为几何形象，但当n>3时/维向量就不

再有这种几何形象，只是沿用一些几何术语罢了.

几何中，“空间”通常是作为点的集合，即构成“空间”的元素是点，这样的空间叫

做点空间.我们把3维向量的全体所组成的集合

K3 = !r | r=(x,y,js)T,x,y,zeIR|

叫做3维向量空间.在点空间取定坐标系以后，空间中的点P(x,y,z)与3维向量，=

(/,y,z)丁之间有一-对思的关系，因此，向量空间可以类比为取定了坐标系的点空

间.在讨论向量的运算时,我们把向量看作有向线段;在讨论向量集时，则把向量，看

作以r为向径的点P,从而把点P的轨迹作为向量集的图形.例如点集

77= |,z) | ax+by+cz=d}

是一个平面(a,b,c不全为0)，于是向量集

k I r=(x,y,z)'r ,ax+by+cz=d]
也叫做向量空间庭中的平面，并把H作为它的图形.

类似地,n维向量的全体所组成的集合记为

JE" = jx |x = (x1,x2,---,x„)T,x1,x2,,--,«：n 6®).

若干个同维数的列向量(或同维数的行向量)所组成的集合叫做缨玺.例如一个

mXn矩阵的全体列向量是一个含Ji个m维列向量的向量组，它的全体行向量是一个

含m个n维行向量的向量组.

下面我们先讨论只含有限个向量的向量组.

矩阵的列向量组和行向量组都是只含有限个向量的向量组;反之,一个含有限个

向量的向量组总可以构成一个矩阵.例如：

m个n维歹U向量所组成的向量组A-a} ,a2,--,am构成一•"nXm矩阵

A = (at ,a2,;

m个7i维行向量所组成的向量组,闰,…，矶,构成一个mXn矩阵

总之，含有限个向量的有序向量组可以与矩阵一一对应.
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第4章 向量组的线性相关性

定义2给定向量组&：角/2,对于任何一组实数如再，…,R,表达式

k}a}+k2a2+■••+kmam

称为向量组4的一个线性组合,kt,k2，-,km称为这个线性组合的系数.

给定向量组4:6/2, •••,%,和向量5,若存在一组数从,入2,“・八,使

b=Xial+X2a2+•■•+Xmam,

则向量b是向量组4的线性组合,这时称.回震发熊虫回震组4线性枣区.

向量b能由向量组A线性表示,也就是方程组

xxax+x2a2+■■•+xn,am=b

有解.由上章定理5,立即可得

定理1向量》能由向量组A-ax,a2，-,am线性表示的充分必要条件是矩阵

A = (a1,a2)-.-,aJ的秩等于矩阵B =(向，气，…,％,0)的秩•

定义3设有两个向量组及B：们，如，…，，,，若向量组8中的每个

向量都能由向量组A线性表示，则称回置组旦熊邕向震组4线性表苏 若向量组A与

向量组B能相互线性表示，则称这两个回量组等你

把向量组4和B所构成的矩阵依次记作A = (ay,a2，-,aj和B = (g,…,
%),向量组B能由向量组A线性表示,即对每个向量场(j= 1,2,…,Z)，存在数kljt

如•，…，七,使

bj = kxja}+klja2+---+kmjam = {ay ,a2, ,am).,

从而

'如kl2…灼、

^21 ”22 .，， *21

(。102,“・0|)= (%@2,…，a“). . .，

、虹1 kg],

这里，矩阵Kw = (与)称为这一线性表示的系数矩阵.

由此可知，若林则矩阵C的列向量组能由矩阵4的列向量组线性表

示,8为这一表示的系数矩阵

^11 如2 ■"如”、

'' 621 ^22 ■" ^2n
(C|,C2,…,C“)= (%,a2,…,a,). . .；

、如 bn •""
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§1向■组及其线性组合

同时,C的行向量组能由B的行向量组线性表示,4为这一表示的系数矩阵

° 12 … F;、

T
72

=
a21 a22 a2l

T
3m) am2 …

设矩阵A与B行等价，即矩阵A经初等行变换变成矩阵则B的每个行向量都

是A的行向量组的线性组合，即B的行向量组能由4的行向量组线性表示.由于初等

变换可逆,知矩阵B亦可经初等行变换变为4,从而4的行向量组也能由B的行向量

组线性表示.于是A的行向量组与B的行向量组等价.

类似可知，若矩阵4与8列等价，则A的列向量组与8的列向量组等价.

按定义3,向量组B-bx,b2，…0,能由向量组A ，…,am线性表示，其含义是

存在矩阵K*使(禹02,“・0)=(句/2,・“,七)灰,也就是矩阵方程

(ay,a2, - ,aK)X=(bt,b2，•- ,bt)

有解.由上章定理6,立即可得

定理2向量组B0前2,•••,',能由向量组A：a,,a2，-,am线性表示的充分必要

条件是矩阵A = (a,,a2,-,aJ的秩等于矩阵(A,B)=(勺吐，…,％,禹，^，…，如)的

秩，即 R(A) = Ji(A,B).

推论 向量组A ：《,2,…,am与向量组B-b, ,b2,…也等价的充分必要条件是

R(A)=R(B)=R(A,B),

其中4和B是向量组4和E所构成的矩阵.

证因向量组《与向量组B能相互线性表示，依据定理2,知它们等价的充分必

要条件是

R(A) = R(A,B)且 7?(B)=7f(B,A),

而R(A,B)=R(B,A),合起来即得充分必要条件为

R(4) = R(B) = R(4,B). 证毕

例1设

证明向量》能由向量组,佝线性表示，并求出表示式.

解 根据定理1,要证矩阵A = (a,,a2,a3)与8=(40)的秩相等为此，把3化成

行最简形矩阵:
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第4章 向♦组的线性相关性

可见,R(4) = R(3),因此，向量方能由向量组a.,a2,a3线性表示.

明、

1 1 n 1 1 n a 0 3 2)

1 2 -1 0 0 1 -2 -i ，二 0 1 -2 -1

2 1 4 3 「"I 0 -1 2 1 0 0 0 0

<2 3 0 1/ <0 1 -2 -L <0 0 0 o>

由上述行最简形矩阵，可得方程(角,。2,%) *2 ='的通解为

r-3、 (2) 仁3c+2)

%2 =C 2 + -1 = 2c-1

k 1) t 0/ 、c J

其中C可任意取值,从而得表示式

缶、

*=(«i ,a2,a3) x2 =(-3c+2)al + (2c-l)a2+ca3.

例2设

kX3>

(n ‘3、 「2) rn (3)

-i 1 0 i -1
O]=

1
> K =

1
,b2 =

0
，》3 =

2

lL <3； Z

证明向量组a,,a2与向量组如,如03等价•

证 记A = (at ,a2),B=(bl,bi,b3).根据定理2的推论，只要证R(A)=R(B) =

R(A,8).为此把矩阵(4,8)化成行阶梯形矩阵：

可见,R(A)=2,R(A,B)=2.

容易看出矩阵3中有不等于0的2阶子式，故又

R(B)^R(A,B)=2,

于是知R(B)=2因此，

R(A) = R(B)=R(A,B),

故向量组,a2与向量组bi ,b2,b3等价.
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§2向量组的线性相关性

定理3设向量组B-.b},b2，-,b,能由向量组A-alta2,-,am线性表示，则

R(b} ,b2,--,bl') ^R(a} ,a2，-■-,am).

证记A = (fll,a2，-,am),£=(*!,按定理的条件，根据定理2有

R(A)=R(A,B),而R(B) WR(A,B)，因此

R(B)wX(4). 证毕

前面我们把定理1与上章定理5对应,把定理2与上章定理6对应,而定理3可与

上章定理7对应.事实上,按定理3的条件，知有矩阵K,使B=AK,从而根据上章定理

7,即有夫(8)WR(A).

上述各定理之间的对应，其基础是向量组与矩阵的对应，从而有下述对应：

向量组B：bv,b2，…山能由向量组A ：a},a2,…，勾线性表示

。有矩阵X,使B=AK

D方程心=3有解.

上述对应的三种叙述都可对应到充分必要条件顼(4)= X(4,B)，并都有必要条

件：/?(A)>7?(B).

例3设儿维向量组A：a, ,a2，■--,am构成林m矩阵A = («),a2,--,am) ,n阶单位

矩阵E=(C),e2,•••,«„)的列向量叫做n维里但坐堑回富.证明：n维单位坐标向量组

勺，勺，…,e“能由向量组4线性表示的充分必要条件是R(A)=n.

证 根据定理2,向量组勺，勺，…,e“能由向量组A线性表示的充分必要条件是

R(A)=R(A,E).

而7?(A,E) 2R(E)= n,又矩阵(A, E)含小行，知R(A,E)^n,合起来有

R(A ,E)=n.因此条件 R(A) = R(A 功就是 R(A)=n.

本例所证结论用矩阵语言可叙述为

对矩阵1“，存在矩阵KmXn,^AK=E„的充分必要条件是R(A)=n.

也可叙述为

矩阵方程AnXmX = En有解的充分必要条件是7?(A)=n (参见第3章习题三第

24 题).

§2向量组的线性相关性

定义4给定向量组A.ax,a2；■■-,am，若存在不全为零的数奶,k2，…，如，使

k}a}+k2a2+-+k„am=O,

则称向量组4是线性相关的，否则称它线性无关.
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第4章 向量组的线性相关性

对于只含一个向量。的向量组，当a = 0时是线性相关的，当a尹0时是线性无关

的.对于含两个向量久/2的向量组，它线性相关的充分必要条件是％, a?的分量对应

成比例,其几何意义是两向量共线.三个向量线性相关的几何意义是三向量共面.

向量组小%,%,…,％, (m>2)线性相关的充分必要条件是在向量组力中至少

有一个向量能由其余m-1个向量线性表示.这是因为

若向量组*线性相关，则有不全为o的数s,.,•••』“使 m+m+"・+m=
0.因站,妁,…，虹不全为0,不妨设奶X 0,于是便有

=-T_(i2a2+^3a3+-，-+^flm) >

即％能由a2,a3,- -,am线性表示.

如果向量组彳中有某个向量能由其余m-1个向量线性表示,不妨设a“能由

线性表示，即有入1,人2,…,L-i使a»,=入斗|+入2%+…+入*1。"-1,于是

A|a1+A2a2+■••+A„,_1aB_1 + (-i)4Zm = 0,

因为 杼必…，如t ,T这m个数不全为0 (至少-1^0)，所以向量组A线性相关.

向量组A：a,,a2，-,am构成矩阵A = (a, ,a2，-,a„),向量组辛线性相关,就是齐

次线性方程组

x,aI+x2a2+•■■+xmam=0,

即而=0有非零解.由上章定理4,立即可得

定理4向量组A:a,,a2, •••,«„线性相关的充分必要条件是它所构成的矩阵A =

(a, ,a2，…，七)的秩小于向量个数叫向量组A线性无关的充分必要条件是R(A)=m.

例4试讨论n维单位坐标向量组的线性相关性.

解几维单位坐标向量组构成的矩阵

E = (e, ,e2,--,e„)
是儿阶单位矩阵由|£| = 1#0,知R(E)= n,即砒E)等于向量组中向量的个数，故由

定理4知此向量组是线性无关的.

例5已知

试讨论向量组a,,a2)a3及向量组A,%的线性相关性.

解 对矩阵(a,,a2,%)施行初等行变换变成行阶梯形矩阵，即可同时看出矩阵

(a,,a2,a3)及(ag 的秩，利用定理4即可得出结论.

ri o 2) p o 2)
5

ri o 2)

(«i,a2,a3)= 1 2 4
丐-叮

0 2 2 r3~yr2
• ~ i 0 2 2

<1 5 7, 〔0 5 5) to 0 oj
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§2向量蛆的线性相关性

可见R(a},a2,a3)=2,故向量组a},a2,a3线性相关；同时可见7?(a1,a2)=2,故向量组

a, ,a2线性无关.

例6已知向量组句,fl2,a3线性无关,bi=a}+a2,b2=a2+a3,b3=a3+at，试证向量

组州,奶03线性无关・

证法1 设有xlfx2fx3使

% [b ] 2+43)3 — 0 ,

即

多1(。1+。2)+劣 2(^2+%)+劣 3("3+。1 )= 0,

亦即

.(x1^x3)a1+(x1+x2)a2+(x2+x3)a3 = 0,

因“]，。3线性无关，故有

Xj +先3 =0,

Xj +x2 = 0,
X2+%3=0,

由于此方程组的系数矩阵

(\ 0

01 1

1

的行列式|K| = 2关0,故方程组只有零解Xj=x2=x3 = 0f所以向量组们，如，如线性

无关.

证法2把已知的三个向量等式写成一个矩阵等式

n o n
(如 0203)= (。1,。2,。3)11°,

、。1 b
记作B = AK.设贝=0,以8 = 代入得A(Kr)=0.因为矩阵4的列向量组线性无关,

根据向量组线性无关的定义，知Kr = 0.又因|K|=2尹0,知方程Kr = 0只有零解》=

0.所以矩阵B的列向量组禹；奶,如线性无关・

证法3把已知条件合写成

H 0 1)

0203)= («1 ,。2,。3)11。，
' <0 1 1>

记作8=必因区|=2尹0,知甚可逆，根据上章所述矩阵秩的性质砌 R(B)=R(4).

因为4的列向量组线性无关，根据定理4知7?(4)=3,从而砒8)=3,再由定理4
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第4章 向量组的线性相关性

知8的3个列向量线性无关,即如02 03线性无关・

本例给出三种证法，这三种证法都是常用的.证法1是按线性相关性的定义，通过

向量的运算得到以K为系数矩阵的齐次方程组，再把问题转化为它只有零解;证法2

和证法3都首先把已知三个向量等式合并成矩阵等式,立即得到矩阵及;之后,证法2

把证明向量组线性无关转化为证明齐次方程组没有非零解，因而去考察方程组Bx =

0,证法3用了矩阵的秩的有关知识，还用了定理4,从而可以不涉及线性方程组而直

接证得结论.

线性相关性是向量组的一个重要性质,下面介绍与之有关的一些简单的结论.

定理5 (1)若向量组A：ai,a2,-,am线性相关，则向量组B：%,如…,W

也线性相关.反之，若向量组8线性无关，则向量组4也线性无关•

(2) m个n维向量组成的向量组；当维数71小于向量个数m时一定线性相关.特

别地/+1个几维向量一定线性相关.

(3) 设向量组A-a},a2，-,aK线性无关，而向量组B,a} ,a2，-,am,b线性相关，

则向置》必能由向量组A线性表示,且表示式是惟一的•

证 这些结论都可利用定理4来证明.

(1) 记 A = (a,,a2, — ,am) ,3 = , Ji),有 R(B) wR(4) + l.因向量

组4线性相关，故根据定理4,有R(A)<m,从而R(B) WR(A) + l<m+l,因此根据定理

4知向量组B线性相关.

(2) m 个 71 维向量 a} ,a2, — ,am 构成矩阵4砂“ =(a1 ,a2,---,am),有R(A) Wn.当

n<m时，有R(A)<m,故m个向量a} ,a2, -,an线性相关.

(3) 记 A = (a} ,a2, — ,am) = (oj ,a2, ••• ,am,*),有 R(4) WR(B).因向量组 0

线性无关，有R(4)=m；因向量组B线性相关，有R(B)<m+l.所以mwR(3)<m+l,

即有 7?(B)=m.

由R(4)=R(B)=m,根据上章定理3,知方程组

(ai,a2,--,ajx=b

有惟一解，即向量》能由向量组为线性表示,且表示式是惟一的. 证毕

结论(1)是对向量组增加1个向量而言的，增加多个向量结论也仍然成立.即设向量

组4是向量组E的一部分(这时称向量组A是向量组8的业梢|),于是结论(1)可一般

地叙述为:一个向量组若有线性相关的部分组，则该向量组线性相关.特别地，含零向量

的向量组必线性相关一个向量组若线性无关，则它的任何部分组都线性无关

例7设向量组a,,a；线性相关,向量组a2,a3 ,a4线性无关，证明：

(1) a}能由a2,a3线性表示;

(2) a4不能由a} ,a2,a3线性表示.
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§3向量组的秩

证(1)因a2 ,a3 ,aA线性无关,由定理5( 1)知a2,a3线性无关，而a},a2,a3线性

相关,由定理5(3)知弓能由a2,a3线性表示.

(2)用反证法.假设％能由a},a2,a3线性表示，而由(1)知们能由a2,a3线性表

示，因此a,能由a2,a3线性表示，这与a2,a3,a4线性无关矛盾.故a4不能由at,a2,a3

线性表示.

§3向量组的秩

在上两节的讨论中，向量组只局限于含有限个向量.现在我们将去掉这一限制：向

量组可以含无限多个向量.

例如

就是这样的向量组.因为它们都是2维向量组，由定理5之(2),知向量组A或向量组

B中任意三个向量都是线性相关的;但进一步从线性无关部分组所含向量的个数来看

就不一样了：向量组b中有含两个向量的线性无关部分组，如；但向量组为

中任何含两个向量的部分组都是线性相关的,换言之,4组中只有最多含一个向量的

线性无关部分组，而B组中却有最多含两个向量的线性无关部分组.

上一章中,我们引入了矩阵的最高阶非零子式，并把它的阶数定义为矩阵的秩，它

在前两节向量组线性表示和线性相关性的讨论中起了十分重要的作用.现在，按向量

组与矩阵的对应，特别把含最多个向量的线性无关部分组与最高阶的非零子式相对

应，就可将秩的概念引进向量组.

定义5设有向量组们如果在4中能选出r个向量％,%,…皿,满足

(i) 向量组…,a,线性无关;

(ii) 向量组4中任意r+1个向量(如果4中有r+1个向量的话)都线性相关,那么称

向量组4。是向量组A的一个慝大家性为关吏谨:组(简称最大为握组)，最大无关组所

含向量的个数r称为向霞里4 ®秋，记作心

只含零向量的向量组没有最大无关组,规定它的秩为0.
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第4章 向量组的线性相关性

根据定义5,本节一开始给出的向量组龙的秩乩=1, 是它的一个最大无关

组；向量组B的秩Rb = 2, , 是它的一个最大无关组，显然两者的最大无关组

都不惟一(甚至都有无限多个).

若向量组A线性无关，则A自身就是它的最大无关组，而其秩就等于它所含向量

的个数.

向量组A和它自己的最大无关组&是等价的.这是因为向量组&是向量组A的

一个部分组，故向量组必总能由向量组4线性表示(4中每个向量都能由向量组A线

性表示)；而由定义5的条件(ii)知，对于A中任一向量a,r+l个向量a, ,a2, -,ar,a

线性相关，而％，奶…，a,线性无关，根据定理5 (3)知a能由a},a2-,ar线性表示，即

向量组A能由向量组&线性表示.所以向量组A与向量组4。等价m维向量组4可能

含有许多个甚至无限多个向量，但&至多含n个向量.

上述结论的逆命题也是成立的，即能与向量组自身等价的线性无关部分组一定是

最大无关组，现把它作为定理3的推论叙述如下：

推论(最大无关组的等价定义)设向量组&：七/2,•••,",是向量组4的一个部

分组,且满足

(i) 向量组必线性无关；

(ii) 向量组4的任一向量都能由向量组4。线性表示，

那么向量组4。便是向量组4的一个最大无关组.

证只要证向量组A中任意r+1个向量线性相关.设bx,b2，-,bni是W中任意

r+1个向量，由条件(ii)知这r+1个向量能由向量组&线性表示,从而根据定理3,有

R(禹,万2,…，妇1) W7?(ai,a2，”・,a,)=r,

再据定理4知r+1个向量b},b2，…，方*线性相关.因此向量组&满足定义5所规定的

最大无关组的条件. 证毕

下面给出分别按定义5和它的等价定义求向量组的秩的例题.

例8全体n维向量构成的向量组记作R",求K"的T*大无关组及的秩.

解 在例4中，我们证明了 n维单位坐标向量构成的向量组

E：e},e2，-,e„

是线性无关的，又根据定理5的结论(2),知r中的任意n+1个向量都线性相关，因

此向量组E是底的一个最大先关组，且 的秩等于n.

显然,IT的最大无关组很多，任何几个线性无关的儿维向量都是K"的最大无

关组.
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§3向量组的秩

例9设齐次线性方程组

%1+2%2+ %3一2与4 = °,

« 2^]+3%2 -先4 = °,

%]_ x2-5%3+7x4 = 0

的全体解向量构成的向量组为s,求S的秩.

解 先解方程,为此把系数矩阵A化成行最简形矩阵:

<1 2 1 -2) ri 2 1 -2] rl+2r2 0 -3 4)
A = 2 3 0 —1 ，2一劣1

r3~rl
0 -1 -2 3 0 1 2 -3

-1 -5 7/ <0 -3 -6 %
〔0 0 0 oj

得

Jxj =3x3-4a：4,

t%2 = -2x3+3%4 ,

令自由未知数物=勺,％4 =。2 ,得通解

把上式记作* =瞄大2角,知

5= (•x|x=c)^1+c2^2,c1,c2eB| ,

即S能由向量组乌，务线性表示.又因备,&的四个分量显然不成比例，故& 线性

无关.因此根据最大无关组的等价定义知务，&是S的最大无关组，从而Rs = 2.

对于只含有限个几维向量的向量组…外，它可以构成矩阵A = (a,,a2，-,

%,).把定义5与上章矩阵的最高阶非零子式及矩阵的秩的定义作比较，容易想到向量

组0的秩就等于矩阵4的秩，即有

定理6矩阵的秩等于它的列向量组的秩,也等于它的行向量组的秩.

证设 A = (a, ,a2,•■,,«») ,^(-A)= r,并设 r 阶子式 Z)r#0.根据定理4,由 Z)r#0
知D,所在的r列构成的几Xr矩阵的秩为r,故此r列线性无关;又由A中所有r+1阶

子式均为零，知A中任意r+1个列向量构成的nx(r+l)矩阵的秩＜r+l,故此r+1列线

性相关.因此Q所在的r列是A的列向量组的一个最大无关组,所以列向量组的秩等

于r.
类似可证矩阵4的行向量组的'秩也等于R(A). 证毕

今后向量组■ ,a2,---,am的秩也记作R(at

从上述证明中可见:若m是矩阵4的一个最高阶非零子式，则m所在的r列即
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第4章 向量组的线性相关性

是4的列向量组的一个最大无关组,m所在的r行即是4的行向量组的一个最大无

关组.这一事实在下面的例题中得到应用.

例10设矩阵

<2 -1 -1 1 2)

1 1 -2 1 4

4 -6 2 -2 4

<3 6 -9 7 %
求矩阵A的列向量组的一个最大无关组,并把不属于最大无关组的列向量用最大无

关组线性表示.

解 对4施行初等行变换变为行阶梯形矩阵（参看第3章§1引例）

'1
•---1

-2

-1

1

1

4、
00： 1

0 0 0 [1 -3

<0 0 0 0 0；

知R（A）=3,故列向量组的最大无关组含3个向量.而三个非零行的首元在第1,2,4

三列，故角,约。为列向量组的一个最大无关组.

为把a,用角,%线性表示,把A再变成行最简形矩阵

(\ 0 -1 0 4、
0 1 -1 0 3

A~
0 0 0 1 -3

<0 0 0 0

把上述行最简形矩阵记作（4,如,如，如,奴），则方程如=0与诳=0同解，即方程

Xlfll+X2fl2+X3fl3+X4fl4+X5a5

与

x}b }-^x2b2^x3b3^x4b A+x5b 5 =0

同解.现在

此即 %]=T/2 = T,%3 = T,%4 = 0/5 = 0 与 = 4,%2 = 3,x3 = 0,x4 = -3,x5 = -1 是协=0

的解，因此也是Ax = 0的解.
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§4向量空间

故也有

a3 = 一。］-“2， 冬=4。］ ^3a2~3a4.

依据向量组的秩的定义及定理6可知前面介绍的定理1、定理2、定理3、定理4中

出现的矩阵的秩都可改为向量组的秩.例如定理2可叙述为

定理2，向量组b.,b2，-,b,能由向量蛆ai,a2,-,am线性表示的充分必要条

件是

R〈a、，耘…,a“) = R(a、皿,…,a„,,b、,虬,…,0).

这里记号R(a.,a2,…,a.)既可理解为矩阵的秩，也可理解成向量组的秩.

前面我们建立定理1、定理2、定理3时，限制向量组只含有限个向量，现在我们

要去掉这一限制,把定理1、定理2、定理3推广到一般情形.推广的方法是利用向量

组的最大无关组作过渡.下面仅推广定理9,定理1和定理2的推广请读者自行

完成.

定理3，若向量组B能由向量组4线性表示，则Rb^Ra.

证 设& =s,R‘=l,并设向量组4和B的最大无关组依次为

％ 和 8o：Z>i 02,…,A”

由于向量组Bo能由向量组B线性表示，向量组B能由向量组A线性表示，向量组A

能由向量组&线性表示，因此向量组&能由向量组&线性表示，根据定理3,有

R(bi 02,…0,) “2,•••,&,),

即tWs. 证毕

今后，定理3与定理3,将不加区别，都称定理3.定理1和2与推广后的定理也不加

区别.

例11设向量组B能由向量组4线性表示，且它们的秩相等，证明向量组4与向

量组B等价.

证 设向量组4和B合并成向量组C,根据定理2,因向量组B能由向量组A

表示，故乩=7?c,又已知Rb = Ra,故有码=死=处•根据定理2的推论，知向量组A

与向量组B等价.

§4向量空间

本章§ 1中把几维向量的全体所构成的集合R"叫做n维向量空间.下面介绍向

量空间的有关知识.

定义6设V为n维向量的集合，如果集合V非空,且集合V对于向量的加法及
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第4章 向量组的线性相关性

数乘两种运算封闭,那么就称集合矿为回震空回.

所谓髓，是指在集合V中可以进行向量的加法及数乘两种运算.具体地说，就

是:若a e V,b e V,则 a+b e V;若 a e V,A w R,贝!| Aa e V.

例12 3维向量的全体蜃是一个向量空间.因为任意两个3维向量之和仍然是3

维向量，数A乘3维向量也仍然是3维向量，它们都属于B3.我们可以用有向线段形

象地表示3维向量，从而向量空间蟹可形象地看作以坐标原点为起点的有向线段的

全体.由于以原点为起点的有向线段与其终点一一对应，因此解也可看作取定坐标原

点的点空间.

类似地5维向量的全体也是一个向量空间.不过当n>3时，它没有直观的几

何意义.

例13集合 •

V= |x |x = (0,a2,---,x„)T,x2,x3,•••,«„ wR I

是一个向量空间.因为若a=(0,a2,-,a„)TeV,Z> = (0,62,-,6JTeV,AeB，则

a+Z» = (0,a2+Z>2,---,a„+6„)T e V,

Afl=(O,Aa2)",,Aa„)T e V.

例14集合

v= \x \x=(l,x2,---,xny ,x2,x3,--,x„ eK|

不是向量空间，因为若a=(l,a2)-,aJTeV,则

2a=(2,2a2,---,2a„)T V.

例15 n元齐次线性方程组的解集

S=(x |Ax = O|

是一个向量空间(称为齐次线性方程组的履空间).因为若eS,^6S,A e®,则

A(务+务)= A&+A&=0+0 = 0,即 ^+f2eS；A(A^,)=A(A^)=A0 = 0,即 性 eS.

例16非齐次线性方程组的解集

S=(x\Ax=b\

不是向量空间.因为当s为空集时,S不是向量空间；当S非空时，若I? w S,则A(2r?) =

2b^b,ifL2v^S. ,

例17设a,b为两个已知的n维向量，集合

V- j Xa+fjJb | A，^. e

是一个向量空间.因为若 xt =Xla+fi1b ,x2=X2a+/j,2b,k e B, IJl!| 有

X]+*2 = (人 1+入 2)。+ (同也2)> W V,

kxt = (k入i)a+(0i)b e V.

这个向量空间称为由向量。0所生成的向量空间，也可记为Span|fl)fc|.
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§4向量空间

一般地，电.量组9叮典，…,％所告应的向量至间为

L= (A1a1+A2a2+---+Ama„ I A! ,A2, ••• ,Am e ,

可记为 Span|fl1,a2,---,fl„,},

例]8设向量组a”％与向量组b},b2,- -,bs等价，记

Ll = \X}a}+X2a2+--+A„am \ A),A2,-" ,Am e ,

Li= \fjt,tbi+/bL2b2+---+plsbs ,02,•••,〃，eK(,

试证

证 设测x可由a,,a2, --,am线性表示.因a1 ,a2，■-,am可由b} ,b2, -,b,线性

表示，故x可由 W"…,农线性表示，所以xf.这就是说，若 “4,则"上，因此

Lg上.

类似地可证:若站L2测X w A ,因此L2QL}.

因为 LgLuhQL],所以 L, =L2.

定义7设有向量空间％及岭,若* G*,就称匕是松的逢史

例如任何由几维向量所组成的向量空间V,总有VCM",这样的向量空间总是1R"

的子空间.据此可知，例13、例15、例17中的向量空间均是的子空间.

定义8设V为向量空间，如果r个向量句,a2, --,ar e V,且满足

(i) ay,a2,---,ar 线性无关；

(ii) V中任一向量都可由％,如…,。,线性表示，

那么向量组％,%,•••,?称为向量空间V的一个基,r称为向量空间V的维数，记为

dim V=r,并称V为r维回矍至间.

如果向量空间V没有基，那么V的维数为o. 0维向量空间只含一个零向量0.
若把向量空间/看作向量组，则由最大无关组的等价定义可知，V的基就是向量

组的最大无关组，V的维数就是向量组的秩.

例如，由例8知，任何n个线性无关的几维向量都可以是向量空间IT的一个基，

且由此可知r的维数为n,所以我们把爬*称为n维向量空间.

又如，向量空间

V= i (0,x2,---,x„)t \x2,x3, — ,xn effi|

的一个基可取为e2 = (0, r,0, -,0)T, -,e„ = (0, •••,(), 1)T.并由此可知它是

n-1维向量空间.

设由向量组a},a2,-,am所生成的向量空间

L= |A,a,+A2a2 + •••+Ama„ | A),A2 > e ,

显然向量空间匕与向量组a, ,a2，-，am等价，所以向量组a1;a2,-,a„的最大无关组

就是L的一个基，向量组ax,a2,-,am的秩就是L的维数.

若向量组句，％,…,％是向量空间V的一个基测V可表示为
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第4章 向*组的线性相关性

V= \Xtal+X2a2+■■•+Xrar | Ai ,Aj, ,Ar g ®| ,

即V是基所生成的向量空间,这就较清楚地显示出向量空间V'的

构造.

例如齐次线性方程组的解空间S=|x \Ax = O\ ,若能找到解空间的一个基乌，

务，…，已则解空间可表示为

5= +•••+c„_r^„.r | C),c2,"-,c„., eBi.

定义9如果在向量空间V中取定一个基久,o2, •••,%,那么V中任一向量x可惟

一地表示为

x = XlaI+X2a2+---+Arar,

这个有序数组插，入2,…人称为向量*在基a,,a2，-,ar下的坐标，并记作(大"，…,

Ar)T. '

特别地，在几维向量空间K"中取单位坐标向量组勺/?,…，为基，则以与，

«2,•••,*„为分量的向量*可表示为

x=x,eI+x2e2+--+x„e„,

可见向量在基勺,勺,…,e“下的坐标就是该向量的分量.因此,e,,e2，-,e„叫做IE"中的自

例19设

（2 2-1] （1 4）

4 =（句,a2,a3） = 2-12 ,B=（L ,方2）= 0 3

[T 2 2, L 2/

验证如％是>3的一个基，并求禹，如在这个基下的坐标•

解 要证a,,a2>a3是IK，的一个基,只要证线性无关，即只要证A-E.

设+多2逐2+*31% 02 =*124] +*22^2+*3^3 ,即

女11 "12、

(禹，如)=(a> ,a2,a3) x2i X12 ,.

， \*31 X32y

记作B=AX.

对矩阵(W,3)施行初等行变换，若A能变为E,则alta2,a3为K3的一个基，且当

4变为E时,8变为X=>TB.
I ，

(2 2 -1

(A,B)= 2-12

2 2

1 4）] p 1 1 -1 3）
T（rl+r2*r3）

o 3 F 0 -3 0 2 -3

-4 2 f 0 3 3 -5 5
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3、 2
(\

4_A
T

「2*(-3)♦— 一.
「3+3

2_

T rf

r3~r2

_2
T

-1
2
3"J

因有4〜E,故a} q，%为瓣的一个基，且

(2_
T ■i)T

0

0

1 1 1 0 0

1

1

0 1 0 1 0 1

1
2
T

5

（们，如）二（。】，。2，%）

0 0 1

2
"T 1

-1
2

,-l 和

即b】,如在基,鼠2，。3中的坐标依次为

2 2 一 “ 4
y,-y, ‘『3

定义10在向量空间V中取定两个基…,％与力1，力2,…，如•设 '产P1*1 +
P2K2+…3=1,2,・・・，几），则

'S=P】l"]+P2】O2 + ..・+Pnl%，

》2=02。1+此2。2 +…切 “2%，

〔如=P1Q+P/2 + ・.・+P“n%，

利用矩阵，也可形式地写为

（们,万2，・・・,如）=（句,。2, •••，%）「，

这里

…Pin

P21 P22

Pn2

此式即称为婪蛭苴，矩阵p称为从基“],如…,％到基妃与广•，如的建筮B
定义11设口] ,“2,…,％与们,如，…，如是向量空间V的两个基Vae U,设口在

基&2，・.，％下的坐标为X,在基如,力2,…，如下的坐标为V,即

a=xJa]+x2a2+---+xnan = (a1,a2,-,an)x, x =
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71、
y2

a=y}bi+y2b2+••■+y„bn = (b} ,b2,■■-y=.

g

若从a,,a2，…,a“到禹，如，…，虬的过渡矩阵为P,则
a=(bi,b2,-,bjy = (al,a1,---,an)Py,

从而x=Py，此即称为坐标变魏:公式.

例20在B3中取定一个基角山,％,再取一个新基4,万203,设

8 =(禹0203)•求从基到基禹0203的过渡矩阵P,并求向量a (aeR3)在

两个基下的坐标变换公式.

解因

(a> ,。2,。3)= («1 >®2>e3)A, (e1,e2,e3)= (a； ,a2,a3)A'\

故

(禹 02 03)=(C),e2,e3')B = (ai,a2,a3)A',B,

即基变换公式为

(》i0203)= (fli,a2,a3)P,

其中矩阵P=A }B即为从旧基到新基的过渡矩阵.坐坐坐坐坐坐坐坐

设向量a在旧基和新基下的坐标分别为7,，为,*和Z|此网,即

a=(fli >a2,fl3) a=00203)

这就是从旧坐标到新坐标的坐标变换公式•

例21设蟹的两个基1和皿为

(1)求由基I到基II的过渡矩阵;
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(2)设向量c在基1下的坐标为-2,1,2,求c在基II下的坐标.

解(1)由基I到基II的过渡矩阵其中4 = (%外,。3),8 =(4,方203)・用

矩阵的初等行变换把矩阵(A ,B)中的4变成E,则B相应地变成A 'B.

(4,B)= (a1 ,a2,a3,bltb2,b3)

(1 1 1 1 2 3) (\ 0 0 -1 -1 -4A
= 0 1 1 2 3 7 r 0 1 0 1 0 6

<0 0 1 1 3 <0 0 1 1 3 b
(~\ -1 -4A

于是，过渡矩阵P= 10 6.

< 1. ■ 3 1j ..

；-18 -11 -6、

(2)易求得p-'= 5 3 2 ,故向量c在基口下的坐标(向量)为

[3 2 1J

(-2) 仁18 -11 -6) 〈13)

P1 1 = 5 3 2 1 = -3

、2, 、3 2 b < 2,

即向量c在基口下的坐标为13,-3,-2.

§5线性方程组的解的结构

在上一章中，我们已经介绍了用矩阵的初等行变换解线性方程组的方法,并建立

了两个重要定理，即

(1) n个未知数的齐次线性方程组Ax = 0有非零解的充分必要条件是系数矩阵的

秩 7?(4)<;i.

(2) n个未知数的非齐次线性方程组Ax =b有解的充分必要条件是系数矩阵A

的秩等于增广矩阵B的秩，且当7?(A)=/?(B)=n时方程组有惟一解，当7?(A) =

R(B) = r<n时方程组有无限多个解.

下面我们用向量组线性相关性的理论来讨论线性方程组的解.

一、齐次线性方程组 ，

设有齐次线性方程组
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aUXl ^~a12X2'^t* "^ainXn = °，

。2】％ 1 +^22*2 + …"*~^2n^n = °，
⑴

•a.i*i+aq*2+…+七由=°,

记

°11 a12

x =A =

amn)

则（1）式可写成

Ax = O. ⑵

若

x=fi =

务、

§2】

是方程组（1）的解向量,它也就是方程（2）的解•

由本章例15知,方程组（1）的解集S= U |Ax = O|<-个向量空间.只要找到向量

空间的一个基，就能精确描述该空间.

设So：£ …思为S的一个基，则* =蟠1+如&+…+岫（klyk2,---,k, gIR）就

是方程（2）的通解.

齐次线性方程组的解空间的一个基称为该齐次线性方程组的垄鳗蚤.由上面的

讨论可知,要求齐次线性方程组的通解，只需求出它的基础解系•

上一章我们用初等行变换的方法求线性方程组的通解,下面我们用同一方法来求

齐次线性方程组的基础解系.

设方程组（1）的系数矩阵A的秩为r,并不妨设4的前r个列向量线性无关，于是

A的行最简形矩阵为.

0妇…如一八1

0
B =

0

1 如 1 …br,n-r

… 0

0 0 7
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与B对应，即有方程组

wSi%----------妃/■,

.................  （3）

壬=-们1与+1-----------Mi”

把％”，函，…多作为自由未知数，并令它们依次等于C|昭，…,可得方程组（1 ）

的通解

pl、 f、
件,"

~brl -如2 -如,“・r
Xr+1 1 +c2 0 +•••+%, 0

劣r+2 0 1 0

< o , < 0 > k 1 >

把上式记作

X = eg 1 +c2^2 + ••• +cn-r^n-r >

可知解空间S中的任一向量*能由名，&,•••,&-,线性表示，又因为矩阵（名，

务，…思-,）中有n-r阶子式|E,_」XO,故R（专1,专2,…思-,）=m,所以5

线性无关.根据基的定义，即知£,&，•••思-，是解空间S的一个基，即乌，&，…，玲是

方程组（1）的基础解系.

在上面的讨论中,我们先求出齐次线性方程组的通解，再从通解求得基础解系.其

实我们也可先求基础解系，再写出通解.这只需在得到方程组（3）以后,令自由未知数

％取下列n-r组数

(\、 「0） r o>
0 1 0

J
:

, , • * >
:

<0； 、L
'叫、

由（3）即可得”依次为
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依据以上的讨论，还可推得

定理7设mxn矩阵4的秩R(A)=r,则儿元齐次线性方程组Ax = O的解空间S

的维数dim S = n-r (即该齐次线性方程组的自由未知数的个数).

当R(A)=n时，方程(1)只有零解，没有基础解系(此时解空间S只含一个零向

量)；当R(A)=r<n时，由定理7可知方程组(1)的基础解系含n-r个向量.因此，由最

大无关组的性质可知，方程组(1)的任何n-r个线性无关的解都可构成它的基础解

系.并由此可知齐次线性方程组的基础解系并不是惟一的，它的通解的形式也不是惟

一的.

例22求齐次线性方程组

初+ x2 - X3- *4=0,

-2«] -5x2+3x3+2x4 = 0,

7x1-7x2+3x3+ x4 = 0

的基础解系与通解.

解 对系数矩阵A作初等行变换变为行最简形矩阵，有

(\ 1 -1 T) (\ 1 -1 -n

A = 2

<7

-5

-7

3

3

2

b
r3~7rl 0

<0

-7

-14

5

10

4

们
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§5线性方程组的解的结构

(\

3_A
7~

4-
7

便得

' 2
xi

"0 0J

(*)

ny for -
及 iloj ，则对应的 为

的1 V
及

7

5_ 4
uJ

，即得基础解系

『2) 〔3、--—
7 7

5 4
t —

7 ，务- 7

1 0

0

0

1

0

1 0
2

7
5 4 0 1
0 0J

3
7此+~产

5 4
%2=了约+了劣4,

0

令 取

T
0

并由此写出通解

上一章中线性方程组的解法是从（* ）式写出通解（从通解的表达式即可得基础

解系），现在从（* ）式先取基础解系，再写出通解，两种解法其实没有多少差别.

根据（*）式,如果取 ，对应的

（n

即得不同的基础解系
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第4章 向量组的线性相关性

1

T

9

从而得通解

显然与0山2是等价的，两个通解虽然形式不一样，但都含两个任意常数，且都

可表示方程组的任一解.

上述解法中，由于行最简形矩阵的结构，将吟选为自由未知数最方便•如果要

选%!『2为自由未知数，那么就不能采用上述化系数矩阵为行最简形矩阵的“标准程

序”，而要稍作变化，具体如下：

p 1 -1 -n r-i -i 1 b 仁5 2 0 n

2 -5 3 2 4-310 4-310
r3*rl rrr2

\7 -7 3 1；
qx(-l) 〔8 -6 2 (J 〔0 0 0 0;

上式最后一个矩阵虽不是行最简形矩阵，但也具备行最简形矩阵的功能.按照这个矩

阵，取为,改为自由未知数,便可写出通解

fx3 = -4%j+3%2 ,
[x4 = 5xj-2%2

（xltx2可任意取值），

即

(c1;c2 eB),

（n (0)

X2 0 1
=C1

-4
+c2

3

、5, \-2,

而对应的基础解系为

(]) (0)

0 1

-4 3

顷2/
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§5线性方程组的解的结构

定理7不仅是线性方程组各种解法的理论基础，而且在讨论向量组的线性相关性

时也很有用.

例 23 设 AM„Bml=O,证明 7?(4)+R(B)W".

证记3 =(禹，奶，…,如)，则

4(5”如,•••,》］)= (0,0,--,0),

即

4 如=0 (i = l,2,-,Z),

表明矩阵d的I个列向量都是齐次方程组如=0的解•记方程组如=0的解空间为S,由bt e
S,知有砒 5|,如，•••»,) WdimS,而由定理 7 有 dimS = n-R(4),故 R(A)+R(B) Wn.

例24设儿元齐次线性方程组Ax = 0与诳=0同解，证明7?(A) = 7?(B).

证由于方程组如=0与故=0有相同的解空间，设为S,则由定理7即有dim 5 =
n-R(A)=n-R(B).因此 R(A) = R(B).

例 25 证明 7?(AtA) = 7?(A).
证 根据例24的结论，只需证明齐次方程组如=0与(AtA)x = 0同解：

若x 满足 Ax=0,则有 At(Ax)= 0,BP(AtA)x=0；

若 x 满足(AtA)x = 0,则 xT(ATA)x = 0,BP(Ax)T(Ar)= 0,从而 Ax = 0 (参见第 2

章例19).
综上可知方程组如=0与(AtA)x = 0同解，因此R(妃4) = R(A).

二、非齐次线性方程组

设有非齐次线性方程组

a^Xj+a^+■■■+ai„x„=bl,

a21Xl +a22X2 + '"+a2nXn=^2 > ,.
(4)

■amlx,+am2x2+■■■+amx„=bm,

它也可写作向量方程

Ax=b, (5)

向量方程(5)的解也就是方程组(4)的解向量,它具有

性质1设*=纳及*=化都是向量方程(5)的解，则xff 为准的齐次绣

，隹友建组

Ax=0 (6)

的解.

证因

A(r)1-7)2) = AT)}-Ar)2=b-b = Q,
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第4章 向量组的线性相关性

即xff满足方程（6）. 证毕

性质2设x=“是方程（5）的解,x=£是方程（6）的解，则仍是方程（5）

的解.

证因

A（^+i7）= A^+Aij = O+b=b,

即x^+rj满足方程（5）. 证毕

于是,如果求得方程（5）的一个解（称为蟹鹰）,那么方程（5）的通解为

x=it&+k&+・"+m,+r）* （们,左2,…,、w、）,

其中A，&,•••£.,是方程（6）的基础解系•

事实上，由性质2知上式右端向量总是方程（5）的解;反过来，设X。为方程（5）
的任一解,由性质1知,是方程（6）的解，从而可由其基础解系线性表示为

X°~V' =璟1+也2 + ",+松占’~,

即

X°=1? •+曜 1+垛2 + …+矿

至此我们已得到了非齐次线性方程组的解的结构：

非齐次方程组的通解=对应的齐次方程组的通解+非齐次方程组的一个特解.

例26求解方程组

初-%2一 灼+ X4 = °，

x1-x2+ x3-3x4 = 1,

X]-x2-2x3+3x4 = ~.

解 对增广矩阵B施行初等行变换:

B =

-1 -1 1 0) P -1 -1 1 0)

1 -1 1 -3 1 0 0 2 -4 1

1 -1 -2 3
1

~J
r3-rl

0 0 -1 2 -刃
~2

0

0

~2

0J
可见R（A） = R（B）=2,故方程组有解，并有

xj=x2+x4+—,

欠3 = 2%+$
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习题四

取％2=他=。,则的=%3=S，即得方程组的一个解

仁）
~2

0
广厂

2

在对应的齐次线性方程组
Xj=x2+x4f

劣3 =瓦

中，取"为

即得对应的齐次线性方程组的基础解系

于是所求通解为

1.已知向量组

习题四

证明向量组B能由向量组人线性表示，但向量组4不能由向量组B线性表示.

2.已知向量组

<-n rn (3\

1 ，约= 1 ；B：bi = 0 »2 = 2 ，如= 2

kb <0, k b
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第4章 向量组的线性相关性

证明向量组A与向量组B等价.

3.判定下列向量组是线性相关还是线性无关:

4.问a取什么值时下列向量组线性相关?

5. 设矩阵A=aaT+bb\这里a,b为n维列向量.证明：

(1) «(A) W2；

(2) 当线性相关时,/?(见)WL '

6. 设at,a2线性无关,a2+b线性相关,求向建b用皿吐线性表示的表示式.

7. 设％,纶线性相关山，奶也线性相关，问0+如，,+如是否一定线性相关？试举例说明之

8. 举例说明下列各命题是错误的：

(1) 若向量组％,%,•••,a.是线性相关的，则，可由a2,-,am线性表示；

(2) 若有不全为0的数*，桓，…,使

A|«1+A2«2+--+A„ffl,+A1h1+A2i2+-"+A.im =0

成立，则a,,a2，-,a.线性相关,们,如，…,如亦线性相关；

(3) 若只有当全为0时，等式

Ana1+A2a2+---+A„«n+AIh1+A2i2+---+A„im = 0

才能成立，则线性无关，饥,如，…，如亦线性无关；

(4) 若线性相关，饥，奶,…,、亦线性相关，则有不全为0的数心入，…,L，使

A,a1+A2a2+—+A„a.=0, AIft1+A26J+—+A,h. =0

同时成立.

9. 设 bt =at+a2 ,b2 =a2+a, ,b3 =a3+o4 ,bt =a4+a,，证明向量组 bt,b2,b},b4 线性相关.

10. 设 bt =a, ,h2=a1+a2,- -,h,=a1+a2+-- +a,,且向量组«),a2, — ,a,线性无关，证明向量组 b},

如，…,b,线性无关.

11. 设向量组a,,a2,a.线性无关，判断向量组b,,b2,b3的线性相关性：

(1) b} =al+a2,Z>2 = 2a2+3a3 ,b3 = 5at+3a2；

(2) b] =«] +2a2+3a3 ,b2 = 2a, +2fl2+4o3 ,b3 = 3a, +fl2+3o3 ；

(3) bt ,b2 = 2a2+a3 ,b3 =at +a2 +a3.

12设向量组B：b、，虬，…，b,能由向量组4：%，如…,线性表示为
> ,
(》1 02,•••,》「)二(少,％，•••，《)*,

其中K为SXT矩阵，且向量组;4线性无关.证明向量组8线性无关的充分必要条件是矩阵K的

秩 R(K)=r.
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习题四

14.利用初等行变换求下列矩阵的列向量组的一个最大无关组，并把其余列向量用最大无关组

线性表示:

<25

75

31

94

17

53

43)

132
(1)

75 94 54 134

<25 32 20 48,

,2)

15.设向量组 3 , b ,
3

/2\

3的秩为2,求a,A

2

1

3

0

2 1)

5 -1

-1 3

4 -1；

0

2

2

0

U 1

16.设向量组4 ：G] ,&2；向量组8：% ,。2，。3；向量组C：% ,。2,“4的秩为Ra=Rb = 2,Rc = 3,求向量

组腿I ,a2,2a3-3fl4 的秩.

17.设有n维向量组A :角, S，证明它们线性无关的充分必要条件是:任一 n维向量都可

由它们线性表示.

18.设向量组…，七线性相关，且伽尹0,证明存在某个向量算(2wlWm)，使q能由

。】，。2，…，算-1线性表示.

19. 设，S +。3+“・+孔，证明向量组为皿，％与向量组缶,等价.

也=%+%+•••+%-],

20. 已知3阶矩阵A与3维列向量x满足A3x=3Ax-A2x,且向量组x ,Ax ,4-线性无关.

(1)记y=Ax,z=Ay,P=(x,y,z),求 3 阶矩阵 B,使 AP=PB; (2)求莒|.

21. 设

^i=l (*i — l®i,*2,eIR,W足，i+*2+…+* = °} >

*= I (*i I »i,»j>•••,*, wIR,满足«)+«：+•"+«„ = 1| ,

问Vt,V2是不是向量空间？为什么？

22. 由 a1 = (l,l>0,0)T,fl2 = (l,0,l,l)T 所生成的向量空间记作知由 K = (2,-1,3,3)T0 =

所生成的向量空间记作上，试证L,=L2.

23. 验证a产(l,-l,0)T,』= (2,l,3)T,% = (3,l,2)T 为 W 的一个基，并把 v, = (5,0,7)T,t>2 =

(-9,-8,-13)t用这个基线性表示.

24. 已知股3的两个基为 ,.
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第4章 向量组的线性相关性

(1) 求由基％,%，%到基也》2，如的过渡矩阵P；

(2) 设向量X在前一基中的坐标为(1,1,3)T,求它在后一基中的坐标.

25.求下列齐次线性方程组的基础解系:

x1-8%2+10%3+2%4 = 0,

2%j+4%2 + 5地-*4 = 0,

3构+8*2 + 6先 3-2%4 = °；

⑴

&]-3与2 一 2«3+ *4 = °，

(2) * 3》+5叫+4*3-&4 = °，

8x)+7a;2+6%3-3%4 = 0；

(3) 7ix1 +(7i-l)%2+---+2xl,_1+xn = 0.

26.设 A 二
2-213

9-528
，求一个4x2矩阵B,使AB = O,且R(3)=2

27. 求一个齐次线性方程组，使它的基础解系为

& = (0,1,2,3)丁，务=(3,2,1,0)丁.

28. 设四元齐次线性方程组

]/1+劣2 = °，

U2-x4 = 0；

J 先]-%2+%3 = °，

U2-X3+^4=0,

求：(1)方程组I与□的基础解系；(2) I与II的公共解.

29.设几阶矩阵 A满足A2=A ,E为n阶单位矩阵，证明

&(A)+7?(A-E)=n.

提示:利用矩阵秩的性质⑥和⑧.

30. 设A为几阶矩阵(nN2),A‘为A的伴随矩阵，证明

n,当 K(A)=n,

当 R(A)『-1,

0,当玳A)Wn-2.

31. 求下列非齐次线性方程组的一个解及对应的齐次线性方程组的基础解系:

%] + 耳2 =5,

(1) « 2%]+易+豹+2%4 =1,

5xj +3x2+2x3+2x4 = 3；

(2)

«1-5x2+2x3-3%4 二 11,

5«]+3x2+6x3-在二一],

2x)+4x2+2%3 + x4 = -6.

32.设四元非齐次线性方程组的系数矩阵的秩为3,已知m，%刀3是它的三个解向量，且

求该方程组的通解.

，问a,/3为何值时:

'a、 <-n (1)

33,设有向量组A：at = 2 ,%= 1 ，。3 = 1及向量》= P
<10; \ 5 / 、幻 \ T /

(1)向量万不能由向量组4线性表示;
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习题四

(2) 向量方能由向量组4线性表示，且表示式惟一；

(3) 向量b能由向量组4线性表示，且表示式不惟一，并求一般表示式.

34.设

(a?+6?0O,i=l,2,3),

4 ：alx+bly+c[ =0,

证明三直线，12:必+。2 = 0,相交于一点的充分必要条件为:向量组3线性无关，且向量组a,b,c

l3 ：a3x-^b3y+c3 = 0

线性相关.

35.设矩阵 A = (at ,fl2,fl3 ,如),其中。2，&3 »«4 线性无关,？ = &2 -“3，向量万=。1 +。2 +。3 +«4 ,求方

程Ax=b的通解.

36设工是非齐次线性方程组如"的一个解布，务，…占…是对应的齐次线性方程组的一个

基础解系.证明：

(1)(思占2,…，心线性无关；

⑵"*好1，" •殖2,…，矿+线性无关.

37.设纳，如，m是非齐次线性方程组Ax=b的S个解，月为实数，满足k\+k+…+

4 = 1.证明

* =如纳+左2^2+…+4吼

也是它的解.

38.设非齐次线性方程组如=3的系数矩阵的秩为功，如…，町…】是它的n-r+1个线性无关

的解(由题36知它确有n-r+1个线性无关的解).试证它的任一解可表示为

*=如纳也欢+…+如(其中如+散+…+■+)= 】)•

第4章自测题
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第5章
相似矩阵及二次型

本章主要讨论方阵的特征值与特征向量、方阵的相似对角化和二次型的化简等

问题.

§1向量的内积、长度及正交性

定义1设有口维向量

(*,，)=气，1+多2>2+ …+*>•，■，

(X,7)称为向量x与7的内积.

内积是两个向量之间的一种运算，其结果是一个实数,用矩阵记号表示，当x与了

都是列向量时，有

(X,J)= XTJ.

内积具有下列性质(其中X,"为n维向量，入为实数)：

⑴(x,j)= (y,x),

(ii) (Ax,>)=A(x,j),
(iii) (x+j,z)= (x,z)+&,z),

(iv) 当 x=0 时,(x,x)=O；当 时当 x,x)>0.

这些性质可根据内积定义直接证明，请读者给出相关证明.利用这些性质,还可证
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§1向量的内积、长度及正交性

明磨巨英（一切坦缨）丕律其（这里不证）

（x,，）2w（x,x）（y,y）.

在解析几何中，我们曾引进向量的数量积

X • j>= |x| IjIcos e,

且在直角坐标系中,有数量积的计算公式

（*1 ,«2.*3）•（外，力，，3）= *1由+/2为+*3,3,

n维向量的内积是数量积的一种推广，但n维向量没有3维向量那样直观的长度和夹

角的概念，因此只能按数量积的直角坐标计算公式来推广.并且反过来，利用内积来定

义n维向量的长度和夹角.

定义2令•

II X II =v/（x,x） = ： ； ••• 、,
II X ||称为n维向量X的长度（或范数）.

向量的长度具有下述性质：

⑴ 非负性 当x=0时，||x|| >0；当x = 0时，||x|| =0,

（ii）齐次性 || Ax || =|A| ||x|| ,

可见这里所定义的向量长度具有解析几何中向量长度的基本属性.

当||x II =1时，称X为单位向量.若a尹0,取a,则x是一个单位向量.由
II a II

向量a得到x的过程称为把向量a单妙.

由施瓦茨不等式，有

当 ms* 时）,

于是有下面的定义:

当 x#0,j-#0时,

°=arccos
g)

llxll 11,11

称为e维向量X与》的凝.

当（x,j）= 0时,称向量X,与y正交.显然,零向量与任何向量都正交.

所谓正变回量组，是指一组两两正交的非零向量.下面讨论正变向童组的性质：

定理1若n维向量％ ,a2，…,a,是一蛆两两正交的非零向量，则a},a2，…,a,线

性无关.

证 设有兀,人2,…，人,使

Xiaj+X2a2+---+Xrar = 0,
以％与上式两端作内积,因当旧2时,（％,a,）=0,故得

回

回
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第5章 相似矩阵及二次型

A](a1,a,)=O,

因句尹0,故|| «! || F,从而必有入1=0.类似可证A2=0,--,Ar = 0.于是向

量组,a2,---,ar线性无关. 证毕

例1已知3维向量空间B3中两个向量

1 (H
-2

正交，试求一个非零向量。3,使勺,a2 ,a3两两正交.

解记

A =
q 1
、i -2

1、

a3应满足齐次线性方程组Ax = 0,即

1
1

1
-2

‘°)
Q

由

A~
1

-3

1 0 1

、0 1 0

得
%】=一％3

，从而有基础解系
x2 = 0

即合所求.

仁1) r-n
0 .取 a3 = 0

定义3设几维向量备占2,…思是向量空间V (VCB")的一个基，若务思，…,

E两两正交，且都是单位向量，则称^，^，…思是V的一个燧正避•

例如

专i =

/1 \ f 0) (0 )
0 0

，&2 = ，^4 =

0 0

、0) 、o>

就是庭的一个标准正交基.

若E ,琮，…宙是V的一个标准正交基，那么V中任一向量a应能由 E，…思

线性表示，设表示式为
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§1向量的内积、长度及正交性

口二人£1+人2& +…+入布，

为求其中的系数兀。=1,2，…,r),可用H左乘上式，有

£a=入古:金=—,

即

大产必a = (a,会)，

这就是向量在标准正交基下的坐标的计算公式•利用这个公式能方便地求得向量的坐

标，因此，我们在给向量空间取基时常常取标准正交基.

设O1,a2, •••,%是向量空间V的一个基，要求V的一个标准正交基.这也就是要找

一组两两正交的单位向量孔，务，…思，使A，&，…思与名…,4等价.这样一个

问题，称为把基红，a?：二，%标快买交化.
我们可以前斥疝函云?二?云标准正交化:取

(。2 01)
b, =a, b、,

(a,,bi),如) (a,,、)
b,=a,-------- b}-------- b2---------------------A—,

00)(") (妇 0T)

容易验证 b} ,b2, ■■■,br 两两正交，且 b} ,b2，■-,bT 与 a} ,a2, ••-,ar 等价.

然后把它们单位化，即取

'产 II 们 II & = II 如 II 如

就是V的一个标准正交基.

上述从线性无关向量组a, ,a2，■-,ar导出正交向量组b},b2，…,b,的过程称为施

密特(Schmidt)正交化.它不仅满足与电,％,…,。，等价，还满足:对任何

k(lWkWr),向量组 hj ,b2, — ,bt 与 ,a2, - ,ak 等价.

例2
(］、 r-n (4)

设 2 ，“2 = 3 ，“3 = -1

< L ＜们

，试用施密特正交化把这组向量标准正

交化

解取

奴=%,

r-n
> ,
(n (-1、

(a2>*i) 4 5
b2-a2 --------- j_

II Ml2
3 ¥ 2 =T 1

I-J
k L
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第5章 相似矩阵及二次型

（“3，方】）（“3 ,*2）匚

,_Tmt 2 2

(4、 /
1

-1

< o；

f-n rn
5

+y 1 =2 0
I lb

再把它们单位化，取

务 Fll 76
L 1

（n r-n
b2 1

2 152 II Ml 史

〔-J 〔J

几何直观

备占2,备即合所求.

本例中各向量如图5.1所示.用解析几何的术语

解释如下：

b2=a2-c2,而c2为。2在们上的投影向量，即

如（。201）*
—=VT^TZ,>-

'II b} II J II 们 || II bl II

b3 =a3-c3,而C3为％在平行于万1,万2的平面上的投

影向量，由于b,lb2）故C3等于%分别在by ,b2上的投

影向量C31及J之和,即

（。3,们）“ （a3,b2）
C3 =c3i +C32 =---------------- ----------------------------b2.Il^i II2 \\^2\\2

图5.1

例3已知句= 1 ，求一组非零向量%，。3，使， ,%两两正交.

U)
解％,。3应满足方程<X = O,即

X\ +x2+x3 = 0,
它的基础解系为

r-n 仁1)

1 0

k k b
把基础解系正交化,亦即取坐坐坐坐坐坐坐坐

r-n
1“2=8 =

I 0J
(&,£)

f 产

r-n

0 1

<-n

-1

、2>
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§1向量的内积、长度及正交性

因％,a,是昌,&的线性组合，故它们仍与？正交，于是％,约即合所求.

定义4如果n阶矩阵A满足

ArA=E (即4-'=妒)，

那么称4为正交空停.

上式用4的列向量表示，即是

.(a},a2,--,an) = E,

a\\ n J

这也就是必个关系式… ..-..........

这就说明:方阵4为正交矩阵的充分必要条件是A的列向量都是单位向量,且两两

正交.

因为4叹=£与AA『=E等价，所以上述结论对4的行向量亦成立.

由此可见,n阶正交矩阵A的n个列(行)向量构成向量空间B"的一个标准正

交基

例4验证矩阵

r_i_ 1_
_ ~2 T

j_
一 ~2 -T T

1 1 0 0
无 反

0
k

0
1 1
瓦

是正交矩阵.

证P的每个列向量都是单位向量，且两两正交，所以P是正交矩阵.

正交矩阵有下述性质：，

(i) 若4为正交矩阵，则A-'=At也是正交矩阵，且S I = 1或-1;
(ii) 若A和B都是正交矩阵，则4B也是正交矩阵.

这些性质都可根据正交矩阵的定义直接证得，请读者证明之.

定义5若F为正交矩阵，则线性变换y = Px称为耍变娈婆.

设了=&为正交变换，则有

\\y\\ =但=）此?如=疗7= || x ||.

119祝大家金榜题名顺利上岸------------



第5章 相似矩阵及二次型

由于II X ||表示向量的长度，相当于线段的长度，因此IIJ II = ||x ||说明经正交变

换线段长度保持不变(从而三角形的形状保持不变)，这是正交变换的优良特性.

1 . .

§ 2方阵的特征值与特征向量

工程技术中的一些问题，如振动问题和稳定性问题，常可归结为求一个方阵的特

征值和特征向量的问题.数学中诸如方阵的对角化及解微分方程组等问题，也都要用

到特征值的理论.

定义6设A是n阶矩阵，如果数人和n维非零列向量x使关系式

Ax = Xx (1)

成立,那么这样的数A称为矩阵4的笠镇非零向量x称为A的对应于特征值人的

(1)式也可写成

(A-AE)x = O,

这是n个未知数n个方程的齐次线性方程组,它有非零解的充分必要条件是系数行列式

|A-A£|=O,

即

41 I A12 al»

^21 ttjj-A … Ojn
B :: ： =°-

a„2 ••- a„„-A

上式是以人为未知数的一元几次方程，称为矩阵■的皆建方荐,其左端\A-XE\

是大的n次多项式,记作/<入)，称为矩阵A的顺多项或显然,4的特征值就是特征

方程的解•特征方程在复数范围内恒有解,其个数为方程的次数(重根按重数计算),因

此,n阶矩阵A在复数范围内有n个特征值.

设儿阶矩阵A = (aQ的特征值为入“J,…人，不难证明①

(i) +•••+A„=a11+a22+•••+«„„ (其中 On+a^+•••+«„„称为 A 的夔，记为 tr(A));

(ii) A1A2---A„= \A |.

由(ii)可知4是可逆矩阵的充分必要条件是它的n个特征值全不为零.
> .

①/(A)= (A,-A)(A2-A)-(A,-A),其中喜和尸的系数依次为入浦2…蓦和(-1)""(A1+A2+-+A.)>

故只需证明多项式lA-AE |中人°和 必'的系数依次为|A |ffi(-l)-,(O,1+a22+-+aI„).
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§2方阵的特征值与特征向量

设Xf 为矩阵A的一个特征值，则由方程

(A-A,E)x = O

可求得非零解x=Pi,那么Pi便是A的对应于特征值A,的特征向量.(若人，为实数,则

Pi可取实向量;若A;为复数，则P,.为复向量.)

(3 -1)
例5求矩阵A= 的特征值和特征向量•1-1 3；

解A的特征多项式为

3—入 一 1
\A-kE\= =(3-A)2-l = 8-6A+A2 = (4-A)(2-A),

-1 3—A

所以4的特征值为入产2以2 = 4.

当人产2时，对应的特征向量应满足

解得为=地,所以对应的特征向量可取为

当人2 =4时，由

即

解得叫=-气，所以对应的特征向量可取为

Pi= I 1「

显然，若P, 3=1,2)是矩阵4’的对应于特征值人，的特征向量，则m gO)也

是对应于A,的特征向量.

例6求矩阵
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第5章 相似矩阵及二次型

r-i i 0)
A = -4 3 0

k 1 0 2/
的特征值和特征向量.

解4的特征多项式为

-1-A 1 0

\A-XE\ = 一4 3-/I 0 =(2-A)(l-A)2,

1 0 2-A

所以4的特征值为土 =2,入2=人3 = 1・

当人产2时,解方程(A-2E)x = 0.由
r-3 .1 o] p o o>

A-2E = -4 1 0 r 0 . 1 0

110 0) 、° o °>

得基础解系

所以际I (必0)是对应于A,=2的全部特征向量.

当A2=A3 = 1时,解方程(A-£)x = O.由

r-2 i 0) (\ o n

A-E = -4 2 0 —0 1 2

< 1 o o o?

得基础解系

r-n

P2= -2 ,

A L
所以切2 0X0)是对应于A2=A3 = 1的全部特征向量.

例7设入是方阵A的特征值,证明：

(1) A2是妒的特征值；

(2)当4可逆时，-是A-'的特征值.
A

证 因入是A的特征值,'故有p尹0使于是

(1) 因为A2p=4(4〃)= A(入p)=4(Ap)=12p,所以入2是妒的特征值.

(2) 当4可逆时，由Ap = Ap,Wp = AA-1p,Sp^0,知人尹0,故
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§2方阵的特征值与特征向量

1
4 P = ~P,

A

所以:是的特征值

A

按此例类推，不难证明:若入是4的特征值，则H是泌的特征值冲(入)是弑A)

的特征值(其中 ^p(A)= a0+a1A + "-+a„A"'是 A 的多项式,<p(A')= a0E+a]A+---+amAm

是矩阵A的多项式).这是特征值的一个重要性质・
例8设3阶矩阵A的特征值为1,-1,2,求4*+3A-2E的特征值

解 因A的特征值全不为0,知A可逆，故A* = \A\A-',而|4 | =从入2入3 =-2,

所以

A , +3A-2E = -2A^'+3A-2E.

2
把上式记作弑A),有以人)=-：+3人-2.这里冲(4)虽不是矩阵多项式,但也具有矩阵

A

多项式的特性，从而可得以4)的特征值为次1)=-1冲(-1)=-3, *2)=3.

下面介绍特征向量的一些性质.

定理2设A,,A2,-,Am是方阵A的m个特征值,Pi,P2,…,P”依次是与之对应

的特征向量，如果人1,桓，…,L各不相等，则P"P2,…，Pb线性无关・

证用数学归纳法.

当m=l时，因特征向量p,#0,故只含一个向量的向量组Pi线性无关.

假设当m=k-1时结论成立，要证当m-k时结论也成立.即假设向量组p} ,p2,'" >

Pi线性无关，要证向量组P|,P2,…,P*线性无关.为此，设有

x}pi+xj>2+■■■+x^iPll_i+xkpi = 0, (2)

用A左乘上式，得

x}Ap, +x2Ap2+…+xk_tAp^ +xkApk = 0,
即

xtA]pt+x2X2p2 + ■■- +xtAtpt = 0. (3)
(3)式减去(2)式的从倍，得

，](人 I —A*)P] +七(入2一人*)，2 + 人)P*-1
按归纳假设 Pi,P2,…,Pi 线性无关，故 xi(A,-A*)=0(i=l,2,--,*-l).而 AMO
(i= 1,2, ••"-】)，于是得气=0。= 1,2,•••/-]),代入(2)式得皿=0,而P,尹0,得

»t = 0.因此，向量蛆P1,P2,…,P*线性无关. 证毕

推论 设从和入2是方阵A的两个不同特征值，鼻，务，…，女和圳，0, •••,!»,分

别是对应于兀和人2的线性无关的特征向量，则名，务，…，女，纳，"2,…，％线性无

关.(证明留作习题)

上述推论表明:对应于两个不同特征值的线性无关的特征向量组,合起来仍是线
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第5章 相似矩阵及二次型

性无关的.这一结论对m (mm2)个特征值的情形也成立.

例9设人|和人2是矩阵4的两个不同的特征值，对应的特征向量依次为Pi和

P2,证明P1+P2不是4的特征向量.

证按题设，有=人的,4?2=入2「2,故

4(P|+P2)=入lPl+人 2〃2・

用反证法，假设P1+P2是A的特征向量,则应存在数人，使A(Pi+P2)=入(P1+P2),

于是

A(P)+Pj)= Alp1+A2p2,

即

(A|-A)P)+(A2-A)p2=0,

因AX入2,按定理2知as线性无关，故由上式得A1-A=A2-A=0,即A,=A2j与题

设矛盾.因此P/P2不是4的特征向量.

§3相似矩阵

定义7设都是n阶矩阵,若有可逆矩阵P,使

P'AP=B,

则称8是A的坦似秘，或说矩阵4与B相似.对4进行运算P 'AP称为对4进行

担似整 > 可逆矩阵,称为把4变成B的祖似变换矩阵.

定理3若n阶矩阵A与相似，则A与B的特征多项式相同，从而4与3的特

征值亦相同.

证 因4与B相似，即有可逆矩阵P,使P 'AP=B.故

\B-XE\=\P-'AP-P-\XE)P\=\P-XA-XE')P\

=| |A-AE| |P|= |A-A£|. 证毕

推论 若n阶矩阵A与对角矩阵

禹 、

人2
4= .

相似，则即是4’的n个特征值.

证 因即是4的n个特征值，由定理3知A1)A2,-,A„也就是4

的n个特征值. 证毕
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§3相似矩阵

在第2章中我们曾得出结论:若A=PBP ' ,^Ak=PBkP '.A的多项式

9(4) = Pp(3)pT.

特别地,若有可逆矩阵P使P 'AP=A为对角矩阵，即若4相似于对角矩阵A,则

Ak=PAkp-', <p(A) = P<p(A')P^.

而对于对角矩阵4,有

,甲(A) =

W(人 1)

伊(入2)

、

夙入《■),

由此可方便地计算4的多项式<p(A). .
下面我们要讨论的主要问题是：对几阶矩阵4,是否存在相似变换矩阵P,使

P 'AP=A为对角矩阵，如果这样的P存在，则称矩阵M可双略

假设已经找到可逆矩阵『，使P 'AP=A为对角矩阵.把P用其列向量表示为

P=(Pi,P2,“・,P”)，

由pT4P=4,得*P=助，即

入2
4(P1,，2,…，P”)= (〃1,P2,…，P”) =(A1p1,A2p2,---,A„P„),

、 "皿

于是有

^Pi = ^iPi 。=1,2,•••,〃).
可见兀是4的特征值，而P的列向量p,.就是4的对应于特征值桓的特征向量.由于

P可逆，所以A有n个线性无关的特征向量Pi ,p2，…,pn.

反之，若4有口个线性无关的特征向量P],p2,-,p„,其中P,对应于特征值兀，则

矩阵P=(Pi ,P2,・",P”)可逆，且AP=P4,这.里降= diag(人1,入2,…，人,于是P'AP =

4,即4与对角矩阵相似..

由上面的讨论即有

定理4 n阶矩阵A与对角矩阵相似(即A可对角化)的充分必要条件是A有n

个线性无关的特征向量.

联系定理2,可得

推论 如果n阶矩阵4的几个特征值互不相等，则4与对角矩阵相似.

当A的特征方程有重根时，就不一定有n个线性无关的特征向量,从而不一定能

125

祝大家金榜题名顺利上岸------------



第5章 相似矩阵及二次型

对角化.例如在例6中A的特征方程有重根，确实找不到3个线性无关的特征向量，因

此例6中的4不可对角化.

例10设矩阵

(-2 1 n

A= 0 2

、-4 1
0

3,

问A能否对角化？若能,则求可逆矩阵P和对角矩阵4,使P 'AP^A.

解先求4的特征值.

-2-A 1 1
—2-入 1

\A-kE\= 0 2-A 0 =(2-A)
-4 3-A

-4 1. 3-A

=(2-A )(A2-A-2)=-(A + l)(A-2)2,

所以4的特征值为人产-1,入2=入3 = 2.
再求4的特征向量.

当A,=-l时,解方程(A+E)x = 0.由

仁1 1 a 0 T)
A+E = 0 3 0 T 0 1 0

厂4 1 [0 0 0,
得对应的特征向量

1

[1

当A2=A3 = 2时,解方程(A-2E)x = 0.由

r-4 i n r-4 i n

A-2E = 0 0 0 0 0 0

、-4 1 L 、0 0 0)

得对应的线性无关特征向量

P产

(0) HA

1 ，P3 = 0

lL $

由定理2的推论，知p},p2,Pi线性无关，再由定理4知4可对角化;并且若记

', H 0 1、

P=(P"P2,P3)= 0 I。，

、1 T们
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§4对称矩阵的对角化

则有

p-,AP = diag(-l>2,2),

要注意上式中对角矩阵的对角元的排列次序应与P中列向量的排列次序一致.

例11设

<o o n
A= 1 1 t ,

、1 0 0,

问t为何值时，矩阵4可对角化？

解由

-A 0 11

\A-XE | = 1 1-A t =(1-A') =-(A-l)2(A + l),
1 ~X

1 0 -A

得 A，i= — 1,人 2=人 3 = L

当单根入产-1时，可求得线性无关的特征向量恰有1个,故矩阵A可对角化的充

分必要条件是对应重根A2=A3 = 1,有2个线性无关的特征向量，即方程(A-E)x = 0有

2个线性无关的解,亦即系数矩阵4-E的秩R(A-E)= 1.由

r-i 0 n (\ 0 T)
A-E = i 0 t

r 0 0 z+1

< ] 0 -L <0 0

要 R(4-E)= 1,得 *1 = 0,即 2-1.

因此，当村-1时，矩阵4可对角化.

§ 4对称矩阵的对角化

一个儿阶矩阵具备什么条件才能有几个线性无关的特征向量，从而可对角化？这

是一个较复杂的问题.我们对此不进行一般性的讨论，而仅讨论当A为对称矩阵的

情形.

先介绍两个关于对称矩阵的特征值和特征向量的性质.

性质1对称矩阵的特征值为实数.

证 先介绍一个记号.设复数矩'阵x=(舄)，初为约的共辘复数，记另=(初),即X

是由X的对应元素的共貌复数构成的矩阵.

设复数义为对称矩阵4的特征值，复向量x为对应的特征向量，即Ax = Ax,x#0.
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第5章 相似矩阵及二次型

用厂表示入的共辗复数，而4为实矩阵，有4=4,故Ax=Ax=Ax = Xx = Xx.于

是有

xtAx =xT(Ar) = xTAx = XxTx

及

xtAx= (xTAT)r= (Ax)Tx= ( Ax)tx = Axtx,

两式相减，得

(A-A)xtx = O,

但因x^O,所以

XrX=文祁产文|气|2邳，
i= 1 f = 1

故A-A=O,即人=寿这就说明人是实数. 证毕

显然，当特征值入，为实数时，齐次线性方程组

(A-A,E)x = 0

是实系数方程组，由|A-A;£|= 0知必有实的基础解系，所以对应的特征向量可以取

实向量.

性质2设A,,A2是对称矩阵4的两个特征值,Pi ,0是对应的特征向量若八尹

入2,则Pl与P2正交，

证 人的=处],人2「2=切2人乂人2・

因A为对称矩阵，故人iP； = (人iPi)T=(4pi)T=P；AT=P；4,于是

A 1P；P2 =P；4P2 =P；(人2P2 )=入2P：P2 ,

即

(A]-A2)p>2 = 0.

但入入2,故P：P2=°,即Pl与P2正交. 证毕

定理5设A为□阶对称矩阵，则必有正交矩阵P,使P}AP = PtAP=A,其中4

是以4的n个特征值为对角元的对角矩阵.

此定理不予证明.

性质3设A为n阶对称矩阵，人是A的特征方程的k重根，则矩阵A-AE的秩R(A- k

AE)=n-k,从而对应特征值人恰有&个线性无关的特征向量.

证 按定理5知对称矩阵4与对角矩阵A = diag(A1,A2,"-,A„)相似，从而A-AE

与A-AE = diag(A1-A ,A2-A• ,A„-A)相似.当 A 是* 的 k 重特征根时,Aj ,A2, •,,,A„

这口个特征值中有k个等于X,^n-k个不等于A,从而对角矩阵A-XE的对角元恰

有"个等于 0,于是 R(A-XE)=n-k.而R(A-4E) = R(4-入E)，所以 R(A-XE)=n-k.

证毕
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§4对称矩阵的对角化

依据定理5及性质3,我们有下述把n阶对称矩阵A对角化的步骤：

(i)求出A的全部互不相等的特征值A ”人2,…，入，，它们的重数依次为片也，…,

kx (k} +左2+…+低=几).

(ii)对每个4重特征值兀,求方程(A-A,-E)x = O的基础解系，得k,个线性无关的

特征向量.再把它们正交化、单位化，得氏个两两正交的单位特征向量.因仇+奶+•••+

k=n,故总共可得n个两两正交的单位特征向量.

(也)把这几个两两正交的单位特征向量构成正交矩阵P,便有P 'AP = PJAP =

4注意4中对角元的排列次序应与P中列向量的排列次序相对应.

例12设
r o -1 b

A- -1 0 1
< 1 10,

求一个正交矩阵F,使P 'AP=A为对角矩阵.

求得4的特征值为A|=-2,A2=A3 = 1.
对应入产-2,解方程(A+2E)x = 0,由

,2-11) (\ o n
A+2E = -1 2 1 r 0 1 1

< 1 12, 0 o o?

对应大2=入3 = 1,解方程(A-E)x = O,由

仁1)

得基础解系名= -i .将乌单位化，得P产!
/Q -1
3

、L

, 仁 1 -1 B p i -n
A-E = -1 -1 1 r 0 0 0

< 1 1 -b o g
’T) f1

得基础解系& = 1 ,&= 0

将务由正交化:取邛2=§2,
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第5章 相似矩阵及二次型

再将V2 ,，3单位化，得

十3 ~rr
II Vi II

r-n
1 ,P3 =

、S
将Pi ,P2,P3构成正交矩阵

P=(Pl ,Pi ,P3)=

1 1 \
76

1 1
■Jl 76

0 4
76 J

有

r-2

P'AP=PrAP=A= 0

、0

0 0)

1 0

0 L
(2

例13设A =
Ji

「J,求 A”.

解因*对称，故4可对角化,即有可逆矩阵P及对角矩阵4,使P 'AP=A.于是

A =PAP '，从而 A^=PAnP '.由

|A-A£ I =
2-入 -1

-1 2-A
=A2-4A+3=(A-l)(A-3),

得A的特征值A1 = 1,A2 = 3.于是

'1 0、 ‘1 0、
A- ,A"=

、o 3； 、0 3">

(1 -I), '1 -1、
对应人1 = 1,由4-E=

<0 0；
，得£产

fi 1} , i fi n
并有「=(£,&)=】 」，再求出户"于是

U T J z U

<-1 -1、 <1 1、
对应 A2 = 3,由 A-3E =

L -b
-—

<0 oy
，得《2 =

ifi 1)n °)口 i) ifi+3" 1-3”、
1+3七

130

祝大家金榜题名顺利上岸------------



§5二次型及其标准形

§5二次型及其标准形

在解析几何中,为了便于研究二次曲线

ax2 ^bxy+cy1 = 1 (4)
的几何性质，可以选择适当的坐标旋转变换

p=x,cos e-y'sin 6,
[y=%,sin 0+yrcos 0,

把方程(4)化为标准形

，2 f*2 _ tmx +ny = 1.

(4)式的左边是一个二次齐次多项式，从代数学的观点看，化标准形的过程就是

通过变量的线性变换化简一个二次齐次多项式,使它只含有平方项.这样一个问题,在

许多理论问题或实际问题中常会遇到.现在我们把这类问题一般化，讨论n个变量的

二次齐次多项式的化简问题.

定义8含有"个变量气，“，…,％的二次齐次函数

,*2= an^+a32^+"-+annxl+2at2xlx2+2al3xlx3+---+2an_l „x„_}xn (5)
称为三缨.

当j>i时，取a■广a§,则2"；改=叩，为+"；产,.，于是(5)式可写成

/=an^+a12a;1*24---+a1„a:1x1,+a2i«2«1+a22X2+—+a2,x2xB+•••+a.)x.x1+al^x„«2+•••+a„X

=£ a产阶 (6)
寸1

当％为复数时，f称为宴三氏型;当勾为实数时，/称为实三好.这里,我们仅讨

论实二次型.

若二次型只含有平方项，则称为检谨三次型(简称标准形);若二次型形如/=^ +

^ +•••+《~^2 -…或，则称为规范二次型(简称规范形).

利用矩阵,二次型(6)可表示为

f=x,(a1Ixl+a12x2+---+al„xn)+x2(a2,x,+a22x2+---+a2nx„)+-"+x„(a„lxI+a^x2+---+a„„xn)
+■■■+al„x„y

a21Xl +a22X2 +，，，+^2nXn

=(的，％2，.../“)

、％】气+%2*2+ •.•+%“与/
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第5章 相似矩阵及二次型

则二次型可用矩阵记作

f=xrAx, (7)
其中A为对称矩阵.

例如,二次型f=x2-3z2-4xy+yz用矩阵记号写出来，就是

f=(x,y,z)

o 2
任给一个二次型,就惟一地确定一个对称矩阵;反之，任给一个对称矩阵，也可惟

一地确定一个二次型.这样，二次型与对称矩阵之间存在一一对应的关系.因此，我们

把对称矩阵A叫做三次装/的矩阵，也把■/•叫做庖称旎阵A的是这尊.对称矩阵4的

秩就叫做三四型f的秩.

对二次型，我们讨论的主要问题是:是否存在可逆的线性变换(若存在，如何寻找)：

■x1=c11y1+cI2y2+---+c)ny„,

x2=c2lyl+c12y2+---+c2nyl,,

^„=cn,y,+cn2y2+■■■+c„„yn,

使原二次型变成标准形.

记C=(cQ,把可逆变换(8)记作

x = Cy,

代人(7)式,^f=xJAx = (CyyACy =矿(C7AC)y.

定义9设4和8是几阶矩阵,若有可逆矩阵C,使B = CAC,则称矩阵4与8
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§5二次型及其标准形

显然，若A为对称矩阵，则B = CtAC也为对称矩阵，且R(3)=R(4).事实上，

Bt = (CtAC)t = CtAtC=CtAC=B,

即B为对称矩阵.又因B = CyAC,而C可逆，从而CT也可逆，由矩阵秩的性质即知

夫(B)=R(4).

由此可知，经可逆变换x = Cy后，二次型/的矩阵由A变为与A合同的矩阵

且二次型的秩不变.

要使二次型经可逆变换r = Cy变成标准形，这就是要使

、0)
yTCrACy =如拭+切：+・・・+幻《=(为，无，…必)

k2 y2

也就是要使CtAC成为对角矩阵.因此，我们的主要问题就是:对于对称矩阵4,是否

存在可逆矩阵C,使CrAC为对角矩阵这个问题称为把迎称矩座4食同对角佟

由上节定理5知,任给对称矩阵A，总有正交矩阵P,使P 'AP =A,即PrAP =4.把

此结论应用于二次型，即有

定理6任给二次型户 % ag (a广四)，总有正交变换x=Py,使，化为标准形

y=入苛+大2孩+…+人,

其中Ai,A2,-,A„是/的矩阵4 = (%)的特征值.

推论任给n元二次型f(x) = xTAx (At=A),总有可逆变换x = Cz,使/"(Cz)为

规范形.

证按定理6,有
六Py)=Air=人1♦+大2矿+…+火辰.

设二次型/的秩为r,则特征值人,.中恰有r个不为0,无妨设A1,A2,-,Ar不等于0,

Ar+1=AM2 = -=A„=0.令

% 、

K= . ，

其中
> .

1

、1, ，>r,
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第5章 相似矩阵及二次型

则K可逆，变换y-Kz把/'(Py)化为

/(PXz) = ztKtPtAPAz ^iCAKz,

而

t ( A) A2 X, '
K 4X=diag -j—j-.-i—j-,r,0,---,0

\ I A j I IA21 I Ar I y

记C=PK,即知可逆变换x = Cz把/化成规范形

A i - Ao 0 Ar -
/(Cz)=iCT1+KTZ2+-Wf-

例14求一个正交变换x=Pj,把二次型

/= -2x}x2^2x}x3^2x2x3

化为标准形. ,

解二次型/的矩阵为

/ 0 -1 1、

A= -1 0 1 ,

、1 1 0,
这与例12所给矩阵相同.按例12的结果，有正交矩阵

[1 1 ])

_____ 1_ 1 1
_石 反后，

1 2
—— 0 —

、H M >

使

(-1 0 0)

PrAP=A= 0 10,

<001,

于是有正交变换

证毕

把二次型■/化成标准形
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§6用配方法化二次型成标准形

f=-2y\+y\+y\.
如果要把二次型/■化成规范形，只需令

>2 = Z2 ,

■73 = Z3 ,

即得/的规范形

y=-z《+z；+z；

§6用配方法化二次型成标准形

用正交变换化二次型成标准形，具有保持几何形状不变的优点.如果不限于用正

交变换，那么还可以有多种方法(对应有多个可逆的线性变换)把二次型化成标准

形.这里只介绍拉格朗日配方法，下面举例来说明这种方法.

例15化二次型

/=/：+2必+5*；+2% ] “2+2,1+6*2* 3

成标准形，并求所用的变换矩阵.

解 由于中含变量为的平方项，故把含的的项归并起来，配方可得

f =x^+2xtx2+2xtx3+2x2+5xl+6x2x3

=(x, +x2 +x3)2 -«2 -xj~2x2x3+2x2+5xj +6x2x3

=(Xj+x2+x3) 2+%2+4%2%3+4%3,

上式右端除第一项外巳不再含初.继续配方，可得

/= («[ +x2 +x3 )2+(x2+2x3)2.

丸二%】+劣2+ %3， 气=力-，2+，3,

令＜

变换矩]

，2 = A；2+2x3，即《

J3 = ^3，

车为

“2= y2-2y3,就把/化成标准形(规范形)/=n+yL所用

«3= ，3 ,

H -1 1)
(

例16化二次型

7= 0 1 -2 ( |C| = 1#O).
° b

> .

f — 2% j %2 + 2% j —6劣2%3

成规范形，并求所用的变换矩阵.
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第5章 相似矩阵及二次型

解在/中不合平方项.由于含有气知乘积项，故令

%=为+为，

*3 =y3,

代入可得

/= 2R -2y； -4y/3+8无为•

再配方，得

产=2 （为-为）2 -2（为-2为）2+6*

Z产次（丸-*3），

令Z2=*（为-2为）,■即

、知=肪丁3,

1 1
F+殆

1 ' 2
丁2=无『甘3,就把/'化成规范形

1

y=z：-z；+z；,
所用变换矩阵为

(lc|=--^#o).
76

(1 n 1 \ (1 1 3 )

rl 1 0)
*

V
76 次 76

c= 1 -1 0 0
1 2

76
1

■J2

1
72 76

\0
。J

0 0
1

76 ,
0 0 1

76,

一般地，任何二次型都可用上面两例的方法找到可逆变换，把二次型化成标准形

（或规范形）.

§7正定二次型

二次型的标准形显然不是惟一的，只是标准形中所含项数是确定的（即是二次型

的秩）.不仅如此，在限定变换为实变换时，标准形中正系数的个数是不变的（从而负系

数的个数也不变），也就是有

定理7设二次型，=，仙的秩为r,且有两个可逆变换

x-Cy 及 x-Pz
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§7正定二次型

板+旧+…+4/ (如尹o)

及

/=A)Z)+A2Z2+•••+aX (A；#0),

则 ",•••",中正数的个数与A,,A2，-,A,中正数的个数相等.

这个定理称为域隹定理，这里不予证明.

二次型的标准形中正系数的个数称为二次型的型隹蜜数，负系数的个数称为奂

雌指数若二次型/的正惯性指数为p,秩为r,则/的规范形便可确定为

…----y,-

科学技术上用得较多的二次型是正惯性指数为n或负惯性指数为n的n元二次

型，我们有下述定义. 、

定义10设二次型/(x) = xtAx,若对任何*尹0,都有f(x)＞0 (显然/(0)=0),则

称/为砂三好，并称醵笙胜A是凝的；如果对任何*部都有Ax) ＜0,则称f为

负定二次型,并称对称矩阵4是负定的.

定理8 71元二次型为正定的充分必要条件是：它的标准形的几个系数

全为正，即它的规范形的口个系数全为1,亦即它的正惯性指数等于兀坐坐坐坐坐坐坐坐

证 设可逆变换x = C＞使

/(x)=/(Cy)=左 k^.

i= 1

先证充分性.设庵＞0 (，=1,2,•••/).任给X0O,则尸Lx，0,故

/(*)= 2 成＞0.
1 = 1

再证必要性.用反证法.假设有九W0,则当，=勺(单位坐标向量)时,/(Ce,)=k,W

0.显然Ce#0,这与/■为正定相矛盾.这就证明了用＞0。=1,2,•••/). 证毕

推论 对称矩阵A为正定的充分必要条件是：A的特征值全为正.

定理9对称矩阵A为正定的充分必要条件是:A的各阶顺序主子式都为正，即

.概念异同I

对称矩阵A为负定的充分必要条件是:奇数阶顺序主子式为负,而偶数阶顺序主子式为

正，即
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第5章相似矩阵及二次型

a2n
>0 (r= 1,2,---,n).

a”

这个定理称为巍冬维迭定理,这里不予证明.

例17 判定二次型斤-5/-6/-4^+4町+4xz的正定性.

解/的矩阵为

仁5 2 2)

2 -6 0

、2 0 -4,
其中

an =-5<0,

根据定理9知为负定.

°11 °12

a2] a22
=26>0, |4|=-80<0,

2

2

设/(x,y)是二元正定二次型，则/•(*,〉)= c (c>0为常数)的图形是以原点为中心

的椭圆.当把c看作任意常数时则是一族椭圆，这族椭圆随着c-0而收缩到原点.当y
为三元正定二次型时z)= c (c>0)的图形是一族椭球.

习题五

2.试把下列向量组施密特正交化，然后再单位化:

(n /-4\

1.设 0 = 0 ,b = 2 ,。与4正交，且b = Xa+c,求入和c.

[-2/ < 3,

(\ 1 n

(1) 1 2 4

J' 3 9,

i -n

-i i

o 1

i o,

(J_

~9

3.下列矩阵是不是正交矩阵？并说明理由：

1
_2_>
T

1 1
(1) 1 T

1
—— -1
2 /

(2)
§
6
4_

7
4 7

9~ T
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习题五

4. (1)设x为n维列向量,xTx=l,令义二£-公，,证明H是对称的正交矩阵；

(2)设A,B都是正交矩阵，证明4B也是正交矩阵.

1 2 2 2 2 1
5. 设 C),a2fa3 为两两正交的单位向量组,b】=-—al + —a2 + —a3, b2 = —ai + —a2 - —a3,■ j j j j j j

2 1 2
h3 = - ya,+ya2-号％,证明知,妇03也是两两正交的单位向量组.

6. 求下列矩阵的特征值和特征向量：

(1) 5 -3 3 ； (2) 2 1 3 ； (3) .
0 10 0

1-1 0 -2) U 3 6；
<1 0 0 oj

7. 设4为n阶矩阵，证明4,与工的特征值相同.

8. 设n阶矩阵4,8满足R(A)+R{B)<n,证明4与B有公共的特征值和公共的特征向量.

9. 设A2-3A+2E=O,证明/的特征值只能取1或2.

10. 设人为正交矩阵，且|A| = -1,证明A = -l是A的特征值.

11. 设入尹。是m阶矩阵的特征值，证明入也是n阶矩阵BA的特征值.

12. 已知3阶矩阵4的特征值为1,2,3,求|43-5A2+7A |.

13. 已知3阶矩阵A的特征值为1,2,-3,求|"+34+2£|.

14设4,3都是”阶矩阵，且A可逆，证明AE与版相似.

(2 0 1)

15. 设矩阵4= 3 1 ，可相似对角化，求，.

<4 0 5,

C n / 2 -1 2\

16. 已知p= 1是矩阵4= 5 。 3的一个特征向量，

(1) 求参数3及特征向量p所对应的特征值；

(2) 问A能不能相似对角化？并说明理由.

n 4 2\

17. 设4= 0-3 4，求4'00.

<0 4 3,

18. 在某国，每年有比例为p的农村居民移居城镇，有比例为9的城镇居民移居农村.假设该国

总人口数不变,且上述人口迁移的规律也不变.把n年后农村人口和城镇人口占总人口的比例依次

记为*”和力，3,+y“ = l).

(1)求关系式「"[=4 I")中的矩阵4;

(2)设目前农村人口与城镇人口相等，即
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第5章 相似矩阵及二次型

19.试求一个正交的相似变换矩阵，将下列对称矩阵化为对角矩阵:

(2 -2 0) (2 2 -2\

(1) -2 1 -2 ; (2) 2 5 -4 .

< 0 -2 0> M --4 5)

(1 -2 -4) <5 、
20.设矩阵A = -2 x -2 与 4 = -4 相似，求*,y;并求一个正交矩阵P,使

-2 1J
y)

P~'AP=A.

21.设3阶矩阵A的特征值为A1 = 2,A2 = -2,A3 = 1,对应的特征向量依次为

求A.

22.设3阶对称矩阵A的特征值为人产1,桓=-1,人3=。,对应人，，七的特征向量依次为

求4.

23.设3阶对称矩阵4的特征值为A1=6,Aj=A3 = 3,与特征值A,=6对应的特征向量为p产

(1,1,1)、求 4

24. 设G=(a】 ‘a?,…,a”.)T,ai 关0,4=皿丁.

(1) 证明入=0是A的几-1重特征值；

(2) 求A的非零特征值及几个线性无关的特征向量.

25. 设A胃均为71阶方阵，证明tr(AB)= tr(BA).

26. (1)设 I),求以4)=加°-5泌；

(2 1 2A

(2) 设4二 1 2 2，求 ^(A) = A,0-649+5A8.

、2 2 b

27.用矩阵记号表示卞列二次型：

(])f-x2 +4xy+4y2+2xz+z2 +4yz； (2) f-x2 +y2-7z2-2xy-4a^-4yz；

(3) /=奸+姥+*；一2%]*2+6劣2*3.

28.写出下列二次型的矩阵:

(w(":卜
H 2 3)

(2) /(x) = xT 4 5 6 x.

、7 8 9,
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习题五

29. 求一个正交变换化下列二次型成标准形：

(1) /= 2xj + 3«2++4%2x3 ； (2)户=4+云+&].2一2*2%3・

30. 求一个正交变换把二次曲面的方程

3x2+5y2+5z21= 1

化成标准方程.

31. 证明:二次型f=xrAx在|| x || = 1时的最大值为矩阵A的最大特征值.

32. 用配方法化下列二次型成规范形，并写出所用变换的矩阵：

(1) /(,*2,%3)=妍+3必+5%；+2"1%2-4%]*3；

(2) y(劣],夕2 ,%3 )= %《+&；+2%]先3+&2*3 ；

(3) /(*】，％2,角)=2x^+xl+4xj't-2xlx2^2x2x3.

33. 设/= xj +%2+5«3 + 2oxj«2~2%j %3 + 4«2x3 为正定二次型，求 a.

34. 判定下列二次型的正定性： '

(1) /=-2蚌-6%；-4%；+2x/2+&i*3 ； (2) /=蚌+3*；+9%；-2%]*2+4劣]43・

35. 证明对称矩阵A为正定的充分必要条件是:存在可逆矩阵/使A = L7Tl/,即4与单位矩阵

E合同.
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第6章
线性空间与线性变换

向量空间又称线性空间，是线性代数中一个最基本的概念.在第4章中，我们把有

序数组叫做向量，并介绍过向量空间的概念.在这一章中，我们要把这些概念推广，使

向量及向量空间的概念更具一般性.当然，推广后的向量概念也就更加抽象化了.

§1线性空间的定义与性质

定义1设V是一个非空集合,IR为实数域.如果在V中定义了一个加法，即对于

任意两个元素a,/3eV,总有惟一的一个元素ye V与之对应，称为a与0的列，记作

y=a+P;在V中又定义了一个数与元素的乘法(简称数乘),即对于任一数AeK与任

一元素aeK总有惟一的一个元素S e V与之对应，称为入与a的数量乘忍，记作5 =
入a,并且这两种运算满足以下八条运算规律(设:

(i) a+F=B+a；

(ii) (a+0)+y=a+(p+y);
(iii) 在V中存在冬瑟0,对任何都有a+0=a;
(iv) 对任何aeV,都有a的鱼丞据 故,使a+)3 = 0；

(v) la=a;
(vi) A(/xa)=(冲)a；

(vii) (A+/x)a=Aa+/za；

(viii) A (a+p) = X.a+XP,

那么,V就称为(实数域R上的)线性安间(或.凰重知),借助几何语言，V中的元素

不论其本来的性质如何，可 翩为螭.

简言之，凡满足上述八条规律的加法及数乘运算,就称为线性旌篡;凡定义了线性

运算的集合，就称醴觐，其中的元素就称为向量.
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§1线性空间的定义与性质

这八条规律中，规律⑴与(ii)是我们熟知的加法的交换律和结合律,而规律(iii)
和(iv)则保证了加法有逆运算，即

若a+B="Y, B的负元素为5,则y+5=a；

规律(vi)、(vii)、(viii)是数乘的结合律和分配律,而规律(v)则保证了非零数乘有逆

运算，即

当人尹。时，若人a印,则打=a.
A

在第4章中，我们把有序数组称为向量，并对它定义了加法和数乘运算，容易验证

这些运算满足上述八条规律.最后,把对于运算为封闭的有序数组的集合称为向量空

间.显然，那些只是现在定义的特殊情形.比较起来，现在的定义有了很大的推广：

1. 向量不一定是看序数组;

2. 向量空间中的运算只要求满足上述八条运算规律，当然也就不一定是有序数

组的加法及数乘运算.

下面举一些例子.

例1次数不超过几的多项式的全体，记作P[妇"，即

{%—+a»T/T+...+aG+ao | % eR | ,

对于通常的多项式加法、数乘多项式的乘法构成向量空间.这是因为:通常的多项式加

法、数乘多项式的乘法两种运算显然满足线性运算规律，故只要验证P[，]“对运算

封闭：

(anxn+---+0^+^) +(bnxn+---+b}x+b0)= (a„ +6„)x" +•••+(aj)x+(a0+b0) eP[x]„,

X(a„x"+■•■+a}x+a0')= (Aa,)x" +—+(AO])*+(Aa0) eP[x]„,

所以P[x]„是一个向量空间.

例2几次多项式的全体

Q[刁.={a„x"+a„_}x"''+---+atx+a0 | w“，a"(,eIR，且 ％尹0}

对于通常的多项式加法和数乘运算不构成向量空间.这是因为

0p = 0x"+0x"~1+---+0x+0^ Q[x]„,

即Q3L对运算不封闭.

例3正弦函数的集合

S[«] = |4sin(x+B) \A,B e IE |

对于通常的函数加法及数乘函数的乘法构成向量空间.这是因为:通常的函数加法及

数乘运算显然满足线性运算规律，故只要验证S[*]对运算封闭：

+s2 =4]Sin(*+B[)+&sin(*+B2)

=(a}cos x+b}sin *)+(a2cos x+i2sin x)

=(a]+a2)cos x+(fej+i2)sin *=4sin(*+B) e S[x],
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.第6章 线性空间与线性变换

AS] =AA1sin(«+B1 )= (A4))sin(x+B1) eS[«],

所以S[可是一个向量空间.

检验一个集合是否构成向量空间，当然不能只检验对运算的封闭性(如上面两

例).若所定义的加法和数乘运算不是通常的实数的加、乘运算,则就应仔细检验是否

满足八条线性运算规律.

例4 □个有序实数组成的数组的全体

5"= I e® }

对于通常的有序数组的加法及如下定义的数乘

A»(a：i )T = (0,0,…，0)T

不构成向量空间.

可以验证S"对运算封闭.但因1。* = 0,不满足线性运算的规律(v),即所定义的运

算不是线性运算，所以S"不是向量空间.

比较S"与B"，作为集合它们『样的，但由于在其中所定义的运算不同，以至IR"构

成向量空间而S"不是向量空间.由此可见,向量空间的概念是集合与运算二者的结合.一般

来说，同一伐合,若定义两种不同的线性运算，就构成不同的向量空间;若定义的运算不

是线性运算,就不能构成向量空间.所以，所定义的线性运算是向量空间的本质，而其中的

元素是什么并不重要.

为了对线性运算的理解更具有一般性，请看下例.

例5正实数的全体，记作1F,在其中定义加法及数乘运算为

a@b = ab (a, 6 e ,

Aoa = aA(AeIR,aeB+),

验证IT对上述加法与数乘运算构成线性空间.

证实际上要验证十条：

对加法封闭:对任意的a,6er,Wa©6 = a6e®+;

对数乘封闭：对任意的AeIR,aeB+,WAoa = aAGK\

(i) a©6=a6 = 6a = 6©a；

(ii) (a©6)©c=(afe)©c=(afc)c  = a(6c)= a©(6©c)；

(iii) IT中存在零元素1,对任何a任IT,有。㊉1=g - l = a；

(iv) 对任何 a e W,有负元素 a-1 e IT ,使 =aa'] = 1 ；

(v) 1 <>a = a1 =a；

(vi) A°(/x°a)= A°aM = (a/I)A =aM = (A/i) °a；

(vii) (A+/i) °a = aA+F = = aA= A

(viii) A®(a©6) = A<>(ai) = (afc)A =A°a©A®6,
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§1线性空间的定义与性质

因此,IT对于所定义的运算构成线性空间.

下面讨论线性空间的性质.

1. 零向量是惟一的.

证 设0】,。2是线性空间矿中的两个零向量，即对任何ae V,有@ + 0产％

a+02 =a.于是特另!]有

。2+。1=。2, 。1+。2 =。1，

所以

Oj = Oi +02 = Oj+Oj = 02, 证毕

2. 任一向量的负向量是惟一的q的负向量记作-a

证 设7是企的负向量，即a+j8 = 0,a+y=0.^是

)3=jg+0=/34-(a+y)= (a4j?) 4-y=0+y=y. 证毕

3. 0a=0,(-1 )a=-a,入0 = 0.

证 a+0a= la+0a= (l+0)a= la=a,

两端同时加上a的负向量，即得0a=0；

a+(-l)a=la+(-l)a=[ 1 + (-1) ]a=0a=0,

所以

(-1 )a=-a；

AO =A[a+(-l)a] =Aa+(-A)a= [A+(-A) ]a=0a=0, 证毕

4. 如果Aa=0,贝[I入=0或a=0.

证若入X0,在入4=0两端乘；■，得
A

所以

a=0. 证毕

在第4章中，我们提出过子空间南定义，今稍作修正.

定义2设V是一个线性空间，乙是V的一个非空子集，如果L对于V中所定义的

加法和数乘两种运算也构成一个线性空间，则称Z为V的子空间.
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•第6章 线性空间与线性变换

一^非空子集要满足什么条件才构成子空间？因匕是v的一部分,V中的运算对于L

而言，规律(i)、(ii)、(v)、(vi)、(vii)、(viii)显然是满足的，因此只要Z对运算封闭且满足规

律(iii)、(iv)即可.但由线性空间的性质知，若L对运算封闭，则即能满足规律(iii)、(iv).因

此我们有

定理1线性空间V的非空子集L构成子空间的充分必要条件是:L对于V中的

线性运算封闭.

§2维数、基与坐标

在第4章中，我们用线性运算来讨论□维数组向量之间的关系，介绍了一些重要概

念，如线性组合、线性相关与线性无关等.这些概念以及有关的性质只涉及线性运算,因

此，对于一般的线性空间中的向量仍然适用.以后我们将直接引用这些概念和性质.

在第4章中我们已经提出了基与维数的概念，这当然也适用于一般的线性空

间.这是线性空间的主要特性，特再叙述如下：

定义3在线性空间V中，如果存在几个向量满足

(i) aj ,a2, — ,a„ 线性无关；

(ii) V中任一向量a总可由aj ,a2,线性表示，

那么,,％,••• ,a„就称为线性空间V的一个荟双称为线性空间V的维数.只含一个零

向量的线性空间没有基，规定它的维数为0.

维数为n的线性空间称为谱线性空回，记作K，

这里要指出：线性空间的维数可以是无穷.对于无穷维的线性空间，本书不作

讨论.

对于n维线性空间V,，若知电，…，?为K的一个基，则K可表示为

Vn= {x^i+x^+■■■+xnan | x2, •••,»„ e® I =Spanj ,a2, ••• ,a„ | ,

即Vn是基所生成的线性空间，这就较清楚地显示出线性空间K的构造.

若.,％,•••,d为K的一个基，则对任何aeK„,都有惟一的一组有序数切，

%2,…,与，使

a=x,a1+x2a2+•■■+xnan；

反之，任给一组有序数,x2,■•-,x„,总有惟一的向量

a=x}a1+x2a2+---+x„a„ e V„.

这样K的向量a与有序数组愆I,约，•••,与)『之间存在着一一对应的关系，因此

可以用这组有序数来表示向量于是我们有
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§2维数、基与坐标

定义4设土,％,…,％是线性空间V„的一个基•对于任一向量ae Vn,总有且

仅有一组有序数f 2，.・・,与使

a=xJa1 +x2a2+••・+"「，

% ,此，…这组有序数就称为向量a在■，…这个基中的坐遂,并记作

x=（xitx2,--,x„y.

例6在线性空间P［妇4中= l.p2 =x,Pi =x2,p4-x3 ,p5 =xA就是它的一个

基.任一不超过4次的多项式

4 3 2p = aAx +a3x +a2x +a}x+aQ

都可表示为

.，P TQqP］+GjP2+q汐3+。3^4+Q4P5，

因此P在这个基中的坐标为（a0（ai,a2,a3,a4-）T.

若另取一个基?）= 1 ,?2 = l+x,q3 = 2x2 ,qA =x3 ,q5 =/,则
2 3 4

P =a0+al^+a2X +。3式 +。4 ④

=(Qo_Q] ) +Q]( ]+%) + 质2先2+%盘+。4乡4

、 （ 1 ¥
因此p在这个基中的坐标为I a0~al，°1，y°2，a3 »a4 •

建立了坐标以后，就把抽象的向量4与具体的数组向量（气/2，・・・，％）『联系起来

了，并且还可把K中抽象的线性运算与r中数组向量的线性运算联系起来.

设。,0 e K，有 4=输，+%2口2+…+% 冬= y} ax +y2a2+••- +yna„,于是

a邮=（*1+71）.+（%2+，2）。2+・・・+（%+为）冬，

入。=（心）"】+（人%2）%+••• +（ E）%，

即a+p的坐标是

（%1+为，％2+，2，・.•，％+＞“）「二（气，％2，..・，与）丁+（为，，2,…，Vn）T，

Aa的坐标是

（M ,Ax2,---,Axn）T = A（x1 ,地,•••，—）「•

总之，设在n维线性空间k中取定一个基.，则vn中的向量4与］r

中n维数组向量空间的向量（为此，…/“尸之间就有一个一一对应的关系，且这个对

应关系具有下述性质： ，,

设口〜设］，多2,…，、）「，伊一 3，为，…，，fl）'则

⑴ 口珀＜■＞（%】/2,・・・叫）丁+3】，为，…必尸，
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•第6章线性空间与线性变换

(ii) Aa<-*A(X] ,x2)T-

也就是说,这个对应关系保持线性组合的对应.因此，我们可以说V,与K"有相同的结

构,我们称K与R”同构.

一般地，设P与〃是两个线性空间，如果在它们的向量之间有一一对应关系，且

这个对应关系保持线性组合的对应，那么就说线性空间V与通救.

显然，任何□维线性空间都与底"同构，即维数相等的线性空间都同构.从而可知

线性空间的结构完全被它的维数所决定.

同构的概念除向量一一对应外，主要是保持线性运算的对应关系.因此，此中的抽

象的线性运算就可转化为K"中的线性运算，并且中凡是只涉及线性运算的性质

就都适用于*.但K"中超出线性运算的性质，在K中就不一定具备，例如K"中的内

积概念在K中就不一定有意义. •

§3基变换与坐标变换

由例6可见，同一向量在不同的基中有不同的坐标，那么，不同的基与不同的坐标

之间有怎样的关系呢？

设可，地，…，％及色，角,•••*,是线性空间V,中的两个基，

P\ =Piiai+P2i«2 + "-+P„)«n»

/S2=P12a1+p22«2 + -"+P„2«„ > (1)

■ /3„=Pi„ail+p2l,a2+--+p„nan,

把,a2,---,an这n个有序向量记作(' ,a2, •••,«„)，记n阶矩阵P-(p§)，利用向量

和矩阵的形式,(1)式可表示为

(但，角，…，0.)=(可(2)

(1)式或(2)式称为基娈换冬;，矩阵P称为由基，,％,•••,%到基但,角，• • •,伍

的避秘•由于但，阳…,Pn线性无关，故过渡矩阵P可逆.

定理2设V.中的向量a在基a, ,a2,-,a„中的坐标为(.，地，…,％)],在基0,

"• ,8“中的坐标为(矶产；，…/：)'若两个基满足关系式(2),则有坐标变换公式
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§3基变换与坐标变换

证因

作、

X2
=a = (Pi ,角,…皿)

%‘2

二 (□"2,…,@n)P

'I)

<X，n >

由于线性无关,故即有关系式(3). 证毕

这个定理的逆命题也成立.即若任一向量的两种坐标满足坐标变换公式(3),则两

个基满足基变换公式(2).
例7在P［刁3中取两个基

=x3+2x2-x, a2 =x3-x2+x+l, a3 --x3+2x2 +x+1, a4 = -x3-x2 + l
及 ............ ■

=2x3+x2+l, =x2+2x+2, = -2x3+x2+x+2； =x3+3x2+x+2.

求坐标变换公式.

解将01,02,乃3,场用.,。2,，,可表示.由

(a1,a2,a3,a4)= (x3 ,x2 ,x,l)A,(仇 0 ,角,04)= (x3 ,x2 ,x,l)B,

其中

(1 1 "I -1、 (2 0 -2 1)
2 -1 2 -1 1 1 1 3

A = ,B =
-1110 0 2 1 1
<0111, [1 2 2 2,

(fii ,禺04)= («i ,a2,a3,a4)A'lB,

故坐标变换公式为

A'、

x'2 劣2
=B'A

X，3 X3

kX4>

用矩阵的初等行变换求B 'A:把矩阵(3,4)中的B变成E,则A即变计

算如下：

'2 0-2 1 1 1 ・1 -1、

1 1>. 1 3 2 -1 2 -1
("=

0 2 1 1 -1110
1 2 2 2 0 111

k 7
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•第6章 线性空间与线性变换

'0 -2 -4 -5 :-3 3 -5 ])

1 1 1 3 :2 -1 2 -1
r4~r2 0 2 1 1 1 1 0

0 1 1 -1 -2 2 -1 2
7

r0 0 -2 -7 i -7 7 -7 5)
r"4 1 0 0 4 i 4 -3 3 -3
，3乜4 0 0 -1 3: 3 -3 3 -4

0 1 1 -1 i -2 2 -1 2
7

，1皿3

，4+，3

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

-1

0

-13

4

3

2

-13

4

3

1

13

-3

-3

-1

-13

3

3

2

13、
-3

-4

-2
7

，|X

，3一3，1
，4-跖

丐><(-】)
-___-

r0 0 0 1 1 -1 1 T)

1 0 0 0 0 1 -1 1

0 0 -1 0 0 0 0 -1

0 1 0 0 -1 1 0 0
7

fl 0 0 0 : 0 1 -1 1)

0 1 0 o i -1 1 0 0

0

0

0

0

1

0

0 ；

1!
0

1

0

-1

0

1

1 ,

-1

于是坐标变换公式为

(0 1 -1 n
X‘2 -1 1 0 0 %2

玖 0 0 0 1

< 1 -1 1 -b

§4 线性变换

定义5设有两个非空集合A,B,如果对于4中任一元素a,按照一定的规则，总
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§4线性变换

有B中一个确定的元素0和它对应，那么，这个对应规则称为丛集合4到纂会一史的戏

熨.我们常用字母表示一个映射,譬如把上述映射记作T,并记

F=T(a)或 ^-Ta (aeA). (4)

设、方,7(%) =岗，就说映射丁把元素a,变为& 称为a,在映射丁下的建,

a,称为伍在映射7下的鼬.4称为映射T的财缨，像的全体所构成的集合称为翅

萋，记作73),即
T(A)=愣=T(a) laeA),

显然 T(A) CB.

映射的概念是函数概念的推广.例如，设二元函数z=fG,y)的定义域为平面区域

C,函数值域为Z,那么，函数关系/就是一个从定义域G到实数域K的映射；函数值

/(«o>y0)=zo就是元素(x0,y0)的像，(乳Jo)就是zo的原像,z就是像集・

定义6设K,仇„分别是n维和皿维线性空间，T是一个从K到久的映射，如

果映射丁满足

(i) 任给 a, ,a2 e V„ (从而 a, +a2 e V„),有

T(a)+a2)= 7'(a))+7'(a2),
(ii) 任给 ae V„,A (从而 Aae V„),有

r(Aa)= AT(a),
那么T就称为从到Um的线佳蝴.

简言之，线性映射就是保持线性组合的对应的映射.

例如,关系式

就确定了一个从E"到K"的映射，并且是个线性映射(参见后面的例10).

特别地，在定义6中，如果U“ = V.,那么T是一个从线性空间K到其自身的线性

映射,称为线隹竺®%史的绶悻竺枣
下面或词挞茹茹商线性变换.

例8在线性空间P[x]3中，

(1)如果微分运算D表示对x求导的运算那么D是一^14蚣.这是因为任取
ax

p = a3x3 +a2x2^axx+a0 e P[x]3, IJ10 Dp = 3a3x2^2a2x+a};

q = b3x3 +b2x2+h}x^bQ g P[%]3,则 D^ = 363x2+262x+6j ,

从而有
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,第6章 线性空间与线性变换

D(p+q)= D[ (a34-63)x3+(a2+62)x2+(a]+61 )^+(a0+^o)]

=3( a3+63)x2+2(a2+62)A；+(ai+61)

=(3a3x2^2a2x+a} ) +(3fe3x2+262%+6] )= Dp+D^ ；

D( Ap)= D (Xa3x3^Xa2x2+Xa1x^Aa0 ) = A (3a3«2+2a2«+aj ) = A Dp.

(2)如果r(p)二%,那么7也是一个线性变换.这是因为

T(p+q)= a°+bo = T(P)+T(q)；

T(Ap)= Aa0 = AT(p).

(3)如果7\(p)= 1,那么4是个变换，但不是线性变换.这是因为7\(p+a)= 1,而

4(p)+a(g)= 1+1=2,故

7】(P+0)H7](p)+，i(q).

例9关系式

'cos (p

ksin (p

—sin /

cos 甲/

确定了，Oy平面上的一个变换T,说明变换T的几何意义(参见第2章图2.3).

[x = rcos 0,
解记 于是

[y = rsin 们

这表示变换7把任一向量按逆时针方向旋转S角(由例10可知这个变换是一个线性

/ 、
X

/ •、xcos Q-ysin (p rcos Ocos 0-rsin Osin rcos(e+°)、

<y) Bsin 砂+ycos 饥 、rcos Osin ^>+rsin Ceos (py 、rsin(C+0))

变换).

线性变换具有下述基本性质:

(i) T0 = 0,T(-a) = -7a.

(ii) 若P-kxax +k2a2+• • •+/cmam , JJl]

Tp = kxTa}+k2Ta2+-- +km Tam •

(iii) 若 w,…,％线性相关，则Tai'T%,…,Totm亦线性相关.

这些性质请读者证明之.注意性质(奇)的逆命题是不成立的，即当％ ,%，•・•,％

线性无关时,7电，7&2,十，Tam不一定线性无关.

(iv) 线性变换7的像集7( K)是一个线性空间，称为线性变换T的燮斐.

证设角，角2( *),则有，e 使%产角,7% =角，从而

=7a]+7a2 = T(a1+a2) e T( Vn)(因 a} +a2 g K),

M]=入％] =7(入a。e T( Vn)(因椅i e、)，

由上述证明知它对Vn中的线性运算封闭，故它是一个线性空间. 证毕

(v)使的a的全体
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§5线性变换的矩阵表示式

NT = \ a \ a e V„,Ta=O\

也是一个线性空间称为线性变换7的核.

证且易见7(0)= 0,故尹。

若 a, ,a2 e NT,即 7a) = 0, Ta2 = 0,则 71(a]+a2)= 7'a]+7a2=0,所以 al+a2 e NT；

若.竺 Nt,X e 吹，则 7,(Aa1)=A7,a1=A0 = 0,所以 Aa, eNT,

以上表明%对Vn中的线性运算封闭，所以Nt是一个线性空间. 证毕

例10设有n阶矩阵
<all a12

a21 。22
A =

kflnl an2

其中

a nn y

\aniJ

(xeffi"),
定义if中的变换y=r(x)为

则t为线性变换.

证设a0sir,则

T{a+b) = A{a+b) = Aa+Ab = T(a)+T(b'),

7,(Aa) = A( Aa)= AAa = AT(a).

故7是线性变换.

又,T的像空间就是由a,, - 所生成的向量空间

T(皿')=+，2。2+■■■+》"％ I ，叫e K I >

T的核Nt就是齐次线性方程组小：=0的解空间.

§5线性变换的矩阵表示式

上节例10中,关系式

7(x) = Ax (xeBB)

简单明了地表示出R”中的一个线性变换.我们自然希望底中任何一个线性变换都能
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•第6章线性空间与线性变换

用这样的关系式来表示.为此，考虑到a} =Ae, ,a2=Ae2，— ,a„ =Aen (elte2，―,en为

单位坐标向量)，即

cti = T(e“ (i=l,2,---.n),

可见如果线性变换T有关系式T(x) = Ax,那么矩阵A应以T(%)为列向量.反之，如

果一个线性变换7使7( 6) = a, (i = 1,2，…,n),那么丁必有关系式

T(x)= T[ (e】=7,(x1e)+x2e2+---+x„e,)

= x1T(el)+x2T(e2)+---+xnT(,e„')

=(T(e}) ,T(e2) ,T(en)>)x = (al ,a2，— ,an')x=Ax.

总之,K"中任何线性变换T,都能用关系式

T(x) = Ax (xeffi")

表示，其中 4=(7(%),7(%),•••,『(％))•

把上面的讨论推广到一般的线性空间,我们有

定义7设7是线性空间Vn中的线性变换，在V.中取定一个基⑴如

果这个基在变换丁下的像(用这个基线性表示)为

T(a})= aua}+a2la2+■■■+anla„,

T(®= ana} +a22a2+■•• +an2a„,

U.)= a^aj+a^+■■•+an„an,

记 7*(«i ,ot2,- ・・,％) = (7(.) ,T(42)，…，7(%))，上式可表示为

7(、，％, •・・,％)=(电,注2,… ,%)4,

其中

A =

01 a 12 …

a21 a22 ° .. a2n
9

那么A就称为线性娈燹T隹室a.

an2 …ann>

,%气下的寒阳

显然，矩阵A由基的像HaJ.TCaJ，…,7(%)惟一确定.

如果给出一个矩阵4作为线性变换7在基.，％,•",%下的矩阵，也就是给出

了这个基在变换丁下的像，那么根据变换『保持线性关系的特性，我们来推导变换T

必须满足的关系式.

将K中的任意元素记为a= 土他弓,有

"1

7(文皿)=2 "( — )
i= 1 i = 1
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§5线性变换的矩阵表示式

=(7(.) ,丁(口2))\ =(。"2,…,％)A :,
n Un >

即

-

%2 劣2
T (口】，％，…，冬).=(外，％,…，％M . • (6)

- \Xn J- \Xn >

这个关系式惟一地确定一个变换T,可以验证所确定的变换『是以4为矩阵的线

性变换.总之，以A为矩阵的线性变换7由关系式(6)惟一确定.

定义7和上面一段讨论表明，在Vn中取定一个基以后，由线性变换7可惟一地确

定一个矩阵4,由一个矩阵A也可惟一地确定一个线性变换7,这样，在线性变换与矩

阵之间就有一一对应的关系.

由关系式(6),可见若a在基aj ,a2,•••,«„下的坐标为

明、

则7（。）在基下的坐标就为Ax=A . .

例11在P［招3中，取基

Pl="3,》2=必，P3=X, P4=l,
求微分运算D的矩阵.

Dp, =3*2 = Qpi+3p2+Qp3+0p4>
Dp2 = 2x = 0p1+Qp2+2p3+Qp4,

解
Dp3 = l = Op1 +0p2+0p3 +1/>4,
.Dp 4 = 0 = 0p, +0p2+0p3 +0p4,

所以D在这组基下的矩阵为 ’
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,第6章 线性空间与线性变换

<0 0 0 0、
3 0 0 0

0 2 0 0

[0 0 1 0>
例12在宜中，T表示将向量投影到xOy平面的线性变换，即

T( xi+yj+zk}= xi+yj.

(1) 取基为3,虬求r的矩阵；

(2) 取基为a=i,"j,Y=i+j+k,求T的矩阵•

Ti=i,

解⑴ -Tj=j,

,Tk = O,

(\ 0 0)
k) 0 1 0 .

、0 0 07

Ta = i=a,

(2) •邛=j=B，

Ty=i+j=a+fi,

a o n
T(a，B，y) = (a,0,y) Oil.

、0 0 0,

由上例可见，同一个线性变换在不同的基下有不同的矩阵.一般地,我们有

定理3设线性空间V,,中取定两个基

,«2, ••,«»；但,02,…
由基‘，％,•••,%到基但,凡，…的过渡矩阵为P,K中的线性变换T在这两个基

下的矩阵依次为A和8,那么B=P 'AP.

证按定理的假设，有

(角,02,…(«i ,a2, ",an)P,

P可逆;及

7,(a1 ,a2,•••,«„)= («i ,七，…，％)4,
7(0涂2,(但，02,…,4)3,

于是

(角,02, • • • ,0”)B = 7XP ,角，• • • *”)= 丁[( %％) P ]
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习题六

= ［『(，，例，…，a“)］P=(a］ ,。2,…，％)AP

=(缶#2,…，礼)P'AP,

因为…，也线性无关，所以.

B=P'AP. 证毕

这定理表明A与B相似，且两个基之间的过渡矩阵P就是相似变换矩阵.

例13设V2中的线性变换T在基«,.«2下的矩阵为

fall 。12、
4= ,

［口2】a22)

求7在基电,外下的矩阵.

(0 1、
解 (a2,a1)= (a, ,a2) 「，

fo 1) , ro n
即户= ，求得b'= ，于是T在基(七皿)下的矩阵为

11 。J 11°,

©
深入探究

定义8线性变换r的像空间t( K)的维数，称为线性变换［的瑟.

显然，若4是7的矩阵，则丁的秩就是R(A).

若T的秩为r,则丁的核M的维数为n-r.

习题六

157

1. 验证：

(1) 2阶矩阵的全体$；

(2) 主对角线上的元素之和等于0的2阶矩阵的全体岛；

(3) 2阶对称矩阵的全体S’，

对于矩阵的加法和数乘运算构成线性空间，并写出各个空间的一个基.

2. 验证:与向量(0,0,1),不争行的全体3维数组向量，对于数组向量的加法和数乘运算不构成

线性空间.

3-在线性空间P［刁3中,下列向量组是否为一个基？

(1) I ： 1+« ,x+x1 2 ,1+%3,2+2%+*t2+x3 ；
i .

(2) □ ：一1+*, 1-#2 ,-2+2«+劣2 ,%3.

4.在鬣中求向量a=(7,3,l)T在基

，= (1,3,5)T, 土 =(6,3,2)『，％ = (3,1,0),
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•第6章 线性空间与线性变换

中的坐标.

5. 在W中，取两个基

可=(1,2,1)T, a2 = (2,3,3)T, a3 = (3,7>-2)T；

角= (3,1,4)t, 0产(5,2,1)，,角=(1,1,-6)\

试求坐标变换公式.

6. 在特中取两个基

® = (l,0,0,0)『，

a2 = (0,3,l,0)T,

% = (5,3,2,1),,

.a4 = (6,6,l,3)T.

e2 = (0,l,0,0)T,

e3 = (0,0,l,0)T,

.e, = (0,0,0,l)T,

(1) 求由前一个基到后一个基的过渡矩阵；

(2) 求向量(x, ,x2,x3,xS在后一个基中的坐标

(3) 求在两个基中有相同坐标的向量.

7.设线性空间§ (习题六第1题(1))中向量

-1 -1) 21 32

4 13 11 11 0

(1 )问儿能否由％ ,纶线性表示？ *2能否由％ ,纶线性表示？

(2)求由向量组a,,«2 ,b,,b2所生成的向量空间L的维数和一个基.

8.说明xOy平面上变换T f ] =4 (j

0 0

的几何意义，其中

⑴4 =
-1 0

(2) A = ⑷4 =
0 1 0 1

⑶A =
0 1

1 0

9. n阶对称矩阵的全体V对于矩阵的线性运算构成一个虫户维线性空间.给出n阶可逆矩

阵P,以A表示V中的任一元素，试证合同变换

T(A)=PtAP

是V中的线性变换.

10.函数集合

V3= | (a2x2+alx+a0')e!, | a2,a, ,a0 elR I

对于函数的线性运算构成3维线性空间.在匕中取一个基

a, =x2e' , a2 =*e*, a3 =ei ,

求微分运算D在这个基下的矩阵.

11. 2阶对称矩阵的全体

iX2 fX3 e 眠13 2 1
对于矩阵的线性运算构成3维线性空间.在V,中取一个基
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习题六

^3 =
0

0

0

在匕中定义合同变换

1 1

0 1

冲)=;

求7在基下的矩阵

12.次数不超过2的全体实系数多项式对于多项式的线性运算构成一个线性空间V.在V上定

义变换 T(a0^a}x+a2x2)= | + | a\ 奸尹2必

(1) 试证T是V中的线性变换；

(2) 求7在基1,角，/下的矩阵；

(3) 设W^jV的子空间,且满足对任意p(Q cW,总有7(p(%)) = pS),求子空间W的维数的

最大值.

13.已知n维线性空间V中的线性变换7在V的某个基下的矩阵为A，若A? =A,

证明:存在线性空间V的一个基但，角，…，及,使得7在这个基下的矩阵为对角矩阵.
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部分习题参考答案

习题一

1. ( 1) -4； (2) 3atc-a3-63-c3； (3) (a-b) (b-c) (c-a) ； (4) -2(x3+y3).

n(n—1)
2. (1) 0； (2) 4； (3) 5； (4) 3； (5) ----- ; (6) n(n-l).

3. —刀32』44，a 11。23aj4。42・

4. (1) 0； (2) 0； (3) 4abcdef； (4) 0； (5) abcd+ab+cd+ad+1 ； (6) 16.

5. (1) % = -3 或式=±将；(2) % = = 6 或％ = c.

8. (1) an-2(a2-l) ; (2) [%+(n-l )a] (x-a)^1; (3) fj (C)；
» + l ＞»＞；＞!

(4) JJ (""&)； (5) l+a]+・・・+a”； (6) (-1 )n-1(n-l)2n"2；
i = 1

' "]

(7) "2 …％ 1 + £ —
I 1=1 ai

9. 24.

习题二

1.

(35)

(1) 6 ； (2) 10；

f-2 4)

(3V -1 2

、-3 6,

(5) an % j +022^2 +a33X3^^a!2XlX2^^ai3XJX3 ^a23X2X3'
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部分习题参考答案

3.

仁2 13 22) ro 5 8)
2. 3AB-2A = -2 -17 20 ,A* 0-5 6

、4 29 -2? 、2 9 0,
Xj =-6Z]+Z2 + 3z3 ,

x2 = 12zj -4z2+9z3 ,

.x3 = TOz] -z2+16z3.

5. (1)取4 = X。而 A2 = O；

7.

9.

(2)取4 =

(3)取4 =

(1) A2 =

(1)

⑴

⑶

i o
0 0

，有 A^O,A^E 而妒=4；

1 or
,x=oj〔° I 0、

0>
,Y=

1 0- 
° b

，有 X^Y 而 4X=AL

5
-2

r i
5

O'

L

-2、

b

，心
o
L

.Ak =
0、

L

io25e, io25

⑵

1、 ;(2) -8"
(2

1
4
2 4

1 -3\ / k-3 -6 *
sin 6
cos 6

cos 0
、-sin 0

.(\ 0

(2)
<A4 4A3 6入2、

0 A4 4入3
、° 0 A4>

(-2
13

技16

1

3

7

0)

-万

-1 >

⑷ %

10

10.
力=-7为-4*2+9多3,
,2 = 6/]+3x2-7%3 ,
.,3 = 3%]+2^2-4劣 3. ，

13. A'1 =y(A-E), (A+2E)"1 =^-(3E-A).

14. (1) X =
2 -23
0 8 ；(2)

(-2 2 n (1 n
X= -8 5 2 ;(3)X= 1 0—

3 J 〔4 7

(4) 3 (-22
23 -7 -13

5 I%
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部分习题参考答案

15. ⑴

*i = i,

% = o,

.*3=0；

(2)

16. -16.

(0 3 3、

17.

I I
2 3

1 0J

(2 o

18. B=A+E = 0 3

19.

20.

U 0

% =2,

1

n

o

2 J

B = 2A = 2diag( 1 ,-2,1).

B = diag(6,6,6,-1).

2

21.
'1+2" 4+2"、 (2 731 2 732、

T 、-1-2" -4-2% -(-683 -684,

(\ n1

122. 4 1 1

25.

26.

27.

28.

U

0

0

1°

1

2 5

1 2

0

0

-4

0

'。矿八

.A'1 0

⑴

3

-9)

|A8| = 1016,.

<54 0 0 0、

0 54 0 0

0 0 24 0

0 26

7

(1 -2 0 0)
>. ro 3 -n

-2 5 0 0 1
;(2)— 0-4 2

0 0 2 -3 2
JO 0 0,

、0 0 -5 8;
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部分习题参考答案

习题三

H 0 0 5) 3 10 5)

1- (1) 0 0 1-3 ；(2) 0 0 13

.0 0 0 0, 、0 0 0 0〃

(\ -1 0 2 一3) (\ 0 2 0 —2)
0 0 1 -2 2 0 1 -1 0 3

(3)
0 0 0 0 0

；(4)
0 0 0 1 4

<0 0 0 0 <0 0 0 0 0>
r-3 2 0) (\ 0 -1 -2)

2. P = 2-10 0 12 3

、7 -6 1, 、0 0 0 0,

q 3、 「10 4）
3. (1) P = ,PA=\

[2 5, lo 1 7；

(1 2 0) H 0)

⑵Q = 3 5 0 0 1

* -7 L <0 0,

(7_ 2_ (1 1 -2 -4)
~6 T "T

0 1 0 -1
4. (1) -1 -1 2 ;⑵

-1 -I 3 6
0 < 2 1 -6 _也

(2)

5.④2 = 2

7.都可能有.

(10 2>
('2 -1 -n (0 1 -1)

6. (1) T5

< 12

-3

4)

；（2） [-4
7 4>

；O) -1

< 1

0

-1

1

0>

8. R(A)NR(B)N&(4)-1.
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部分习题参考答案

9.

<1 0 1 0 0)

1 -1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

<0 0 0 0

(1)启； (2) R = 3； (3) R = 3.10.

IK); (4)

B)

1%)
先2

次3

(i)无解; (c e ffi);

(-2> r-n
y =c 1 + 2

、L < o>

⑶

( 1 \ 1 (1)
＜式、

2 2 2
y

=C1 1 +c2 0 + 0
z 0 1 0

I 0> lo> loy

(4)
y

(C),c2 e ffi).

(1 \ ( / 6 )
T T 7

5_ 9 5
T +c2 F +

i 0 0

0 I b 、0>

17

19
17

(13A
_ 17

20
17

0
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部分习题参考答案

[Xj-2^3+2^4=0,
16. <

[%2+3%3一4劣4 =。

17. (1) At^~且入尹2; (2) A=-y;

18. (1) A#l,且入尹-2； (2) A = -2；

a 仁1) r-n
(3) A = 1, X2 =C] 1 +c2 o + 0、 (Cj ,c2 gIR)

〔oj - < J <0>

20.入关1,且入尹10时有惟一解;入=10时无解；入=1时有无限多解，解为

rn rn 〔2)

19.人=1时有解 =c i + 0 ,A = -2时有解 X2 =c 1 卜2

3 / 3, kb Q

e R).

习题四

3- (1)线性相关；(2)线性无关.

4. g = 2 或 q = -1.

6. Z> = ca]-(l+c)a2,ce®.

7. 若 fl! = I ,a2= 0“们=，0片2= J，则 a,+by,a2+b2 线性无关.

11- (1)线性无关；(2)线性无关；(3)线性相关.

13. (1) 2,41,42； (2) 2,a, ,a2.

8
14. (1) ao 为最大无关组,七七皿-42+2«3；

(2) a, ,a2,a3 为最大无关组,aA =0^3^-^ ,a5 = -a7+ar

15. a = 2,b = 5.
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部分习题参考答案

16. 7?D = 3.
<0 0 0、

20. (1) B= 1 0
、0 1

(2) |*|=0.

21. V）是，此不是

23.羽]=&1+3勿2一“3，》2 = 3“]-3。2一&3,

(\ 0、

仁1)
1

(2) x = c (ceK).
2

31.
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部分习题参考答案

(3) g—4,且0=O0 = c〃]-(2c+l)但2+% (ceR).

(1)rn
-2 1

35. x=c + (ceK).
1 1

< Oj L

习题五

1. 人= -2,c=(-2,2,-l)T.
rn r-n ( r

2. (1) Pi=~^7 1 ,P2=W o ,P3=d -2
■A 次行

,、 1
(D

0 1
(n
-3 1

r-n
3

(2) P\-—
73 -1 布 2

p3=.
735 3

<们

3. (1)不是； (2)是.

(n

6. (1)人=-1为三重根，P= 1

仁1、 r-n

(2)人i=-l,人产9,入3 = 0,Pi = 1 ,P2 = 1 ，P3 = -i
<

p o 0 -n
0 1 -i 0

(3)人 1=人2=1,人3=^ = -l,(Pl,P2,P3，P4)= 0 1 i 0
0 0 L
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部分习题参考答案

12. 18.
13. 25.
15. x = 3.

16. (1) o = -3,6 = 0,A = -l； (2)不能.

q o 5100-r
17. A100 = 0 5100 0

、0 0 5100 ,

(\

19. (1) P = y 2

%) 1 ]2q+(p-q)r")
□=海成2g-p)丁其中E-PF

2 T\ (-2

1 -2 ,P 'AP=

-2 J 、

10
zr

k

一一Ap
F

I

E

4

次

1

*

4

方

1

方

1

石

-

-
3

一3

-
3

2
-
3

1
-
3

2
-
3
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部分习题参考答案

24. (2)人1= £人2=人3 =・.・=人n=0，(P】，P2，...，Pn) =
i= 1

~a2 …-%、

a】 … a„-i

an-l … ％

/ 、 「11-2)(1 1)
26. (1) -2 ； (2) 2 1 1 -2
”1-2 -2 4,

H
27. (l)/=(x,y,z) 2

J

2 n0
4 2 y
2 L

0、住】）

3
1八牧

(1 -1 -2)
(2) f=(x,y,z) -1 1 - 2 y

t-2 -2 -L
(1

(3) ,x29x3) -1
-1

1
3

28.

29.

0

,/=2R+5*；+y；；

Ti

,/= 2yj+y2-73.r2
,y3
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部分习题参考答案

32.

4

访

专

—

访

1、

3

2
3

u

V ,21? + 11切2=1.

2
~~3

1

W

(1) g)=R+E，c= 0

I。

p

⑵ g)=y—；+y：,c= o

<0

(3)y(cy)=R+y；+M,c=^

1
-无

1

无
0
-n

0 ( |c| = l)；

b

-n

2 ( |C|=V2).

b

1

1

-1

(\

0

<0

-1

2

0

3

4
33.---- <a<0.

5

34. （1）负定；（2）正定.

习题六

1.各个线性空间的基可取为

(1⑵孔

fl⑶孔

3. (1)不是；

4. (1,-2,6)t.

0

-1

0

0

(2)是.

'0 r （0 0）
,口2 =

/ [0 o>

5.设Q在aj ,a2,a3下的坐标是（多1/2产3）丁,在夕】,角下的坐标是有
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部分习题参考答案

句、 M3 19 43) 成、 任|、 A-12 -26 -in 作、
%; =-9 -13 -30 ■X2 ,或 X2 =6 11 3 X，2

kX3 / < 7 10 24, <X3> < 1 3 2, kX3>

(3) (ieB).

, 2 0 5 6) (12 9 -27 -33)

13 3 6 %; _ 1 1 12 -9 -23 刀2
6. (1) P= ;(2)

-112 1 X3 一27 9 0 0 -18 先3

、1 0 1 3/ 顷， 、-7 -3 9 26, 。4 /

7. (1)能,不能；(2)维数为3,基可选为叫凡血.

8. (1)关于｝，轴对称;-(2)投影到y轴；(3)关于直线对称；坐坐坐坐坐坐坐坐

(4)顺时针方向旋转90。.

(3) 2.

0 0、
10. 2 1 0

<0 1 b
(\ 0 0、

11. 1 1 0
〔1 2 b

( 1、
1 0 —

2

12. (2) 0 i

0 0
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I '高等数学第七版下册

＞高等数学附册学习辅导与习题选解同济•第七版

1＞高等数学习题全解指诵上册同济.第七版

高等数学习题全解指南卜,册同济•第七版

►工程数学——线性代数第七版

I：•线性代数附册学习辅导与习题全解同济•第七版

＞工程数学——概率统计简明教程第三版•

1＞概率:统计简明教程附册学习辅导与习题全解同济•第三版

!工程数学——新编统计学教程

定价26.80元

祝大家金榜题名顺利上岸------------


	封面
	第七版前言 
	第六版前言 
	第五版前言 
	第四版前言 
	第三版前言 
	第二版前言 
	第一版前言 
	目录
	第1章 行 
	1.二阶与三阶行列式 
	§2全排列和对换 
	3 n阶行列式的定 
	4 行列式的性质 
	5 行列式按行（列）展开 
	习题一 

	第2章矩阵及其运算 
	1 线性方程组和矩阵 
	§2矩阵的运算 
	§3逆矩阵. 
	§4克拉默法则 
	§ 5矩阵分块法 
	习题二 

	第3章 矩阵的初等变换与线性方程组 
	§ 1矩阵的初等变换 
	§2矩阵的秩. 
	§3线性方程组的解 
	习题三 

	第4章 向量组的线性相关性 
	§ 1向量组及其线性组合 
	§2向量组的线性相关性 
	§3向量组的秩 
	§4向量空 
	§5线性方程组的解的结构 
	习题四 

	第5章 相似矩阵及二次型 
	§1向量的内积、长度及正交性 
	§2方阵的特征值与特征向量 
	§3相似矩阵 
	§4对称矩阵的对角 
	§5二次型及其标准形 
	§6用配方法化二次型成标准形 
	§7正定二次型 
	习题五 

	.第6章 线性空间与线性变换 
	§1线性空间的定义与性质 
	§2维数、基与坐标 
	§3 基变换与坐标变换 
	§4 线性变换 
	§5线性变换的矩阵表示式 
	习题六 

	部分习题参考答案 
	尾页
	无标题

