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口
本书的编写目的是应对教学时间大幅缩减的教学环境。经典控制理论的教学时间

从 200 学时降到 40 学时， 但授课内容却没有明显地压缩。在这种情况下， 课上只

能介绍概念的定义和定理的内容， 而不能展开讲解它们的来历， 以及如何对其进行

推演和证明等相关内容。 如此教学方式违背了追本溯洞的理念， 因此在书中补充了

相关定义、 定理的数学证明等内容， 并且增添了大量的例题详解， 作为学生课后学

习参考。一者便千学生加深对所学知识的理解， 二者利千学生掌握控制理论相关问

题的解决思路， 三者引导学生运用已学的数学方法解决工程实际问题。

本书编写的指导原则是简化概念的语言叙述， 增加定理、 定义的数学证明， 尽量以

相对直接、 严谨的方式对概念进行讲述； 在各章中补充了大量的例题详解， 便千读者对

概念的理解， 也有助于读者掌握解题的思路和方法； 补充实验法获取系统频率特性的内

容， 并以例题形式展示求解的全过程， 展示了控制理论与实验紧密结合的特点。

本书以经典控制理论为主体， 增加了状态空间模型和李雅普诺夫稳定性等现代控

制理论的内容， 为控制系统稳定性分析提供了坚实的数学理论基础。 为了达到理论

溯涌的目标， 引入利用克莱姆法则推导梅森公式的相关内容， 讲明梅森公式的来历；

增加了根轨迹曲线方程求解的内容， 为绘制根轨迹图形提供了理论依据。 同时， 在

例题中运用了牛顿—拉夫逊、 试凑求解高阶方程的根和线性插值等数学方法， 为学

生求解控制问题提供了经典范例。

本书在专业知识传授和专业能力培养的基础上， 紧紧围绕立德树入这—根本任

务， 融入求真务实的思政理想， 力求将思政教育内容以幽默诙谐的语言与润物细无

声的方式自然和谐地融入教材中， 旨在提高学生的学习主动性， 实现价值观的引

领， 全方位提升学生的素质与能力。

本书第一至三章、 第五章和第七章由华北电力大学鲍海编写， 第四章由华北电

力大学徐衍会编写， 第六章由华北电力大学董雷编写。 本书承蒙浙江大学毛维杰教

授审核， 提出了宝贵的修改意见， 在此表示衷心的感谢。

限于编者水平， 书中疏洞之处敬请读者批评指正。

编者
2022 年 4 月
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第一章控制系统概述

在当今社会的生产、生活中，如工业、农业、国防、科技、经济、医学等领域乃至日

常生活，自动控制技术都得到了空前广泛的应用。自动控制技术在给人们带来便利的同

时，也提高了人们的生活品质，为此，工程技术人员、科学工作者和大学生都应该具备自

动控制技术的相关知识。

第一节 自动控制理论的发展

、 自动控制理论的发展史

自动控制理论是从实践中逐步演化而来的。 1788 年，詹姆斯·瓦特 (James watt) 

设计了用于蒸汽机车速度控制的离心调节器，它是自动控制领域的第一个重大成果。

1868 年，麦克斯维尔 (J. C. Maxwell) 以离心式调速器为背景发表了《论调速器》，文

章对反馈系统的稳定性问题进行研究 。 1875 年，赫尔维茨 (A. Hurwitz) 提出运动方程

稳定性与方程系数的关系。 1884 年，劳斯 CE. J. Routh) 提出运动方程系数的排列表，

并进行稳定性判断，被并称为劳斯－赫尔维茨 (Routh- Hurwitz) 判据 。 1892 年，李雅

普诺夫 (Lyapunov) 发表了《论运动稳定性的一般问题》的博士论文，给出了平衡状态

稳定定义和稳定判据。 20 世纪初期， PIO 控制器出现，并获得了广泛的应用。 1922 年，

迈纳斯基 (Minorsky) 研制出船舶操纵自动控制器，证明了如何从微分方程中确定系统

的稳定性。 1932 年，奈奎斯特 (Nyquist) 提出根据系统对稳态正弦输入的开环响应，

判断闭环系统稳定性的方法。 1934 年，黑曾 (Hazen) 提出了伺服机构的概念进行位置

控制，能够依据雷达信号对火炮射击诸元进行自动调整。 20 世纪 40 年代，贝尔实验室

提出频率响应法为工程技术人员设计满足性能指标的控制系统提供了一种可行方法。

1948 年，伊凡思 (W.R. Evans) 提出了根轨迹方法，用于描述特征根随参数变化的规

律。同年，维纳 (Wiener) 发表《控制论》，以传递函数为基础，研究单输入单输出

线性定常系统的分析与设计问题，建立了完整的控制理论体系，称为经典控制理论，

或古典控制理论。

20 世纪 50 年代，在庞特里亚金极大值原理的基础上，人们对最优系统展现出巨大的

热清。 20 世纪 60 年代，计算机的出现为复杂系统的时域分析提供了技术基础，于是出现
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了采用状态变量分析系统时域特性的方法，称为现代控制理论。在引入了能观能控性、状

态实现等概念后，现代控制理论有了完整的理论基础 。 从 20 世纪 60 年代至 80 年代，出

现了针对确定系统和随机系统的最优控制，对复杂系统的自适应控制和自学习控制等。 20

世纪 80 年代后期，出现了鲁棒控制。

二、 自动控制系统的术语及其定义

在讨论控制系统之前，需要对一些术语的定义加以介绍。

(1) 自动控制： 是指无须人参与，通过对某一对象施加合乎目标要求的作用，以使其

产生希望的行为或变化 。

(2) 对象：是由一些机器零件组合在一起，能够完成某种特定操作的设备，如电动

机、加热炉等。

(3) 系统：是由一些相互联系又相互制约部件组成 ， 能够完成一定的任务的有机整

体 。 系统不限千物理系统，也可以是经济系统等。

(4) 过程：是指一种自然的逐渐进行的运动或发展。本书中称任何被控制的运动状态

为过程。

(5) 被控变量：是指一种能够测量且可以调节的量值。 通过调节被控变量可以使系统

达到希望的行为或目标。

(6) 扰动：是指引起被控变量发生不期望变化的各种内部或外部因素 。

(7) 反馈控制：是一种基本的控制规律，它能够在扰动的作用下，自动减小输出量与

输入量的偏差，使系统达到希望的行为或目标的控制方式。

(8) 自动控制系统：是指为了实现某一目标，由控制器、被控对象、测量环节和比较

器件等部件有机地连接而成，实施自动控制的整体。

第二节 开坏控制和闭坏控制

、开环控制系统

开环控制系统是指系统的输出量对控制作用没有影响的系统，如图 1 - 1 所示 。

开环控制系统的信号传输特点是：

控制器与被控对象间仅存在正向的控

制作用 。 开环控制系统的输入量直接图 1 - 1 开环控制系统

作用于控制器，得到相应的控制量，并由控制量作为被控对象的输入，得到系统的输出

量。 开环控制系统的精度取决于被控对象中元器件的精度，在扰动影响不大，且精度要求

不高的情况下，可以采用开环控制方式 。

2 
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＿、 闭环控制系统

闭环控制系统是指以系统输出量与输入量的偏差作为涸节手段，并始终保持两者预定

关系的系统，如图 1 -2 所示 。

输入拭 , 
+ 

图 1 - 2 闭环控制系统

图中，反馈环节的主要作用为检测输出量和将检测结果转换成与输入量同量纲的量；

比较器用于获得输入量与输出反馈量之差； 偏差为输入量与反馈量之差，表明输出量与预

定目标的接近程度。闭环控制系统的信号传输特点是控制器与被控对象间不仅存在正向控

制作用，而且存在反馈作用，即系统输出量对控制量有直接影响。当系统输出量小于系统

输入量时，系统偏差大于零，控制器输出正向调控量，促使被控对象的输出增大；当系统

输出量大于系统输入量时，系统偏差小于零，控制器输出负向调控量，使被控对象的输出

减小。若为稳定系统，当系统达到稳态运行时，输出量与输入量之差为零，称为无差系

统；输出量与输入量间存在恒定的有界偏差值，称为有差系统。闭环控制系统的精度，取

决于反馈环节的检测精度和给定精度。

三、实例

现以图 1 - 3 所示的电风扇串联电感调速系统为例，说明开环控制系统的工作过程。

图中， u(t) 为电源电压； C 为启动电容；包含两个

绕组 r1 、 r2 的圆表示电风扇的电动机； L 为多触点可调

电感； k 为可调挡位 。

电风扇有两个绕组， 一个用千启动，称为副绕组，

用 r2 表示，另一个用于运行，称为主绕组，用 rl 表示，

且两个绕组呈 90°排列。可调电感与主绕组串联连接，当

挡位开关连通可调电感中一个触点时，电感与主绕组呈图 1 - 3 电风扇串联电感调速系统

现分压状态 。 随着挡位的变化，电感数值就会发生变化，主绕组得到的电压就不同，电动

机的转速也就不同，从而达到调速的目的。用框图描述这个调速过程，如图 1-4 所示。

二L
门

图 1 - 4 电风扇串联电感调速系统的框图

再以图 1 - 5 所示的直流电动机晶闸

管调压调速方式对直流电动机调速为例，

说明闭环控制系统的工作过程。

3 
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给定转速

图 1 - 5 直流电动机晶闸管调压调速原理图

图中，交流电源连接的带有晶闸管图

形的方框代表桥式整流结构； M 为直流电

动机；从直流电动机引出的虚线表示与电

动机转子相连的同轴连杆；测速环节可以

是测速发电机，也可以是编码盘等测速器

件；比较环节实际上就是加法器，可以是

模拟器件，也可以用计算机；触发环节根

据给定转速与实际转速的差值， 调整晶闸

管的触发角度，通过脉冲变压器向晶闸管

发送开通指令。由于触发角度不同，导致

整流的输出波形发生变化，从而使整流后的平均电压发生变化，实现直流电动机的调压调

速。在这个调速过程中，整流桥输出电压的均值，是按照给定转速与实际转速的偏差进行

调整的。当系统达到稳态运行时，电动机的转速将与给定转速十分接近，在添加相应的控

制环节后 ， 电动机的转速甚至可以等于给定转速。图 1 - 5 的控制框图如图 1 - 6 所示。

图 1 - 6 直流电动机晶闸管调压调速的控制框图

从上面的介绍可知，开环控制系统结构简单， 一般不涉及稳定性问题，而且响应速度

比闭环控制系统要快；闭环控制系统的稳态误差要比开环控制系统小，抗干扰能力强，对

元件特性变化不敏感，并能改善系统的响应特性。

四、 自动控制系统的性能要求

一个能够在实际中应用的自动控制系统，应当具备以下性质：

(1) 自动控制系统必须是稳定的。稳定性是保证控制系统正常运行的先决条件。一个

稳定控制系统的控制量，在受到扰动或者输入改变的影响后，其偏离值随时间增长而逐渐

减小，不会出现发散响应的情况 。

(2) 能够快速跟踪系统参考输入的变化，且超调量不宜过大。为了能够更好地完成控

制任务，控制系统仅满足稳定性是不够的，还需要对系统的过渡过程的形式和响应快慢提

出要求。一般来说，系统响应速度越快，系统的超调量就会越大，然而过大的超调量会引

发许多负向的影响。因此，在追求系统快速响应能力的同时，必须对系统的超调量进行必

4 
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要的约束。

(3) 系统的稳态误差应该尽可能地小。过渡过程结束后，系统便进入了稳态运行状

态，此时，最理想的状态是系统响应与期望数值一致。但是，由千误差的存在，导致系统

响应与期望数值间存在一定的差值，称之为稳态误差，稳态误差成为衡量控制系统精度的

重要标志。稳态误差越接近于零，系统的精度就越高。

(4) 系统应该具备一定的抑制干扰的能力 。 控制系统的运行环境一定存在某种或某些

干扰，这些干扰信号会对系统输出产生影响。在绝大多数情况下，干扰引起的输出响应是

不希望的。因此，在设计系统时，应针对干扰信号的特点，选择抑制措施，尽可能地将干

扰的影响降到最低。

5 
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第二章 拉普拉斯变换

控制理论的研究对象为微分方程描述的动态系统。即使是由线性定常微分方程描述的

最简单的动力系统，根据微分方程直接洞悉控制系统的响应性质，判定系统的稳定性，乃

至对系统进行必要的校正工作，都是非常困难的。然而，这些工作又是必不可少的，因此

需要引入数学方法，将描述控制对象的微分方程转化为代数方程。这样易千分析与校正，

当一切处理完毕后，可以通过反变换返回到微分方程。这种数学方法就是拉普拉斯变换。

由于拉普拉斯变换属于复变函数范畴，因此本书从复变函数入手，进行必要的知识

梳理。

第一节复变函数

、复变函数的基本概念

自变批为复数 s=a切w 的函数 F(1) ，称为复变函数。 F(s) 可以写成如下形式

F(s) = Fx + jFy 

式中：凡和凡为实数，凡称为实部， jFy 称为虚部。

F 
F(s) 的辐角为 arctan 二，正值辐角定义为复数构成的矢量与正实轴逆时针夹角。 F(s)

Fx 

的共辄复数为

F*(s) = Fx - jFy 

对千线性控制系统，复变函数通常为 s 的单值函数，即给定一个 s 值，函数值是唯

一的。

二、 复变函数的导数

如果一个复变函数 F(1) ，在某一区域内存在导数，那么其导数可以写为

dF(1) . F( .1 ＋心） - F(s) ,. t:,.F 
d.1 ＝ 四 A.I. ＝ 归忑

这里 t:::.s＝泣十J凶）。不难看出， t:::.s 可以沿无穷多的路径趋近于零。这与实变函数求导

有所不同，因此复变函数的求导需要引入必要的限制，即柯西一黎曼条件 (Cauchy - R匼

mann) 条件。柯西—黎曼条件的内容是，当沿着实轴心＝凶和沿着虚轴 t:::.s = jt:::.w 求得的
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导数相等时，对千任意路径 !:::,,s ＝凶十］凶）求得的导数才是唯一的，此时导数是存在的。

设 F(s) 在亚，吩处可导，根据导数定义有下面极限

吓Cs) , . F(s + !:::,,s) —F(s) 
ds 

= lim 
心气） A.S 

存在 。

令 心＝凶十］纱， F(s) =Fx 位， w) ＋］凡 (a, w) ，则有

F(s ＋心） ＝ Fx 位 十泣，w ＋ 纱） ＋ ］凡位＋凶，w+ 凶）

千是，可得

F(s ＋心） - F(s) = Fx位十凶 ，w +!::::.w) — Fx 位，w) + j[Fy 位十凶，w+ !::::.w) - Fy 位 ， w)]

取

!::::.Fx = 凡（6 ＋凶，w+ 凶） － Fx 位， w)

凶飞＝ Fy 位十 凶，w + !::::.w) — Fy 位， w)

则有

F(s+!::::.s) —F(s) = !::::.Fx + j!::::.Fy 

因此

dF(s) _ 1:_ Fx位十凶，w+ 凶） — Fx 位， w) +j[FY(a ＋凶，w+!::::.w) - F y(a,w)] 
ds =J}巴。 凶＋凸
由于 FCs) 在 s 处可导，所以 F(s) 的实部 Fx 位， w) 和虚部 Fy 位， w) 在点 s(a, w) 

dF(s) 
处必可微；导数 定义中极限的存在与心趋近千 0 的方式无关。 任取两条不同路径，

ds 

它们的极限值应该是相同的。

当沿着实轴方向取路径时，凶----➔o, !::::.w=O ，导数为

dF(s) FX位十凶，w) - Fx 位， w) +j[F （叶 !::::.a,w) - Fy (a心］ aFX 
ds 

= lim 
贮0 凶

=—-＋ j 垄
a6 如

再沿着虚轴方向取路径，此时凶＝0, !::::.w----➔O, 导数为

dF(s) FX 位， w + 纱） － FX 位，w）＋ J[F(mw十纱） － F （a,w) ］ =－ 主主
= lim J + ds i凶:o j凶 如如

由千沿两个路径求得的极限相等， 因此有

望·翌+j = —J 
．翌 翌

oa'J oa 十a a 
即

艺 ＝翌
a(1 a 

翌 ＝—翌
a6 a (2 - 1) 

dF(s) 
此时，导数 被唯一确定。ds 

7 



^ 乏自动控制理论

于是，可得复变函数 F(s) 在 s 处可导的充分必要条件是， 复变函数 F(s) 的实部与

虚部在点 s 处可微，且满足柯西一黎曼条件。如果函数 F(s) 在点 So 的某个邻域内的每一

点可导，则称 F(s) 在的点解析， F(s) 在区域 D 内的每一点解析，就称 F(s) 在 D 内解

析。鉴于此，柯西—黎曼条件成为判定复变函数解析性的判据。

那么 ， 对千一个解析的复变函数如何求其导数呢？下面以函数 F(s) ＝ 为例，推演
s+l 

导数的求解过程。

取 s=(J打w, 有

式中

F((J 十 jw) = ~ = Fx + jFy 
a+jw + 1 

凡＝
a + l 

位＋ 1 ) 2 十矿

Fy = —" 
位十 1) 2 十 矿

可以看出 ， 除了 s=- 1 （即 (J=- 1 , 矿＝ 0) 外， F(s) 的导数为

厂凡 ＝翌＝ ／（叶 1)2
如 如 ［位十 1) 2 十矿］2

匡 ＝三厂 2心＋ 1 ）
函 如［（叶 1)2 十矿］2

(2 - 2) 

可见函数 F(s) 满足柯西—黎曼条件。因此，除了 s= — 1 外，在整个 s 平面上 F(s) =
s+l 

都是解析的，导数为

dF(s勹翌＋豆 ＝－三＋王
ds oa ' Joa,av'av 

代入到式 (2 - 2) 中，有

dF( s) w2 - (6 + 1) 2 加(6 + 1)

ds [ （6+1) 2 十矿 ］2 + J [位十 1) 2 +w守
［位十 1) - Jw]2 

｛ ［位 ＋ 1) +iw] X ［位 十 1) — jw] }2 

［位＋ 1）＋ w]2

Cs+ 1) 2 

从这个示例可以看出 ， 解析函数的导数可以通过 F(s) 对 s 的微分直接求解，即

dF(s) 
ds Cs+ 1) 2 

对千这个例子，在 s 平面上使函数 F(s) 解析的点称为寻常点，使函数 F(s) 非解析的点

8 



配诅互调 拉普拉斯变换

称为奇点，使函数 F(s) 或其导数趋于无穷大的奇点称为极点。

若函数为 F(s)=
1 

(s + p)" ' 
(n = l , 2, 3, …)，当 s= —p 时，称为 n 阶极点。又如

+ F(s) ＝江， 使函数 F(s) 等于零的点（即 s= —z) 称为零点。
s+p 

第二节 拉普拉斯变换定义

f(t) 为 t 的函数，且当 t<O 时 f(t) = O ，若积分

I~ f(t)e-st dt , t ~ 0 

在复平面上的某一区域内收敛千 F(s) ， 则称

F(s) ＝厂氏）e-·" dt, t ~ O 

F(s) 为函数 f(t) 的拉普拉斯变换或象函数，简写为

F(s) =经f(t) J 

(2 - 3) 

(2 - 4) 

式中， s=a+jw 。

从式 (2 - 3) 和式 (2 - 4) 的定义可以看出， 如果拉普拉斯积分收敛，则函数 f(t) 的

拉普拉斯变换存在 。 为了明确拉普拉斯变换存在的条件，有必要深入了解拉普拉斯变换存

在的数学机理。 拉普拉斯变换存在定理表述为：

若函数 f(t) 满足下列条件：

(1) 在 t>O 的任意有限区间上分段连续；

(2) 当 t<O 时， J(t) = O;

(3) 存在常数 M>O 与 6。>O[ao 为函数 J(t) 的增长指数］，使得

IJ(t) l < Me叩 ， t > O

当 Re口＞6。 时 ， f(t) 的拉普拉斯变换存在 。

证明当 Re(s)>a。 时 ，有

厂 I JCt) I e一st dt 三 [00Me一(s-a。 )tdt = M 
s —匈

千是 F(s) = f~ f(t) e- st dt 在 Re(s)>a。上绝对一致收敛，且 F(s) 存在 。

如果存在一个正实数 a, 使得 e-a, I f(t) I 在 t 趋千无穷大时，其值趋近于零，则称函

数 f(t) 为指数级的 。 如果当 6>6。 时，函数 e飞'I JCt) I 的极限趋近千零；当 a< a。 时，

函数 e一”|JCt) I 的极限趋于无穷大， 则 170 称为增长指数。

对于函数 f(t) =Ae-"', 当 6＞—a 时，极限lime一" |Ae一叫趋近千零。此时，增长指数
,....00 

ao = —a。只有当 s 的实部大千增长指数，积分 F(s) = f~ f(t)e-stdt 才是收敛的。
9 
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从象函数的角度来看，增长指数相当于函数 F(s) 在 s 平面最右边极点的实部 。 例如，

函数 F(s)=
K(s+3) 

(s+1) (s+2)' 其增长指数为 1 。

对于 t 、 sin叫、 coswt 这样的函数，其增长指数等千零；对于 e一("、 te-“ 、 e-a, sinwt 

这样的函数，其增长指数等于—a。但是对千那些比指数函数增加得更快的函数，如函数

et2 、 te产，则找不到合适增长指数，因此不能进行拉普拉斯变换。

如果定义在有限的时间区间内 O~t~T, (T<～)，函数 e'·2 、 tet2 可以进行拉普拉斯变

换。应当指出，可以物理实现的信号，总是具有相应的拉普拉斯变换。

［例 2 - 1] 依据定义求解下列函数的拉普拉斯变换。

(1) 求指数函数 f(t) ＝｛°, t<0 (A 和 a 为常数）的拉普拉斯变换。
Ae-"', t娑0

(2) 求阶跃函数 f(t) ＝｛°, t< 0 (A 为常数）的拉普拉斯变换。
A, t多0

(3) 试求斜坡函数 f(t) ＝{ °, t< 0 (A 为常数）的拉普拉斯变换。
At, t~ O 

(4) 试求正弦函数 f(t) ＝｛ °, t< 0 (A 和 w 为常数）的拉普拉斯变换。
Asinwt, t娑0

解 （ 1) 指数函数的拉普拉斯变换为

F(s) ＝ Y![Ae一at J ＝厂Ae-a'e一s'dt = f~ Ae一(s+a)' dt =— A e一(s+(（ )t 1 00 = A 
s+a s+a 

应当注意，指数函数的拉普拉斯变换会在复平面上产生一个极点，在此极点之外，积分

厂妇）e-st dt 是绝对收敛的 。

(2) 阶跃函数的拉普拉斯变换为

F(s) = Y![A] = f~ Ae- s' dt =— A 

可以看出，阶跃函数的拉普拉斯变换，在除．s=O 以外的整个复平面都是存在的。同时，

函数 A 可以看成Ae-“在 a = O 时的特殊清况，其拉普拉斯变换的结果与上面的结果一致。

(3) 斜坡函数的拉普拉斯变换为

F(s) = Y![At] = J~ Ate一st dt = At 已 00 - 00 Ae一st dt = A 00 e- “ dt = A 
- s o Io —s s IO S2 

(4) 正弦函数的拉普拉斯变换为

依据欧拉定理，有

Asinwt = A 
芒t — e-iw,

2J 

于是，可得

10 



，诅互暹 拉普拉斯变换

F(s) ＝ 出[Asinwt ] = i J~心－尸）e—stdt = A(1 — 1 ＝心
2J o 2J.s — ]~ -~十 jW) .s 2 十矿

由上述四个例子可以看出，根据拉普拉斯变换定义可以求得函数 f(t) 的象函数。但

对千复杂的函数 f(t) ，按照定义求解会很困难，为此需要引入一些拉普拉斯变换的性质 ，

以简化象函数的求解工作 。

第三节 拉普拉斯变换的性质

为了叙述方便，做出如下假设：

(1) 假定在这些性质中，凡是要求拉普拉斯变换的函数，都满足拉普拉斯变换存在定

理中的条件，并且把这些函数的增长指数统一地取为 c;

(2) 用 F(s) ＝矶[f(t)］表示函数 f(t) 可以进行拉普拉斯变换， F(s) 表示拉普拉斯

变换的结果。

一、线性性质

若 F心） ＝玑［八（ t) J' 凡 (s) ＝列［fz(t)] ，又 a 、 (3 为常数， 则有

F(s) ＝红叭 Ct)+(3几 (t)] = a列［八 Ct)] + (3列j2 Ct)] ＝ 心｀ 1 （ ．I) +(3F2Cs) (2 - 5) 

［例 2-2] 试求余弦函数

o, t < 0 归） = { 
Acoswt, t 袤 o, w 为常数

的拉普拉斯变换。

解依据欧拉定理，有

coswt = 

根据拉普拉斯变换的线性性质，得到

e )W/ + - Jot e 
2 

F(s) = ＂尸了勹 ＝ ｀ Y![e)W1] ＋互e-)W勹 ｝ = ｀s二＋ s ：即）＝ s.2 ；矿

二、微分性质

1 实微分定理

若 F(s) ＝玑[f(t) ］， 则有

`J(t)]= sF(1) —f(O) 

式中： f(O) 为 f(t) 在 t= O 的初始值 。

证明 根据拉普拉斯变换定义，有

(2 - 6) 

11 
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叶品八t)] ＝厂［盖f(t)] 尸 dt = f(t)e一st [ - f~ J(t) ［扣勹 dt

=- f(O) +s厂f(t)e-st dt =- f(O) + sF(s) 

即

!t[1if(t)] = sF(s) - f(O) 

值得注意的是， f(O一 ）和 f(O十 ）的值可能相同，也可能不同。当函数 f(t) 在 t= O

处具有间断点时， f(O一 ）和 f(O十 ）的值不同。若 f(O- ) #-f(O勹 ， 微分性质的方程将

改为

工［扣叫 ＝ sF(s) - f(O勹

“- ［也Ct)]= sF(s) — f(O勹

函数 f(t) 二阶导数的拉普拉斯变换为

｀灼）］ = s2 F(s) － 寸CO) - }Co) (2 - 7) 

式中： j (0) 为芍尸在 t=O 时的值。

d 
证明 取 g(t) ＝—f(t) ，根据实微分定理，有

dt 

屯忨t)] = 5£［也叫＝ sY![g(t)] - g(O)气扣(t)］寸(0)

= s2 F(s) － 寸 co) - jco) 

采用类似的方法，可以求解函数 J(t)n 阶导数的拉普拉斯变换为

勹［嘉J(t)] = s"F(s) — s'，一1/(0) - s'广才（ 0) - … - sf忙Z) (0) - f炉1)(0) (2 -8) 

式中， f（／1- l ) （ 0) 代表函数 f(t) 的 n- l 阶导数在 t= O 时的值。 若函数 f(t) 及其各阶导

数的所有初始值全等千零，则有下式成立。

［例 2-3]

叶切Ct)] = s"F(s) (2 - 9) 
dt" 

已知正弦函数 f(t) ＝{ °, t< 0 ＠为常数）的拉普拉斯变换为
sinwt, t诊0

F(s) = 5£[sin四］ = Q 
s2 十矿

试求余弦函数 coswt 的拉普拉斯变换 。

解 玑coswt] ＝叶：（嘉sinwt)] ＝卢[sF(s) - f(O)] = ~(ffi — o)=~矿

12 
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2 复微分定理

若 F(s) ＝玑[f(t) ] ，则有

d 如f(t) ］ =--FG) 
dI 

证明 根据拉普拉斯变换定义，有

F(s) ＝幻Ct)] = J勹(t)e-s'dt
。

等式两端取关千 s 的导数，有

盖F(s) ＝ 嘉厂f(t)e-''dt = 厂盖[f(t) e- ,, ]dt = 厂［— tf(t)Je-s'dt
。

=—厂［小t) Je- st dt =—砌Ct)]
。

即

d 玑tf (t) J =—- F(s) 
ds 

类似地，可以得到

玑t'丁 (t) ］ ＝ （－ 1)'，卢F(s)

［例 2- 4] 试求函数 tsinwt 的拉普拉斯变换。

解依复微分定理，有

红tsinwt] ＝—江三）＝ （s2:ws矿） 2

二、积分性质

1 实积分定理

若 F(1) ＝玑[f(t) ］ ，则有

Y[JJCt)dt] = 丘 +H(0)

式中： H(O) 为 t= O 时 Jf(t)dt 的值 。

证明 根据拉普拉斯变换定义，积分函数的拉普拉斯变换如下

叶 ff(t)dt] ＝厂[ f f(t) dt] e-,, dt 

设定变量

( 2 - 10) 

(2 - 1 1) 

(2 - 12) 

(2 - 13) 

u= ［八t)dt, du = f(t)dt 

e 一st

dv = e-" , v =— 
- s 

13 
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将设定的变扯代入积分等式 (2 - 13) 中，可得

叶 If(t)dt] ＝三］八t) dt I : ＋ 十厂八t)e-t dt ＝ 勹＋巠°)
如果 f(t) 在 t= O 处包含一个脉冲函数，则 HCO+ ) #-H(O_) 。千是， 有

气］．f(t)dt] ＝ 酗 ＋ H（ 0+ ）

勹f(t)dt] ＝气＋H（．SO_ )

如果 f(t) 为指数级的，则定积分］勹、Ct) dt 的拉普拉斯变换为

三f:J(t)dt] = ~ 

重复应用 叶U>(t)dt] ＝ 区立，可得

立［『．．．『 fCt) Cdt)"] ＝酗o J o J · · · · J s" 

［例 2 - 5] 试求幕函数

f(t) = t"' n 为正整数

的拉普拉斯变换。

解由于

t = L ldx 
。

t2 = 』t2xdx
。

t3 = 『妇dx
。

t" ＝ 『 11x"-1clx
。

根据拉普拉斯变换定义，有

霆＝气ldx] = + 5£[1] = t 
归］ ＝ 2[L 2xdx] = 1氧t] = 1 勹＝: 
归］＝出［I；立 dx] ＝立心］ ＝立三＝彗

s s s~ s 

玑t"] = 5/; [『 nx"-1dx] ＝气[t"一1] ＝辈
0 _J S S 

14 
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2 复积分定理

若 F(s) ＝玑f(t) ］， 则有

证明

气宁］ ＝ 厂F(s)ds
根据拉普拉斯变换定义，有

(2 - 15) 

叶宁］＝ IOO 罕
0 t 

e-,, dt = f ~ f(t) [ f ~ e- " ds] dt = f ~ [ J~ f(t) e- " cit] ds = f厂F(s)ds

采用类似的方法可得

叶宁］ ＝ 厂…厂F(s)(ds)"
s s 

［例 2-6] 试求函数

归） ＝厂 smtdt
0 t 

的拉普拉斯变换。

解由于

H(t) ＝［三t = t — t3 + t5 _ t7 + 
t - · . 3X3!'5 X5 ! 7X7! 

当 t=O 时， H(O)=O, 说明 H(t) 的初始值为 0 。

根据实积分定理，有

幻(t)］＝ 叶厂 宁叶 ＝ 千叶宁］
根据复积分定理，有

气严］＝厂Y![sint]ds =厂 *1ds = j —arctans 

故

叶厂 宁叫＝十（李 － arctans)

四、 初值定理

(2 - 16) 

如果函数 f(t) 和 f Ct) 是可以进行拉普拉斯变换的，令 F( s) =5/[f(t)] ，在 limsF(s)
.，_声03

存在的前提下，有

f(o+ ) = lim正 Cs) (2 - 17) 
.r->00 

证明 依实微分定理，有

sF(s) - f(O一 ）＝ 边 ［扣叫＝厂 扣． （ t)e一st dt

15 
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整理后 ， 得到

对上式求极限

由于

因此，有

= ［： 盖f (t)e- s'dt + f：十 扣(t)e一stdt

= f(O+) - f(O一 ） ＋厂扣Ct) e- ,, dt 

sFCs) = J(o+ )+ 』： 嘉f(t) e一stdt

压sF(s) ］ ＝ 上叫f(O勹］ ＋上恩们扣(t)e一s'dt]

曰厂＋ 扣(t) e-''dt] = f; ftJCt)［三” ]dt = O 

lim[sFCs)] = lim[J(o+)] = J(o+) 
,-.oo ,-.oo 

应当指出 ， 初值定理并不能给出严格的 t= O 时刻的 f (t)值，但是能够给出时间略大

于零的 f(t) 的值。

五、终值定理

如果函数 f(t) 和 f (t) 是可以进行拉普拉斯变换的，令 F(s) ＝列[JCt) ］，在 limf(t)

存在的前提下，有下式成立

limf( t ) = limsF(s) 
／一OO ，_．。

证明 根据实微分定理，有

厂 ［盖f (t)] e -,, dt = sF (s) —f(O) 

等式两端同时求极限，可得

hm厂 ［也(t) ］ 尸 dt = l~~[sF(s) —f(O)] 
,-..OJ O L.Ul _J .s--0 

方程左边算式变为

／一►OO

(2 - 18) 

扭用［。 ［出f (t)] e- " cit = f~ lj用[e一st] 品f(t)dt = f~ 1if(t)dt = }~恩I: 1if Ct)dt 

= lim[f(t) - f(O) ] 
t - OO 

于是，上述极限方程变为

16 

皿[f(t) - f(O) ］ ＝ 杻甲[sF(s) - f(O)] 

由千 f(O) 只是一个数值 ， 因此有
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归[f(t) ］ — f(O) = ！上用[sF(s)] — f(O)

故可得

皿[f(t)] = ~[sF(s)] 
s-0 

终值定理描述了函数 f(t) 的稳态值与 sF(s) 在 s=O 附近的关系，应用终值定理，可

以根据象函数 F(s) 直接求出原函数 f(t) 在 t-OO时稳态值。

［例 2 - 7] 巳知

试求 f(O) 、 J( oo ) 。

解根据初值定理，有

根据终值定理，有

玑丁Ct)]= ---1--, a > o 
s+a 

f(O) = limsF(s) = lim + = 1 
广►00 ,,.:;.; s +a 

f产） ＝ limsF(s) = lim+ = 0 
-。 -o s +a 

注意，只有在limf(t) 存在时，才能应用终值定理。对于 f(t) =sinwt 这类函数，由
t一。

于limf(t) 不存在，因此终值定理不适用于这类函数。
户CO

六、 （时间）尺度变化性质

若 F(1) ＝列[f(t) ］ ， 则有

幻(at) ］ ＝ 归 (~ )

证明 根据拉普拉斯变换定义，有

幻（a1)] = f~ e-"f(at)dt= ｝厂e—s(at) /af (at) d (at) 

取 (3=at, 上式变为

幻(at)］＝气e-动／"f((])d((3）＝尸侵）

或

叶卢）］ ＝ aF(as)

(2 - 19) 

在对物理系统进行分析时，有时需要改变时间尺度，或者对给定的时间函数标准化，

应用（时间）尺度变化性质，可以对不同的系统进行尺度一致性处理。

［例 2-8] 试求函数

f(t) = at, a > 0 

17 
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的拉普拉斯变换。

解由于
1
-2S __ J t LL 

伊

根据时间尺度变化性质可得

1 
巩at] = — X 1 

a U)2 =] 

七、位移性质

1 第—位移定理（时域移位定理）

若 F(s) ＝伊[f(t)］，且当 t<O 时， f(t) = O , 则有

列[f(t - a)] = e- "'F(s) 

证明

如(t-a)] = I~ f(t - a)e- s' dt = J>ct — a)e一s' dt +f~ f(t-a)e- " dt 

取 u= t-a, 由 于

(2 - 20) 

『f(t - a)e-stdt = 0 

则

幻(t-a)]= f~ f(t-a)e一st dt = I~ f(u)e-s< «拉） du

=e呴f~ f(u)e-"' du = e- asF(s) 

第一位移定理说明，当函数 f(t) 进行时间平移 a 后，其拉普拉斯变化结果相当千用

e—,“乘以平移前函数 f(t) 的拉普拉斯变换 F(s) 。

［例 2-9] 试求函数

u(t —r ) = { 
O, t < r 

1 , t > r 

的拉普拉斯变换 。

解由于

纸[u(t) J =— 

根据第一位移定理，有

氧u(t - r-)]=e-"' —1 
s 

18 
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2 第二位移定理 （频域移位定理 ）

若 F(s) ＝叮[f(t) ] ，对于任意常数 a, 则有

玑[e"'f (t)] = F( } — a) (2 - 21) 

证明 根据拉普拉斯变换定义，有

平叮(t) ］ ＝ I勹"'f (t) e- ,, dt = I~ f(t) e一( .，-,, J dt = F(s - a) 

第二位移定理说明，一个函数乘以指数函数 e“后的拉普拉斯变换等千其象函数移位 a 。

［例 2 - 10] 试求函数

f(t) = e"'sinkt , a 、 K 为常数

的拉普拉斯变换。

解由千

辽[si泣t] = k 
s2 + k2 

根据第二位移定理，有

互eat sinkt] = k 
(s - a) 2 +k2 

八、 卷积定理

若 F(s) =!.f[ f(t)], G(s) =5/[g (t ) ］ ， 则

:f[J(t) -x- g(t)] = F(s)G(s) (2 - 22) 

证明 设 f(t) 、 g(t) 的增长指数分别为 (J1 和屯，当取 Re(s)>max(a1, az ) 时 ，有

幻(t) -x- g (t)] = J~ [f(t) * g (t) ]e一st dt = [ 00 u00飞）g (t — r)dr] e-s'dt

＝厂氏） u~g(t — r)e-st dt] 击
取 t=u叶，由于

u00 g Ct - r)e-s'dt] = u ~ g(u)e一s( ，击） du] = e- "G (s) 

因此 幻(t) * g (t)] ~ f：氏） e－“G (s)dT = G(s)厂氏） e－“ dT = F(.I)G(,) 

这个定理说明，两个时域函数卷积的拉普拉斯变换等于它们各自的拉普拉斯变换的

乘积。

［例 2 - 11] 试求函数

fi(t) = t, 八（t) = sint 

的卷积的拉普拉斯变换。

19 
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解

1 玑t * sint] = Y![t] • 5/![sint] =了· = 1 1 
s2 s2 + 1 s2 (s2 + 1) 

第四节 拉普拉斯逆变换

、拉普拉斯逆变换公式

从拉普拉斯变换 F(s) 求时间函数 f(t) ，称为拉普拉斯逆变换。逆变换的公式为

简写为

f(t) = _J_I叶产F(s)est ds, t > 0 
纭jJ q-产

(2 - 23) 

f(t) ＝ 笠1[F(s) ] (2 -24) 

式中，沿着任一直线 Re(s) =<J><J。做积分， 6。是 f(t) 的增长指数。为了保证积分路径位

于所有奇点的右侧，应该将 6 的取值比 F(s) 所有奇点的实部都大。

二、利用留数理论计算象函数的原函数

利用拉普拉斯逆变换公式直接计算象函数的原函数，通常是比较困难的。当象函数

F(s)为有理函数形式时，可以采用留数方法计算象函数的原函数，将复杂的积分运算变为

简单的代数运算，这种计算方式更加简单。

留数定理：若 I1,12 , … ,11，为函数 F(s) 的所有奇点，取 (3>Re(s; ), i = l, 2, …, 
n, 且当一心咐， F（ ｀I)-0 ， 则有

｀厂氏）e小 ＝ 2 恩,s[F(s)e'']
即

,, 
知） = ~ Res[ F(s) e''] , t > 0 

k = 1 .,= ·'k 

(2 - 25) 

证明 图 2 - 1 中，闭曲线 C=CR+L, 在 Re(s) </3 的区域内， CR 是半径为 R 的圆

弧； L 是一条直线。当 R 充分大时，可以使 F(s) 的所有奇点包含在闭曲线 C 围成的区

域内。由千 est在全平面上解析，所以 F(s) e” 的奇点就是 F(s) 的奇点。根据留数定理

可得

咐F(s)estds = 2可~ Res[F(s)est] 
k = I s=sk 

于是，有

1 阳R卢煦~s[F(s)e't] ＝玩 U企::F(s)est ds + LR F(s)est ds] 

20 
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当 R-=时，求上式右端的极限。根据复变函数论中的约当引

理，当 t>O, 有

归丿cRF(s)e"ds] = 0 

千是，可得

2 Res[F(s)e“] ＝上]{I切:F(s)est ds, t > 0 
k=1 s= sk 纭jJ {l- jR 

A(s) 
若 F(s) 为有理函数，即 F Cs) ＝——-，其 中， A Cs) 、

B(s) 

B(s)为不可约多项式，且 B(s) 的阶次比 A(s) 的阶次高。此

时 F(s) 满足留数法求解原函数定理所要求的条件。下面根据

不同的情况讨论具体的计算方法。

JW /3 + JR 

CR 

1 (3- JR 

图 2 - 1 闭曲线

情况一：若 F(s) 有 n 个单极点 S1,S2, …， s,' ，根据留数的计算方法，有

Res[F(s) e"] = F(sk) Cs —sk)e'k1, k = 1,2…n 
s=s k 

因此

6 

归） = t Res[F(s)e'' ] = tF(sk)(s-sk)e'k', t > 0 (2 - 26) 
k=l s=sk k=l 

情况二： 若 SJ 是 F(s) 的一个m 阶极点， s, 是 F(s) 的单极点 (i=m+l, m+2, 

n) ，根据留数的计算方法， 重根的留数计算方法如下

因此

Res[F(s)e" ] = ~ lim 立二[(s - s1)"'F(s)e'']
s=sk (m - 1) !~;; ds",--] 

f(t) = t F(s;) Cs — s1 ) 心十 ~ lim仁[(s — s1 )111F(s)est ], t > O 
(m —1) ! ds”广l

i-111十l . SS I 

(2 - 27) 

式 (2 - 26) 和式 (2 - 27) 都称为海维赛 (Heaviside) 展开式。

［例 2 - 12] 试求函数

F(s) = s 
s2 + 1 

的拉普拉斯逆变换。

解 （ 1) 方法一：留数法 。

由千

s2 + 1 = (s + j) (s —j ) 

故函数 F(s) 有 S1 =j 和 s2=-j 两个极点。

根据留数计算方法，有

f(t) = Res[F(s)e't] + Res[F(s)e't] 
s=j s=-j 
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= (s +j) s (s 一 j) (s —j)e.,t I s=j + （ s 门）~Cs+j)e'1 l,=-i 
=...l.e)／十二尸
勾—2j

1 =— (ei'+e-jt) 
2 

= cost 

(2) 方法二：部分分式法 。

由

F(s) = ~\＝凡＋气
可得

1 C1 = C2 =— 
2 

故

F(s) 三［』j ＋土］
因此，有

1, 1 7 1 f(t) ＝ 沪 [F(s)] ＝上艾1 [ +—]= －［e寸气］ = cost 2 ~ Ls+ j's —] 2 

第五节 应用拉普拉斯变换求解常系数微分方程

应用拉普拉斯变换求解常系数微分方程的基本做法是，将其转化为象函数的代数方

程，再根据此代数方程求出象函数，最后取象函数的逆变换得到微分方程的解。由于拉普

拉斯变换已经自动包含了微分方程的初值，因此没有必要再根据初始条件求积分常数。这

是拉普拉斯变换方法与经典方法求解常系数微分方程的不同之处。

［例 2- 13] 试求方程

d3 d2 d —x (t) + 3 —x(t) + 3 —x(t) +x(t ) = 1 
dt3 dt2 dt 

满足初始条件 x(O)=:i:(O)= x (O) = O 的解 。

解设 5£[x (t)] = X(s) ，对给定的微分方程求取拉普拉斯变换，有

2 [ix(t) + 3 旮(t) + 3 嘉x(t) +x(t)］＝互1]

即

叶旮叫＋小旮叫＋小护听＋5£[x( t)] ＝互1]

22 
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由千

叶旮Ct)]= ．战Cs) - s气（ 0) - s分（0) —趴0) = s3 X(s) 

牛旮Ct)] = 3[ ．双(s) — sx(O) — i(O)] = 3s2 X(s) 

叶31ex(t)] = 3[sX(s) -x(O)] = 3sX(s) 

玑[x (t) ] = X(s) 

1 5£[ 1] = -2:._ 
s 

因此，有

s3 X(s) + 3s2 X(s) + 3sX Cs) + X(s) =— 1 
s 

整理后，得

X(s) = 1 
s(s3 +3s2 +3s+ 1) 

1 
s(s + 1) 3 

象函数的部分分式结果为

XCs) = 1 
s(s3 + 3．茫 ＋ 3s+ 1) 

1 1 1 1 =-————_ 1 
sCs+D 3 s s+l Cs+D2 Cs+D3 

千是，有

1 1 x(t) ＝艾1[X(s) ］ ＝ 笠1[——一一1 
s s+ 1 (s+ 1)2 (s+ll) 3] 

= 1 - 亡— te一1 — t卢

［例 2 - 14] 试求微分方程

尔t) + 2x(t) = 0 

满足初始条件 x(O) = 3 的解。

即

解设 项[x(t) ]=X(s) ，对给定的微分方程求取拉普拉斯变换，有

2 [:i(t) + 2x(t)] = 0 

sX (s) - x(O) + 2X(s) = 0 

sX(s) + 2X(s) - 3 = 0 

(s + 2)X(s) = 3 

解得象函数为

X(s) = 3 
s+2 

于是原函数 x(t) 为

23 
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x(t) ＝正[XCs)］＝ 立1 ［三］ ＝ 3e-2,

-更多的例躁请扫描二维码学习。

习题

2 - 1 试求函数

F(s) = 1 
1 - e一s

的极点。

2 - 2 试求冲激函数

沁） ＝ ｛ 0 , t#0 
= , t = 0 

的拉普拉斯变换。

2-3 试求下列函数的拉普拉斯变换。

Cl) f(t) =cos(wt+0) 

(2) f(t) ＝上．
2a 

smat 

(3) f(t)=l —tet 

(4) f(t) = e- 2'sin4t 

(5) f(t) =tcoswt 

(6) f(t) =te- 'sin2t 

(7) f(t) = u(t - l)u(t—2) 

(8) f(t) = (t2+1)2 

2-4 试求函数

o, t > 亢
f(t) = { 

sint, 0 ~ t ~ rr 

的拉普拉斯变换。

2 -5 试求图 2 - 2 所示函数 f(t) 的拉普拉斯变换 。

2-6 试求图 2 - 3 所示函数 f(t) 的拉普拉斯变换 。

第二章拓展例题及详解
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f(t) 
f(t) 

。
a 

T ~--- -- -

。

1
1
111_j1 

图 2 - 2 题 2 -5 函数 J(t) 的图形

2 - 7 试求图 2 - 4 所示函数 f(t) 的拉普拉斯变换。

2 - 8 试求图 2 - 5 所示函数 f(t) 的拉普拉斯变换。

f(t) 

3尸－－－－－－ －－

2 

。

T 2T 3T 

图 2-4 题 2 - 7 函数 f(t) 的图形

图 2 - 3 题 2 - 6 函数 f(t) 的图形

f(t) 

。 2 

图 2 - 5 题 2-8 函数 f(t) 的图形

2 - 9 试求图 2-6 所示周期函数 f(t) 的拉普拉斯变换。

2 - 10 已知函数 f (t) 的拉普拉斯变

换为

F(s) = 2s+l 
s2 +s + 1 

试求 j (t) 的初始值。

2 - 11 已知函数 f (t) 的拉普拉斯变 ~ 2 3 4 t 

换为 图 2-6 题 2 - 9 周期函数 f(t) 的图形

F(s) = 5 
s(s + 2) 

试用终值定理求出 f(t) 的终值，并通过取 F(s) 的拉普拉斯逆变换，令 t-～ ，

证明上述结果。

2 - 12 试求下列函数的拉普拉斯逆变换。

Cl) F(s) = 4s - 2 
s2+16 

25 
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(2) F(s) = 2s+5 
s2+2s+2 

(3) F(s) = 1 
(s-1) (s-2) (s - 3) 

(4) F(s) = 
s2+2 

s3 + 6s2 + 9s 

(5) F(s) = s 
(s2-1) 2 

(6) F(s) = 2 
s( s2 +4) 

(7) F(s) = s4 +2s3 + 3s2 +4s+s 
s(s + D 

(8) F (s) = 5Cs+ 2) 
s2(s + 1) (s+3 ) 

(9) F(s) = 1 
sCs2+2s+ 2) 

- s 

(10) F(s) = e 
s( s2 +1) 

2 - 13 试求下列微分方程的解 。

(1) y +2§ -3y= e飞 y(O) = O ，夕（0) = 1

(2) y' - y =4sint+5cos2t , y(O) ＝— 1 , 夕（ 0) =-2

(3) 3 —2y +2y= 2e一 ' cost , y(O) = y (0) = O 

(4) y +ay = Asinwt , y(O) = b (a , b , A 均为常数）



第三章 控制系统的数学模型

在对控制系统进行研究时，首先需要建立数学模型 。 所谓数学模型是指采用数学语言

描述参照系统的特征或变量的依存关系，给出一个系统中各变量间内在关系的数学表达。

变量间的关系由代数方程描述，称为静态模型；变量间的关系由微分方程描述，称为动态

模型。由于许多控制对象是由微分方程描述的动态系统，因此可以通过支配具体系统的基

本规律（如牛顿定律和基尔霍夫定律等）获得这些微分方程。考虑到人们思考方式的不

同， 一个系统可能具有多个数学模型。应当指出的是，数学模型必须能够精确地或至少可

以相当贴切地描述系统的动态特性，为此建立一个合理的数学模型是整个研究过程中的基

础工作 ， 也是最重要的工作 。

第一节传递函数

作为控制系统的数学模型，必须满足如下两个要求： 一是能够描述系统中各变量间的

内在联系； 二是便千进行控制系统的分析与校正工作。微分方程虽能满足第一个要求，但

不能满足第二个要求，因此微分方程不能作为控制系统的数学模型，需要建立新的适于控

制系统要求的数学模型 。

一、 传递函数的概念

在对线性系统进行分析时，人们更关心激励与响应之间的必然联系 ， 即给什么样的输

入能够得到什么样的输出，而不是系统内部的构成情况 。 为了描述这种联系需要引入传递

函数的概念，系统的输入、输出与传递函数间呈现图 3 - 1 所示的关系。这是一种类似放大

器的关系，即系统的响应等千传递函数与系统激励的

乘积。

为了实现图 3 - 1 所示的关系，需要对微分方程进

行数学变换，即采用拉普拉斯变换将微分方程转化为

代数方程 。

图 3 - 1 输入、输出和传递函数的

关系

假设一个线性系统的激励 u(t) 与响应 y(t) 所满足的关系，用微分方程表示为

a,，沪' ) Ct) + a,,一1Y丘l) (t) ＋ a,＇－2 Y丘z) Ct) + … +a心 Ct) + a。 y(t)

= b,,,u 侐） （ t) +b,,,-1U( ，曰） （ t) + b,,,-z u（三） （ t ） + … ＋ b泣 Ct) +b。 u(t)

式中： a,,,a,, - 1, … ,a。和 b,,,,b,,, - 1, … ，仇均为常数； m 和 n 为正整数 。
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设 玑[y(t) ]=Y(s) ， 玑[u(t) ] =U(s) ， 根据拉普拉斯变换的实微分定理，有

Y![a,,y<">(t)] = a,,[s"Y(s) - s"-1y(O) -s'广2y (0) - …- sy<',-2) (0) - y炉I) (0) J 
玑[b111u <111>( t)] = b111[s111U(s) - s”广1u(O) - s”户飞（0) - … - SU丘2) (0) — u(II广l) (0) J 

对系统微分方程的等式两端同时取拉普拉斯变换， 整理后得

D(s)Y(s) —My Cs) = M(s)U(s) —Mu(s) 

即

M(s) 
Y(s) = ~U(s) + 

My(s) - Mu(s) 
D(s) D(s) 

其中

D(s) = a,,s" +a,,一1s''-1 +… +a1s+a。

M(s) = b,,,s"' + b,,,-1s'，广1+ … + b1s+b。

M y(s ) = a,,y(O)s”一1 + [a,,y(O) +a,,一1y(O)］尸＋…＋ ［a,,y ( ，广l) (0) +… +a1y (O)] 

Mu Cs) = b,,,u (O)s'rr-1 + [b,,,u (0) + bm- l u(O) ］尸＋…＋ ［b"'u (？曰） (0) +… +b1 u(O)] 

令

G(s) = M(s) b,,,s111 +b,,,-1s'',-1 + … + b1s + b。
D(s) = a,,s”+a,I- 1sn- 1 +… +als+a。

G1,Cs) = 
矶(s) —M上）

D(s) 

则有

Y(s) = G(s)U(s) + G1, (s) (3 - 1) 

方程 (3 -1) 中， G(s) 表示激励与系统响应的关系， Gh(s) 表示初始状态与系统响应的关

系，且 G(s) 与 Gh (s) 无关。 也就是说，无论 Gh Cs) 为何值，都不会对 G(s) 产生影响，

因此可以采用最简方式求取 G(s) 。 取系统的初始状态全部为零， 即 G1,(s) = O, 此时方程

(3 - 1) 可写成

Y(s) = G(s)U(s) (3 - 2) 

或

G(s) =骂
U(s) 

式（3 - 2) 表明：系统处于零状态的前提下，系统的传递函数 G(s) 等于系统响应的拉普

拉斯变换 Y(s) 与激励的拉普拉斯变换 U(s) 之比。这种关系可以用图 3 - 2 所示的框图

表示。

图 3-2 传递函数的框图

下面以几个实例说明传递函数的建立过程。

［例 3 - 1] 建立图 3-3 所示阻容串联电路的传递函

数，其中， u(t) 为输入， uc (t) 为输出 。
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解图 3 - 3 中， uc(t) 为电容两端电压， u(t) 为

电路的入口电压，也可以认为是激励 。

由于流过电容的电流为

认t) = C due Ct) 
dt 

考虑到电阻与电容为串联连接形式，根据基尔霍夫电

压定律，有下列等式成立

R 
O 匕二］

11(1) 

l

­c 

。

IIc (t) 

。

图 3 - 3 阻容串联电路

RC 
due (t) 

dt 
+ uc Ct) = u(t) 

等式两端同求拉普拉斯变换，并令 玑[uc (t)] = Uc (s) ， 玑[u(t) ] =U(s) ，可得

RC[sUc(s) - uc (O)] ＋从 Cs) = U(s) 

故

Uc(s) = 
U(s) +RCuc(0) 

RCs + l'RCs + l 

当 uc(O) = O 时，即系统处于零状态下，可得此电路的传递函数

G(s) =~= d 
U(s) RCs + l 

［例 3·2] 建立图 3 - 4 所示阻容感串联电路的传递函数，其中， Ui (t) 为输入，

u。 (t)为输出 。

//—一二。。
。

图 3-4 阻容感串联电路

解 设电容和电感的初始状态为零。 由千电路

中三个元件为串联连接，因此通过三个元件的电流

相同。通过电容的电流为

认t) = C du。 Ct)

dt 

于是可得电容两端电压为

1 U。 (t) ＝它fi(t)dt 

依据基尔霍夫电压定律可得

由 (t)
U; (t) = Ri (t) + L ~ + u。 (t)

dt 

消去上式中间变量 山），结果为

LC 仁（t） + RC du。 (t)+u。 (t) = U; (t) 
dt2 dt 

上述微分方程等式两端同求拉普拉斯变换，有

LCs 2U。 Cs) +RCsU。 (s) ＋ 队（s) = U;(s) 

整理后，有
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[LCs 2 + RCs + 1]仄 Cs) = Ui Cs) 

千是图 3-4 所示阻容感串联电路的传递函数为

GCs) = 队（s ） = 1 
Ui Cs) LCs 2 + RCs + 1 

［例 3 - 3] 建立图 3 -5 所示弹簧—质量—阻尼器系统的传递函数 。 图中， JCt) 表

示作用力， x Ct) 表示位移 ， M表示质量， B 表示壁间黏性摩擦系数。

// / / / / / / / 解 图 3 - 5 所示的机械平移系统，依据牛顿第二定

律有

2八t) = M d五 Ct)
dt2 

B 

M 

f(t) 
x(t) 

图 3 -5 弹簧—质量—阻尼器

系统俯视图

阻尼器的数学模型为

八 Ct) = B dx (t) 

dt 

根据胡克定律可得弹簧的数学模型为

八 Ct) = Kx(t) 

系统合力为

立t) = f(t) - !1 (t) - ! 2 (t) = f(t) — Bdxd尸 — Kx (t)

于是可得

dx (t) 
f(t) - B — K x (t) = M 

d五 (t)
dt dt2 

设系统的初始状态为零，并对上述微分方程的等式两端同时求拉普拉斯变换，有

(Ms 2 + Es + K)X(s) = F(s) 

故图 3- 5 所示系统的传递函数为

G(s) = X(s) = l 
F(s) Ms 2 +Es +K 

从传递函数的理论推导到例题中的物理系统建模， 可以发现传递函数概念适用千由线

性定常微分方程描述的动态系统的数学建模。在对这一类系统进行的分析、设计和校正工

作中，传递函数得到广泛的应用 。 传递函数的特点总结如下：

(1) 传递函数是一种描述系统输入量与输出量之间关系的数学模型，与微分方程描述

的系统输入与输出的关系具有同等效力。

(2) 传递函数是对系统本身属性的一种数学描述方法，与系统输入量的选取无关。

( 3) 传递函数是系统外特性的表现，不能提供系统的内部结构信息，因此许多不同的

物理系统， 可以具有相同的传递函数，如［例 3 - 2] 和［例 3-3] 。

(4) 在已知传递函数的前提下，可以通过不同的输入研究系统的响应特性。

(5) 如果传递函数未知，可以通过实验方法获取传递函数。
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(6) 从传递函数的理论推导过程来看，传递函数只能描述系统输出的一部分，因此用

传递函数表征系统动态性能时，具有一定的局限性 。

二、脉冲响应函数

假设某个线性系统的传递函数为

G(s) 
Y(s) 
U(s) 

该系统的复频域响应为

Y(s) = G(s)U(s) 

令 g(t) 为 G(s) 的拉普拉斯逆变换式，即 g(t) ＝笠一 1 [G(s)]。根据拉普拉斯变换的卷

积定理，有下列方程成立

y(t) = g(t) -x- u(t) = Lg（五（t — T) dT
。

(3 - 3) 

式（3 - 3) 表明：系统时域响应等于 g(t) = 5f!- l [G(s)]与激励的卷积。由此可见 ， 一个线

性系统既可以用传递函数表征，也可以用传递函数的逆变换表征。定义 g(t) 为系统的脉

冲响应函数，即零状态下的线性系统，当激励为单位脉冲函数时的系统响应。根据定义，

可得

{Y(s) = G(s)U(s) 

U(s) = 玑［如）］ = 1 

千是，可得

Y(s) = G(s) 

求拉普拉斯逆变换，有

y(t) = g(t) 

可见，零状态下的线性系统，当激励为单位脉冲函数时，系统的时域响应 y(t) 等于系统

的脉冲响应函数 g(t) 。根据这个结论，可以通过测量的方式获得传递函数 。

第二节框 图

控制系统一般由许多元件组成，致使传递函数比较复杂。在工程实践中，为了直观表

现每个元件在系统中的功能，常采用框图描述传递函数。

一、框图简介

框图，又称方框图、方块图，是系统中每个元件的功能和信号流向的图解表示方法，

用以表明系统中各种元件间的相互关系 。

最简单的框图由一个方块和两个箭头组成，如图 3 - 2 所示 。 方块中填入代表某种物
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理功能的数学运算符号，称之为功能方块；箭头表示信号流动的方向；输入信号标注在

指向方块的箭头尾部，输出信号标注在从方块指向外部的箭头处；运算关系为输入量与

功能方块中运算符号的乘积等于输出量。在框图 中，信号只能沿着箭头的方向进行

传输。

系统中每一个元件都可以用框图来表示，只要依据信号的流向将各个方块连接起

来，就能组成整个系统的框图。利用系统框图也可以评价每个元件对系统总体性能的

影响 。

从数学角度来看，框图是代数方程的一种图形解法，与代数方程具有同等的数学表现

能力，但框图能更加直观地表明系统中信号的流动情况。

二、框图中的运算符号

系统是由多个功能方块组成的，采用相加点和分支点表示不同方块间的连接关系。

1 相加寺

图 3 - 6 所示即为框图中的相加点，相加点的图形为带 “X" 的圆和表示加减运算的符

号。每个箭头对应的加号或减号表示信号是加还是减，进行加减运算的变量必须具有相同

的量纲，加号可省略。

2 分支点

图 3 - 7 所示为框图中的分支点，分支点的图形为实心圆，表示将信号提供给不同方块

或相加点的运算符号。

X 

X + x-y X 
x 

y 
X I X 

图 3-6 相加点 图 3-7 分支点

（注 ：图中 T 接点通常省略）

＝、 闭环控制系统的框图

闭环控制系统的框图如图 3-8 所示。图中， U （ s) 为输入量， Y （ s) 为输出量， E(s) 为

系统偏差量， B （ s) 为反馈量， G(s)为前向传递函数， H （ s) 为反馈通路的传递函数。闭环

控制系统中的运算关系为
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1E(s) = U(s) —B(s) 

l 
Y(s) = G(s)E(s) 

B(s) = H(s)Y(s) 

反馈信号 B(s)与系统偏差信号 E(s)之比定义为开

环传递函数，运算式为

劂 ＝ G(s)H(s)
图 3-8 闭环控制系统框图

输出量 Y(s)与系统偏差信号ECs)之比定义为前向传递函数，运算式为

Y(s) 
E(s) 

GCs) 

当反馈通路传递函数 HCs)=l 时，即单位反馈系统，系统开环传递函数与前向传递

函数相等。

输出量 YCs) 与输入量 U(s)之比定义为闭环传递函数。根据上面列写的闭环控制系统

运算关系，消去变量 ECs) 和 B Cs)后，可得

Y(s) = G(s)[U(s) - H(s)Y(s)] 

整理后，得到闭环控制系统的传递函数为

Y(s) G(s) 
U(s) 1 +G(s)H(s) 

闭环控制系统输出量为

Y(s) = G(s) 
1 +G(s)H(s) 

U(s) 

这说明闭环控制系统的输出量取决千闭环传递函数和输入量。

四、绘制框图的步骤

绘制动态系统框图的步骤如下：

(1) 列写系统中描述每一个元件动态特性的方程；

(2) 在零状态的条件下，对上述动态方程进行拉普拉斯变换；

(3) 绘制每个拉普拉斯变换后方程的框图；

(4) 按照信号流向，将这些方块连接起来，构成完整的系统框图。

下面用例子说明框图的绘制过程。

(3 - 4) 

［例 3-4] 试绘制图 3 - 9 所示电路的框图。图中， Uj Ct) 为电路的输入， u。（ t) 为电

路的输出。

解 由千图 3 - 9 所示电路中电阻与电容为串联关系，因此电路中的电流为

』t=u(t) 飞 u。 (t)

u。 Ct) = if idt 
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。
在零状态条件下，对上述两个方程进行拉普拉斯变换，

可得

II。(I)

。

』 I(s) ＝责 [U;(s) —队 （ s)]

l队 (s) = 上I(s)
Cs 图 3 - 9 RC 串联电路

1 
方程 I(＄)＝— [U;(s) -U。 (s) ］对应的框图如图 3 - 10 所示。

R 

图 3 - 10 所示的框图有两个输入量 U1(s) 和
U;(s) 

队 (s) ，一个功能方块和一个输出最 IC s) 。由千

I(s)不是系统输出量，只是中间变量。考虑到 U。

(s)是系统的输出量，故可视为反馈量 。

1 
方程队 (s) ＝－I(s) 对应的框图如图 3 - 11 

Cs 

所示 。

+ 

图 3 - 10 方程 I(s) ＝上[U,(s) —队 Cs)]
R 

对应的框图

图 3 - 11 所示的框图输入量为 I(s) ，输出量为队 Cs) , 而队 (s) 正是系统的输出量。

又由于 I(s)为图 3 - 10 所示框图的输出量，因此，两个框图中的 I(s)处按箭头指示方向顺

序连接在一起。考虑到图 3 - 10 所示的框图中负值输入队 (s) 与系统输出量相等，认定为

反馈量，为此在系统输出端绘制一个分支点，并从此分支点引出一条线直接与加法器的负

号端相连，构成电路的整体框图，如图 3 - 12 所示 。

二
1 

图 3 - 11 方程队(s) ＝ -I(s)对应的框图
Cs 图 3 - 12 图 3 - 9 所示电路的框图

五、框图的化简

由千系统由多个元件组成，每个元件都有自己的框图结构和连接方式，因此系统框图

的结构和连接方式一般比较复杂。在已做出系统框图的前提下，为了得到输入量与输出量

间的传递函数，必须对系统框图进行化简。框图化简的原则是：化简前后信号的传输增益

不变 。

二
1 功能方块的串联

图 3 - 13 所示为两个串联连接的功能方块的框图，其

图 3 - 13 两个串联功能方块的 中 U 为输入量， Y 为输出量。

框图 设第一个功能方块的输出为 A, 同时 A 又是第二个功
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『私， 控制系统的数学模型

能方块的输入。根据框图运算规则 ，有

输入量与输出最间的关系为

{A=G心
Y=G丛

Y = G心心今丘U (3 - 5) 

式中： Ge 为输入量 U 与输出量 Y 间的等效增益， Ge =G心2 0 

以等效增益替代两个串联的功能方块，实现框图的简化。两个串联功能方块的等效增

益框图如图 3 - 14 所示 。

上述运算说明，对千串联连接的功能方块，其等效增

益等于每个功能方块增益之积 。 需要指出的是，串联功能块 ----G--
的等效计算关系成立的前提是，两个功能块由无负载效应的图 3 - 14 两个串联功能方块的

元件组成 。 对千串联的功能块而言，负载效应是指系统中后 等效框图

级与前级相连时，导致系统传递函数发生变化的现象。此时，两个串联的功能块总的传递

函数不等于两个功能块各自传递函数的乘积。下面用一个例题进行说明。

［例 3-5] 试求图 3 - 15 和图 3 - 16 所示阻容网络的传递函数 G(s) =Uz (s) /U1 Cs) 。

R1 
0 勹三。

解依据基尔霍夫电压定律，有

.. 
111(1) l C1 + l1c1., C2 f l 112(/) 

厂2 +Rm= uCI 

uc1 +R山＝ ul 

C 『『 0 依据基尔霍夫电流定律，有

图 3 - 15 阻容网络

将两个电压方程联立，得

再将电流关系代入上式，得

又有

』 i2 = C气

l i3 = C卢dt 

U2 +R山＝ U1 — R山

i1 = i2+ 勾

R凡C心告＋（R心＋R心＋R心）詈＋ U2 = U1 

在零状态条件下，对上述微分方程取拉普拉斯变换，有

R1R2C1C2s2队 Cs)+ CR1C1 +R2C2 +R1C2)s店 (s) ＋店 Cs) = U1 Cs) 

故得到图 3 - 15 所示网络的传递函数为

GCs) =队 (s) = 1 
U1 Cs) R1R2C1 C2s2 + CR1 C1 + R2C2 + R1 C2)s + 1 
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图 3 - 16 

隔
离
放
大
器

勹1)
加入隔离放大器的阻容网络

由图 3 - 16 可知，隔离放大器两

端是两个阻容网络，它们的传递函数

分别为

G1 Cs) = 1 
R1C1s+l 

G2 Cs) = 1 
R2C2s + 1 

设隔离放大器的放大倍数为 K。图 3 -16 所示网络的传递函数为

GCs) = kG1 Cs)G2 Cs) = k 
CR1C1s + 1) CR心2 s+l)

取 k=l, 图 3 - 16 所示网络的传递函数为

GCs) = kG1 Cs)G2 Cs) = 1 
(R心1s + 1) CR2C2s + 1) 

由于隔离放大器的存在，图 3 - 16 所示的网络可以看作是无负载效应网络，因此系统

传递函数等于两个子网络传递函数的乘积。图 3 - 15 所示网络为具有负载效应的网络，故

系统的传递函数与两个子网络传递函数的乘积不相等。

2 功能方块的并联

图 3 - 17 为两个功能方块并联的框图，其中 U 为输入量， Y 为输出量。

图中， A1 为功能方块 G1 的输出，人为功能方

块 G2 的输出。根据框图运算规则，有

』 Al =Glu 

l 
A2 = G2U 

Y =A1 +Az 

输入量与输出量间的关系为 图 3 - 17 两个并联功能方块的框图

Y = CG1 +G2)U 垒二 G心

式中： Ge 为输入量与输出量之间的等效增益， Ge=G1 +G20 

以等效增益替代两个并联的功能方块，实现框图的简化。两个并联功能方块的等效框

图如图 3 -18 所示。

(3 - 6) 

三
图 3 - 18 两个并联功能方块的

等效框图

上述运算说明，对于并联的功能方块，其等效增

益为每个功能方块增益之和。

3 相加点交换位置

交换相加点的位置，便于框图的简化，因此将这

类运算归于框图化简范畴。图 3 - 19 所示两个相加点的信号连接关系，其中队为输入信

号， Y 为输出信号 。

设第一个相加点的输出为 A, 同时 A 为第二个相加点的输入。两个相加点的信号传输
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关系为

{A = U1 - U2 

Y = U3 +A 

整理后，得

Y = U1 —U2+ U3 

在保证从队到Y的信号传输关系不变的前提下，交换两个相加点的位置，如图 3 - 20 所示。

三－Ly 』
IU2 厂

图 3 - 19 两个相加点的信号连接关系 图 3 - 20 交换位置后两个相加点的信号连接关系

交换位置后，输入信号队与输出信号 Y 间的关系为

Y = U1 + U3- U2 

上述运算说明，相加点交换位置，不会改变输入与输出间的信号传输关系。

4 功能方块与相加点交换位置

功能方块与相加点的位置关系有两个： 一个是功能方块在前而相加点在后；另一个是

相加点在前而功能方块在后 。 下面针对这两种情况，分别讨论功能方块与相加点交换位置

后，移动信号的变化规律。

(1) 功能方块位于相加点之前。图 3 - 2 1 所示为功能方块在前相加点在后的信号连接

关系，其中， U 和 D 为输入信号，且 D 为可移动的输入信号， Y 为输出信号。

图 3 - 21 中，输入与输出的关系为

Y=GU —D 

在保持输入量 U 与输出量 Y 间信号传输关系不变的前提下，将相加点移至功能方块

前面，如图 3 - 22 所示。

Y u + 

D 

图 3 - 21 功能方块在前相加点在后的

信号连接关系

图 3 - 22 相加点移至功能方块之前的

信号连接关系

图中， D＇为位置移动后的相加点输入量。输入与输出的关系为

Y = G(U-D勹
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千是，有

GU —D = GCU - D') 

即
1 D1 =~D 
G 

相加点前移后，保持输入不变的信号连接关系如图 3 - 23 所示。

上述运算说明，当相加点移至功能方块之前时，

移动的输入信号应除以移过的功能方块的增益。

(2) 功能方块位于相加点之后。图 3 - 24 所示为

相加点在前功能方块在后的信号连接关系，其中， U

和D 为输入信号，且 D 为可移动的输入信号， Y 为输

出信号 。

(3 - 7) 

图 3 - 23 相加点移至功能方块之前的 图 3 - 24 中，输入信号与输出信号的关系为

完整信号连接关系 Y = G(U —D) 

在保持输入量 U 与输出量 Y 间信号传输关系不变的前提下，将相加点移至功能方块

后面，如图 3 - 25 所示。

u + 

图 3 - 24 相加点在功能方块之前的

信号连接关系

y 

图 3 - 25 将相加点移至功能方块之后的

信号连接关系

图中， D＇为位置移动后的相加点输入信号。输入与输出的关系为

Y=GU —DI 

于是，有

G(U —D) = GU —DI 

即

D'=GD (3 - 8) 

相加点后移后， 完整的信号连接关系如图 3 - 26 

所示 。

上述运算说明，当相加点移至功能方块之后时，

移动的输入信号应乘以移过的功能方块的增益。

5 功能方块与分支点交换位置

功能方块与分支点间存在两种位置关系： 一种图 3 - 26 将相加点移至功能方块之后的

是功能方块在分支点之前；另一种是功能方块在分
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支点之后。

(1) 功能方块位千分支点之前。 图 3 - 27 所示为功能方块在分支点之前的信号连接关

系，其中， U 为输入，忆和忱为输出。

图 3 - 27 中，输入与输出的关系为

Y1 = Y2 = GU 

在保持输入量 U 与输出量 Y 间信号传输关系不变的前提下，将分支点移至功能方块前面，

如图 3 - 28 所示。

二
图 3 - 27 功能方块位千分支点之前的 图 3 - 28 分支点移至功能方块之前的

信号连接关系 信号连接关系

图 3 - 28 中，输入与输出的关系为

｛忆 ＝ GU
Y2 =GU 

上述运算说明，当分支点移至功能方块之前时，移动的支路应乘以移过的功能方块的

增益。

(2) 功能方块位于分支点之后。图 3 - 29 所示为功能方块在分支点之后的信号连接关

系，其中， U 为输入， Y 为输出。

图 3 - 29 中，输入与输出的关系为

{Y=GU 
U=U 

在保持输入量 U 与输出量 Y 间信号传输关系不变的前提下，将分支点移至功能方块之后，

如图 3 - 30 所示。

二
图 3 - 29 功能方块位于分支点之后的 图 3 - 30 分支点移至功能方块之后的

信号连接关系 信号连接关系

上述运算说明，当分支点移至功能方块之后时，移动的支路应除以移过的功能方块的
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增益。

6 相加点与分支点交换位置

图 3 - 31 Ca) 所示为相加点位于分支点前的信号连接关系，图 3 - 31 Cb) 所示为相加

点位于分支点之后的信号连接关系。两图的信号传输关系均为 Y=U+V。

7:十二
(a) 

u 
V 
+ + A 'y , 

y 

(b) 

图 3 - 31 相加点与分支点位置互换前后的信号连接关系

(a) 相加点位千分支点前 ； （ b) 相加点位千分支点后

7 闭环系统的化简

如图 3 - 8 所示的闭环系统，闭环系统传递函数

Y(s) GCs) 
U(s) 1 +G(s)H(s) 

可以看作对系统的简化。

［例 3-6] 试对图 3 - 32 所示的框图进行化简 。

u + 

图 3 - 32 ［例 3 - 6] 的框图

解 图 3 - 32 中， U 为输入信号， Y 为输出信号 。 框图中，包含一条前向通路，即从

U通过功能方輿'.;l 、 Q和G3 到 Y 的信号传输通路；包含三条环路 ， 即功能方块G1 、 Q 和

G3与单位反馈构成的环路 1, 功能方块G1 、 G2 与庄构成的环路 2, 功能方块G2 、 G3 与H2

构成的环路 3 。

(1) 框图化简法：由于三条环路彼此嵌套，不能直接化简，因此需要对系统框图进行

必要的调整，再化简。考虑将环路 3 中的加法器前移至前面两个加法器之间，此时环路 2

为独立的反馈系统，可以直接化简为一个功能方块，成为环路 3 前向通路的一部分。将环

路 2 化简为一个方块之后，环路 3 又成为一个独立的反馈系统，其传递函数可以成为环路
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1 前向通路中的一个功能方块 ， 再对环路 1 进行化简，得到最终的化简结果，即求得系统

的传递函数 。

根据框图化简规则，当相加点向前移动并越过一个功能方块时，其移动支路的增益

需要除以移过的功能方块的增益 。 按设想移动环路 3 的相加点后，所得框图如图 3 - 33 

所示 。

广－－－

十'
，气

一 ！
L____________________ 

图 3 - 33 环路 3 中相加点前移后的系统框图

图 3 - 33 中，虚线方框中为环路 2, 它是一个正反馈系统，它的闭环传递函数为

GL2 = G1G2 
1 —G1G2H1 

将此闭环传递函数作为一个功能方块的增益，填入图 3 - 33 中的虚线方框内，得到图 3 - 34 

所示框图 。

,- --------------------------r===,---------- -, 
！ 比
： 百

- I 

厂二二勹/
| l l I 

1------------------------------------------ _J 

图 3 - 34 用闭环传递函数替代环路 2 的系统框图

图 3 - 34 中，虚线方框中为环路 3' 它是一个负反馈系统，它的闭环传递函数为

G区 ＝
G1G2G3 

1 - G心2 H, +G2G3H 2 

将此闭环传递函数作为一个功能方块的增益，填入图 3 - 34 中的虚线方框内，得到图 3 - 35 

所示框图 。

u + G1G2G1 
I -G , G2凡 ＋ G2伍H 2

图 3 - 35 用闭环传递函数替代环路 3 的系统框图
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图 3 - 35 所示为一个负反馈系统，它的闭环传递函数为

G = x = G心G3
U l - G心2凡＋G2亿 H2 + G1G2G3 

就此得到整个系统的传递函数。

(2) 消元法：在图 3 - 32 上标注变量，如图 3 - 36 所示，除 U 和 Y 之外，其余变量均

为中间变量。 当消去所有中间变量后，可得信号 U 到 Y 的传输增益。

u + 

图 3 - 36 对图 3 - 32 标注变量后的框图

根据标注的变量，建立代数方程组，有

Y=G3Xs 

jl; /:+y: 
上述方程组表示信号在框图所示系统中传输的整个过程。

将方程 {X =U-Y 联立，可得
X2 = X1 + H1Xs 

X2 - H1Xs = U —Y 

上述方程等号两端乘以 G1, 有

G1X2 - G] 凡Xs = G1U —G1Y 

考虑到 X3 =G1X2, 上式可写为

x3 — G1凡Xs =G1U -G1Y 

与 X4=X3-H2Y 联立，得到

X,1+ H2Y - G] 凡凡 ＝ G1U - G1Y

上述方程等号两端乘以 Q 为

G2X,i +G2H 2Y —G1G2H1Xs = G1G2U —G1G2Y 
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考虑到 Xs=G2凡，上述方程可写为

Xs +G2几Y- G1G2凡Xs = G1G2U —G1G2Y 

整理后，有

(1 — G1G2 庄）Xs = G1G2U —G1G2Y - G2H 2Y 

与方程 Y=G3凡联立，可得

Y 
(1 — G心2 凡） 一＝ G1伍U- G1G2Y — G2几Y

G3 

整理后，得

[l - G1伍 H1 +G2G3几 十 G1G2亿 ]Y = G1 G2G3U

于是，可得到系统的传递函数为

G = x = G凸G3
U l - G1G2H1 + G心3H2 + G1G2G3 

(3) 克莱姆法则法：图 3 - 36 所示系统的信号传输关系可由下列方程表示xsY 
HIHz 

xs为 ＋2-凡Y 
-x 

5变uxlGIXGZ 
＝程__________ 

XIXZXXXSY方,f、述上, _­
叽，丿＇右式等在放号言,1 

入输统系将
X1 +Y = U 

X2—X1 - H1X5 = O 

X3 - G1X2 = 0 

x 4—X3 +H2Y = 0 

x 5—G2X4 = 0 

Y - G3Xs = 0 

采用矩阵形式描述上述为

1 。 。 。 。 1 X1 u 
- l 1 。 。 - HI 。 X2 。

。 - G1 1 。 。 。 x 3 。

。 。 - 1 1 。 H2 x 4 。

。 。 。 - G2 1 。 x 5 。

。 。 。 。 - G3 1 Y 。
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系数行列式为

1 0 0 0 0 1 

- 1 1 0 0 - H1 0 

O —G1 1 0 O O 
~ = 

0 0 - 1 1 
, = 1 +G1G2G3 - G1G2H1 +G心3H2

0 H2 

0 0 0 —G2 1 O 

o o o o - G3 1 

1 。 。 。 。 u 
- 1 1 。 。 —H1 。

。 —G1 1 。 。 。
丛＝ I 

- 1 1 
l = G心心扣

。 。 。 。

。 。 。 - G2 1 。

。 。 。 。 - G3 。

采用克莱姆法则求 Y得

Y= 今 = G心G3 U 
"1 1 +G1G2G3 - G1G2H1 +G2G3H2 

千是，系统的传递函数为

G= x = G凸G3
U 1 - G心2H1 +G2亿 H2 +G1G2G3 

例 3 - 6 中，采用了框图化简法、消元法和克莱姆法则三种方法求解系统传递函数，并

得到了相同的结果，说明三种方法都能根据框图求解出系统传递函数。框图化简法解法直

观明了，虽有一定的计算量，但还可接受；消元法是经典的代数方程组求解方法，但随着

系统规模增大，计算扯会快速增加；克莱姆法则方法是标准的计算机求解方法，但对千手

算环境，其计算量过千巨大。针对手算环境，框图化简法比其他两种方法更具有一定的优

势，因此在自动控制理论研究和工程实践中得到较为广泛的应用。

第三节 信号流图及梅森公式

虽然框图化简法在求解系统传递函数方面的能力得到了广泛认可，但在使用该方法

时，却需要使用者具备丰富的经验，用以确定简化的思路。 这也是框图化简法在应用中的

不足之处。为了更加便千求解传递函数，需要引入信号流图，采用梅森公式计算系统的传

递函数 。 它的优势在千不需要经验积累，只要能够数清系统的前向通路数和环路数，再加

一点代数运算就可以求取系统的传递函数 。
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、信号流图

1 信号流图的概念

信号流图是一种代数方程的图形表示方法 。 这里用一个例子说明信号流图与代数方程

的关系。图 3 - 37 所示为欧姆定律的电路图和信号流图 。

I 
且

R 

/－ 1二三
O U 

(a) (b) 

图 3 - 37 欧姆定律的电路图和信号流图

(a) 欧姆定律的电路图； （ b) 欧姆定律的信号流图

图 3-37 (a) 所示为欧姆定律电路图， 表示电阻两端电压U 与流过电阻R 的电流 I 的

关系，其运算关系为

U = RI 

这是大家熟知的欧姆定律。这里，将 I 作为自变矗， R 为增益， U 为因变量，欧姆定律可

以看作是一个线性代数方程。这个方程的信号流图如图 3 - 37 Cb) 所示 ， 此信号流图的解

释为电流信号 I 沿支路传输并被放大R 倍后变成电压信号 u, 信号间的关系为

U = RI 

从结果看，信号流图的运算结果与电路运算结果一致，说明信号流图与代数方程具有相同

的数学表现能力 。 同时，信号流图是有向图，具有明确的信号传输方向，在使用中，信号

流图比代数方程更加直观。

2 专业术语

用千描述信号流图特征的常用专业术语如下：

(1) 节点：表示系统的变量 （信号），用小圆圈表示，如图 3 - 38 中 X1 ～凡所示。

J g h 

0 , 。 , 6 · 勹 ' (， 盲 0

X1 a Xi b X3 C x~ d X5 e x6 

图 3 - 38 信号流图

(2) 支路：连接两个节点的定向线段，它有一定的增益，称为支路增益，在图中标记

在相应的线路旁，如图 3 - 38 中节点凡与凡间连线所示。

(3) 源节点（又称输入节点）：只连接输出信号的节点，称为源节点，或源点。它一

般表示系统的输入变量， 如图 3 - 38 中节点 X1 就是源节点。
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(4) 汇节点（又称输出节点）：只连接输入信号的节点，称为汇节点，或汇点。它一

般表示系统的输出变最，如图 3 - 38 中节点 x6 就是汇节点。

(5) 混合节点：既连接输入信号，又连接输出信号的节点，称为混合节点，如图 3 - 38 

中节点 X2 、 X环凡和 X5 都是混合节点。

(6) 通路：信号从一个节点出发，沿着支路的箭头方向经过一个及以上节点的路径。

信号流图中可以有很多条通路。

(7) 前向通路：信号沿箭头方向从输入节点传递到输出节点，且每个节点只经过一

次的通路，叫作前向通路。前向通路上各支路增益之积，称为前向通路增益，用 P 表

示。图 3 - 38 中，有一条前向通路，即从输入节点 X 到输出节点 x6, 信号传输链路为 X1

--->X2--->x3--->x4--->X5--->x6, 前向通路增益为 P=abcde 。

(8) 回路：起点和终点在同一个节点，而且信号通过任一节点不多于一次的闭合通路叫

作单独回路，简称回路。 回路中所有支路增益之积，称为回路增益，用 L 表示。图3 - 38 中，

共有三个回路，起始并终止千节点戈的回路，记为回路 1 ，其回路增益为 L1=bf; 起始并

终止于节点凡的回路，记为回路 2, 其回路增益为 L2=cg; 起始并终止于节点凡的回路，

记为回路 3, 其回路增益为L1 =dh 。

(9) 不接触回路：回路之间没有公共节点，叫作不接触回路。 在信号流图中可以有两

个不接触回路，也可以有三个或以上的不接触回路。图 3 - 38 中，回路 1 和回路 3 没有公

共节点，故为两两不接触回路，其增益为两个回路增益之积，即 L1丛＝bfdh 。

3 信号流圈的性质

(1) 节点代表系统的变量。一般节点按从左向右顺序设置，并依次表示系统中各变量

的因果关系。某个节点变量为所有流向该节点的信号之和；而从同一节点流向各支路的信

号，均用该节点变量表示。图 3 - 38 中，节点变量 X2 汇聚了来自变量 X1 和来自变量 x3

两个信号，考虑到支路增益的作用，来 自变量 X1 的信号变为 aXl ，来自变量凡 的信号变

为 JX3, 因此 X2 = aX1 + JX3 o 

(2) 信号在支路上沿箭头单向传递，后一节点变量依赖千前一节点变量，而没有相反

的关系，即只有“前因后果”的因果关系 。

(3) 支路相当千放大器，信号流经时，被乘以支路增益而变换为另一个信号。图 3 - 38 

中，变量 X] 流经支路 a 而被变换为 aX1, 支路增益为 1 时可不标出 。

(4) 在混合节点上，增加一条具有单位增益的支路， 可以从信号流图中分离出系统的

输出变量， 构成汇节点，分离后的节点变量与分离前的节点变量相同 。

(5) 对于同一个系统，信号流图不唯一。

4 信号流图的绘制

信号流图既可以根据系统微分方程绘制，也可以根据系统框图进行绘制。
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(1) 由系统微分方程绘制信号流图 。 任何线性微分方程都可以用信号流图表示 。 对千

含有微分或积分的线性方程， 一般应通过拉普拉斯变换，形成复数 s 的代数方程后再进行

绘制。绘制信号流图时，首先对系统的每个变量指定一个节点，并按照实际系统中变量的

因果关系，从左向右顺序排列 。 然后根据数学方程， 用标明支路增益的有向线段，将各节

点连接起来，便得到系统的信号流图。

［例 3-7] 试绘制图 3 - 39 中 RC 无源网络的信号流图，其中，电容初始电压为

U1 (Q), Ui (t) 为输入电压， u。 (t) 为输出电压。

解设 U1 (t) 为电容两端电压。依据基尔霍夫定

律，可列写如下微分方程组

厂t) ＝ 归）:,, +u。 (t)
u。 Ct) = i(t)Rz 

l:!叭t)dt = 1] (t)RI 

勾 ( t) +i2(t) = i(t) 

对上述微分方程组进行拉普拉斯变换，并计及初始条

件叭0) ， 则有

12 c 

二
11Jt) R2 II。 (I)

图 3 - 39 RC 尤源网络

厂s) —队 (s) = I1 (s)RI 

队 Cs) = ICs)R2 

l言陑）＋卢 (0 ) = I1 (s)R1 

I1 Cs) + I 2 Cs) = ICs) 

式中， i2 (0) 为电流叭t) 在 t=O 时的值，可以从已知的初始条件 u1CO) 求得。因为认0)=

叭0)＋叭0) ，且心） ＝ o, 故有叭0) ＝－叭0) 。又因为 u1(0) ＝叭O)R1, 于是有叭0)=

—u1CO) / R1 0 

将上述方程组中各变量按因果关系排列如下

厂：队(s) = I 1 (s) 

l 
U。 (s) = ICs)R2 

I 2 Cs) = I 1 Cs)R1 Cs - I 2 (0) 

I1 Cs) + I 2 Cs) = ICs) 

选择七个节点从左向右顺序排列，分别表示为 U1(s) 、 Uj(s)-U。 (s) 、 I1(s) 、 I2 Cs) 、

I( j）、队（s）和 I2 (0) 。然后，按照数学方程式表示的关系，将各变量用相应增益的支路

连接，即得 RC 电路的信号流图，如图 3 - 40 所示。

(2) 由框图绘制信号流图。在框图中，传递的信号是标记在信号线上的，方块则是表
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12(0) 

-l 
I 

从－ U。丙

u, 
111Cs 

图 3 - 40 图 3 - 39 电路的信号流图

R2 

示变量进行运算的规则 。 因此，只要

用小圆圈替代相加点或分支点，便得

到节点；用标记着增益的有向线段替

u° 代方块和信号线，便得到支路，支路

增益为方块中的运算规则，就可将框

图变为信号流图。

［例 3 - 8] 试绘制图 3 - 41 所

示框图的信号流图。

U(s) + 
+ 

Y(s) 

图 3 - 41 ［例 3-8] 的框图

解 首先确定节点个数及其排列顺序。从图 3 - 41 可以看出，有输入节点 u, 输出节点

Y, 三个相加点和三个分支点，共 8 个节点，从输入到输出的节点排列顺序如图 3 - 42 所示。

U I G1 G3 
Y
o 

图 3 - 42 ［例 3 - 8] 框图对应信号流图的节点分布

其次，用标记着增益的有向线段将节点连接起来，便得到系统的信号流图，如图 3 - 43 

所示。

-H 

U I G3 
Y
o 

图 3 - 43 ［例 3-8] 的信号流图

＿、梅森公式

从信号流图绘制过程来看，它与框图具有相近的图形特征，如果采用框图化简或代数

求解方法简化信号流图，无疑是一项很繁琐的工作。于是引入梅森公式，通过对信号流图

的观察和分析，便可以直接得到系统输出变量与输入变量之间的传递函数。 由千梅森公式
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形式简洁和运算简便，因此在工程设计中得到了广泛应用 。

接下来，介绍梅森公式的推导过程 。 图 3 - 44 所示为一个典型信号流图，图中变量 X1

为输入节点，变量 凡为输出节点，与信号流图对应的一组线性代数方程为

厂2 - cX3 = aX1 

—bX2 + X3 - eX4 = 0 l—dX3+ X4-gXs = 0 

— h凡 — JX4 +Xs = 0 

采用克莱姆法则求解上述方程组 。 系数

行列式为

h 

入三2三/三，入，5
图 3 - 44 一个典型的信号流图

ti = 

1 —C O 0 

—b 1 - e 0 

0 - d 1 - g 

—h 0 —f 1 

1 - c O aX1 

= l — fg - ed 一 1x — cegh +lxfg 

—b l —e 0 
.6s = I _ . _ _ I = ahdfX1 + ahCl - de)X1 

0 - d l 0 

—h 0 —f 0 

千是 ， 有

Xs= — = 
A5 ahdf+ah(1 —de) 

X1 
.6 1 —Jg —ed —be - cegh +bcfg 

得到系统传递函数为

生
G= 凶= x] = ahdf+ah(l - de) 

X1.6 1 —Jg - ed - be —cegh + bcfg 

对上述传递函数的分母多项式及分子多项式进行分析后，可以得到系数行列式和信号

流图的对应关系。

首先，系数行列式 A 是传递函数的分母，它包含信号流图中四个单独回路增益之和

项，以及两个互不接触回路的回路增益之积项 。

令：

四个单独回路的增益分别为 L1 = ed, L2=bc, L3= Jg 和 L 4 =cegh;

四个单独回路增益之和为I:La =ed+bc+ Jg+cegh; 

两两不接触回路的增益为 LbL c =bcfg 。

于是，采用信号流图方法求解传递函数分母多项式时，可以写成

.6 = 1 —Jg —ed —be - cegh +bcfg = 1 - ~La +~匕Le

49 



,,-·、

已自动控制理论

式中： 2匕表示信号流图中所有单独回路增益之和； 2匕Le 表示信号流图中两两不接触

回路增益之和 。

其次，系数行列式 L'.l5 为传递函数的分子，包括两条前向通路的增益之和项，以及不

与前向通路接触的回路增益与该前向通路增益之积项。

令：

两条前向通路的增益分别为 Pi =abdf 和 P2=ah;

两条前向通路增益之和为~Pk=abdJ+ah;

不与前向通路接触的回路增益与该前向通路增益之积为 P儿1 =ahde 。

h 图 3 - 45 中，前向通路 2 经过的节点为

X1 、 X2 和 X5 。去掉与前向通路 2 相连的节点

o
X 

a 二－f \ 后，剩余节点凡和 x4 ，以及增益为 L1=ed
X2 c_.../／凡 x.~g X5 的回路。 由千前向通路 1 经过所有节点 ， 因此

图 3 - 45 与前向通路 2 不接触的信号流图
去掉前向通路 1 后，不存在剩余回路。

于是，采用信号流图方法求解传递函数分

子多项式时，可以写成

Ll5 = abdfX 1 + ahX 1—ahdeX1 = CP1 + P 2 - P山）X1 = [P1 +P2Cl-L1)]X1 

式中， L1=ed 是与第二条前向通路不接触的回路增益，而 l-L1 正好是系数行列式 A 中

去掉所有与第二条前向通路接触的回路增益项之后，剩余的与第二条前向通路不接触的回

路增益项，可视为 A 的余项式，即今＝ 1—L1 。对于第一条前向通路，由于它与所有回路

均有接触，将系数行列式 A 中的所有回路增益项都去掉后的余项式为 1, 用 Ll1 表示，即

Ll1 =1。这样，传递函数的分子多项式可用一般形式写为

Ll5 = (P心＋ P心）X1 = (~P凸）X1

式中：凡为第 K 条前向通路增益； Llk 为去除第 k 条前向通路后系数行列式A 的余项式。

最后，系统传递函数可以写为

生
G = 凶= xl =2P心k = P心＋琴

X1 Ll Ll 1 —区L(,+2匕Le

上式表明：传递函数 x5 ／凡的分子及分母与信号流图的关系。换而言之，根据信号流图

的有关特征，按上述公式便可直接写出传递函数 X5/X1 的分子与分母。

传递函数与信号流图的这种对应关系，可推广到具有任意条前向通路，及任意个单独

回路和不接触回路的复杂信号流图，这就是计算输入节点和输出节点之间传递函数的梅森

公式，其表达式为 ,r 
II 

~p心K
G= k = 1 

A 
(3 - 9) 
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式中： n 为从输入节点到输出节点的前向通路总数；凡为从输入节点到输出节点的第 k 条

前向通路的增益； L\=l — ~La+~匕Lc - ~Lc1Le匕＋…为系统特征式； ~La 为所有单独

回路增益之和； ~LbLc 为所有两个不接触的单独回路的增益乘积之和； 2匕LeL1 为所有

三个不接触的单独回路的增益乘积之和； Ak 为余因子式，即在信号流图中，把与第 K 条前

向通路接触的回路去除以后的 A 值。

［例 3-9] 试利用梅森公式求图 3 - 46 所示系统的传递函数 Y(s) /U(s) 。

二妥令五三一
Y(s) 

图 3 - 46 ［例 3 - 9] 的框图

解依据图 3 - 46 可以绘出对应的信号流图，如图 3 - 47 所示。

一l

u I 'Gi /J / Gi Gi \ I I I y 
广 ，

图 3 - 47 ［例 3 - 9] 的信号流图

信号流图中有两条前向通路，它们的增益分别为

P1 = G1G2G3 

Pz = G1G4 

有 5 个单独回路，它们的增益分别为

L1=—G1G2H1 

Lz =-G心心3

L3 =-G2G3H2 

L4 =-G4H2 

长＝－ G1G4

没有不接触回路，千是可得特征式

~=1 — L1 —匕— L3 -L4 -Ls = 1 +G1G2H1 +G1G2G3 +G2丘 Hz +G4H2 +G1G4 
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由千两条前向通路与所有回路均有接触，因此有 fi1 =fiz =1。依据梅森公式可得系统

传递函数

G(s) = ~ = Y(s) P心1+P心2 G1 G2G3 + G1 G4 
U(s) ti l+G心2H1 +G1G2亿＋ G2G3H2 +G4H2 +G1G4 

第四节状态空问膜型

由千传递函数仅适用千线性、定常、单输入单输出系统，且只能描述零状态下系统的

输出行为，对于复杂、时变、非线性系统和高精度的调控要求，传递函数这种数学模型很

难胜任。于是，在 20 世纪 50 年代，卡尔曼 (Kalman) 将状态空间概念引入控制理论中，

为现代控制理论的发展奠定了基础。

现代控制理论采用的状态空间模型描述系统中输入、状态和输出间的关系 ，能够描述

全部输出行为，同时又揭示了系统的内部结构特性。该模型适用于线性、非线性、定常、

时变和多输入多输出系统。

一、状态空间描述的基本概念

(1) 状态：是指动态系统所处的状况。

(2) 状态变量：是指确定动态系统状态的具有最小个数的一组变量。

对于一个至少由 n 个变量才能完全描述其行为的动态系统，在给定 t= t。时系统初始

状态的前提下，又已知 t~t。 时系统的输入，就可以完全确定系统的未来状态，那么这 n

个变最就是一组状态变量。值得注意的是，状态变量不一定是可测的量或可观察的量，有

可能具有物理意义，也可能只具有数学意义，而无任何物理意义。

由微分方程描述的动态系统中必然包含记忆元件，它能够记忆每一时刻输入量的值。

在时域控制系统中，积分器就是记忆装置，因此可以选择积分器的输出作为状态变量。对

于 RCL 网络，经常选择流经电感的电流和电容电压作为状态变量；对于机械系统，常选

线（角）位移和线（角）速度作为状态变量。

(3) 状态向量：是指用向量形式表示的状态变量。

(4) 状态空间 ：是指以每个状态变量为一个坐标轴建立的一个 n 维空间。系统所处的

任何状态都可以用状态空间中的一点表示。
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二、状态空间模型

1 输入量不含导数项的微分方程建立状态空间表达式

单输入单输出线性定常连续系统微分方程的一般形式为

心＋a1 q +a2 ~'广2Y 少
dt" dt'i- 1 

+a2 
dt'广2

+… +a,,- 1 ~ +a,,y = u 
dt 
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式中： y 和 u 均为时间 t 的函数。

取 X1 = y 

dy 
X2 =— 

dt 

d"-1y 
x,, = 

dt"一］

整理上述状态变量，并代入系统微分方程，可得

X1 = X z 

. 
Xz = X3 

X11- J = X,, 

立＝－ a心］ - a,,-1X2 —…— azx,,- 1 -a1x?，十 u

状态方程组的矩阵形式为

X1 。 1 。 。 X1 。
. 

。 。 1 。 。X2 X2 

+ . : IU (3 - 10) 

x,:~1 』 l —° a,I 

。 。 1 x,I-1 。

—a,,- 1 -a,,- 2 - a1 x,, 1 
x,' 

取

X = [x1 X2 … X11- 1 x"JT 

00 10 01 00 00 

A= b= 

0 0 0 

-a,, -a,,一I - a,,一2

l 

—a1 

01 

式中： x 为状态向量； A 为状态矩阵； b 为输入向量。状态向量 x 的数值随时间变化，状

态矩阵和输入向量的数值为固定值，不随时间变化。

输出方程为

X1 

X2 

y = [l O... 0 O] 

XIl- 1 

x,I 
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取 C=[l 。 。 O]。于是，系统状态空间表达式可以简写为

{~ :::+bu 
y =Cx 

(3 - 11) 

式中： C 为输出矩阵。

2 输入量含导数项的微分方程建立状态空间表达式

输入釐中含有微分项的单输入单输出系统的微分方程为

心＋a］三＋a2 也2十少＋ d”u d'i—lu du 
dt" ' ~, dt''- 1 , ~z dt',-2 …+a,,- 1 ~ +a,,y = b。 — + b1 ~ +…+ b,,- 1 — +b,,u dt dt'＇ dt'，一1 dt 

为了避免状态方程的输入项出现导数 ， 可按如下方法选择状态变量。设

X1 = y —/Jou 

X2 ＝ 靡 － /Jo 靡 －妇 ＝ x 1 — 队 u

m ＝归－伈 卢 — {J1 靡 —妇 ＝立— /J2 u

也 d'，-lu d'广2U
x,, = du 

dt'，一l -Bo dt'l- 1 —/3l dt'广2 —…—队－2 盂一 /3,,-JU =立，－1 — 伈－1U

其中

伈 ＝ b。

队 ＝ 仇 — a心

伈＝ b2 -a1队 － a戍

凡 ＝ b,, — alg,－1 - · ··— a,,-1伈— a,,(3。

整理设定状态变量，并代入系统微分方程，可得状态方程为

允＝ m ＋队 u

立 ＝ X3 十伐u

立，－1 = x,，十 /3,,-1U

立 ＝－ a，芯 1 — a,i一心2 -…— a1x,，十 g,U

状态方程的矩阵形式为

1 
.x 

2 
.x 

00 10 01 00 
X1 

X2 

. 
x,，一1

, , 
.x 

。

-a,' 

。

—a ,,- 1 

。

—a,,- 2 

1 

- a1 

x,,- 1 

x,I 

+ 

伈
伈

…

f3n-1 
凡

u (3 - 12) 
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系统输出方程为

X I 

X2 

y = [1 0 ··· 0 O] 

取

于是 ， 状态空间表达式可以简写为

x,1一］

D = 伈

{i = Ax + bu 

y=Cx+Du 

x,I 

+/3oU 

式中： D 为描述输入与输出直接连接关系的直接传输系数。

3 多输入多输出系统的状态空间表达式

酐涯红， 控制系统的数学模型

(3 - 13) 

多输入多输出动态系统的状态方程和输出方程的一般形式为

｛文 (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) 
(3 - 14) 

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) 

式中： A(t) 为状态矩阵； B(t) 为输入矩阵； C(t) 为输出矩阵； D(t) 为直接传输矩阵。

方程 (3 - 14) 对应的框图如图 3 - 48 所示。

图 3 - 48 状态空间表示的线性连续时间控制系统的框图

对千线性定常动态系统，由于系数不随时间变化，因此 A(t) 、 B(t) 、 C(t) 和 D(t)

可写为 A 、 B 、 C 和 D。千是，线性定常动态系统的状态空间表达式的一般形式为

4 状态变量的非唯—性

{i(t) = Ax(t)+Bu(t) 

y(t) = ex Ct) + Du Ct) 
(3 - 15) 

状态变量的非唯一性是指，在系统外部等效（输入和输出相同）的前提下，任何动态

系统（不限于线性系统）内部的状态变量的选取具有一定的任意性。
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状态变量非唯一性的数学证明如下：

线性定常动态系统的状态方程和输出方程为

{i(t) = Ax(t) ＋ Bu(t) ， x(t。) = x。

y(t) = Cx(t) + Du (t) 

利用矩阵的线性变换，将状态变量向量 x(t) 换成另一个状态变蜇向矗 z(t) ，取

z(t) = Mx(t) 

式中： M 为一个满秩的方阵。

千是，有

x(t) = M - 1 z(t) 

将上式代入状态方程，可得

M - 1 i (t) = AM- 1 z (t) + Bu (t) 

整理后 ， 有

i(t) = MAM-1z(t) +MBu(t) 

初始值变为

z(t。) = Mx。

输出方程为

y(t) = cM- 1z(t) +Du(t) 

故，得到新状态变量向量认t) 、原输入量 u(t) 与输出量 y(t) 表示的系统状态方程和输出方程

{i (t) = MAM飞（t） ＋ MBu(t) ， z(t。) = Mx。

y(t) = cM-1z(t) +Du(t) 

由于两组状态变量表示的系统具有相同的输入和输出，因此两个系统是等效的，这证

明了状态变量选取的非唯一性。

［例 3 - 10] 试列写图 3 - 49 所示 RLC 网络的电路方程。其中， u， 为输入量， u。为

输出量。
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三三二
解依据基尔霍夫定律可以建立图 3 - 49 所示

网络的电压平衡方程为

di , 1 Ri 十五＋tf idt = u , 
O T IIO 

° 网络输出为
图 3-49 RLC 网络 y=u。 =if idt 

选取电流 t 和 u。为状态变植，即

X1 = l 

1 
X2 = c』idt
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得到状态方程为

. R l 十 1 
X 1 =— rx 1 — 工扫 LUI 

. 1 
X 2 =—C X1 

输出方程为

Y = X z 

矩阵形式为

R 1 
1 

［勹 ＝
L L 

［勹X2 + L ul 
1 

。 。C 

y = [O 1] 勹］
考虑到状态变量选取的非唯一性，可再选如下状态变量， 即

X1 = l 

Xz = f idt 
于是得到状态方程为

. R l + 1 
X1 =— 厂m — 巨产2 工u ,

Xz = X1 

输出方程为

1 
y = —C x 2 

矩阵形式为

［勹＝
R l 

［勹＋
1 

L LC L 
UI 

1 0 。

Y = [o 勹厂］C X2 

设

x = ［勹 ＝
1 

-bf idt 

z ＝ 勹］= 
1 

fidt 
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取

x = Mz 

可得

M ~ [: il 
式中： M为满秩方阵。

这说明只要两组状态变量间可以通过非奇异矩阵进行相互转换，那么它们对系统的描

述就是等效的。由于非奇异变换矩阵无穷多，因此状态变量的选择不具有唯一性。

第五节 线性定常系统状态方程的解

本节主要介绍齐次状态方程和非齐次状态方程的求解方法。

一、齐次状态方程的解

线性定常系统的状态空间模型的状态方程为

出t) =Ax(t)+Bu(t) 

若为齐次状态方程可以视作无输入的自由系统，其方程为

x(t) = Ax(t) 

按下式形式选取状态向最 x(t)

x(t) = b。 +b1t+b2t2 + … +bktk+ … 

将上式中的 x(t) 代入方程 (3 - 16) ，可得

b1 +Zb2t+ …+ kbktk-1 +… =A(b。 +bit+ b2t2 + … ＋ bk广十…）

考虑到等式两端相同阶次变量的系数相等，千是有下列等式成立

』：: :- l = 卢A'b。
bk = —Akb 。

k ! 

当 t= O 时， x(O) = b。，故 x(t) 又可以写成

x(t) = (1+At ＋卢杠＋…十六杠＋ … ） x(O)

令

I+At ＋卢杠＋… ＋卢杠＋… ＝ eAt
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式中：泸为矩阵指数。

线性定常系统的状态空间模型的状态方程的解为

x(t) = eA1x(O) 

此解能够描述自由系统从初始状态随时间变化的全过程。

二、 齐次状态方程的拉普拉斯变换解法

设齐次状态方程为

欢t) = Ax(t) 

对上述方程的等式两端同时取拉普拉斯变换，可得

sX(s) —x(O) = AX(s) 

整理后，有

(sl - A)X(s) = x(O) 

式中： 1 为单位矩阵。

拉普拉斯变换形式的解为

X(s) = (sl - A) - 1 x(O) 

对 X(s) 求拉普拉斯逆变换，有

x(t) ＝艾-i [ (sl - A) - 1 ]x(O) 

由于

(sl — A)一l=_!_ ＋4+~+ …

因此，（s1-A尸的拉普拉斯逆变换为

配涯红， 控制系统的数学模型

(3 - 17) 

(3 - 18) 

A宁
艾叮Csl — A)一1] = I+At 十 —— … = eAI 

2! 
+ 

于是，线性定常系统的状态空间模型的状态方程的解为

x(t) = eA'x(O) 

［例 3 · 11 ] 系统状态方程为

[::勹＝ [—02 
1 ] ［叭t) ］

- 3J Lx2 Ct) 

试求状态方程的解。

解 （ 1) 拉普拉斯变换法。

状态矩阵为

A = ［—。2 —13]
那么
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s —1 
sI - A = [ ] 

2 s+3 

s+3 1 

(sI —A) -1=-2 = [- 2 s] ／卢言:
det(sl -A) Cs+ 1) Cs + 2) I 2, 2 1 , 2 二十s+2 二+s+2 ] 

对 (s1-A尸求拉普拉斯逆变换，得

泸＝ 笠叮(sl - A)- 1] = [ 
2e一t - e-2t 矿－ e- 2t 

- 2e一t +2e- 2t - e一1 +2e-2t] 

由千

x(t) = ~'x(O) 

因此

[::::] = [ /e2一； —： :te 2 _eett-+ e2:t 2t] ［ x/1 (（0厂］
(2) 矩阵变换方法。

eAt = PeDtp- ] 

式中： P 为变换矩阵。

状态矩阵 A 的特征方程为

入l -A= ［入 —l ]= （入十 1)(). + 2) = 0 
2 入十 3

特征值为炉＝— 1 和炉＝— 2 。

D= [ —1 0 ] 
0 -2 

于是，有

e一t 0 

砂＝ [ 0e一2t ] 

由千

D=P—lAP 

故，有

PD = AP 

[Pn P12] [- l 0 = O l Pu P12 
P2I P22 0 - 2] [ - 2 - 3] ［妇 P22]

解上式得 P11= —P21 和 P22= — 2P12 。考虑到上式方程不独立，不能得到唯一解，因此取

P11 = l 和 P12= l , 代入上式解得 P21 =- 1 和 P22=- 2。千是得到变换矩阵
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1 1 
p = [ ~l _ \] 

矩阵 P 的逆阵为

p - 1= [ 
2 1 
- 1 - l ] 

eAt = [ ~ l —1 2 ] ［e0一 l
因此，有

° ] [ 2 1 ] [ 2e— — e一2 e - e 2 ] 
e- 2t —1 - l = - 2e一I+ ze-21 — e一I+ ze-21 

［出 (t) ] = [ 2e一 1 — e-2t
立 (t) — 2e- , + 2e-2' 

二、状态转移矩阵

设齐次状态方程 x Ct) =Ax(t) 的解为

e1 - e一2t ] [m (0)] 
—e- 1+2e- 2t x2 (0) 

x(t) = tP(t)x(O) 

式中： tP(t) 称为状态转移矩阵，是 n 维方阵。

状态转移矩阵 tP(t) 中包含齐次状态方程所描述的系统自由运动的全部信息 。 将 x(t)

代入齐次状态方程，有

厂（t) ＝ 心(t)x(0)

l 
Ax(t) = AtP(t)x(O) 

xCt) = Ax Ct) 

于是可得

心Ct) = AtP(t) 

用状态转移矩阵描述的状态方程为

x(t) = AtP(t)x(O) 

状态转移矩阵的数学表达式为

,P(t) = eAt = 沪1 [ (sl —A) - 1] (3 - 19) 

方程 (3 - 19) 中矩阵 (sl-A) - 1 描述了自由系统的全部运行行为，其计算式为

(s1 - A)一l = adj(sI - A) 
det(sl —A) 

式中， adj(s1-A) 为矩阵 s1-A 的伴随矩阵， det(s1-A) 为矩阵 sl—A 的行列式。将

(sl-A) - 1 的分母按式 (3 - 10) 所示系统展开后，可得

det(sl —A) = s" 十 a1s"一1+ … +a,1一ls +a,I (3 - 20) 

式 (3 - 20) 称为系统特征多项式。若令

det(sl - A) = 0 (3 - 21) 

则得到系统特征方程。
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由于状态变量存在多种选取方式，因此对于同一个系统存在多种数学表达方式，但无

论状态变量如何选取，描述系统运行行为的状态转移矩阵的数学描述必须是唯一的。这就

要求矩阵 sl—A 具有特征值不变的性质。

若要证明特征值不变性，就需要证明状态矩阵线性变换前后的特征多项式不变，即

1 入I -A l =I 入I -P-1AP I 

这里， P 为变换矩阵。

证明

I 入1— p-lAP l = I 入p-lp-p一l AP I = I p - l (Al —A)P I= I p - l I I 入 1 — A 11 PI 

=IP一111 P 11 入 1 — A l=I p - lp 11 入 1 — Al = I 入 I -A l

状态转移矩阵的初值等于 x(O),

x(O) = 4'(0)x(O) 

故

4'(0) = I 

如果状态矩阵 A 的特征值入 l ，心，…，入，相异，即 A 的特征值互不相等， tlJ(t) 将包含 n

个指数函数 e入l,e入2, …，邑。当 A 为对角阵时， tlJ(t) 为

e l 

(l}(t) = eAt = 
入 te 2 

。

当 A 的 n 个特征值都相同时，设入为此 n 阶重特征值

tl>(t) = eA'= seJ's- 1 

入 1 0 

入 1

式中， J=s-1As=

1

入

.. 入

。

入 te·,, 

(3 - 22) 

为 A 的约当标准型； s 为过渡矩阵可通过计算获得；

进而可得

t 2 
入 t 入t 入 te t e -e 

2 

0 e入 t te入 t

eJt = | 0 0 e入 1

00 00 00 

t'，已

(m - 1) ! 
e入 1.

t",-2 

(m - 2) ! 
e入t

t m- 3 

e 入 t

(m —3)! 

te 入 t

e 入 1
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0 1 0 

［例 3-12] 试求状态矩阵 A＝ 厂 。 1 ］的状态转移矩阵 。
1 -3 3 

解 约当标准型解法 。 状态矩阵 A 的特征值求解方法为

入 一 1 0 

I 入 1 — A I= I 0 入 - 1 I = A2 （入－ 3）— 1+3入＝ A3 - 3A2 + 3入 一 l = （入 － 1) 3 = 0 

- 1 3 入 － 3

说明状态转移矩阵具有一个三重特征值炉＝ 1。其约当标准型为

J = [ : : ：『
根据方程 J=s-1As, 可采用待定系数法求解过渡矩阵 s。将方程 J=s- 1 As 转换为如下

形式

sJ = As 

过渡矩阵 s 的待定系数形式为
-- 333 l

23 

sss 222 123 sss lll 123 sss -- 

__ s 

于是有

lll 12

3 

sss -- 

= sJ 

Sll521

531 

-- 

= 

-- 011 llO 100 -- -- 513523533 
叩
妇

5
3
2

3
1
为

s

且乡

3 
＋
程

如

5
3
1
g
方

3
的
应

l 1+J s

凡

一
一

列

=-
-
3
3

芷
第

1

23 

sss 
2
2
2

程

S
i
s
z
5
3

方

l
l
1

的应

123 sss 

对

__ 

素

-l 013 

3
元

1
0

一
列三

0
0
1

导
41 

可

-- 

＝

别

心
分

22 

22223 12

3

SS 

sss +++ 
11l l

23 

sss -- 513523533 +++ 
归

g
5
3
2

s12 - 3s22 + 3s32 

-- 

3 3 s 3 + 

333 232 sss 

3 
3 l s 

{: : : 
S31 = s11 - 3s21 + 3s31 

方程组不独立，可得系数关系为 s11 =s21 =s31; 第二列对应的方程组为

』Sn +s12 = s22 

S21 +s22 = S32 

lS31 + s32 = s12 —3s22 + 3s32 

方程组不独立；第三列对应的方程组为
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厂2 + s13 = s23 

S22 + S23 = S33 

lS32 + s33 = s13 - 3s23 + 3s33 

方程组不独立。由于三个方程组均不独立，不能得到唯一解，因此人为选定一组解。

取 S11 = 1, 可得 s2 1 =s31= l 。将此结果代入第二列的方程组，可解得 s32=2, 进而解

出 S12=0 和 S22 =1。将所有巳知系数代入第三列的方程组，此方程组依然不独立，故再取

S13 = 1, 最终可以解得 S23 = O 和 S33 = 1 。千是得到过渡矩阵 s 为

且

-- le 2 t1e,e 

t 

5 0 le,e0 t 

lle00 

-- 

s 

--

JI e= s 

001 012 

__ 

Jt
e 

e Al 

111 -- 

__
__ 

__)

O

Ol 

t ( 

s 

2 

01

-

。

1 

l-l 

于
一
一

由
＿
＿

1 

蛊

s

解型准标当约

可得到

叭）—［：： : ] / te o te e] [-11l i2 ] 

te 2 t

te 2 

5 

t 

te5 
. 。

2 

+St0 te0+ t 

te 

-t te __ 

__ 

tet - t2et 

et -tet +t气

—3tet —t2et 

0. 5t2 e' 

tet +0. 5t2et 』
e'+ 2te'+ 0. 5t飞

由千

(J>(t) = eAt =笠叮(sl —A) 一!J

且根据已知条件，可得

sI —A = ［一~I-;!' —13 ] 

(sl —A)-1 =~ 
det(sl —A) 

det(sl -A) = Cs - 1) 3 
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adj(s1 - A)= 

s —1 I I O - 1 I I O s 

3 s - 3 —— 1 s - 31 l- 1 3 

—1 0 1 Is 01 I s —1 

3 s - 31 l- 1 s - 3 —- 1 3 

—1 0 I Is O I Is - 1 

s - 1 1 - lo —1 I Io s 
3 + s 31s 2 s -

- 

__ 
T 
l-

1 + 

2 s 

ss 

3 s 3 

l

-

s 

2 s 

3 

3 

+ s 3

-
1 

_

s 

2 s _

_ 

= 

T 

s2 - 3s 』
s - 3 

—3s+l 

因此，有

s2 _ 1 .I + 3 S2 s : :s s1] 

(sI — A ） 一l =三＝ [ s (s -̀ :s+ 1 s2 

对 (s1-A尸进行拉普拉斯逆变换，可得状态转移矩阵

1 el — te' + —t飞 te1 - t飞—1 甘 el
2 2 

tP(t) ＝ 笠叮(s1-A)一1] = 
t e 2 t 

1
_2 et —te'- t2e' 

/e 2 t 
1
_2 

+ te t 

l 1 
tet +－t飞－3te' - t2 e'e'+ 2te'+ +t飞

2 2 

四、状态转移矩阵的性质

对千线性定常齐次状态方程 x (t) =Ax Ct) ，它的状态转移矩阵为

(l)(t) = eAt 

从上述方程可以看出，状态转移矩阵 '1>(t) 是由 n 维方阵A 的矩阵指数泸表示的，因此，

泸的收敛性证明成为状态转移矩阵存在的根本。千是 ， 证明泸的收敛性成为首要问题，

接下来再介绍状态转移矩阵的性质。

(1) 证明泸的收敛性 。 e“ 的级数展开式为
c 

eAt = ~ A勺k

k= 0 k ! 
对千一切正整数 k, 有下列不等式成立

A ＜国
k! II ~ k! 

式中： IIA II 为矩阵范数，表示从 nXn 线性空间到时域上的一个函数。

再者，对于任意矩阵 A, IIA II 为一个确定的实数，因此数值级数
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2 』 = ||Ill+ II A||＋囚：十…十囚十…
k= 0 k ! 2 ! m ! 

是收敛的。

对千所有正整数 k, 当 I t I 冬C (c 为大千零的常数）时，存在下列不等式

立 <压雪旦
k ! II --._ k ! < 

--c:::: k ! 
00 

数值级数2
(IIA||c)k 

k= o k ! 是收敛的，故 n 维方阵A 的矩阵指数是收敛的。以上数学证明说

明，有限时间内状态转移矩阵是绝对收敛的 。

(2) 状态转移矩阵的性质。

1) 性质 1: fP Ct) =AW(t) 

证明
. 

cp (t) = d d —eAt = 1 1 
dt 釭＋At＋万杠＋…＋订杠＋…）

=A+A勺十…＋ 1 
(K —1) ! 

A勺k-1+…

=A[I+At+fiA千＋…十 1 
2! (K-l) ! Ak- 1 tk- 1+…] = AeA'=A<P(t) 

= [1+At＋卢杠＋…十~A k- 1 tk- 1+…]A = eA'A =<P(t)A 

2) 性质 2: <P飞t) =<P( —t) 

证明 (/)(t) =eA'= (e- At) - 1 =(/)-1 (-t) 

取 t= — t ，有

,p- i Ct) = «1>(- t) 

3) 性质 3: «1>Ct1 +t2) =«1>Ct1)f1>Ct2) =f1>Ct2)f1>C t1) 

证明

00 ,, 00 

O(t1)O(t2) ＝泸1 eAt2 ＝心告）（卢告）＝ 归[t 坎 t扩l
k= 0 1=0 i ! (K —i) ! ] 

＝沁k (t) 压）k
k! 

=e矶＋'2) ='1JCt1+t2) 
k=O 

同理可得

(/)(t1 + tz) = eA(t! 十t2) = eAt2eAtl = 0(t2)O(tl) 

4) 性质 4:,P(O) =I 

证明 当 t1 =-t2 时，根据性质 3 可得

(/)(t1 + t2) =,P(t1)(/)(t2) = eA'1 泸2 = eAt1e-Atl = eA(t1千＝ 1 

故

4>(0) = I 

5) 性质 5: [,P(t) ]" =(l)(nt) 

证明 [(l)(t) ]" = (eA')" =eA"'=(l)(nt) 
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6) 性质 6: <P(t2 — t。)＝<P(t2 —t1)<P(t1 — t。)

证明 <P(t2 — t] 心(tl — t。)＝ eAt2 e- Atl eAt1 e-At0 =e矶－t1 十t厂妒 ＝ eA(t2 一 1。 ) =<P(t 2 — t。)

五、非齐次状态方程的解

非齐次状态方程为

出t) = Ax(t) +Bu(t) 

可调整为

i(t) - Ax(t) = Bu(t) 

对调整后的等式两端同时左乘 e-At' 可得

e-At 飞 (t) — Ax (t)] = e- AtBu (t) 

由千等式左侧为

e-At 仅 (t) — Ax (t) J ＝ 盖 [e-Atx(t)]

因此，有

沪五Ct)] = e-AtBu (t) 

对上式在 (0, t) 作定积分，得到

e- Atx(t)-x(O) =『 e-ArBu (r) dr 

故可得状态变量 x(t) 的解

x(t) = eA'x (0) + J: eA（广rlJJu(r)dr
又可以写为

x(t) ='1J(t)x(O) ＋『 '1J(t-r)Bu(r)dr

若系统输出方程为 y(t) =Cx(t) ，则系统全响应为

y(t) = OP(t)x(O) + J: OP(t —r)Bu (r) dr 

六、非齐次方程的拉普拉斯变换解法

非齐次状态方程为

i(t) = Ax(t) + Bu(t) 

对上式进行拉普拉斯变换，结果为

sX(s) -x(O) = AX(s) +BU(s) 

整理后，有

(sl —A)X(s) = x(O) + BU(s) 

(3 - 23) 

(3 - 24) 
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于是可得复频域的状态变量解 X(s)

X(s) = (sl - A) - 1 x(O) + (sl —A)- 'BU(s) (3 - 25) 

对 X(s) 求拉普拉斯逆变换得到时域解 x(t) 为

x(t) = eA'x(O) + J: eA（广r） Bu(T)dT
。

又可以写为

x(t) = IP(t)x(O) ＋『 IP(t — r)Bu(r)dr
。

(3 - 26) 

当初始时刻非零时，即 t。#o, 上述状态变量的时域解为

x(t) = eA（已。 ） x(t。) +『 eA(I.--r） Bu(T)dT
1。

(3 - 27) 

第六节 状态空间模型与传递函数的关系

输入输出模型和状态空间模型是两种描述线性定常动态系统的控制模型。两者间既相

互联系，又存在不同 。 探究两者的关系，可以加深对两种数学模型的认识。

一、从状态空间模型求传递函数

这个命题的内容是，依据单输入单输出系统的状态空间方程，推导出传递函数。单输

入单输出系统的传递函数的计算式为

霆＝
U(s) 

G(s) 

由于传递函数存在的前提为零状态，因此可以用 x(O)=x。 = 0 表示初始状态。

设单输入单输出系统的状态空间方程为

{i(t) = Ax(t) + bu(t) 

y(t) = Cx (t) + Du Ct) 

对状态空间方程进行拉普拉斯变换，可得

{sX(s) —x (0) = AX(s) + bU(s) 

Y(s) = CX(s) + DU(s) 

考虑到 x(O)=O, 故状态空间方程可以写为

{sX(s) —AX(s) = bU(s) 

Y(s) = CX(s) + DU(s) 

整理后，有

(sl —A)X(s) = bU(s) 

即
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X(s) = (sl —A )- 1bU(s) 

将复频域形式的状态向最 X(s) 代入输出方程，可得

Y(s) = C(sl-A)-1bU(s) +DU(s) 

整理后，有

于是可得传递函数的计算式

Y(s) = [C(sl —A)- 1b + D]U(s) 

Y(s) 
U(s) 

= G(s) = C(sl —A)-1b+D (3 - 28) 

当 D=O 时，即不考虑输入输出间的直接传输关系，系统的传递函数与状态空间方程

的计算关系为

G(s) = C(sl —A)- 1b 

同理可得，多输入多输出系统传递函数与状态空间方程的关系为

Y(s) = [C(sl —A )- 1B+D]U(s) = G(s)U(s) 

于是，有

G(s) = C(sl-A)- 1B+D 

当 D=O 时

G(s) = C(sl —A)~1B 

又可以写成

G(s) = Cadi(sI —A)B 
det(sl —A) 

＿、 完全表征

(3 - 29) 

(3 - 30) 

(3 - 31) 

前面介绍了输入输出模型和状态空间模型两种描述线性定常动态系统的数学方法。输

入输出模型注重系统输入与输出的关系，称为外部描述方法；状态空间模型根据系统状态

变量的变化情况，完整地描述系统的运行行为，称为内部描述方法。由于输入输出模型只

能描述系统零状态下的输入与输出的关系，因此产生了传递函数的完全表征问题，即什么

条件下输入输出模型与状态空间模型等价 。

对于一个由线性定常微分方程描述的动态系统，其运行行为由状态转移矩阵所决定，

而系统特征多项式又对状态转移矩阵起到主导作用。为此，在讨论控制系统数学模型的表

述能力时，需采用特征多项式形式。

如果采用状态空间模型描述，那么系统特征多项式为

det (sl -A) = s" 十 a飞＇一1+ …＋ a,1一1s+a,，全 ~(s) (3 - 32) 

如果采用输入输出模型描述，令传递函数为

G(s) = b。 s"'+b1sm-l +… +bm- 1S +bm 
s" +a讨＇一1+ …＋ a,,-1s +a,, 
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传递函数的最小公分母定义为传递函数的特征多项式，即

凶（s) 今 s" +a1s"-1 +… +a11- 1s +a" (3 - 33) 

当心 Cs) =ti(s) 时，说明两个模型的特征多项式一致，称该系统由传递函数完全表

征；当心 (s)#ti(s) 时，说明两个模型的特征多项式不一致， 称该系统由传递函数不完全

表征。

［例 3 - 13] 设某系统的状态方程为

[:J = [—。 1 ~] [:J+ [~Ju 
输出方程为

y = [1 1] ［勹
试求系统的传递函数，并验证传递函数的完全表征性。

解系统特征多项式为

Ll(s) = det(sl —A) = Cs+ l)(s —1) 

系统的传递函数为

G(s) =~—A)b 
det(sl —A) 

s —1 0 动(sl —A ) = [ ] 
0 s + 1 

s —1 0 1 
cadj(s1-A)=[l l][s~l s: , J[~]=s —1 

0 s+U LO 

于是，有

G(s) = s —1 1 
Cs+D(s - 1) s+l 

传递函数的特征多项式为

凶 (s) = s+l

由于 Ll1 (s) #-.:1(s), 因此该系统由传递函数不完全表征 。 应该指出的是，只有当传递

函数分子分母存在公因子时，传递函数的最小公分母多项式不等于系统特征多项式，这是

产生不完全表征的根本原因。

三、从传递函数求状态空间模型

已知某个线性定常动态系统的传递函数为

G(s) = b。 s"'+bis'汒1+ … +b,,,-1S + b,,, 
s" +a1s'，一1+ … +a,,-1s+a,,

(n ~ m) 
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命题内容是， 根据这个传递函数求该系统的状态空间模型。由于可以选取不同的状态

变量，因此状态空间模型的表现形式有可能不同。下面推演状态空间模型的建立过程。

将系统传递函数变成如下形式

b。 b1
n一，n

+ 斤－m－1
+… +b,n- 1 ＋处

G(s) = s s s s 
”-1,' 

1 ＋生十…＋ a，1-1 +生n-1'_,, s s·· ~ s 

作为接下来推演的基础模型 。

1 建立能控标准型

(1) 取 m=O 和 n= l , 此时系统为一阶系统，根据基础模型得到的目标的传递函数为

处

G(s) = 
1+ a1 

针对这个一阶传递函数构造信号流图如图 3 - 50 所示。

信号流图有一条前向通路，其增益为

P 1 
b。= g一二二

有一个回路，其增益为

L1 = a 1 
s 

于是，该信号流图的特征式为

因此，有

.:'.) = 1 —L1 = 1 ＋生
s 

L'.l1 = 1 

佐

GCs) = Y(s) P心I S 

U(s).6 1+ 

图 3 - 50 一阶系统的信号流图

a1 
s 

依据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致， 说明构造的一阶信号流图是正

确的。

依据构造的一阶信号流图可得状态方程为

sX(s) =- a1X(s) +U(s) 

输出方程为

Y(s) = b。X(s)

(2) 取 m= l 和 n=2, 此时系统为二阶系统，根据基础模型得到的目标模型的传递函
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数为

包十位
2 

G(s) = s s 

1 ＋生＋竺
s s 

针对这个二阶传递函数构建信号流图如图 3 - 51 所示 。

b。

I
-S 2 x s _1_ 

s X1 b1 Y 

图 3 - 51 所示的信号流图中，含有两

条前向通路，它们的增益为

P1 b。
s 

b1 
P2 = 了

s 

图 3 - 51 二阶系统的信号流图 系统含有两个环路 ， 它们的增益为

L1 a1 
= 

s 

L2 a2 — 
s 2 

没有不接触环路，故系统的特征式为

.6 = 1 - L1 - L2 = 1 ＋生＋穹
s s 

Ll1 ＝ 今 ＝ 1 

因此，有

G(s) =———= Y(s) P心1+P心2 s2'S 
包 十位

U(s) A = 
l ＋也＋竺

s s 

依据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致，说明构造的二阶信号流图是正

确的 。

依据构造的二阶信号流图可得下列方程组

｛式 (s) ＝ X2 (s) 

sX八s) ＝— a2凡 (s) － a]凡 (s)+U(s)

矩阵形式为

厂＼（:~] = [_oa? -la,] [归）］ 十 [° U(s) 凶 (s) — a2 — al 凡 (s) 1] 
输出方程为

Y(s) = [b1`丿

72 



，辽， 控制系统的数学模型

状态方程为

［妇t)] = [° 1 ] [m(t) ]+ [°]u(t) 
九 Ct) — a2 — a1 J Lx2 Ct) J L1 

(3) 取 m=2 和 n= 3, 此时系统为三阶系统 ， 根据基础模型得到的目标模型的传递函

数为

G(s) = 

bo
_s 

+ bl
-2S 

+ 位
3
S

l ＋生＋气＋生3 s s- s 

针对这个三阶传递函数构建信号流图如图 3 - 52 所示。

b。

U
o Y 

图 3 - 52 三阶系统的信号流图

图 3 - 52 所示的信号流图含有三条前向通路，它们的增益为

P1 
b。= 

b1 
P2 =方

s 

p3 b2 
s 3 

含有三个环路，它们的增益为

L1 a1 
s 

L2 a2 =— 
s 2 

L3 =— 生
s 3 

没有不接触环路，故系统特征式为

.6. = 1—L1 - L2 —L3 = 1 ＋生＋鸟＋生
s's2's3 

.::'.l1 = .::'.lz = .::'.l3 = 1 

因此，有
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G(s) Y(s) P心I +P2今＋ P心3
=U了＝~=

bo
_s 

+ bl-2S + bz-3S 

1 ＋生＋气＋生
s's2's3 

依据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致，说明构造的三阶信号流图是正

确的。依据构造的三阶信号流图可得如下方程组

』：凡 (s) ＝ X1(s) 

l]知s) = X2(s) 

sX3 (s) ＝— a1X3(s) — a2凡 Cs) — a3X1 Cs) + U(s) 

整理后，有

1式 (s) = X2(s) 

sX八s) = X3(s) 

l式 (s) ＝— a忒 Cs) — a芯 Cs) — a丸 (s)+U(s)
上述方程组的矩阵形式为

2 a 

lO 

3 a 

oo __ 

__ 
__ 333 sxlsxz5 __ 

状态方程为

丿:i] 』:幻
10 

—a2 

—a ] [:：勹＋丿U(）

: a ] [:/+ ［勹 u(t)
状态矩阵 A 为

A~ r _ ~a, -~a, -~a 』
这种形式的状态方程称为能控标准型。

输出方程为

Y(s) = ［b2 仇 b。]『;： /1
依照这个思路，可推出 n 阶系统的信号流图和状态方程以及输出方程。 n 阶系统的信

号流图如图 3 - 53 所示。

图 3 - 53 所示 n 阶系统信号流图的代数方程组的矩阵形式如式 (3 - 34) 所示。
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图 3 - 53 n 阶系统信号流图

sX 1 (s) 

sX 2 (s) 

sX,,- 1 (s) 

sX,, (s) 

状态方程为
、
丿
）

tt (( 
1

2 

.x.x 

) t) (t l( 

, , 
.x 
, , 

.x 

00 10 

0 0 0 

- a,, - a,,一1 - a,,- 2 

00 lO 

01 

01 

0 0 0 

—aII - aII- 1 —a,,- 2 

00 

00 

X1 Cs) 

X八s)

1 I IX,,- 1Cs) 

— a己 I X,,(s) 

Y 

X1 (t) 

X2 (t) 

1 I lx,,- 1Ct) 

— a己 I x,,(t) 

+ 

+ 

00 

01 

00 

01 

U(s) (3 - 34) 

u(t) 

输出方程为

X凶s)

X2 Cs) 

Y(s) = [b,,, b,,,- 1 … b1 仇］ (3 - 35) 

X11- 1 Cs) 

X"(s) 

由于系统传递函数中，选取 m=n— 1 ，且 m 从 0 开始取值， n 从 1 开始取值，因此

b1Cl = O,l,2, …，m)是 n 个值，千是形成上式的输出方程。 当 m<n— 1 时， b1 的个数小千

n , 此时输出矩阵需要补零，补零的位置由信号流图决定。

2 建立能观标准型

(1) 取 m=O 和 n=l, 此时系统为一阶系统，根据基础模型得到的目标模型的传递函

数为

处
G(s) = _.!. 

1+ a1 
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针对这个一阶传递函数构造信号流图如图 3 - 54 所示。

图 3 - 54 所示的信号流图中包含一条前向通路，其增

U b。 sX l/s X Y 益为

- a1 

P1 b。
s 

图 3 - 54 一阶系统的信号流图 包含一个环路，其增益为

L1 
a1 

s 

系统特征式为

A = 1 - Ll = 1 ＋生
s 

L\1 = 1 

因此有

处

G(s) = YCs) P心］ S 

U(s).1 1+ a1 

s 

根据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致，说明构造的一阶信号流图是正

确的。

根据构造的一阶信号流图可得状态方程

sX(s) =- a1X(s) +b。U(s)

输出方程为

Y(s) = X(s) 

(2) 取 m= l 和 n=2, 此时系统为二阶系统 ， 根据基础模型得到的目标模型的传递函

数为

纠＋处
G(s) = 

l ＋生＋气

针对这个二阶传递函数构建信号流图， 如图 3 - 55 所示 。

图 3 - 55 所示的信号流图中包含两条前向

通路，它们的增益分别为

b。

b1 
P1 = 方

s 

u 

P 2 = ~ b。
s 

y 

包含两个环路，它们的增益分别为
图 3 - 55 二阶系统的信号流图
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L1 ＝— 生
s 

L2 a2 
s 2 

没有不接触环路，千是系统特征式为

ti = 1 - L1 - Lz = 1 ＋生＋笃
s s 

'11 ＝ 今 ＝ 1 

因此

G(s) =——- = 
Y(s) P心1+P心2 s2, S 

勺＋处

U(s) t. l+ 色＋ 笃
s s 

根据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致，说明构造的二阶信号流图是正

确的。

根据构造的二阶信号流图可得如下方程组

｛凶 (s) ＝— a心 (s) + blU(s ) 

sX八 s) = X1 Cs) — a] 凡 Cs) + b。 U(s)

矩阵形式为

［式 (s)] = [° —a2 ] ［X(s)厂厂］U(s)
sX2Cs)J L1 — a1 义 Cs) J Lb2 

状态方程为

［妇t)] = [° - a2] ［江）厂厂］ u(t)
如 C t) J L1 - a1 J Lxz Ct) J Lbz 

输出方程为

Y(s) = [O 1][;:~:~J 
(3) 取 m=2 和 n= 3, 此时系统为三阶系统，根据基础模型得到的目标模型的传递函

数为

G(s) = 
妇十包十处s3 I S2 I S 

1 ＋生十生十生
s's2's3 u 

针对这个三阶传递函数构建信号流图，

如图 3 -5 6 所示。

图 3 - 56 所示信号流图中包含三

bo 

图 3 - 56 三阶系统的信号流图
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条前向通路，它们的增益为

P1 
b2 
s 3 

P2 b1 
— s 2 

bo_s __ 3 
p 

包含三个环路，它们的增益为

L1 
a1 
s 

L2 
a 2 =- 
s 2 

丛 ＝— 生
s 3 

没有不接触环路，于是系统特征式为

A=l - L1 - L 2 —L 3 = 1 ＋生＋笃＋生s's2's3 

fi1 ＝今＝ ti3 = 1 

因此

Y(s) P心＋P心＋P心＝ S3 S2 S 
包十包十位

G(s) = -— = 
U(s) Ll l ＋生十竺＋生

s 2 3 s- s 

根据构建的信号流图求得的传递函数与目标传递函数一致，说明构造的三阶信号流图是正

确的。

根据构造的三阶信号流图可得如下方程组

『X(s) ＝- a忒 (s) + b2U(s) 

sX八s) = X1 Cs) - a 2X 3 Cs)+ b1UCs) 

lsx : cs) = X卢） － a忒 Cs) +b。UCs)
上式方程组的矩阵形式为

sX1 Cs) 0 0 -a3 X1 Cs) b2 

sX 2 Cs) 1 0 - a 2 X 2 Cs) + b1 U(s) 

sX3 Cs) 0 1 —a1 X 3 Cs) b。

状态方程为

士I Ct) 0 0 —a 3 X1 Ct) b2 

立 Ct) 1 0 —a 2 Xz (t) + b1 u(t) 

如 Ct) 0 1 - a1 X3 Ct) b。
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状态矩阵 A 为
001 OlO -- 

__ A 

__ 5azal ___ 

此为能观标准型 。

输出方程为

Y(,) ~ [o o I ] 丿／
依照这个思路，可推出 n 阶系统

的信号流图和状态方程以及输出方程。

n 阶系统的信号流图如图 3 - 57 所示 。

图 3 - 57 所示信号流图的代数方程

组的矩阵形式为

图 3 - 57 n 阶系统的信号流图

sX 1 Cs) 。 。 ... 。 - a,1 X1 Cs) b,n 

sX 2 Cs) 1 。 ... 。 —an- 1 X 2 Cs) b，曰

sX3 Cs) 。 1 。 —a,1- 2 x 3 (s) + b正2 I U(s) (3 - 36) 

sX,, (s) 。 。 1 - a1 XII (s) 」 L b。
状态方程为

士1 (t) 。 。 ... 。 - a ,' X1 (t) bm 

如 (t) 1 。 ... 。 -a,,一1 Xz (t) b正l

扣 (t) 。 1 。 — a,，一2 X3 Ct) + b,,广2 I u(t) 

立 (t) 。 。 ... 1 - a 1 x ,, (t) 」 L b。

输出方程为

X1 Cs) 

X 2 Cs) 

Y(s) = [O 。 。 ... 1] 灿） 1 (3 - 37) 

X,,(s) 

79 



尸、

＄了自动控制理论

第七节 非线性系统的线性化模型

实际的工程系统一般都会包含一些非线性环节，如具有间隙的机械系统、具有磁滞特

性的电磁元件、具有继电动作特性的继电器和具有饱和特性的放大器等。本节将介绍一种

线性化方法，将非线性方程线性化，从而可以应用大量的线性分析方法，揭示非线性系统

的一些运行行为。这种方法对许多非线性系统都适用。其基本步骤就是，将非线性函数在

工作点附近进行泰勒展开，并保留其线性项，进而得到线性的增量方程，用以近似描述非

线性系统的运行行为。这种线性化方法，又称为局部线性化方法，或小扰动法。

局部线性化方法的理论推导如下：

非线性系统的输入与输出的关系为

Y = f(u) (3 - 38) 

式中： y 为系统输出； u 为输入。

y 
/',.y =/',.utan0 

IIIII

K 

／

」 ll 

图 3 - 58 非线性系统局部线性化

系统输出曲线如图 3 - 58 所示， A 点为参考工

作点。

在 A 点附近，将非线性函数 y=f(u) 按泰勒级数

展开，其展开式为

y=y。十空 . !J.u + £ (!J.u勹
如，，气

其中

空 = tan0 
OU I,,- ,, 

c（凶矿）为高阶无穷小项，当心u 趋近于零时， E(!J.u勹 ~o, 于是， y=f(u) 的泰勒展开式

可以近似为

空y=y。十·凶u
au u= 1i 

令幻＝y—Yo, 则有

t::.y ＝ 空．凶 (3 - 39) 
如 u=u

应当注意的是，只有在参考工作点附近，才可以使用局部线性化得到的增量方程，近

似描述非线性系统的运行行为。

［例 3 - 14] 直流发电机的磁化曲线如图 3 - 59 所示，设参考工作点为 A, 发电机只

在 A 点附近有微小变动，试建立图 3 - 60 所示直流发电机输出电动势与励磁电压间的数学

模型。
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上
0
,

1:,.¢ = tan0,l:,.ir 

A
4 ___ 

|IIIIIII 

0 =.I.(I f) 

If 

直流发电机的磁化曲线

#—发电机定子、转子间气隙的主磁通；

1f—励磁电流

图 3 - 59 直流发电机的电路图

Uf一励磁电压； R｛—励磁绕组电阻；

图 3 - 60 

ef—励磁绕组上产生的感生电动势 ；

eG—发电机输出电动势； w—发电机轴的转速

图 3 - 60 中励磁绕组上产生的感生电动势为

d 
ef =— 

dt 
(N炉

式中： N 为励磁绕组匝数 。

励磁回路电压平衡方程为

d 
ur = R1i1 + e1 = R仅 f + — (N炉

dt 

由千主磁通 4 与励磁电流 i1 呈现非线性关系，因此在参考工作点 A 处对此非线性关系进

行局部线性化，有

凶＝ tan0 •细

当 A 为坐标原点时，上述增量方程可以写成

¢ = tan0 •钉

当 A 不是坐标原点时，可以通过坐标平移将 A 点作为新坐标系的原点，这样增量方程可

以由上式代替。将社的线性关系代入励磁回路电压平衡方程，可得

d d 
ur = R几r 十一CN炉 ＝ Rrir + Ntan0 —ir = Rrir +Lr —t d 

dt dt dt 

其中 Lc = Ntan0 

发电机输出电动势与主磁通及转速成正比，当转速不变时，发电机输出电动势与主磁

通成正比，故

eG ＝如if

即

i1 = eG 
KG 
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将 1f 与发电机输出电动势的关系代入励磁回路电压平衡方程，整理后得

Lr d, kG 
—·—eG+eG = —Uf 
Rf dt Rf 

取

Tf 
Lf 
Rf 

其中，兀为励磁绕组的时间常数。于是，有

Tf 鸟厂 eG = 氢拓
dt Rf 

对上式进行拉普拉斯变换得

kG TrsEG(s) + EG(s) = ~Ur Cs) 
Rf 

直流发电机的输出电动势与励磁电压间的传递函数为

E从s)

uf(s) 
1 + s f 

kG-Ri 

T 

于更多的例颇讷l3描二维码学习。
第三章拓展例题及详解

习题

3-1 试求图 3 - 61 和图 3 - 62 所示无源网络的传递函数，其中， Uj (t) 为输入电

压， u。（ t) 为输出电压。

图 3 - 61 题 3 - 1 阻容网络

-二—厂- 0 

lI, ( t) c＝ 勹／t）
6 | | 。

图 3 - 62 题 3 - 2 阻容感网络

3-2 试求图 3 - 63 所示运算放大器电路的传递函数 U。 (s)/UJs) 。

3-3 试求图 3 - 64 所示三级运算放大器电路的传递函数 U。 (s)/UJs) 。
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c0 / —| l 
lI, （ t)二二1三 ＼

Ro Rb『
l 

u1(t) 
0 

` (a) (b) 

R 

lI／勹－ R

Co 一一

』
(c) 

图 3 - 63 题 3 - 2 运算放大器电路

厂二
上

图 3 - 64 题 3- 3 三级运算放大器电路

3 - 4 巳知一系统由下列方程组组成，试绘制系统结构图，并求闭环传递函数

Y(s) /U(s) 。

X1 Cs) = G1 Cs)U(s) —G1 Cs)[G心） - Gs Cs) ]Y(s) 

X 2Cs) = G心）［X1 Cs) —G6 Cs)凡 Cs)]

X 3(s) = [X卢） - G5 (s)Y(s) ]G3 Cs) 

Y(s) = G4 Cs)X3 Cs) 

3 - 5 设控制系统的结构框图如图 3 - 65 所示。若系统前向传递函数为

Y(s) lOO(s + 10) 
E(s) s(s + 5) Cs + 20) 

试确定 k1 、如以及如H叭s)/H认s) 。
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3 - 6 图 3 - 66 所示两输入两输出控制系统中， U1 Cs) 和队 (s) 为输入信号， Y1 Cs) 

和 Y2 Cs) 为输出信号，试求系统的传递函数矩阵 。

图 3 - 65 题 3 - 5 控制系统结构框图

均(s)

片 (s)

图 3 - 66 题 3 - 6 两输入两输出控制系统框图

3 - 7 控制系统的信号流图如图 3 - 67 所示，利用梅森公式求系统的传递函数。

u 
。 ． 、 －

/ Gl 
Y
o 

(a) 

u 
。 .

y
o 

(b) 

图 3 - 67 题 3-7 控制系统的信号流图

3-8 试采用框图化简方法求结构如图 3 - 68 所示系统的传递函数。

3 - 9 多环交叉反馈系统的框图如图 3 - 69 所示，试求系统的传递函数 Y(s)/U(s) ,

E(s)/U(s)和 Y(s)/E(s) 。

图 3 - 68 题 3 -8 控制系统结构框图 图 3 - 69 题 3 - 9 多环交叉反馈系统结构图

3 - 10 控制系统的微分方程如下，试求其状态空间表达式。其中 ， y 为输出， u

为输入 。
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(1) 歹＋ 6 y + 4y + 7y = 6u 

(2) y' - 3ay'+ 3a2y - a3y = 6u 

(3) 了十 4 y + Zy + y = u + u + 3u 

(4) 了 十 6; + lly + 6y =u· + s;,; + 17u + u 

3 - 11 已知自由系统的状态方程为

x = [: : :]x 
试求系统始于初态 x(O) =[1 1 2尸的状态轨迹。

3 - 12 巳知某线性系统的状态转移矩阵为

矶）＝［
2e一I - e- 21 

- 2e一I +2e一2t

试求系统的状态矩阵 A 。

3 - 13 已知线性定常系统的状态方程为

e一／卢 — e-2t ] 

— e一t +2e- 2t 

x / :1 —:2』 x+ 尸
试求初始状态为 x(O) =[1 2 l]T 时，系统在单位阶跃输入作用下的时域响应。

3 - 14 已知某线性控制系统的运动方程为

y +Sy+ 6y(t) = u(t) 

其中， y(t) 为系统输出， u(t) 为系统输入。

试完成：

(1) 选择状态变量 X1 =y(t) 和 x2 ＝夕，列写系统状态空间表达式；

(2) 重选一组状态变量 x｛和 xf, 且 x1=x｛十式和 x2= —x{+2式，列写系统在 x'

坐标下的状态空间表达式。

其中

3 - 15 已知线性系统的状态空间表达式为

{i = Ax + bu 

y = Cx +d 

(1) A= [—:22 :], b= [:] ,C= [1-1 1] , d=0 

(2) A= [ 3 2 ]， b＝厂］， C=[2 2], d=l —4 -4J L3 
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^ 已自动控制理论

试求传递函数。

3 - 16 已知控制系统的传递函数如下，试求其状态空间表达式。

(1) Y (s ) ＝妇＋18s+40
U Cs) s3 +6s2 + 11s+6 

(2) Y (s) ＝S3+8s气12s+9
U (s) s3+7s2+14s+8 

3 - 17 控制系统框图如图 3 - 70 所示，试写出系统的状态空间表达式。

U(s) 

(a) 

U(s) 

X3 

(b) 

图 3- 70 题 3 - 17 控制系统框图
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第四章 控制系统的时域分析

第一节引 言

在获得系统数学模型之后 ， 就可以采用多种方法分析系统的性能，从而确定系统性能

改进方向。显然，不论采用哪种分析方法 ， 分析的准确程度主要取决于数学模型对系统描

述的真实程度。

在分析和设计控制系统时，需要建立一系列评价指标，用于衡量系统响应的优劣。通

常的做法是，对系统施加典型的试验输入信号，根据其时域响应建立评价指标，用以评判

各种系统对典型输入信号的响应状况。由千系统对典型试验输入信号的响应特性，与系统

对实际输入信号的响应特性之间存在着一定的关系，因此采用试验信号来评价系统的性能

是合理的。

一、 典型试验信号

典型的试验输入信号有单位阶跃函数、单位脉冲函数、单位斜坡函数、单位加速度函

数（抛物线函数）等。因为这些信号都是简单的时间函数，所以利用它们便千对控制系统

的时域响应进行数学上的和实验上的分析。

1 单位阶跃函数

阶跃函数又称为位置信号，它在起始瞬间幅值的跳变，包含了大量使系统做出快速响

应的信息。阶跃函数主要用千测试系统对跃变信号的响应能力。

单位阶跃函数是阶跃函数中最简单的形式，其数学表达式为

u(t) = { 
l, t > 0 

o, t< 0 

单位阶跃函数与时间的关系如图 4 - 1 (a) 所示。单位阶跃函数的拉普拉斯变换为

U(s) = — 

2 单位斜坡函数

斜坡函数又称速度信号，它描述的是随时间增加的信号，可以看作阶跃函数的积分。

斜坡函数的变化速度要比阶跃函数快一个等级，用它作为系统的输入，主要用于测试系统

对随时间线性变化信号的跟踪能力。

单位斜坡函数的数学表达式为



/一～、、

之自动控制理论

t, t ~ 0 
u(t) = { 

o, t < 0 

或表示为

u(t) = t • l(t) 

单位斜坡函数与时间的关系，如图 4 - l (b) 所示。单位斜坡函数的拉普拉斯变换为

1 
U(s) = 2 

s 

I 11(1) 

。 l 

(a) (b) 

u(t) r 11(1) 

12 8(I) 
2 

。 勹
| 

(c) (d) 

图 4 - 1 典型试验信号

(a) 单位阶跃信号； （b) 单位斜坡信号； （ c) 单位加速信号； （ d) 单位脉冲信号

3 单位加速度 （抛物线）函数

加速度函数也称作抛物线函数，可以看作是斜坡函数的积分。单位加速度函数与时间

的关系 ， 如图 4 - 1 Cc) 所示 ， 其数学表达式为

u(t) = （ :,t 诊 0
o, t < 0 

单位加速度函数的拉普拉斯变换为

1 
U(s) =了

s 

加速度函数的变化速度要比斜坡函数快一个等级。在测试环境中，加速度函数是变化

速度最快的测试信号。

4 单位脉冲函数

脉冲函数描述一种冲击行为，用它作为系统输入，主要测试系统承受冲击的能力。单
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位脉冲函数与时间的关系， 如图 4- l (d) 所示，其数学表达式为

沁） = { 
CX3 

O, t =/= 0 
， t=0, 且厂fi(t) cit = l 

----00 

单位脉冲函数的拉普拉斯变换为

U(s) = l 

上述四种典型试验信号都具有数学描述简单和实验操作容易的共同特点。究竟采用哪

一种输入信号分析系统特性，取决于控制系统实际输入信号的特性 。 如果实际输入信号是

随时间逐渐变化的函数，则选用斜坡函数作为试验信号；如果实际输入信号是突然的扰动

量， 则选用阶跃函数作为试验信号； 如果实际输入信号是冲击输入量， 则选用脉冲函数作

为试验信号 。 在试验信号基础上设计出来的控制系统，通常也能满足实际输入信号的响应

特性 。 利用试验信号，人们能够在同一个尺度上对所有系统的性能进行比较 。

二、 瞬态响应和稳态响应概念

控制系统的时域响应由瞬态响应和稳态响应两部分组成。瞬态响应指系统从初始状态

到稳态值之前的响应过程；稳态响应是指当时间 t 趋于无穷大时，系统的输出状态。

对于一个稳定系统，瞬态响应随时间趋向于无穷大时变为零， 此时系统的时域响应只

剩稳态响应部分。瞬态响应是描述系统的动态行为的部分 ， 在达到稳态之前，响应与期望

值之间存在一定的差异；稳态响应是描述系统达到稳态运行状态时对输入的跟踪能力 。 利

用稳态响应与参考信号进行比较，可以给出系统最终精确度的指标。如果稳态响应与参考

信号的稳态值不完全一致，就可以认定系统存在稳态误差，这个误差表示了系统的精确

度。在分析控制系统时，需要对系统的瞬态响应和稳态响应两个方面的特性进行研究。

第二节 一阶系统的时域响应

图 4 - 2 Ca) 所示为具有反馈结构的一阶系统框图 ， 由一阶微分方程描述。在物理上 ，

该系统既可以表示一个 RC 电路，又可以表示一个液位系统，也可以表示一个机械系统，

等等。 图 4 - 2 Cb) 为该系统的简化框图，系统的输入输出关系为

式中： T 为系统时间常数。

上面的方程又可以写为

1 Y(s) = ~ U(s) (4 - 1) 
Ts + 1 

接下来分析图 4-2 所示系统对

单位阶跃函数、单位斜坡函数和单

YCs) 
U(s) Ts+ 1 

(a) (b) 

图 4-2 一阶系统

(a) 具有反馈结构的框图； （ b) 化简后的框图
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位脉冲函数三种典型输入信号的响应。在下述的分析过程中，假定系统的初始状态为零。

应当指出，具有相同传递函数的系统，对同一输入信号的响应是相同的。对于任何给

定的物理系统，响应的数学表达式具有特定的物理意义。

一、一阶系统的单位阶跃响应

1 1 
单位阶跃函数的拉普拉斯变换为—，将输入 U(s) ＝—代入式 (4 - 1) 中，得到系统响

应为

Y(s) = ~ •上
Ts +l s 

将 Y(＄)展开成部分分式形式

Y(s) = 1 T 1 1 —=— 
s Ts + 1 s s+ 

1 
T 

(4 - 2) 

对式 (4-2) 进行拉普拉斯逆变换，可得时域响应表达式为

y(t) = 1 — e叶， t:;?:O (4 -3) 

式 (4 - 3) 表明：当 t=O 时，输出的初始值为零；当 t=～时，系统输出的终值为 1 。 图 4-3

所示为式 (4 - 3) 对应的响应曲线 y(t) 。

y(t) 
, 

y(I) ＝ l -e了
l .0L- －-．．千·千..千.．..． ..A -...-..... -- · 一一 · • -\..-· • -- • - • -- • • -- • -- -- ·一金·命．．...矗｀．．．．．．．｀ ． ． ．一

06 

04, ' , 
< 皇 I 羡 I : 。 < 各

g 
02 

。
IT 2T 3T 4T 5T I 

图 4-3 一阶系统的单位阶跃响应曲线

从式 (4 - 3) 描述的系统时域响应可以看出，时间常数 T 越小，系统的响应就越快。

该响应曲线的一个重要特性是，当 t=O 时，切线的斜率等于一， 即T 

尘＝ -be-+ I = -1 
dt T t= 。 T

(4 - 4) 

1 
由式 (4 - 4) 可以看出：系统响应 y(t) 的斜率是单调下降的，它从 t= O 时的一， 下

T 
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降到 t=～时的零值。

系统响应 y(t) 的另一个重要特性是，当 t=T 时， y(t) 的数值达到了理想响应值的

63. 2%。这个数值可以将 t=T代入式 (4 - 3) 求得

y(t) = l — e一I = Q. 632 

当 t=ZT 时，系统响应上升到稳态值的 86. 5% ；当 t=3T、 t=4T 和 t = 5T 时， 响应

将分别上升到稳态值的 95% 、 98. 2％和 99.3% ， 如图 4 -3 所示。因此，当 t多4T 时，系

统响应与稳态值之差保待在 2％的范围以内。由于系统响应按照指数曲线特性随时间增长，

逐渐逼近稳态值，从式 (4 - 4) 可以看出 t=～时，逼近过程结束。这是一个极为漫长的

过程，因此实际上都以系统响应达到稳态值的 98％所需时间，或者四倍的时间常数作为响

应时间的估值。

对式 (4 - 3) 求导，可得

d d - y(t) = - (1 — e升 ） = l_口， t ~ O
dt dt T 

(4 - 5) 

也可以对式 (4 - 3) 求积分，可得

I；正） dT = ［； (1 -e升）击＝ 『击十『－ e一国＝瑁＋ Te叶: = t +Te- +-T, t ~ O 
0 JQ 10 

(4 - 6) 

式 (4 - 5 ) 和式 (4 - 6) 是一阶系统单位阶跃响应的微分和积分结果，它们的内在联系是什

么呢？接下来，通过分析一阶系统对单位斜坡和单位脉冲输入的时域响应，寻找同一个线性

定常系统在单位阶跃信号、单位脉冲信号和单位斜坡信号三种输入下系统响应间的关系。

二、一阶系统的单位斜坡晌应

1 
单位斜坡函数的拉普拉斯变换为1-, 则图 4-2 所示一阶系统的输出为

Y(s) = ．飞
Ts +1 s 

将 YCs) 展开成部分分式形式

1 T Y(s) =－——十
T2 

s2 s'Ts+ 1 

对上式进行拉普拉斯逆变换，得到时域响应表达式

y(t) = t - T+Te于， t~O (4 - 7) 

一阶系统单位阶跃响应的积分结果与式 (4 - 7) 一致，说明线性定常系统对输入信号积分

的响应可以通过系统对原信号响应求积分获得，这是线性定常系统的一个重要性质。一阶

系统的单位斜坡响应与输入信号的误差信号 e(t) 为

e(t) = u(t) —y(t) = TO — e飞

当 t 趋于无穷大时， e升趋于零，误差信号趋于 T。
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图 4 - 4 所示为一阶系统的单位斜坡输入和输出响应曲线 。 当时间常数 T 越小，系统

跟踪斜坡输入信号的稳态误差也越小；当 t 足够大时，系统跟踪单位斜坡输入信号的误差

等于 T。

三、 一阶系统的单位脉冲响应

单位脉冲输入信号的拉普拉斯变换形式为 U(s) = l, 图 4 - 2 所示一阶系统的响应为

Y(s) = 1 
Ts + l 

其时域响应表达式为

沁） ＝ ＋口 ， t 娑 0 (4 - 8) 

一阶系统单位阶跃响应的微分结果与式 (4 - 8) 一致，说明线性系统对输入信号导数的响

应可通过系统对原信号响应求微分获得 ， 这是线性定常系统的另一个重要性质。图 4 -5 为

式 (4 - 8) 的单位脉冲响应曲线 。

11(/) j y(t) 

。

图 4 - 4 一阶系统的单位斜坡响应曲线

、、
丿

I ( y . 
I
-T 

。

I T y(t)=.,..e-t 
T 

图 4 -5 一阶系统的单位脉冲响应曲线

第三节 二阶系统的时域响应

二阶系统采用二阶微分方程描述 。 它们的运动行为与一阶系统不相同，有可能呈现出

如振荡或超调之类的特点。

一 、 典型二阶系统

图 4 - 6 所示具有单位负反馈的二阶系统，系统的闭

环传递函数为

图 4- 6 具有单位负反馈的

二阶系统框图

Y(s) K 
U(s) ]s2 +Bs + K 

(4 - 9) 
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式中： B 为系统实际阻尼。

将式 (4 - 9) 改写成有理函数形式，为

Y(s) 
U(s) 

f 
[s.勹＋｀］［s+着 —`]

(4 - 10) 

当庄—4JK<o 时，系统闭环极点为复数；当 B2 — 4JK;?:-0 时，系统闭环极点为实数。

令
K B 
J 
- ＝ 砬和— = 2swn = 2a 

J 

式中： 6 为衰减系数；如为无阻尼自然振荡频率； s 为系统的阻尼比 。

阻尼比§是实际系统阻尼 B 与临界阻尼系数Bc=2 ✓.JK之比 ， 即 s=－=B B 
B e 2 巩°

引入参数 s 和Wn 后，图 4 - 6 所示系统可以变成图 4 -7 所示系统， 称为典型二阶系统。

典型二阶系统的闭环传递函数可以写成

Y(s) 
U(s) 

必
s2 +2如nS ＋咕

( 4 - 11) 

U(s) , 
此时， 二阶系统的动态特性就可以采用 t 和 Wn 这两个

参数的形式描述 。 如果 o<t<l , 则闭环极点为位千左

半 s 平面内的一对共扼复数， 系统称为欠阻尼系统，其

时域响应呈现振荡衰减特性；如果 g= 1 ，则系统称为临

界阻尼系统；如果乒＞1, 则系统称为过阻尼系统。临界 图 4 - 7 典型二阶系统框图

阻尼系统和过阻尼系统的时域响应都不振荡 。 如果 (=O, 时域响应为等幅振荡 。

二、 二阶系统的极点

由式 (4 - 11) 描述的典型二阶系统有下列两个极点

m =－ 妇 土WnJr"＝丁

两个极点 S1 和 s2 在 s 平面上的分布情况如图 4 - 8 所示 。

(4 - 12) 

如图 4 - 8 (a) 所示，在 O<s<l 的情况下，系统的极点为 S1,2= — SWn士凹』二了极

点的虚部代表二阶系统的阻尼振荡频率 w<l ＝如』二了一 ； 极点的实部代表系统的衰减速率
（亦称衰减因子） a=s叭。系统极点到原点间的距离为

l = ✓（妇） 2 + （如三）2= 如
极点到原点的连线与负实轴间的夹角 P （又称阻尼角）为

cos(J =邑＝ S或 ta咄＝乙尸卫 (4 - 13) 
如 S

式 (4 - 13) 指出，在 s 平面上，稳定系统阻尼比罚的分布特性可以由一条过原点的直线描
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s, JW 

I 

食－－－－－－－』心，，归 JW 

Sl 

－如，＇ I

l--- ---- 1一jw，卢
S2 

。 , s2 o, 

(a) (b) 

JW J(j) 

s I 

S2 SJ 

。 {l 。 (J

r S2 

(c) (d) 

图 4 - 8 二阶系统的极点在 s 平面的分布

(a) 0<乒<l; (b) r = l ; (c) r > l; (d) 炉= 0

述，即在此直线上的每个点都具有相同的阻尼比。

当 s=l 时，系统存在两个相等的位千负实轴上的极点，如图 4- 8 Cb) 所示；当 s>l

时，系统存在两个不等的位于负实轴上的极点 ， 如图 4 - 8 Cc) 所示；当 s=O 时，系统存

在两个位千负虚轴上的极点，如图 4 - 8 Cd) 所示 。

三、 二阶系统的单位阶跃响应

对于式 (4 - 11) 描述的典型二阶系统，由于 s 的不同取值，系统的极点既可能是实

数，又可能是复数 ， 因此系统响应必然呈现不同的特征。

1 欠阻尼情况 (O< s< 1) 

当 O<s<l 时，系统的闭环极点为一对共辄复数， 即 S1,2= — g如土抑d' 式 （ 4 - 11) 

可以写成

霆 ＝ Wn 
U(s) (s + SWn ＋煦d) Cs+ s如 － 妇）

其中，如称为阻尼振荡频率，如＝如看二了。

系统的单位阶跃响应 Y(s) 可以写成

2 

Y(s) = Wn 
s(s2 + 21;'wns ＋咕）

Y(s) 的部分分式形式为
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Y(s) = 上 ＿ s ＋ 2如n = ls＋妇妇
s s2 + 2妇s + w： 了 — (s+ 妇） 2 +动 － （s+ 妇） 2 ＋ 硝

其时域响应为

y(t) = ~ 1 [Y(s)] = 1 — e飞，＇ ' (coswdt + t 三sinwdt)

= 1 — ~sin（四 ＋ arctan气）
e飞w礼

= 1 — 
三

sin(w(It 十份

卢式中， (3= arc tan ~ , t娑0 。s 
由式 (4 - 14) 可以看出，时域响应的振荡频率为阻尼振荡频率叨 。 系统误差信号为

(4 - 14) 

e(t) = u(t) —y(t) = e气"'n1 (CO匈t + t. 三sinw习， t ~ O

显然，此误差信号为阻尼正弦振荡。 当 t__.=时 ， 系统误差为零，也就是说，系统进入稳

态后输入量与输出量之间不存在误差。

2 零阻尼清况 ( s= O)

当 (=O 时，系统的两个闭环极点为虚数，即 S1, 2 ＝ 士］如，系统的单位阶跃响应为

Y(s) = ~ — 
s s 2 ＋砬

其时域响应为

y(t) ＝笠－1 [Y(s)] = 1 —COSW11t (4 - 15) 

当 s=O 时，系统时域响应是一个纯正弦量，系统是无阻尼的，其振动频率为 Wn 。 只

要线性系统具有一定的阻尼，就无法通过实验的方式观察或者获得到无阻尼自然振荡频率

如。由于阻尼振荡频率为 wd =wnJl二了，对于稳定系统 (S>0) 来说，该频率总是低于无

阻尼自然振荡频率。随着 S值增大，阻尼振荡频率如将减小。如果 s 增大到 1, 系统变为

临界阻尼或过阻尼状态，不再产生振荡 。

3 临界阻尼清况 （ 尸＝ 1)

当乒＝ 1 时，系统的两个闭环极点是相等的实数，即 S1,2= －如，系统的单位阶跃响

应为

Y(s)=~ = + —s+2wn = .l - [ Wn + 1 ] 
s(s+wn) 2 s Cs+wn)2 s L(s+wn)2's+ 咘

其时域响应为

y(t) = 1 - (wnt + De一叩， t ~ O (4 - 16) 

式 (4 - 16) 包含两个衰减指数函数项，没有振荡成分，因此响应曲线不呈现振荡特征。
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4 过阻尼清况 ( r> 1) 

当贮＞1 时，系统的两个闭环极点为不相等的实数，即 S1 =- (wn＋如看了勹困j S2 = 

一如n -Wn ~三。系统单位阶跃响应为
2 

Y(s) = Wn 

s(s - s1)(s - s2) 
1
-S 1 . 1 + 1 . 1 

2 看豆言(S—乓亡了） s —S1, 2 丘亡了（r+ 丘亡丁） s —s2 

其时域响应为

y(t) ＝ 艾－1 [Y(s)] 

= 1 - 1 
eslt + e宁

2 4勹(S—尸） 2 尸（s+尸），t 多 0 (4 - 17) 

= 1 + 
Wn 

(-e甲 ——e宁 ）
2 尸打 S2

此时，系统的时域响应 y(t) 包含两个衰减的指数项 ， 不呈现振荡特征 。

具有不同 S值的一簇单位阶跃响应曲线 y (t) 如图 4 - 9 所示 。

灼）

S=0 

图 4 - 9 典型二阶系统的单位阶跃响应曲线

四、 时域性能指标的定义

实际工作中 ，控制系统的时域性能指标以系统的单位阶跃响应量值形式给出 。 对于一

个由微分方程描述的动态系统，当它受到输入或扰动作用后，系统的响应不可能产生突

变， 而是表现出一定的瞬态响应过程， 也叫过渡过程 。

由于系统对单位阶跃输入信号的时域响应与初始条件有关，因此为了能够容易地比较

各种系统的响应特性，通常情况下采用标准初始条件，即系统最初处于静止状态，而且输

出量和输入量对时间的各阶导数都等于零。
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一般采用延迟时间、上升时间、峰值时间、调整时间和最大超调量等性能指标，描述

控制系统的时域响应在达到稳态以前的过渡过程，说明控制系统对单位阶跃输入信号的瞬

态响应特性。

采用图示形式对上述性能指标进行描述，如图 4 - 10 所示。

y(t) 

LOl-- -------1---J~一一一一一、一一一一一一一一一一一

。

i 士2％或士5%

-- ---- --- } t 
I 

Id 1, Is 

图 4 - 10 表示性能指标的典型二阶系统单位阶跃响应曲线

(1) 延迟时间 td: 响应曲线第一次达到稳态值的一半所需要的时间；

(2) 上升时间 tr ：响应曲线从 0 上升到 100% （或从 5％上升到 95% ， 或从 10％上升

到 90%) 所需要的时间 ；

(3) 峰值时间 tp: 响应曲线达到过调的第一个峰值所需要的时间；

(4) 调整时间 ts :在响应曲线上，用稳态值的绝对百分数（通常取 2％或 5%) 当作

一个允许误差范围， 响应曲线达到并且永远保持在这个允许范围内所需要的时间；

(5) 最大超调量 Mp ： 从 1 到响应曲线的最大峰值间的数值，通常采用百分比形式

（也可以用 6％表示）， 计算公式为

Mp = y(tP) —~x100% 
y(= ) 

上述时域性能指标是相当重要的，如果给定典型二阶系统时域指标 t心店、 tp 、 ts 和

MP 的值，则响应曲线的形式也就确定了。应当注意，并不是任何情况下都必须采用所有

的性能指标 。 例如，在过阻尼系统中 ，就无须计算峰值时间和最大超调量。

五、 典型二阶系统的时域性能指标计算公式

依据图 4-7 所示的典型二阶系统，推导上升时间 tr 、峰值时间 tp 、调整时间 ts 和最大

超调量 MP 的计算公式。

假设系统为欠阻尼系统，这些指标都将用参数口和 Wn 的形式表示。
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1 上升时间 tr

式 (4 - 14) 给出了典型二阶系统的单位阶跃时域响应，依据上升时间的定义，有

y(t,) = l, 于是 ， 可求得 tr 为

y(t,) = 1 — e飞ontr (cos毗 ＋ t · 三sinwdt, ) = 1 

整理后，有

e飞%t, (coswdtr +－仁sinw<lt,) = 
三

。

因为 e飞Q社子0 ， 则有

COSW凸＋
t. 
三

sin饥1t, = O

整理后，取 6= - s叭，有

tanwdt, = 一：＝—吵r a 

因此 ， 上升时间 tr 为

t, = tarctan(—序 ）

依据图 4 - 8 (a) 所示关系，有

1 
tr = — (冗 - (3)

Wd 
(4 - 18) 

2 峰值时间 tp

根据式 (4 - 14) ，并将 y (t) 对时间求导，再令该导数等于零，可以得到峰值时

间 ， 即

dyd(tt) ＝包e-1wnt ( COSWdt十三sinwdt )+ e-swnt （如 sinwdt一归coswdt )

＝妇e飞wnt ( C0泗 t十卢sinwd t)＋妇e一气－ coswdt十气sinwdt )

飞e飞气言＋~) sin叩

= ~e一如n'sin归
三

取
dy(t) 

dt 
=O, 千是有

Wn e式"'n'sinwdt = 0 
三
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此时，有对应的时间 t= tp, 则

sinwdtv = 0, w心 ＝ o, 穴，加， 3n, …

因为峰值时间为系统时域响应从 0 达到第一个峰值所需时间，所以如tp＝穴，因此有

tp = 亢

Wd 

式 (4 - 19) 指出，峰值时间相当千阻尼振荡周期的一半。

3 最大超调量 Mp

(4 - 19) 

对于欠阻尼系统，最大超调量出现的时间为 tp ＝卫处，根据式 (4 - 14) 可求得 Mp 为
Wd 

Mr = y(tp) — 1 =— e式心 (cos穴十 ~sin叶 ＝ －气 -- 
三

e wd·· = e./j了

最大超调量百分比为 e-
i 
豆六 X lOO% 。

4 调整时间 ts

在欠阻尼情况下，典型二阶系统的单位阶跃响应由式 (4 - 14) 表示，即

y(t) = 1 —三sin （如 t 十 arctan五言）， t 彦 0
e飞叩

曲线 1土 为上述响应曲线的包络线，如图 4 -11 所示。
三

I+ 
I ♦ y(t) 

汇
O< ( <I 

。

图 4 - 11 

m; 
l I a t 9 

一．

扣
+ t d 

/ 
l I .1 s 号l __ 、

、
，
＇

t ( y 

扫l 

典型二阶系统的单位阶跃响应曲线的包络线

瞬态响应的衰减速度取决于时间常数 T=l/(wn 的值。对于给定的如，调整时间 tS 是

阻尼比 S 的函数，当 O<(<l 时，为欠阻尼系统，阻尼小对应的系统的调整时间 ts 长；当

s>l 时，为过阻尼系统，由于响应曲线的起始段上升速度很缓慢，因此调整时间会很长。

由千系统响应曲线 y(t) 总是处于一对包络线之间，而此包络线为一阶系统的响应曲

线，因此可以采用一阶系统稳态值计算方法获得 ts 的计算公式。

当 O<(<l 时，如果采用 2％允许误差标准， t. 近似等千系统时间常数的 4 倍；如果采
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用 5％允许误差标准， ts 近似等于系统时间常数的 3 倍。为此，定义调整时间 t＄ 计算式为

t. = 4T 4 _ 4 。
=-=- ( 2 

6 如n
/o 误差标准）

ts= 3T 
3 3 =—= （ 5 ％误差标准） (4 - 20) 
6 如n

由式 (4 - 20) 可知，调整时间与系统的阻尼比和无阻尼自然振荡频率的乘积成反比。

在设计或校正控制系统时， t值通常根据最大允许超调量来确定，为了限制最大超调量，

并且使得调整时间较小，阻尼比 t不应太小，一般取 0. 4~0. 8; 在不改变最大超调量的情

况下，可以通过调整无阻尼自然振荡频率如，改变瞬态响应的持续时间，为了使响应迅

速，无阻尼自然振荡频率 Wn 必须选取很大的值。

［例 4- 1] 如图 4 - 12 所示系统 ， 其中， 参数 s= O. 6 , wn =5rad/s。系统输入为单

位阶跃信号，试求上升时间 tr 、峰值时间 tp 、最大超调
U(s) 

量 Mp 和调整时间 tso

100 

. 

图 4 - 12 单位反馈系统

(1) 上升时间 tr 为

解根据给定， 可以求得

吩 ＝ 如 三＝ 4rad/s

<J = SWn = 3 

TC — arctan（空 TC — arctan { 
~ =~=~= 0.55(s) tr == 

Wd 

(2) 峰值时间 tp 为

(3) 最大超调量 Mp 为

tp =卫＝卫＝ 0. 785(s) 
如 4

Mp = e才＝ e-1'= 0. 095 

最大超调量百分比为 9. 5% 。

(4) 调整时间 tS 为

4 

4 4 ts = - =— = 1. 33(s) (2 9 
6 3 

/o 误差标准）

3 3 
ts= —= - = 1 Cs) (5％误差标准）

IT,i 

六、 二阶系统的单位脉冲晌应

单位脉冲信号的拉普拉斯变换为 U(s)=l 。 二阶系统的单位脉冲响应 Y(s) 为

2 

Y(s) = Wn 

s2 + 2~wns 十必
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根据不同的阻尼比，系统时域响应 y(t) 如下：

(1) 当 O<s<l 时

y(t) = ~e气wnisin
三 ｀勹t), t 多 0

此时，系统的单位脉冲响应 y(t) 是围绕零值振荡的函数，既可能是正值，也可能是负值。

(2) 当 (= l 时

y(t) ＝ 砍te飞，，I't 袤 0

此时，系统的单位脉冲响应 y(t) 不改变符号 。

(3) 当乒＞1 时

y(t) =~e一年卒言）叩＿ Qn e- （ 奸五言） wnt, t 泛 0
2三 2』

此时，系统的单位脉冲响应 y(t) 与临界阻尼时一样不改变符号。

因为单位脉冲函数是单位阶跃函数对时间的导数，所以时域响应 y(t) 可以通过对相

应的单位阶跃响应进行微分而得到 。

欠阻尼系统的单位脉冲响应发生最大超调量的时间为

最大超调量为

三arctan 
t = ~. 0 < ?," < 1 
如三

Ymax (t) ＝ 饥5凇rcta亨 ， 0 < ?," < 1
因为单位冲激响应函数是单位阶跃响应函数对时间的导数，所以系统单位阶跃响应的

最大过调量 MP 可以通过单位冲激响应曲线从 t=O 到曲线与直线 y(t) =O 第一次相交这一

段阴影区域面积求得，该面积等于 1+Mp ；系统单位阶跃响应的峰值时间 tp 等千单位冲激

响应与直线 y(t) =O 第一次相交的时间，如图 4 - 13 所示。
y(t) 

l+Mp 

oc=,...i.. - · · -
P I 

图 4 - 13 典型二阶系统的单位冲激响应曲线
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第四节 高阶系统的时域响应

、高阶系统的阶跃晌应

采用三阶或更高阶数微分方程描述输入输出关系的系统称为高阶系统， 其传递函数可

以写为如下两种形式

G(s)= Y(s) b。 s111 +bis”广1+ … +b11r-1S +b111 
U(s) = s”+als'广1 +…+ an- 1s+aII 

= k(s+zl) (s+z2) …(s +z,',) 
Cs+ P1)(s+ P2) …(s+ p,,) 

, m ~ n 

(4 - 21) 

高阶系统的闭环传递函数的极点既可能是实数，也可能是复数。首先讨论闭环系统传递

函数的极点全部为实数的情况。假定各个极点不相同，系统对于单位阶跃输入信号的响

应为

Y(s) = G(s) •一1 
s 

其部分分式为

Y(s) ＝位＋2C
s'~ s +p; 

式中： C, 是极点 s=-p, 对应的留数。

G 和 C，由下式求得

1 
C。 =G(s) •—. s I = 

k之 1 之2.. ．之，＂

S I s= O P1P2 …p,I 

1 C;=G(s) •—• Cs+ p;) 
s - I s=-p 

k(- p，十心 (-p，十 z2 ) …（-p1 +z,',) 
-p, (- p, +pl) (— p; + P2) …(- p, +p,- 1) (- p, + p,+ 1) …(-p, +p,,) 

系统对单位阶跃信号的时域响应为

y(t) = C。 lCt) +C1e-P1'+C2e-P2'+ … +C,,e才，,, (4 - 22) 

由式 (4 - 22) 可知，系统对单位阶跃信号的时域响应为 n+l 项之和，除第一项外，其余

n 项均与系统闭环极点有关，此 n 项之和描述的正是系统瞬态响应。描述瞬态响应的每一

项又分为两部分： CD极点对应的留数为权重部分，表示此项在总瞬态响应中的占比情况；

＠极点倒数为时间常数， 表示此项的指数衰减速度快慢。

如果所有闭环极点都位于左半 s 平面上，那么各留数值的大小就确定了 y(t) 中各

项分量的相对重要程度，极点确定了指数项作用时间的长短，极点离虚轴越远，该极点

的作用时间就越短。从 C，的计算式可知，对于留数值的计算，零点与极点的作用是相
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配菲E， 控制系统的时域分析

反的，如果在某个极点附近存在一个零点，必然导致该极点对应的留数值比较小，说

明此极点对应的瞬态响应项的权重系数比较小。一对距离很近的零点和极点 ， 彼此的

作用相互抵消，这样的一对零点和极点称为偶极子 。 如果一个极点距离原点很远，那

么该极点对应的留数将很小。因此，对应于该遥远极点的瞬态响应数值将很小，而且

持续时间也很短。

接下来讨论系统闭环极点由实数极点和共辄复数极点组成的情况。系统对单位阶跃输

入信号的响应为

其中， P+2Q=n 。

Ill 

KII(s+zl) 
Y(s) =~ p Q 

s II Cs+ p j ) II (s2 + 2skW11kS 十必）
J=l k=l 

假定系统闭环极点互不相同，且所有极点均位千左半 s 平面上 ， 那么上式的部分分

式为

P Q 
Y(s) ＝臼心：玉—+2 凡（s ＋如llk) ＋ D应Ilk 汀气

s '~ s + pj '~ s2 + 2如nkS ＋必

系统对单位阶跃信号的时域响应为
p Q 

y(t) =C。• lCt) + ~ Cje方＋ 2凡e气萨，，k'cos(w,,k JI二扣）
) = 1 k ~ I 

+f趴e一炉，，k1 sin(w,,k 汀气五），少 0
(4 - 23) 

k=l 

因此，稳定的高阶系统的瞬态响应曲线由一些指数曲线和阻尼正弦曲线相加而成。

对于上述的稳定系统，当时间 t 趋千无穷大时，式 (4-23) 中的指数项和阻尼正弦项

均趋于零。于是，系统稳态响应为

y(= ) = }~恩y(t) = C。

对千稳定系统，若极点远离虚轴 ， 则其必然具有绝对值很大的负实部 ， 随时间的增

长，该极点对应的指数项将迅速地衰减到零。应当指出，复数极点的实部确定了指数项作

用时间的长短 ， 即从极点到虚轴的距离决定了由此极点引起的瞬态过程作用时间，该水平

距离越小，作用时间就越长。

时域响应的类型取决于闭环极点 ， 响应曲线的形状则主要取决于闭环零点。正如前面

讨论的 ， 输入量的极点影响稳态响应项，闭环系统的极点则影响到指数衰减和阻尼正弦

项，闭环系统的零点不影响指数项中的指数，但是它们影响留数的大小和符号。

二、 闭环主导极点

从稳定的高阶系统对单位阶跃信号的时域响应可以看出，其瞬态响应部分由闭环极点
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和零点共同作用而决定。实质上，该瞬态响应为 n （闭环极点个数）个加权指数项之和，

其中每个极点对应不同的加权指数项，极点对应的留数为权重；以极点实部的倒数为时间

常数构成指数衰减函数。极点实部的大小决定着指数衰减速度的快慢；留数大小决定着该

极点对应的指数项在瞬态响应中的重要程度 。 由闭环系统的留数计算式可知，留数的大小

既取决于闭环极点，又取决于闭环零点。

通过实验发现，如果两个闭环极点实部的比值大于 5' 并且在极点附近无零点存在，

那么距虚轴近的闭环极点将对时域响应特性起到主导作用，其原因在千该极点对应的指数

项衰减速度慢，而且对应留数的模也比较大。闭环系统中，那些对时域响应特性起到主导

作用的闭环极点 ， 称为主导极点。在系统的所有闭环极点中，主导极点是最重要的。主导

极点可以是实数极点，也可以是复数极点，或者是它们的组合。在实际的控制系统中，闭

环主导极点经常以共扼复数的形式出现 。

高阶系统的动态分析是一项比较复杂的工作，很难推导出估算性能指标的解析表达

式。利用主导极点的概念，可以简化这项工作。虽然闭环主导极点对于分析系统特性和估

计系统性能指标很有用处，但是在应用这个概念之前，必须确定是否满足预先设定的假设

条件。

第五节 线性控制系统的稳定性分析

稳定是控制系统正常运行的首要条件，也是控制系统设计与分析过程中，需要考虑的

最为重要的指标。在控制系统的运行过程中，总会受到来自外界和内部的扰动作用，如电

源和负载的波动、环境条件的改变等。不稳定系统，在受到扰动后，其瞬态响应随时间的

推移而远离原点，直至发散。 为此，线性系统的稳定性问题一般采用平衡状态稳定性进行

描述。

一、线性系统稳定的概念及充分必要条件

设线性系统处于一个平衡状态 ， 若该系统在扰动的作用下离开了原来的平衡工作点，

在扰动消失之后，系统能够回到原来的平衡工作点，称系统是稳定的，属于渐近稳定。反

之，系统在扰动作用下无限制地偏离平衡工作点，或呈现持续振荡状态， 称为不稳定。为

了便于运算，需要引入一个新的稳定性定义 。

一个系统，若对任意的有界输入 ， 其零状态响应也是有界的，则称该系统是有界输入

有界输出 (Bound Input Bound Output, BIBO) 稳定的系统。根据 BIBO 稳定定义，可以

推导出稳定系统的充分必要条件。

设一个线性控制系统的传递函数为

GCs) ＝ 一＝
Y(s) b。 s"'+ bis",-1 + …＋ b,?,-1s+ b,,,
U(s) s" 十 a1s',-1+ … + a,,-1s +a,, 
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雹． 控制系统的时域分析

= k(s + z l) (s ＋心…（s + z,',) 
, m ~ n 

(s+pl) (s +p2) …(s+ p ,,) 

该系统在输入 U(s) 作用下的输出为

Y(s) = G(s)U(s) = ~。 s'“+b沁汒l +… + b,，广~U(s)
s" +a1s'广1+ …＋ a,,-1s+a,,

= k(s ＋矿（s +心… (s +z,II) 
Cs+ P1)(s+ P z) …Cs+ p,,) 

U(s) 

若系统中含有 P 个实数特征根和 Q 对复数特征根，系统的时域响应为

y(t) =C。• u(t) + ~Cje方＋ 2凡 e式kw11k' cos(w,,k 勹t)
k = I 

+t趴e-炉，／k'sin(w,,k 汀飞t)
k = l 

当时间 t 逐渐增大时，系统响应 y(t) 的数值也在不断变化。只有在所有特征根都具有负

实部的条件下，系统输出响应中由特征根描述的瞬态响应部分随时间增加而减小。当

t---->～时，瞬态响应变为零， 此时系统响应为

limy(t) = lim[C。 • u(t)] 
t-OO t OO 

这里，有

C。 =G(s) •—· sl = 
kz1z2 ·••z111 

S I s= O P1P2•••p,, 

G 为输入量对应的留数，它是一个固定值，不随时间变化。由于 G 中所有参数均由系统

提供，实际系统中所有参数均为有界，因此 G 的模值一定有界。考虑到输入有界，故

皿y(t)一定有界。千是，得到线性系统 BIBO 稳定的充分必要条件是：闭环系统所有的特

征根均具有负实部，或者闭环系统特征根均位于左半 s 平面。根据上面的推导，可以得出

这样的推论：稳定是系统本身的一种属性，与系统输入无关。

二、 劳斯 (Routh ) 稳定判据

实际上，系统特征方程一般是高阶代数方程，求根并不是一件轻松的工作。于是，人

们开始寻求既不用对高阶方程求根，又能够快速判定特征根实部符号的方法。劳斯

(Routh) 于 1884 年提出系统稳定判据，赫尔维茨 (Hurwits) 也千 1875 年提出相似的稳

定判据，由千它们都是依据特征方程系数判定特征根实部符号的方法，故人们称为劳斯一

赫尔维茨稳定判据。本书仅针对劳斯稳定判据进行介绍。

系统特征方程为

aos" 十 a1s'广1 +a2 s'户2 +…＋ a,,一1s+a,, = O, a。> 0 

依据上面特征方程的各系数建立如下劳斯表：
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s , , 

s ,i - 1 

., 、＂一 2

$ 
.,, - 3 

a。 a 2 a4 a6 

a1 a 3 a5 a1 

ao a2 ao a4 ao a6 a。 “8

bl = — a1 a3 
b2= — a1 a 5 

b3= 
a1 a1 

仇 ＝
al a9 

a1 a1 a1 a1 

a 1 a 3 al a5 a 1 a1 a1 a g 

bl b2 b1 b3 b1 b, b1 b5 
C] =— 

b1 
C2 = 

b1 
c3= 

b1 
c4= 

b1 

s 2 

di d 2 

fl = — ei e2 
el 

d1 d3 

f2 = - e1 e3 
e1 

s l 

s 。

e1 e2 

g1= -
fl f2 

f1 

fl f 2 

。
如 ＝－

g1 

g 1 

劳斯表的第一行 (s” 对应的行）由上述系统特征方程的第 1 、 3 、 5 …项系数组成，第二行

(s"- 1对应的行）由系统特征方程的第 2 、 4 、 6…项系数组成。劳斯表的其他元素，由劳斯

表中对应的公式计算而得。当劳斯表中第一列的所有元素都大于零时，系统稳定；反之，

当劳斯表的第一列出现小千零的元素，系统就不稳定。第一列元素符号改变的次数，就是

特征方程中具有正实部根的个数。

［例 4-2] 设系统特征方程为

s4 + 5s3 + 10s2 + 10s + 4 = 0 

试用劳斯判据判别系统的稳定性。

解建立劳斯表如下：

s 4 
4 

s3 

1

5 
10 

10 

s 2 -t;l=8 -: -=4 
s l -:勹＝丘

8 2 

s 。 _̀ 15/2 =4 
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劳斯表中第一列所有元素均大千零，说明闭环系统稳定。可以通过对系统特征方程进行因

式分解方式，对劳斯判据结果进行验证。系统特征方程因式分解结果为

s4 + 5s3 + 10s2 + lOs + 4 = Cs+ 2) Cs+ 1) Cs+ 1 + j) Cs+ 1 —j) = 0 

系统特征方程的四个根均具有负实部，故系统稳定，说明劳斯判据结论的正确性。

［例 4 -3 ] 设系统特征方程为

s4 + 4s3 + 4s2 + 4s —5 = 0 

试用劳斯判据判别系统的稳定性，并确定特征方程正实部根的个数。

解建立劳斯表如下：
43 ss —5 

4 

44 

s 2 

s 

so 5 

32_3-

__ 

3 ____ 丿
4
/
/
3
2
_
3

一k;J=- 5

劳斯表中第一列的最后一个元素小于零，第一列中所有元素的符号只改变一次，故闭环系

统不稳定，特征方程只有一个具有正实部的根。

可以采用因式分解方法对此结论进行验证，系统特征方程因式分解结果为

s4 + 4s3 + 4s2 + 4s —5 = Cs+ 3. 2942) Cs+ o. 6588 + jl. 4308) X 

Cs+ o. 6588 —jl. 4308) Cs —o. 6118) = 0 

从因式分解结果来看，特征方程存在四个特征根，只有一个根 s = 0.6118 具有正实

部，说明劳斯判据给出的结论是正确的。

［例 4-4] 设系统特征方程为

s4 + 2s3 + s2 + 2s + 1 = 0 

试用劳斯判据判别系统的稳定性，并确定特征方程正实部根的个数。

解 建立劳斯表如下

s4 1 1 

s 3 2 2 。

s2 0 (E) 1 

s I 2—2/e 

s 。
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劳斯表中 s2 行的第一个元素为零，为了计算需要，用一个趋近千零的正数 c 代替 0。由于

2- 2/c:<O，因此劳斯表中第一列所有元素的符合改变了两次，故闭环系统不稳定，系统

特征方程有两个正实部的根。系统特征方程因式分解结果为

s4 + 2s3 + s2 + 2s + 1 =Cs+ 1. 8832) Cs+ 0. 5310) Cs - o: 2071 + jO. 9783) 

Cs - 0. 2071 - jO. 9783) = 0 

系统特征方程存在两个正实部根，故系统不稳定，与劳斯判据的结论一致。

［例 4-5] 设系统特征方程为

s6 +2s5 +8s4 +12s3 +20s2 +16s+ 16 = 0 

试用劳斯判据判别系统的稳定性，并确定特征方程正实部根的个数。

解建立劳斯表如下：
65 ss 16 

s 4 

s3 

2
-
20 

812-120 2016

-
160 

劳斯表中 s3 所在行所有元素均为零，为了能够继续计算需要根据 s4 行的数据建立辅助

方程

PCs) = 2s4 + 12s2 + 16 

对辅助方程求导，可得

dP(s) 
ds 

= 8s3 + 24s 

将上面求导后的方程系数填入下列劳斯表，继续计算。
32

1 

ss

s 

s 。
6 

3 

l 

86

/ 8 

24 

16 

劳斯表中第一列所有元素均大于零，说明系统特征方程没有正实部的根。

劳斯表中出现整行零元素的现象，说明系统特征方程存在关于原点对称的根。当零元

素行上下两行第一个元素的符号相同时，说明特征方程存在成对的虚根。［例 4 - 5 ] 中 ，

劳斯表第一行零元素上下两行的元素为 2 和 8, 符号相同说明特征方程有成对的虚根。为

了验证这一说法，将特征方程进行因式分解，可得

萨＋ 2s5 + 8s4 + 12s3 + 20s2 + 16s + 16 

=(s+ i 迈）（s — J 岛）（ s 叮2) (s —jZ)Cs+l+j)(s+l —j) = 0 

证实了系统特征方程有一对虚根，说明闭环系统处于临界稳定状态。由于虚根的实部为
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零，不满足线性系统稳定条件，故闭环系统不稳定。

三、相对稳定性

劳斯稳定判据解决了绝对稳定性问题，但在实际工作中，人们更关心系统工作点到稳

定边界的距离。这是一个有关相对稳定性问题。 检验相对稳定性的办法之一是通过平移 s

平面的纵坐标轴，再应用劳斯判据进行稳定性计算。当系统处千临界稳定时，坐标平移量

就是工作点到稳定边界的距离，也称为稳定裕量。

设 s=z-a, a 为常量，将 ．s=z—6 代入闭环系统特征方程，有

a。 (z- a)" 十 a1 ( z — 份＇广1 + a2 (z- a) '广2 +…+ a,,- 1 (z- a) + a,, = 0 

此为平移坐标轴后的系统特征方程。将上式展开，得到以 z 为变量的多项式 ， 并应用劳斯

判据判定系统的稳定性 。

［例 4-6] 单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = K 
s (0. ls + 1) (0. 25s + 1) 

试求： （ 1) 使系统稳定的 K 值范围；

(2) 若要求闭环系统的全部极点都位于 s=- 1 垂线的左侧，确定 K 的取值范围 。

解 (1) 闭环系统特征方程为

l+G。 Cs) = 1 + K 
s (0. ls + 1) (0. 25s + 1) 

=O 

整理后，有

0. 025s3 +o. 35s2 +s+K = 0 

建立劳斯表如下：

s3 0.025 

.I .2 0.35 K 

s l 1 K 
14 

s 。 K 

K 
为了保证闭环系统稳定，需要 l—-＞0 和 K>o 同时成立，于是可得 K 的取值范围

14 

为 o<K<14 。

(2) 取 s=z— 1, 代入闭环系统特征方程，有

0. 025 (z - 1)3 + 0. 35 (z - 1)2 + z —l+K = 0 

展开后，经整理可得

点岁十归＋千＋K － 飞 ＝ 0 
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建立劳斯表如下：

之3 

之2 

7_o 
2
4 

3
-8-

k 

z 1 

z 。

1 
40 

11 
40 

24 K 
55 11 

K 
27 
40 

若以 z 为变量的劳斯表中第一列各元素均大于零，则可以保证闭环系统的全部极点都位

24 K 27 
于 s= - l 垂线的左侧，需要——-＞0 和 K—->0 同时成立，于是得到 K 的取值范围

55 l 1 40 

为红<k＜纽
40 5 ° 

第六节 李雅普诺夫稳定分析

劳斯判据以及后面要介绍的奈奎斯特判据，都是针对线性控制系统稳定性的判定方

法，但如果是非线性系统，或者时变线性系统，上述稳定判据将不再适用。李雅普诺夫

(Lyapunov) 于 1892 年提出两种方法用千确定由微分方程描述动力系统的稳定性。其中，

用微分方程显示解判定系统稳定性称为第一法；在不求解微分方程的前提下 ， 判定系统稳

定性称为第二法 。 虽然在应用李雅普诺夫第二法分析非线性系统的稳定性时，需要相当的

技巧，但是在没有办法的情况下，它不失为一个可行的方案。

一、相关概念

李雅普诺夫第二法的核心思想是，在扰动的作用下，系统工作点离开平衡点，当扰

动消失后，系统工作点又回到原来（或到达新）的平衡点的能力 。 同时，李雅普诺夫采

用数学手段对这一过程进行了细致的描述 。 下面对李雅普诺夫第二法涉及的概念进行

介绍 。

1 系统

由于稳定性是系统自身的一种属性，与系统的输入形式无关，因此选定自由系统作为

研究稳定性的对象。 自由系统可以表示为

i = f(x,t) 

式中： x 为状态向量 ； J 与 x 的维数相同， 一般说来 f 为时变的非线性函数。

设方程 (4 - 24) 在给定的初始条件 (x0 , t。 )下，有唯一解

X = <P(t;Xo ,t。 )

(4 - 24) 

(4 - 25) 
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式中： cf>(t; Xo, t。 ) 表示式 (4 - 24) 的解； X。＝<l>(to; Xo, t。 )为初始值； t 为从 t。 开始

的时间变量。 方程 (4 - 25) 描述了系统从 (xo, t。 )出发的运动轨迹。

2 平衡状态

若式 (4 - 24) 描述的系统存在向量 Xe' 对千所有的 t 都有下式

f(xe, t) == 0 (4 - 26) 

成立，则 Xe 称为系统的平衡状态 。 对于线性定常系统而言，系统方程为 f(x, t) =Ax, 当

A 为非奇异矩阵时，系统只存在一个平衡状态；当 A 为奇异矩阵时，系统存在多个平衡状

态。对于非线性系统而言，系统可能存在一个或多个平衡状态。

3 欧几里得范数

采用欧几里得范数 II X—Xe II 描述系统运行轨迹到平衡状态的距离。在 n 维空间中，

该距离的欧几里得范数为

II x -xc I I ＝ ✓Cx1 - ;;le) 2 + (xz - X2e) 2 +…+ (x,, —X,,e) 2 

用 s(o) 表示以平衡状态 Xe 为圆心，以 8 为半径的球域。若 x 在球域 s(o) 内，用

xEsCo)表示，则有

II X —x. 11 ~ o 
当 8 很小时， s(o) 为 Xe 的邻域，因此，若 x。 Es(8) ，也就有 II X。—Xe II ~们成立。同理可

得，以平衡状态 Xe 为圆心，以 c 为半径的球域 s (£)作为 cf>(t; X。, t。 )的邻域，便有

II'1>(t; Xo ，心— Xe II ::( c, t 彦 t。 (4 - 27) 

式 (4 - 27) 表明：系统的初始值或扰动引起的响应处于球域 s(c）内。

二、稳定定义

1 李雅普诺夫稳定

在系统平衡状态 Xe 周围，采用欧几里得范数描述系统运行点与平衡状态的距离，用

球域 s(8) 界定初始状态选取区域，用球域 s(,s) 标识系统运行边界。在扰动和输入变化的

作用下，系统状态发生变化，导致运行点离开平衡点，当系统运行点一直处于系统运行边

界以内时，系统稳定；否则，不稳定。这是一种根据系统内部状态变化判定系统稳定性的

方法，定义表述为，如果对于每一个球域 s(,s) ，都存在一个球域 s(8) ，且 c>B, 当 t 无限

增长时，起始于 s(8) 内的运动轨迹不脱离 s(,s) ，那么，式 (4 - 24) 的系统平衡状态 Xe 就

是李雅普诺夫意义下的稳定。

2 渐近稳定

如果平衡状态 Xe 属于李雅普诺夫意义下稳定，并且始于球域 s(8) 内的任一条轨迹 ，

当时间 t 无限增长时，都不脱离 s(,s) ，且最终收敛千 Xe' 则方程（4 - 24) 的系统平衡状态
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Xe 称为渐近稳定。

3 大范围渐近稳定

如果平衡状态 Xe 是稳定的，而且从状态空间中所有初始状态出发的运动轨迹都为渐

近稳定，则称这种平衡状态为大范围渐近稳定 。 在整个状态空间中只有一个平衡状态为大

范围渐近稳定的必要条件。对于线性系统而言，如果平衡状态是渐近稳定的，那么也必然

是大范围渐近稳定的。对于具多个平衡状态的非线性系统，使平衡状态 Xe 渐近稳定的球

域 s(c ） 一般都不大，故称为小范围渐近稳定。

4 不稳定

如果对千某个正实数 c 和任意一个正实数 o, 不管这两个实数多么小，在球域 s(o) 内

总存在一个状态 Xo, 使得起始于这个状态的运动轨迹最终会脱离球域 s(£) ，那么平衡状态

Xe 称为不稳定 。

为了直观描述上述概念，采用二维图形表示球域与运动轨迹的关系，如图 4 - 14 所示。

s(li) 

s(E 

` / 
s(E) 

\ 

(a) (b) (c) 

图 4 - 14 稳定、渐近稳定和不稳定系统运动轨迹示意图

(a) 稳定平衡状态； （ b) 渐近稳定平衡状态； （ c) 不稳定平衡状态

图中， Xe 为平衡状态， x。为受到扰动影响后系统运行的初始状态， s(£) 和 s(o) 分别表示

以 Xe 为圆心、以 e 和 8 为半径的球域，带箭头的曲线表示系统运动轨迹。图 4 - 14 中，系

统受扰后的运行轨迹均从初始状态 x。 起始，其中图（a) 中，系统运动轨迹始终处于球域

s(£) 内，满足李雅普诺夫稳定特征；图 (b）中，系统运动轨迹始终处于球域 s(£) 内，

并最终回到原来的平衡状态 Xe ' 满足渐近稳定特征；图（c) 中，系统运动轨迹到达球域 s

(c) 之外，体现了不稳定特征 。

从李雅普诺夫稳定定义来看，球域 s(o) 限制着初始状态 Xo 的取值，而球域 s(£) 划

定了自由系统运动轨迹 x(t) =t.P(t; x 0 , t。)的边界，于是，有 II t.P(t; Xo, t。) || <C。用

极限形式表示为

lim II c:P(t;x0,t。 ) || = 0 
c七O

(4 - 28) 

从渐近稳定定义来看，系统既要满足李雅普诺夫稳定，从 x。出发的运动轨迹，又要

随着时间 t-=趋近千原点，只有同时满足以上两个条件的系统才是渐近稳定的。用极限
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形式表示为

lim II 0(t;Xo,t。) || ＝ 0 且lim II 0(t; Xo, t。 ) || = 0 (4 - 29) 
Cd0 t一oc,

［例 4-7] 试判定自由系统

i = Ax ＝ 厂 —。] : 1 x, x(0) = x。
0 0 —2 

的稳定性。

解 系统的状态转移矩阵为

O(t;x。) ＝ 心。＝厂:Ot e/t e-:2』 X 。
千是，有

, 

。

e 

0

-

otoo e -- 

= 

-- )
）
、
丿

xoxoxo ;.'.' ttt ((( 
c
p
l屯
屯

－
－
为

数范勺仆阵矩移转态状

e : 2 ] ／2』 /x/：2 ] 

II <l>(t; X。 )II= ✓(xoy+ (xO2e-' ) 2 + （ x03e-2t)2 冬汃~=llx。|| < c 

因此，有lim II <l>(t; x。) || ＝ o, 说明系统是李雅普诺夫稳定的。
C一声。

当 t-=时

lim II <l>(t; x。) || ＝ lim 汃Xo1)2 + Cxoz 亡） 2 + Cxo3e-2宁＝ Xo1 c:j= 0 
t-CO t一►0

说明系统不是渐近稳定的。

三、 李雅普诺夫第二法

李雅普诺夫第二法是通过分析能量变化的观点来判定系统的稳定性。该方法的物理解

释是，如果一个具有渐近稳定平衡状态的系统，在受到扰动激励之后，存储的能量将随时

间的推移逐渐地衰减，直到在平衡状态处到达极小值为止。那么，建立一个能最函数描述

系统的能量变化过程成为关键。由于实际系统的复杂性和多样性，找到描述系统能量变化

的能量函数是一项非常困难的工作。假设用纯量函数 V(x, t) 或 V(x) 表示系统能量函

数，也称为李雅普诺夫函数。李雅普诺夫函数中包含时间的情况用 V(x, t) 表示，不包含

时间情况用 V(x) 表示。并通过李雅普诺夫函数的导数寸 (x) 的符号描述系统能量的变化

情况，从而判定系统的稳定性。如果系统的李雅普诺夫函数为正定的，而其导数为负定

的，说明系统的能量随时间增加而减少，就可以判定该系统是渐近稳定的。

为了能够顺利地介绍李雅普诺夫第二法，还需要具备必要的数学基础。
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1 . 二次型函数

二次型函数成为李雅普诺夫第二法中建立能量函数的一种重要的数学方法。李雅普诺

夫函数的建立过程如下：

设 x= {x1 Xz … x,1} ，系统的李雅普诺夫函数为

V(x) = xTPx 

式中： P 为实对称阵，即 p,J ＝p尸

必然存在正交矩阵 T, 使得 x=Tz, 于是，有

V(x) = xTPx = zTTTPI'z = zT(TTPI')z = z1 

入 I 0 

入 2

0 入 II

II 

z = ~入忒
1= 1 

式中：入，为实对称阵P 的特征值，且均为实数；变量 z 以平方项形式存在。

(4 - 30) 

函数 V(x) 的正定性与否，完全取决千入 。 当所有入，都大于零时，函数 V(x) 必然为

正定的。正定矩阵的特征值全部大于零，负定矩阵的特征值全部小于零。 也可以不求解矩

阵特征值，采用希尔维斯特判据确定矩阵的正定性或负定性，判定系统的李雅普诺夫函数

及其导数的符号。

2 希尔维斯特判据

对于 nXn 实对称阵P

Pn P12 … P1,, 

. P21 P22 … p妫
P = 

_p,,1 p,,z … p,., 

设 Ll;(i=l, 2, …, n) 为 P 的各阶顺序主子行列式，其中

Pu P12 
Al = pll ，今 ＝ ，…， Ll,, = Ip I 
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P21 P22 

矩阵 P 定号性的充分必要条件是：

(1) 当 t.; >O 时， P 为正定的；

(2) 当 t 为奇数时， t.;<O; 当 t 为偶数时A,>0 ，则 P 为负定的；

(3) 当 A，~o 时， P 为半正定的；

(4) 当 t 为奇数时， A圣O; 当 t 为偶数时A ，多0, 则 P 为半负定的。

3 李雅普诺夫稳定判据

(1) 定理 1: 对千由状态方程

x = J(x,t) 
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描述的自由系统，设其在原点处千平衡状态 。 如果存在一个具有连续一阶偏导数的纯量函

数 V(x, t) ，且满足如下条件：

l) V(x, t) 是正定的；

2) vex , t) 是负定的；

则系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。如果随着 llxll -=，有纯量函数 V(x, t) -+­

~，则在原点处的平衡状态是大范围渐近稳定的。

(2) 定理 2: 对于由状态方程

x = f(x,t) 

描述的自由系统，设其在原点处千平衡状态 。 如果存在一个具有连续一阶偏导数的纯量函

数 V(x, t) ，且满足如下条件：

1) V(x, t) 是正定的；

2) vex, t) 是半负定的；

3) 对千任一初始状态 x。#o, vex, t) 不恒等于零；

则系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。如果随着 II X||-～， 有纯量函数 V(x, t) -+­

~ ， 则在原点处的平衡状态是大范围渐近稳定的。

(3) 定理 3: 对于由状态方程

x = f(x,t) 

描述的自由系统，设其在原点处千平衡状态 。 如果存在一个具有连续一阶偏导数的纯量函

数 V(x, t) ，且满足如下条件：

l) V(x, t) 是正定的；

2) V(x, t）是正定的；

则系统在原点处的平衡状态是不稳定的。

［例 4-8] 已知线性系统的状态方程为

试分析原点平衡状态的稳定性 。

立＝ m — X1 （对十 x多）

立＝— X1 -xz ( xy 十 x多 ）

解 当 .i:1= 0 和 立＝0 时 ， X1 =xz=O, 说明原点为系统唯一的平衡状态 。

取李雅普诺夫函数为 V(x) ＝对十x多， V(x) 为正定的 。 对 V(x) 求导，有

寸(x) = 2x心＋ 2x心＝ 2x1 [xz — x] （对十 x多 ）］＋ 2x2[— m — x2 （对十式 ）］

=— 2(xr 十式） < 0 

说明寸 (x) 为负定的，因此系统在原点处平衡状态是渐近稳定的。当 llxl l -00时，有

V(x) -00 ， 说明该系统在原点处的平衡状态是大范围渐近稳定的 。

取 V(x)=2对十式 作为李雅普诺夫函数， V(x) 为正定的 。 对 V(x) 求导，有

115 



,/－、＼

迳『自动控制理论

寸(x) = 4x心＋ 2x2立 ＝ 4x1[x2 — X1 (xi 十戎）］＋ 2m[—m — x2 （对十式）］

= Zx1x2 — 4对 — 6对式 — 2x;

寸 (x) 的符号正负不定，因此不能用千判定系统在原点处平衡状态的稳定性。这说明李雅

普诺夫第二法是一种充分性判据，选取不同的能蜇函数可能得到不同的稳定性判定结果。

四、线性系统的李雅普诺夫稳定性判定方法

设线性定常自由系统的状态方程为

x =Ax 

式中， A 为 nXn 常数矩阵。若 A 为非奇异矩阵，则在原点处具有唯一的平衡状态，即x=

0。采用李雅普诺夫第二法判定此系统的稳定性。

取李雅普诺夫函数为 V(x) =xTPx, P 为实对称阵。当 P 为正定的， 则有 V(x) 为正

定的。对 V(x)=xTPx 求导，有

寸(x) ＝炉Px +xTPx = (Ax)TPx +xTPAx = xT(A1、P+PA)x

令 Q=-(A干＋PA) ，称为李雅普诺夫方程， 则有 V(x) ＝—正Qx。若 Q 为正定的，那么

V(x) 为负定的。因此， Q 正定是系统渐近稳定的充分条件。

对千线性系统，一定可以采用二次型构建纯量函数。那么，李雅普诺夫稳定判据表述

为：线性系统稳定的充分必要条件是，给定一个正定的实对称矩阵 Q, 必然存在一个正定

实对称矩阵 P, 使得李雅普诺夫方程成立。

［例 4-9] 已知系统状态方程为

0 1 
i =Ax = [ ]x 

—1 - 2 

试分析系统平衡状态的稳定性。

解设P 为实对称阵， Q 为单位矩阵，即 Q=I。其中 ，

P = [ : :: : :: ], P12 = P21 

依据 ATP+PA= —Q= — I, 有

[° -l] [Pn P12 ]+ [Pn P12 ] [ ° 1 ] = [— 1 0 
1 — 2 p21 妇 P2l p 22 —1 —2 0 —1] 

[ - 2p21 pII — 2p12 - p 22] = [— 1 0 

Pn — 2p 21 - p22 2p12 —4p22 0 —1] 

p = [~:: ~::] 

依据希尔维斯特判据，有
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1. 5 0. 5 
Li1= —>0, A2 = = > O 

0. 5 0. 5 I 2 

说明矩阵 P 是正定的，因此系统的平衡状态是渐近稳定的。

五、 非线性系统的李雅普诺夫稳定性判定方法

克拉索夫斯基方法给出了非线性系统平衡状态渐近稳定的充分条件。设系统的状态方程为

x =f(x) 

式中， f(x) 为 n 维向量，是变量 x 的非线性函数。若系统在原点处存在平衡状态，即

f(O)=O, 且 f(x) 对 x, 可微。

J(x) 的雅克比矩阵为 F(x)

叮＼ 叮＼ 立
Jx 1 cJx2 ox,, 

叮＾2 立 叮＾2

F(x) = dX1 a立 3x,' 

叮？I I 3儿 叮',,
归l clx2 ax,' 

构造李雅普诺夫函数

V(x) = jT(x )Pf(x) 

式中， P 为实对称阵。若 P 为正定的，则 V(x) 也是正定的。对函数 V(x) 求导，有

V(x)=jT(x)盯（x) ＋ jT(x)对 (x)

由于 j (x) =F(x) x =F(x)f(x) ，故

寸(x) = jT(x)[FT(x)P +PF(x)]f(x) = JT(x汴(x)f(x)

式中， F(x) =F气x)P+PF(x) 。取 Q(x) ＝— [F气x)P+PF(x)］，则有

V(x) = jT(x)[FT(x)P+PF(x)订(x) ＝—广 (x)Q(x) f(x) 

若 Q(x) 为正定的，那么 F(x) 为负定的，则 V(x) 为负定的，说明系统在原点处的平衡

状态是渐近稳定的。 Q(x) 正定要求 P 一定为正定的，也就是说，系统在原点处为渐近稳

定的充分条件为：任意给定正定实对称矩阵 P, 使 Q(x) ＝— [F气x)P+PF(x)] 为正

定的。

取 P=I ， 则有 f(x) ＝— [FT(x)+F(x)］，称为克拉索夫斯基表达式。李雅普诺夫函

数为

V(x) = F (x) f(x) 

V(x) 为正定的，其导数为

寸(x) ＝广 (x) [FT (x) + F(x) ]f(x) ＝—广 (x汴(x)f(x)

F(x) 为负定的，则 V (x) 也是负定的，说明系统在原点处的平衡状态是渐近稳定的。
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如果 I I X || -～，有 V(x)-～，则系统在原点处为大范围渐近稳定。

［例 4 - 10] 试用克拉索夫斯基方法分析系统

X1 = —X1 
• - -- -- __ 3 Xz = X1 - xz -xz 

在原点的稳定性。

解 由 x1 = 0 和立＝0 可以求得 X1 =xz = O, 即坐标原点为系统的平衡点。

取 JCx)= x, 有

f(x) = [ - xl ] = ［八 (x) ] 
XI - x2 — x~ 儿（x)

f(x) 的雅克比矩阵为

叮1 环

F(x) ~ l: :『＝ [ 11 —1:3xll 
归言

构造李雅普诺夫函数

V(x) = JT(x)f(x) = xr 十 Cx1 - xz -xD > 0 

对函数 V(x) 求导，有

V(x) = jT (x) f(x) ＋广 (x寸(x)

由于 j (x) =F(x) x =F(x)f(x) ，故

V(x) = F (x) [FT (x) + F(x)订(x) = jT(x汴(x)f(x)

式中， F(x) =F气x)+F(x) 。千是，有

伈）＝［
—2 1 

1 —2 —6x~J 

—2 1 
f(x) 的一阶主子式—2<0;F(x) 的二阶主子式 detF(x)= I ~ ~ _ I =2+ 12戎＞o ,

1 -2- 6马

说明矩阵 i(x) 是负定的。

由于 F(x) 为负定的，因此 V(x) 也是负定的，说明系统在原点处是渐近稳定的。当

II X||__..=时，有 V(x)__..=，说明系统在原点是大范围渐近稳定的。

第七节稳态误差

对于一个实际的物理系统，其稳态响应与期望值之间， 一般存在一定的偏差，称之为

稳态误差，并用其作为衡量系统稳态精度的标准。稳态误差可能是由参考输入或者是扰动

引起的，因此稳态误差也可以看成为系统跟踪输入信号或抑制扰动信号的能力。
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系统偏差有两种不同的定义方法： 一种是从系统输入端给出的误差定义方法， 为系统

输入信号与主反馈信号之差，这种方法具有明确的物理意义，并且可以通过实际测量得

到；另一种是从系统输出端给出的误差定义方法，为系统实际输出量与希望值之差，这种

方法经常用千性能指标计算，由于有时无法量测，因而一般只具有数学意义。

对于单位反馈控制系统而言，其输出量的期望值就是输入信号，因而上述两种误差定

义方法是一致的。接下来 ， 以单位反馈控制系统为对象， 推导稳态误差的计算公式。 对于

非单位反馈控制系统，可以通过相关的数学推导，获得等效的单位反馈控制系统。

一、 控制系统的分类

任何一个物理控制系统， 对于特定输入信号的响应，都存在固有的稳态误差。 例如，

一个系统对阶跃输入信号的响应可能没有稳态误差， 但是对千斜坡输入信号的响应却可能

存在非零的稳态误差。对于一个确定的输入信号，控制系统是否会产生稳态误差， 取决千

系统开环传递函数。

假设单位反馈控制系统的开环传递函数为

K(T,s + 1) CTas + 1) …(T,,,s + 1) 
G。 Cs) = 

sN(TN十Is + 1) (TN+2 s + 1) …(T,,s + 1) 
, m ~ n 

在分母中包含一个 SN 项，它表示在原点处有 N重极点，说明开环传递函数中包含 N重积分

因子。 如果 N=O, N = l, N=Z, …， N=n, 则开环系统分别称为 0 型， 1 型， 2 型，…，

n 型系统。应当指出，随着类型数的增加，系统的稳态精度将得到改善，但会使系统的稳

定性变差。所以，在稳态精度与稳定性之间需要进行折中。在实际中， 3 型或 3 型以上的

系统是很少见的，这是因为当前向通路中存在两个以上的积分环节时，系统的稳定性很难

得以实现。

二、稳态误差

图 4 - 15 所示单位反馈系统的闭环传递函数为

G(s) =———= 
Y(s) G。 Cs)

UCs) 1 +G。 Cs)

根据定义可得误差为

1 E(s) = U(s) - Y(s) = ~U(s) 
l+G。 (s)

图 4 - 15 单位反馈控制系统框图

根据终值定理可求稳态误差， 为

s ess = lime(t) = limsE(s) = lim 
户OO ,.....0,.....o 1+G。 Cs)

U(s) (4 - 31) 

由式 (4 - 31) 可以看出，对于单位反馈系统，稳态误差与系统开环传递函数和输入

信号两个因素有关。下面定义稳态误差系数，用以反映控制系统稳态响应的品质。该系数
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越大，稳态误差越小 。

三、稳态位置误差系数

单位阶跃输入作用下，图 4 - 15 所示系统的稳态误差为

ess = lime(t) = limsE(s) = lim ~ U(s) = lim ~ •一 ＝1 1 
t- 00 -。一o l +G。 (s) -o 1 +G。 Cs) s l + G。 (0)

定义稳态位置误差系数 KP 为

KP = l imG。 Cs) = G。 (0)
,-.o 

于是，稳态误差为

1 
ess = 

l + Kp 

对千 0 型系统 ， 有

Kp = lim 
K(Tas + 1) (T1,s + 1) …(Tms + 1) 

一o (Tls+1) (T2s+ 1) …( T,,s + 1) 
=K 

其中， K 为系统开环增益 。 对于 1 型系统，有

Kp = lim 
K(Tas + 1) (T1,s + 1) …( Tms + 1) == co 

;.:.:;; sCT2s + 1) (T3s + 1) …( T,,s + 1) 

对千 2 型及以上系统 (N多2) ，有

K(Tas + 1) (Tbs + 1) …( T,,,s + 1) == KP = lim 
＿。 产 (T母l s + 1) （ T母2 s+ 1) …(T,,s + 1) 

因此，对于 0 型系统，稳态位置误差系数 KP 是一个有限值；而对千 1 型或高千 1 型的系

统，凡为无穷大。

系统输入为单位阶跃信号时 ， 依据稳态位置误差系数 Kl) 可求得稳态误差 ess 0 

(1) 对于 0 型系统， ess=
1 

1+ K; 

(2) 对于 1 型或高于 1 型的系统 ， ess= O 。

通过上述分析可知 ， 如果在单位反馈控制系统的前向通路中不存在积分环节，则系

统对单位阶跃输入信号的响应存在一个非零值的稳态误差。当增益 K 足够大时， O 型系

统对阶跃输入信号的稳态误差会变得很小。 当增益 K 取值过大时，将对系统稳定性产

生不利的影响。若要系统对阶跃输入信号的稳态误差为零，则系统必须是 1 型或高千 1

型的 。

120 

四、稳态速度误差系数

单位斜坡输入作用下，单位反馈控制系统的稳态误差为

1 ess = lime(t) = limsE(s) = lim ~ • —= lim 1 
t-OO 一0 -o 1 + G。 (s) s2 ·,.o sG。 Cs)



劂J'蚝洹 控制系统的时域分析

定义稳态速度误差系数 Kv 为

Kv = limsG。 (s)
s－声。

于是稳态误差为
1
-KV = s s e 

对于 0 型系统，有

Kv = lims • 
K(Tas + 1) (Tbs+ 1) …( T,,,s + 1) 

广►o (Tls + 1) (T2s+1) …( T,,s + 1) 
=O 

对于 1 型系统，有

Kv = lims • 
K(Tas + 1) (T1,s + 1) …(T,,,s + 1) 

广►o s(T2s + 1) (T3s+1) …( T,,s + 1) 
= K 

对千 2 型或高于 2 型的系统 (N多2) ，有

Kv = lims • 
K(Tas + 1) (Tbs+ 1) …( T,,,s + 1) = CO 

-►。 sN(T汜1s + 1) (T;v+2s + 1) …(T,,s + 1) 

系统输入为单位斜坡信号时，依据稳态速度误差系数 Kv 可求得稳态误差 ess o

1 
(1) 对于 0 型系统， ess=—== ;

Kv 

1 
(2) 对于 1 型系统， ess =—=- ·

1 
Kv K' 

1 
(3) 对于 2 型或高千 2 型的系统， e,s=—-= 0 。

Kv 

从上述分析可知， O 型系统不能有效地跟踪 ,1(/) t y(t) t 
斜坡输入信号，其稳态误差为无穷大。 1 型系统

能够跟踪斜坡输入信号，但是存在一定的误差。

如图 4 -16 所示，当系统工作在稳态时，其输出

恰好与输入速度相同，但是两者间存在一个固

定的误差，该误差与增益 K 成反比。 2 型或高

于 2 型的系统，能够跟踪斜坡输入信号，且可

以保证稳态误差为零。

。

图 4 - 16 1 型系统对单位斜坡输入信号的

响应曲线

五、稳态加速度误差系数

单位抛物线（加速度）输入作用下，单位反馈控制系统的稳态误差为

ess = E堕e(t) ＝ 丛序sE(s) = l}:用 1 +;。 (s) ·卢＝凡甲 s2G:(s)
定义稳态加速度误差系数 Ka 为

Ka = lims2Go Cs) 
S O 
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千是，稳态误差为

1 
ess =— 

Ka 

对于 0 型系统

K " = lim s2 • 
K(Tas + 1) (Tbs + 1) …(T,,,s + 1) 

=0 
-o (Tls+ 1) ( T2s + 1) …(T,,s + 1) 

对千 1 型系统

Ka= lim s2 • 
K(Tas + 1) (Tbs+ 1) …(T,,,s + 1) 

= 0 
;:;; " sCT2s + 1) (T3s + 1) …( T"s + 1) 

对于 2 型系统

K a= lim s2 • 
K(Tas + 1) (T1,s + 1) …( T,,,s + 1) 

.s-->0 S2 (T3 s 十 1) (T4s + 1) …(T"s + 1) 
= K 

对千 3 型或高于 3 型的系统 (N~3)

Ka = lim s2 • K(Tas + 1) ( Tbs +1) …(T,IIs + 1) = = 
-O SN(TN+1s + 1) ( TN+2 s + 1) …(T"s + 1) 

系统输入为单位抛物线信号时，依据稳态加速度误差系数尺可求得稳态误差 ess 0 

(1) 对于 0 型或 1 型系统 ， ess== ;

(2) 对千 2 型系统， ess=— ·K' 

(3) 对于 3 型或高于 3 型的系统， ess =O 。

O 型和 1 型系统都无法跟踪抛物线输入信号； 2 型系统能跟踪抛物线输入信号，但具

有一定的误差； 3 型或高于 3 型的系统能够跟踪抛物线输入信号，且可以保证稳态误差

为零。

表 4 - 1 概括了开环传递函数为 0 型、 1 型和 2 型的单位反馈控制系统在阶跃、斜坡和

抛物线三种输入信号作用下的稳态误差。 对角线上的稳态误差为有限值；对角线以上的稳

态误差为无穷大；对角线以下的稳态误差为零。

表 4-1 以开环增益K表示的稳态误差

系统
阶跃输入 斜坡输入

抛物线输入

u(t ) = 1 Ct) u( t )=t u(i) - 1 t2 
2 

O 型系统
1 
言

00 00 

1 型系统 。
1 
K 

00 

2 型系统 。 。
1 
K 

误差系数 Kp 、 K 和凡是一种稳态特性描述方法，表明了单位反馈控制系统减小或

122 



｀薛回l 控制系统的时域分析

消除稳态误差的能力。在实际工作中，通常需要调整 K （即增加误差系数），使系统的瞬

态响应保持在一个容许的范围内。此时，如果在 KP 和 Kv 之间存在任何矛盾，则应首先

确保凡满足设计要求。一般采用在前向通路中增加一个或多个积分器的方法改善稳态特

性，但是这样会影响系统稳定性 。

第八节扰动的抑制

在实际运行中，控制系统不可避免地要受到干扰的影响，因此在系统设计时必须考虑

对扰动的抑制能力 。

一、扰动对系统响应的影响

为了能够最大程度地抑制扰动对系统输出的影响，就需要准确地分析扰动对系统输出

的作用本质 。 包含扰动输入的控制系统如图 4 - 17 所示 。

图中， U(s) 为系统参考输入， N(s)

为扰动输入。 根据图 4 - 17 可得如下方

程组

{E(s) = U(s) - Y(s) 

Y(s) = G2 (s)[G1 (s)E(s) + N(s) ] 
图 4 - 17 包含扰动输入的控制系统框图

系统输出响应为

Y(s) = G1 (s)Gz Cs) 
U(s) + G2 Cs) 

NCs) 
l+G凶s)G2 (s) 1+G](s)佑 (s)

系统输出分为参考输入响应和扰动输入响应两个部分。从输出中去除扰动响应，是系统设

计的目标之一。

二、扰动的抑制方法

1 串联接入积分器

假设图 4 - 17 所示控制环节的传递函数为

G1 Cs) = K1 (Tas + 1) (Tbs+ 1) …(T,,,s + 1) 
CT1s+l)CT2s+l) …(T,,s + 1) 

G2 Cs) = K八亡s + l)(Tbs + 1) …(TlIIs +1) 
（亿s+1) （T 2 s+l) …（TIIs+1)

当系统参考输入和扰动输入均为单位阶跃函数时，系统稳态输出为

y( = ) = limy(t) = hmsY(s) = hms［们心~U(s)+~N(s)]
户～一0 -o l +G1(s)Q(s) 1 +G1(s)G2(s) 
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＝ 归s［们心（s）． l_ + Q(s) . l_ 1+ ＠（s)G八s) s l + G](s)G2(s) s ] 

= lj序［归）G八s) + Q(s) 1+g(s)G卢） 1+们心（s）]
K1K2 - K z 
l + K1K2 

积分器串联接入控制环节 G1 Cs) 后，其传递函数变为

G1 Cs) = K(Tas + 1) (Tbs+ 1) …( T111s + 1) 
s(T1s+DCT2s+l) …( T"s + 1) 

于是，系统稳态输出为

产）＝ ｝上堕y(t) = hmsY(s) = hms[ G心）~U(s)+~N(s)]
s.-►0 ,.-► o 1 + G1(s)Q(s) 1 ＋佑（s)G2 Cs) 

= hm［如心 (s) + G2(s) 广►o 1 + G (s)G八s) 1 + G] (s)G卢）］
K —lk 2- K 2 

= lim 
s-►o 

1 + 
K1 
了K2

= 1 

此时，系统的稳态输出中扰动响应部分巳经被消除，仅剩参考输入的响应部分。

接下来，改变积分器在系统中的接入位置， 观察系统输出的变化。 如果在控制环节

G卢）中串接积分器， G2(s) 的传递函数变为

G2 Cs) = 凡（兀s + U(T'bs+l) …（亡，s + 1) 
s(T'ls+1) （ T'2s+1) …（冗s +1) 

系统的稳态输出为

严） ＝ 伈恩y(t) = hmsY(s) = hms［如心~U(s) ＋ ~N(s)] 
_。，一o 1 + G) (s)G2(s) 1 +G1 (s)G2(s) 

＝ 汇叶陑）G卢） + 如s)
1 + G心）G2 (s) 1 + G心）Q （s)]

K 2" K 2 —K1 —— 
= lim 

s－沪。
1 + 

= 1 — 上
K1 

K 2 
了K1

此时，系统输出响应中依旧包含参考输入的响应和扰动输入的响应两部分，加入积分器没

有达到消除扰动响应的效果 。

如果在扰动输入环节中串联接入积分器， 系统信号传递方程组为
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厂(s) ＝ U(s) —Y(s) 

Y(s) = G2 Cs) [ G1 Cs)E(s) ＋ 沪］

系统的输出响应为

Y(s) = G1 Cs)G2 Cs) 
U(s) + G2 Cs) N(s) . 

l+G心）G2 (s) 1 +G心）G2 Cs) s 

当系统参考输入和扰动输入均为单位阶跃函数时，系统的稳态输出为

产） ＝ 杻~y(t) = l~sY(s) = :i.111s [ 
G1 (s)Gz Cs) 

U(s) + G2 (s) . N(s) 
s__0 -o 1 +G1 (s)G2(s) 1 +@(s)G2(s) s ] 

= lims [ 
G1Cs)G2Cs) 1 

• - + 
G2 Cs) 1 

-o 1 +Gl(s)G卢） s1 + G] (s)G卢）．』
= hm［们心（s) + 如s) • l_ 

s-.o 1 +G] （ s)G卢） 1 + G1 (s)G2(s) s ] 

= hm［民K2 + k 2 . l_ 
-o 1 + K心 1+K芯 s]

== 
此时，加入积分器造成系统不稳定。根据上述分析可知 ， 积分器接入点非常重要，串联在

系统偏差量之后，可以有效地消除阶跃扰动对系统输出的影响，接入其他位置， 会导致无

法消除阶跃扰动影响，或者会导致系统不稳定 。

2 前馈控制系统

消除扰动的第二种方法就是采用前

馈结构，带扰动的前馈结构控制系统如

图 4 - 1 8 所示。

N (s) 

图中， G3 (s) 为前馈环节传递函

数，是待求量。 系统中信号传递方程

组为
图 4 - 18 带扰动的前馈控制系统框图

{E(s) = U(s) —Y(s) + GAs)N(s) 

Y(s) = G2 (s)[G1 (s)E(s) + N(s)] 

系统输出响应为

Y(s) = G1 (s)Gz Cs) Tr/,, G1 (s)G2 (s)G3 Cs) + G2 Cs) 
U(s) + 

1+G(s)G2(s) 1 + G] (s)G2(s) 

系统稳态输出为

y(～) = E巴y(t) = ~呼sY(s)

N(s) 

＝ 肛序s[ 们心 (s) U(s) + Gl(s)G2(s)G3(s) + G2(s) 
1 +G1 Cs)G八s) 1 +G1 (s)G2(s) 

N(s)] 

= lim[ 
G凶s)G2 Cs), G八s)G2 Cs)G3 Cs)+ G2 Cs) 

+ ~亡声o 1 +@ (s)G2 (s) 1 +G1 (s)G2(s) ] 
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氐Kz , G1 (O)Gz(O)G3(0) +Gz(O) 
l+K1K2 'l+G1(0)Gz(O) 

为了消除扰动，必须使 G1 (O)G八O)G3 (0) +Gz (0) =O, 即 G3(0)=-G1 (0) 0 

在系统中串接积分器和施加前馈控制都可以消除阶跃扰动的影响。前馈控制方法，系

统响应快，但需要参数严格一致，如果遇到参数漂移，该方法的效果会受到影响；串联积

分器方法对参数要求不高，但会降低系统的响应速度。因此在进行系统设计时，需要综合

考虑各方因素，确定扰动抑制方案。

于更多的例股请f3描二维码学习。

习题

4 - 1 单位反馈控制系统在输入信号 u;(t)=O+t) • Ht) 的作用下， 其输出响应为

y(t) = t • 1 (t) 。试求闭环系统传递函数，并计算在单位阶跃输入时系统的输出响应 y(t) 。

126 

4-2 设系统的微分方程如下：

Cl) o. Sy Ct) + y(t) = 1oiCt) 

(2) y Ct) + 6y(t) + 25y(t) = 25 • lCt) 

试求系统的输出响应。

4-3 已知各系统的单位脉冲响应如下：

(1) g(t) = O. 125e- o.12s, 

(2) g (t) = 2t 

(3) g(t)= lO(l —e- o. 2, ) 

(4) g(t) = St+ 10sin(4t+45°) 

(5) g( t) = 5(e- 2' - e- 10' ) 

(6) g( t) = wsinwt 

试求各系统的传递函数和单位阶跃响应 。

4-4 控制系统的微分方程为

2y(t) + y(t) = 20u(t) 

试求：

(1) 系统的单位脉冲响应为 y(t1) =O. 5 时 t1 的值；

(2) 与 t1 值对应的系统的单位阶跃响应和单位斜坡响应 。



配诏还， 控制系统的时域分析

4-5 二阶控制系统的单位阶跃响应中，峰值为 1. 3, 峰值时间为 0. ls。如果该系

统为单位反馈系统，试确定其开环传递函数。

4-6 设反馈控制系统如图 4-19 所示。如果要求系统的超调量等于 15% ，峰值时

间等千 0. 8s, 试确定增益 K1 和 Kt 。同时确定在此 K1 和 Kt 数值下，系统的上升时间

和调整时间。

4-7 已知控制系统的单位阶跃响应为

y(t) = 1 + 0. ze- 60' - 1. ze- 10' 

试求：

(1) 闭环系统传递函数；

(2) 系统的阻尼比 S 和自然振荡频率叭 o
图 4 - 19 题 4 - 6 反馈控制系统框图

4-8 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 10 
s(s+4)(5s+D 

试求输入信号分别为 u(t) =t 和 u (t) =2+4t十矿时，系统的稳态误差。

4-9 已知闭环系统传递函数为

G(s) = a1s+a。
s”+a,＇-ls'广1+ …＋ a2s2 +a1s+a。

误差定义为 e(t) =u(t) —y(t) ，试求系统对单位加速度输入时的稳态误差。

4 - 10 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 3 
Cs+ l)(s+ 5) 

试求系统在单位阶跃输入作用下的

误差方程。

图 4 - 20 题 4 - 11 带扰动的单位反馈

控制系统框图

4 -11 如图 4 - 20 所示带扰动的单

位反馈控制系统，其中

KCr1s + 1) 1 
G心） = , G2 Cs) = 

s(Tls+1) ( T2s+ 1) s(T?I,s +1) 

输入信号如下：

Cl) u(t) ＝砌· lCt), n(t) ＝八· 1 Ct) 

(2) u(t)=如 +U1t, n(t) ＝八· 1 Ct) 

(3) u(t) =u叶U1t＋扣zt2, n(t) ＝八十八 t

试求系统的稳态误差。

4 - 12 已知系统特征方程如下：

(1) s3 +20s2 +9s+ 100=0 
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(2) s3+20s2+9s+200 = 0 

(3) 3s4 + 10s3 +ss2 十s+2= 0

(4) s5+ 2s4+24s3+48．召 － 25s— 50=0

(5) 2s5 十s4+6s3+3s2 +s+l =O

(6) s5 十 s4- 2s3 +2s2 +ss+8=0 

试用劳斯稳定判据判定系统的稳定性，且求出系统在右半习平面和虚轴上根的个数。

4 - 13 设系统特征方程为

s4 + 2s3 + Ts 2 + 10s + 100 = 0 

试求使闭环系统稳定的 T 值范围。

4 - 14 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K 
s (s + 1) Cs + 2) 

试求使系统稳定的 K 值范围 。

4 - 15 巳知单位反馈二阶系统的单位阶跃响应为

y(t) = 1 —lOte- 10, _ e- 10, 

试求：

(1) 闭环系统传递函数；

(2) 系统的阻尼比 s 和无阻尼自然振荡频率W叶

(3) 系统的稳态误差系数 KP 、 K 和 Ka;

(4) 当输入信号为 u(t)=lO • 1Ct) +20t 时， 系统的稳态误差。

4 - 16 已知单位负反馈系统的开环传递函数为

G。 (s ) = K 
s(O. ls + l)(O. 5s+ D 

要使系统闭环极点的实部小千－0. 5, 试确定 K 的取值范围。

4 - 17 图 4 - 2 1 所示的复合控制系统，试选择 K1 和氐数值，使系统在单位抛物

线输入作用下的稳态误差为零。

10 

s (O. ls + l)(0.02s + 1) 

图 4 - 21 题 4 - 17 复合控制系统框图

4 - 18 图 4 - 22 所示的带扰动的复合控制系统，参考输入为单位阶跃信号。当扰

动 n(t)=N • lCt) 时，要使系统稳态误差为零，试确定补偿装置 G心）。
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4 - 19 图 4- 23 所示的具有扰动输入的控制系统中，当参考输入为 u(t) =u。· 1(t) , 

扰动输入为 n(t) ＝儿 · 1(t) 时，试计算系统在参考输入和扰动输入共同作用下的稳态

误差。

N(s) 

N(s) 

二？三勹一L 十

图 4 - 22 题 4 - 18 带扰动的复合控制系统框图 图 4 - 23 题 4 - 19 具有扰动的控制系统框图

4 - 20 图 4 - 24 所示的控制系统中，参考输入信号 U(s) 和扰动输入信号 N(s)

都是单位斜坡函数，试求使系统参考输入与系统稳态输出之间的误差为零时 Kd 的

取值。

N(s) 

二行i+

图 4 - 24 题 4 - 20 具有扰动的控制系统框图

—1 1 
4 - 21 试求系统仁[ ]x 的平衡状态和李雅普诺夫函数。

2 —3 

4 - 22 试判断下列二次型函数是正定的还是负定的？

V(x) ＝— xf — 3戎— 11式＋ 2x1X2 — 4X2X3 — 2x心3

4 - 23 试求下列各系统的平衡状态，并用李雅普诺夫方法判别系统在平衡状态处

的稳定性。

(1) x (t) = [ ~ l ~ J x (t) 
3 —4 

(2) 江） ＝［ ° 1 ] x (t) , t> 0 
—3 —t 
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第五章根轨迹法

由千闭环极点决定着系统时域响应的基本特性，因此，在对线性定常控制系统进行分

析与设计时，确定闭环极点是一项重要的工作。闭环极点也就是特征方程的根，一般情况

下，闭环系统的特征方程为三阶或以上的高阶方程，求解方程的根是一项复杂的工作。尤

其是当开环传递函数中增益或零点、极点发生变化时，需要进行反复计算，求根更加

困难。

1948 年，伊凡思 CW. R. Evans) 在《控制系统的图解分析》一文中提出了根轨迹

法，并将根轨迹定义为当开环系统的某一参数从零变到无穷时，闭环特征方程的根在 s 平

面上的变化轨迹。它采用图形的方式，表示特征根随系统某一参数变化关系，并可直观指

示系统的稳定性，也可以简便地确定系统的暂态响应特性，为此根轨迹法在工程实际中得

到了广泛的应用。

第一节根轨迹图

、辐角条件和幅值条件

由根轨迹的定义可知，根轨迹是系统所有闭环极点的集合，也就是所有特征根的集

合。因此，只要对系统特征方程进行分析，就能找出根轨迹必须满足的条件，为绘制根轨

迹图奠定理论基础。

图 5 - 1 所示反馈控制系统的闭环传递函数为

Y(s) G(s) 
U(s) 1 +G(s)H(s) 

(5 - 1) 

令式 (5 - 1) 的分母等于零， 可得闭环系统的特征方程为

图 5 - 1 反馈控制系统框图 l+G(s)H(s) = 0 

整理后，有

G(s)H(s) =— 1 (5 - 2) 

由于 G(s)H(s)为复数，因此式（5-2) 等号两边的幅值和辐角必然相等，即：

辐角条件

乙G(s)H(s) ＝士 l80° (2k+U (k=O,l,2, …) 

幅值条件



\i 

配住屯量 根轨迹法

I G(s)H(s) I= 1 

在 s 平面上，同时满足辐角条件和幅值条件的点， 一定是系统特征方程的根，也就是

闭环极点。当开环传递函数 G(s)H(s) 中的某个参数从零变到无穷时， s 平面上所有满足上

述两个条件的点构成的图形 ， 就是根轨迹。

二、 二阶系统的根轨迹图

由于系统的特征方程为二阶，因此可以通过解析方法求解可变参量等千某一具体数值

时对应的系统特征根，再绘制根轨迹图。根据这样的绘图思想，试着绘制如图 5-2 所示的

二阶系统的根轨迹图，其中 K 为实数可变参量， 它的变化范围是从零到无穷大。需要说

明的是，这只是绘制根轨迹图的一次尝试，并不是根轨迹图的一般绘制方法。

系统开环传递函数为

G。 (s) = K 
s(s+l) 

闭环传递函数为

霆 ＝ G。（s)K
U(s) 1+G。 (s) = s2 +s+K 

系统特征方程为

图 5 - 2 单位反馈控制系统框图

s2 + s + K = 0 (5 - 3) 

根据求根公式可得飞 (5 - 3) 的根为 S1
1 ✓1 —4K l ✓1 -4K =--+ 
2'2 和 S2= ———2 2 。当

O~K~—时，为实根；当 K>—时，为复根。

可变参量 K 的变化范围是从零到无穷大，下面分阶段分析系统的根轨迹。

Cl) K=O 时，系统的特征根为 s1=0 和 s2= — 1, 它们是根轨迹的起点，同时也是开

环传递函数的极点。

(2) K=－时，系统的特征根为 SJ =s2=——，说明 K 从 0 变到一时，两条根轨迹分
2 

支分别从 0 向点(—占， jO) 和从一 1 向点(—.l,jO)沿实轴相向运动，所有的闭环极点均2 

位千 s 平面的左半平面的实轴上，且一对特征根的数值不同，此时系统稳定，为过阻尼系

统，其阶跃响应呈现非振荡特性；当 K=－时，两条根轨迹分支汇聚在 (-.l,jO) 点，系
2 

统特征根为一对重实根，此时系统稳定，为临界阻尼系统，其阶跃响应呈现非振荡特性。

(3) K>—时，特征根变为 s) ＝——+j ,Ji谅＝了和 s2=--¼- j .Ji诉二I，两条根轨
2 2 

迹分支沿 s=－－这条直线分别向一—，十j= 和—— — 2 ( 2 ) ( 2' J= ) 运动，系统所有特征根
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均位千左半 s 平面上，此时系统稳定，为欠阻尼系统，其阶跃响应呈现衰减振荡特性。

图 5 - 2 所示系统的根轨迹如图 5 - 3 Ca) 所示 。 由图可以看出，随着 K 值的增加，阻

尼比 t将减小，同时根据闭环传递函数可知，随着 K 值的增加，图 5 - 2 所示系统的阻尼

振荡频率和无阻尼自然振荡频率将增大。
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图 5 - 3 图 5-2 所示系统的根轨迹图

(a) 实轴上两极点算例的根轨迹； （ b) 算例根轨迹辐角条件验证阳示

验证根轨迹上任意一点，均满足辐角条件 。

在根轨迹上任取一点 P, 它与两个开环极点 P1 =0 和 P2 = — 1 构成两个向量，它们与

实轴正方向的夹角分别为队和仇 ，如图 5 - 3 C b) 所示 。 由于 P 到凡和凡的距离相等，

因此乙PP2 P1 ＝乙PP1P2, 千是可得队十仇＝ 180°' 满足辐角条件 。 当 P 位于实轴根轨迹

上时 ， 也就是 P 处于 0 和— 1 之间时，队 ＝ 1 80°和仇 ＝ oo, 于是有趴 十仇＝ 180°成立。可

见，根轨迹上的任意一点，均满足辐角条件 。

验证根轨迹上任意一点，均满足幅值条件 。 根据幅值条件，可以计算出根轨迹上任意

一点对应的 K 值 。 只要该 K 值为实数，且满足 KE[O, 十=),就说明 P 点在根轨迹上 。

(1) 取根轨迹上一点 s= ——十亿， 幅值条件计算如下
2 

- K 

（飞 ＋立 ） 什 ＋立 ）
- K 

|—G(s)H(s) I .,=－少打2 = | = 
s (s + 1) | s＝叶＋）2

K 
= I., 1 I = 1 4+ — 4 

17 
当 K＝一时，

4 
17 

IG(s)H(s) I ,＝甘＋j2= l 成立。 由千 K=—为正实数，且在 0 到十～的变
4 

化范围内，说明根轨迹上点 s=—一十j 2 , 可见根轨迹上任意一点，均满足幅值条件。
2 

( 2) 取根轨迹之外的一点 s=- 1切，幅值条件计算如下

1-G(s)H(s) I —K I I - K 
s=-1十j = = s(s + l) l ,=-l+i I (- l + j)(- l+i + l) 

- K I I K 
= I ~ I =— = 1 

(- 1 ＋沁 l + i
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当 K= l勹时， 1 -G(s)H(s) ls=-l+i=l 成立。由于 K=l勹为复数，说明根轨迹之

外的一点 s=- 1切对应的 K 值不符合根轨迹的定义要求，也就是说，当 KE [o, 十=)

时，不能使 I —G(s)H(s) l ,=-Hi = l 成立。 由此可以看出， s 平面上根轨迹之外的一点，不

满足幅值条件。

第二节 绘制根轨迹图的一般规则

、绘图规则

对于具有多个开环零、极点的复杂系统，其根轨迹图较本章第一节二阶系统的根轨迹

图而言，自然会复杂一些， 但只要按照下面介绍的作图规则，绘图也不是非常困难的。应

当指出的是，这种绘制根轨迹图的方法只适用于最小相位系统，如果是非最小相位系统，

应针对具体情况对某些绘图规则加以修正。

图 5 - 4 所示反馈系统的开环传递函数为

G(s)H(s) = K Cs + z1) Cs+ z2 ) …(s+ z111) 
Cs+ Pi) Cs+ P2) …(s + p,,) 

(5 - 4) 

系统闭环特征方程为 U (s) 

1 +G(s) H(s) = 0 

于是，有

K(s ＋矿（s＋心… (s +z,II) 1 +GCs)HCs) = 1 + = 0 
Cs+ P1) Cs ＋归··Cs+ p,,) 图 5-4 反馈控制系统框图

(5 - 5) 

假设可变参数为增益 K,K 为从 0 到十～的实数。应当指出的是， 可变参数可以不是增益

K, 而是其他参数，这种绘图方法依然适用 。

规则 1 根轨迹起始于开环极点，终止千开环零点。

证明：式 (5 - 5) 为系统特征方程，对其进行整理后，有下式成立。

Cs+ z1) Cs+ z2) …(S +zm) 1 _ 
Cs + P1)(s + Pz) …(s + p,,) K 

对这个等式两端同时求模，可得

Cs+ z1) Cs+ Zz) …(S + z111 ) I 1 
= 

Cs+ P1)(s+ Pz) …(s+ p,,) I K 
(5 - 6) 

定义中指出，根轨迹起始于 K=O, 终止千 K= ＋～。 当取 K=O 时，式 (5 - 6) 变为

Cs + z1 ) Cs+ zz) …Cs+ z,,,) 
Cs+ P1) Cs+ Pz) …(s + p,,) 

=C心 (5 - 7) 

只有当 s=-p1, 或 s＝—P2, …，或 s=- p,, 时，式 (5 - 7) 才能成立，即 s 等千开环
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极点时式 (5 - 7) 成立，说明根轨迹起始千开环极点。当取 K=+～时，式 (5 - 6) 

变为

lim 
Cs+ 之1)(s+ 之2 ) …（ s + z,,,) I,. 1 

= lim — = 0 
K一 Cs+ P1)(s+ Pz) …(s+p,,) I K~ K 

(5 - 8) 

只有当 s= －也，或 s= －之2' …，或 s= —之，＇，时，式（ 5 - 8) 才能成立，即 s 等千开环零

点时式 (5 - 8) 成立，说明根轨迹终止于开环零点。

规则 2 根轨迹的分支数等千开环零点和开环极点数中的大者。

根据根轨迹的定义，根轨迹是开环系统中某一参数从 0 变到十～时，闭环特征方程的

根在 s 平面上的变化轨迹。因此，根轨迹的分支数必然与闭环特征方程根的个数相一致。

由于特征根的数目等于开环零点数与开环极点数中的大者，所以根轨迹的分支数等于开环

零点数与开环极点数中的大者。

规则 3 根轨迹是连续的 ， 且关千实轴对称 。

开环传递函数中可变参数从 0 变到十=,这是一个连续的变化过程，因此闭环系统特

征根也随之发生连续的变化，故根轨迹具有连续性。

由千闭环传递函数可用有理函数进行描述，所以特征根只有实数和复数两种形式。实

根位于实轴上，复根必然共辄，两种特征根均关千实轴对称。 由于根轨迹为特征根的集

合，因此根轨迹关千实轴对称。

规则 4 确定实轴上的根轨迹 。 实数的开环零点和开环极点将实轴分割成多个线段，

若其中的某一个线段右边的开环零、极点个数之和为奇数，则该线段必是根轨迹 。

证明：根轨迹上的任意一点必须同时满足幅值条件和辐角条件，即

{ |G(s)H(s) | = 1 

2<p1 —~ 0, = l80°(2k + l) 

式中：伦为实轴上的一点与开环零点构成向量的相角； Q 为实轴上的一点与开环极点构成

向量的相角。

厅s＋矿
若系统开环传递函数为 G(s)H(s) = K 勹 ，那么幅值条件可表示为

JI Cs+ p;) 
i = l 

订 (s+z))
I G(s)H(s) I = I K宁＝ 1 

订 (s+p, ）
i = l 

当 s 取实数时，使式 (5 - 9) 成立的 K 必是实数， K 取正实数与负实数均可。这样的结果

说明，利用幅值条件不能明确地判定实轴上的点是否在根轨迹上 。

图 5 -5 中， s 平面上的两个极点P2 和 p3 是共扼复数，它们与实轴上一点 Cs,, jO) 的

(5 - 9) 
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夹角和为 o, 即仇十仇＝o, 因此在讨论实轴上根轨迹时，可以不考虑平面上的零、极点对

辐角条件的影响，只需考虑实轴上的开环零点和极点对辐角条件的影响。

实轴上任选一点 Sa' 其左侧和右侧的实轴

上均可能存在开环零、极点。点 Sa 与其左侧

的零、极点构成向量的相角为 oo, 见图 5 - 5 

中中3 和如点 Sa 与其右侧的零、极点构成向

量的相角为 180°' 见图 5 - 5 中中1 、 cp2 和 01 0 

点 Sa 与系统所有开环零、极点构成向量的相

角和如果等于 180°' 说明满足辐角条件，否

则不满足辐角条件。由千点 Sa 与其左侧的零、

极点构成向量的相角和为 oo, 因此点 s6 与系

统所有开环零、极点构成向量的相角和等于

点 Sa 与其右侧的开环零、极点构成向量的相

角之和。当点 s, 右侧的开环零、极点个数之

伤＝0° 04 = 0° 
-e­

Z3 

JW 

图 5-5 实轴上任一点与开环零、极点的

角度关系

和为奇数时，满足幅角条件，说明点 s， 所在线段为实轴上的根轨迹。

规则 5 计算渐近线。当开环极点数 n 大于开环零点数 m 时，从开环极点出发的根轨

迹中有 n-m 条根轨迹分支沿着与实轴夹角为件，交点为 6,，的一组渐近线趋向无穷远处，

这里

II Ill 

(J,, =- 
2p, － 2 之J
i = I i = l 

11 - m 

({)a= 
180°(2k + 1) 

(k = 0,1,2, … ,n - m —1) 
n —m 

式中：一jJ, 为开环极点； －Zj 为开环零点。

证明：系统开环传递函数为

1II 
KIT (s+z) 

G(s)H(s) = ) = l = K(s'“+bls”r-l +… +b,，广ls+bIIl)
, i 

II(s+pl) 
s" 十 a1s'广1+ …＋ a,1一1s+a"

'=1 
m 

式中， b1 = ~ zi, a1 = ~ P, 。
) = 1 1=l 

当 s 取值很大时，利用多项式除法，式 (5 - 10) 可以近似写为

G(s)H(s) ~ K 
s'广n1 + (a1 - bl)s'广，曰

由系统特征方程可得 G(s)H(s) ＝— 1, 则

(5 - 10) 
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s"一IIl (1 + a］勹） ＝— K

成立。整理后，有

中 ＋ a勹 ）二， ＝ （— K)土， (5 - 11) 

根据二项式定理可得

(1 + al — b1) 土，＝ 1 + a1 - b1 11 
s (n -m)s 十汀． n—mn—m s 

(1 —1) (al —b1) 2 +… 

(5 - 12) 

当 s 取值很大时，式 (5 - 1 2) 可以近似为

(1 +al — b1 尸 ＝ 1 ＋ al —bl 
s I ~' (n —m)s 

将式 ( 5 - 1 3) 结果代入式 (5 - 11) ，有

s[l+c; —bl ] =- （K) 亡，
(n —m)s 

取 s=a十即，式 ( 5 - 1 4) 左端变为

s[l+~勹 ＝ 叶 a；二＋即

(5 - 13) 

(5 - 14) 

式 (5 - 14) 右端变为

(— K)土，＝ ＂一次· (— 1)土，＝＇1一次[cos(Zk + 1) 曰 妇sin( Zk + 1 压］土

依据德·莫弗公式，有

II一次[cos(Zk + 1 )亢气sin( Zk + 1) 产产 ＝ II一次[cos~+j sin(Zk + 1压 (Zk + 1) 亢
~+jsin~] 

千是，有

叶织－ b1 五 ＝ ＂一次[cos~压门sin (2nk』勹 (k = 0,1,2, …, n —m —1) 
n - m 

分别建立实部与虚部的等式关系，有

』6+a1 - bl = ＇1次 ·cos (2K + 1) 六
n - m n - m 

l w = ＇，次 •sin~)穴
n - m 

式 (5 - 1 5 ) 中两式之比为

w = (a+~) •tan ~ n-m1 n —m 

将式 ( 5 - 1 6) 得到的 w 代入式 (5 - 1 5 ) 中的第二个等式，有

((J 十 al — bl) ·tan (2K + 1) 六 ＝ ＇1一次 •sin~)亢
n - m, n —1n n —m 

( 5 - 15) 

( 5 - 16) 

(5 - 17 ) 
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令 (Ja =-
a1 —仇 (2k+ l) 穴

，中尸 ，分别代入式 (5 - 16) 和式 (5 - 17) ，得到渐近线方程为
n - 1n · n —m 

厂 ＝ 妨—幻tan仰

“飞农＝ 6 —6a 
COS仰

在 s 平面上，方程 w＝ 位—(Ja) tancpa 代表一条与实轴夹角为 ,:Pa' 与实轴交点为 6" 的直

线。当 K 取值不同时，可得 n—m 个夹角件，但与实轴的交点 (Ja 不变。因此，根轨迹的

渐近线是 n-1n 条与实轴夹角为 ,:Pa' 与实轴交点为 6a 的一簇直线。

规则 6 根轨迹的出射角和入射角 。 根轨迹离开复数开环极点处的切线与正实轴的夹

角，称为根轨迹的出射角，记为也；根轨迹进入复数开环零点处的切线与正实轴的夹角 ，

称为根轨迹的入射角，记为伤。

出射角和入射角表明了复数开环极点和零点附近根轨迹的运动方向，它们计算关系式

分别为

0P; = 180° ＋言汽1), ＿ 2忙，
j=l 
j c/= , 

作， ＝ 180°—认，＋言％
j=I 
]# 1 

证明 ：设开环系统有 m 个有限零点和 n 个有限极点， p, 为其中的一个复数极点。

由于根轨迹起始千开环极点，因此 p，为一条根轨迹分支的起点，这说明 p，点处满足

辐角条件，即

乌JP, _ t忙，飞＝— 180°
j=l j=l 

“土，

式中：作）P，为所有开环零点与极点 p，构成向量的相角和； 0幻P， 为除极点 p, 外所有开环极点

与极点 p; 构成向量的相角和； 0p，为根轨迹在极点 p，处的出射角。

同理可证

江平，飞－ 2气，＝ 180° 
j = l 」 = 1
j ,f, i 

整理后，可得

”“ 
OP, = 180°+2<pzlP, - 2幻，

j- 1 j- 1 
j c/c i 

((Jz; = 180° — 2中zJ Z , + 2悍，
j- 1 j- 1 
户土，

规则 7 分离点 。 两条或两条以上的根轨迹分支在 s 平面上相遇又立即分开的点，称

为分离点 。 分离点可以从邮＝0 的根中直接求出 。
ds 
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证明：闭环系统特征方程为

KB(s) 
l+G(s)H(s) = 1+~ = 0 

A(s) 

则有 f(s) = A(s) +KB(s) = O, 因此有

对上式求导，有

k=—丛
B(s) 

dK A'(s)B(s) —B'(s)A(s) 
ds B2 Cs) 

从分离点的定义可知，系统特征方程具有重根， 在此重根处 f(s) =O, 同时也有

归=O 成立，于是可得
ds 

四 ＝ dA(s ) +K dB(s) 
ds ds ds 

= A'(s) +KB '(s) = 0 

式中，对应的 K 为一个特定值。于是解得 K=－赍甘｝，将 K 代入 f (s) =A (s) + KB(s) 

=O 中 ，有

f(s) = A(s) —归B(s) = 0 

即在特征方程的重根处， A(s)甘 (s) -A' dk 
(s)B(s) = O 成立 。 也就是说，此时—-＝ 0 成立 。

ds 

邮邮
—=0的根中就包含有根轨迹的分离点。应该指出的是，方程一＝ 0 的根不一定都是分
ds ds 

离点，需要进行验证。同时满足辐角条件和幅值条件的根，就是根轨迹的分离点，否则不

是分离点 。

规则 8 根轨迹与虚轴的交点。若根轨迹与虚轴相交，则交点对应的可变参董值与

w值可以通过劳斯判据来确定，也可以令特征方程中产勹w, 然后令其实部等千零而

求得。

方法一：

若根轨迹与虚轴相交， 则表示闭环系统存在虚根，此时闭环系统处于临界稳定状态 。

因此 ， 可令劳斯表第一列中包含可变参量项奇次幕行的每个元素都为零，通过建立辅助方

程求解与虚轴的交点 。

方法二 ：

闭环系统特征方程为

1 +G(s)H(s) = 0 

取 s=jw ， 则有 1 +G(jw)H(jw) = O 。

为求解方程 1+G(jw)H(jw) = O 与虚轴的交点， 可以令方程 1 +G(jw)H(jw) = O 的实
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部为零， 即 Re[l +GCjw) H(jw)] =O, 求出满足方程 Re[l +GCjw)H(jw) ] = O 的矿，利用

Im[l +G(j矿） H(j矿）］求解根轨迹与虚轴的交点。

规则 9 建立根轨迹图形的俯析方程。

根据前八条规则，可以绘制根轨迹的大致图形。若要绘制精确的根轨迹图，必须建立

根轨迹曲线的解析方程。下面通过一个例子介绍根轨迹图形方程的获取过程。

令开环系统传递函数为

G(s)H(s) = K(s + z1) 
Cs + P1)(s+a+jb)(s+a —jb) 

式中： m 、 P1 、 a 和 b 均为正实数。

依据辐角条件，有乙G(s)H(s) ＝ 士 180°(2k+ 1) ，即

乙 (s+z1) － 乙Cs+ P1) － 乙 Cs + a+ jb) —乙(s+a - jb) ＝士 180°(2k + 1) 

取 s＝叶］w, 并代入到上面的角度方程中，可得

乙（叶 ZJ + jw) －乙Ca+P1 +jw) —乙［（叶 a) ＋卢＋ b)]

－乙［位十 a)+ j(w — b)] ＝士 180°(2k + 1) 

arctan ~ - arctan ~ - arctan ~ - arctan言 ＝土 180°(2k + 1) 

W. W I,nAO/r,7 I,, I, w + b 
arctan — arctan ＝士 180°(2k + 1) + arctan ~ + arctan 

w- b 
6+ z1 6+pl a+a 6 + a 

等式两端同求正切，有

tan [ arctan ~ —arctan ~] = tan ［士 180°(2k + 1) + arctan !勹勹＋ arctan言勹

依公式 tan(x士y) = tanx士 tan'Y
1 干 tanxtany

，可将上式变为

Q Q) 

(J + Z1 (J + P1 

1+ 
w a) 

a +z1 a+ P1 

w+b,w - b 
+ 

a+a'a+a 

1 — w+bw-b 
a+aa+a 

通过这种方法建立起 6 和 w 的代数方程，化简后可得根轨迹的图形方程。应当指出的是，

由千没有考虑幅值条件，在一般情况下，根轨迹只是通过辐角条件获得的图形的一部分，

因此在获得图形方程之后，还应进行判定，才能最终确定根轨迹的具体图形。

［例 5 - 1 ] 反馈控制系统的开环传递函数为 G(s) H(s) = ~ 
s Cs+ 1) (s+2) 

轨迹。

解规则 1: 根轨迹起始千开环极点 0 、 - 1 、

规则 2: 3 个根轨迹分支。

规则 3: 关于实轴对称 。

－ 2, 终止于无穷远处。

规则 4: （—=,—2) 和(— 1, 0) 为实轴上的根轨迹。

，试绘制根
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规则 5: 由于开环极点个数为 3, 开环零点个数为 O, n—m= 3>o, 因此存在三条渐

近线 。

渐近线的倾角

亢

3 
, k = 0 

<pa = ：勹TC = 2K3+1穴／TC ， k = 1 

l呈TC =—气
3 3 

k = 2 

渐近线与实轴交点

2+1 —o =—=—l 
3 

3 0 

~Pi — 2 吃
<Ja=— 1=1,= 0 

n-m 

规则 6: 系统没有复数开环零、极点，不存在出射角与入射角的计算问题 。

规则 7: 计算分离点 。

系统特征方程为

1 +G(s)H(s) = 1 + K 
sCs+DCs+2) 

= O 

k = —s(s+DCs+2) =- (s3 +3s2 +2s) 

取誓＝0，有— (3s气6s+2) = 0 ，解得 SJ = - Q. 4227, Sz = - 1. 5773 。

验证 SJ= - Q. 4227 是否为根轨迹上的点 。 将 sl = - 0. 4227 代入 K = - (s3 +3s2 + 

2s) ，有

Kl 勺 =-0. 4227=—(s3 + 3s2 + 2s) I,1 =-0.4227 = 0. 3849 

此时可变增益 K 为实数，且 KE[o, 十=),满足 K 的取值条件，说明点 S1 = - Q. 4227 

在根轨迹上。

验证 s2= — 1. 5773 是否为根轨迹上的点 。 将 Sz= — 1. 5773 代入 K = — (s3 + 3s2 + 

2s) ，有

K l,2 =-1. 5773 =- (s3+3s2+ 2s) l,2=- 1. 5773=—0. 3849 

此时可变增益 K 为实数，但 K茫［o, 十=),不满足 K 的取值条件，说明点 s2= — 1. 5773 

不在根轨迹上，要舍去 。 因此，根轨迹的分离点为 SJ = -Q. 4227 。

规则 8: 确定根轨迹与虚轴交点 。

系统特征方程为

1 + G(s)H(s) = 1 + K 
s Cs+ 1) Cs+ 2) 

= O 

整理后，为

建立劳斯表如下：
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s 3 1 2 

s 2 3 K 

s 1 
K - 6 

。
3 

s 。 K 

取 K=6, 此时， Sl 行所有元素均为 o, 说明系统特征方程存在一对虚根 。 根据 s2 行

的元素，建立辅助方程

P(s) = 3s2 + 6 = 0 

辅助方程的根为 s＝士J 易，千是得出根轨迹与虚轴交千 (0, 士j 迈）两点。

规则 9: 建立根轨迹图形的解析方程 。

依据辐角条件，有

乙G(s)H(s) ＝－乙(s+1) —乙s －乙 （s + 2) ＝士 180°(2k + 1) 

取 s =(J十jw

乙［位十 1) ＋ j凶 ＋乙佑＋沁 ＝—乙［位十 2) + iw] 平 180°(2k + 1) 

Q) 
arctan ~ + arctan 竺＝－ arctan~干 180°(2k + 1) 

(J 十 1 (Ja+2 

等式两端同时求正切，有

tan[ arctan(JTI + arctan ~] = tan [ - arctan(J : 2 干 180° (Zk + 1)] 

Q) W 

a+l(J Q _ 
Q Q 6+2 

a+l(J 

矶3(J2 + 6a+Z －矿］ = 0 

矶3 ((J 十 1)2 —矿 — 1] = 0 

根轨迹的曲线方程为直线 w= O 和双曲线 3位十 1) 2 ＿矿＝ 1 。 w= O 表示整条实轴，根

据规则 4 可以确定线段(—=,—2) 和(— 1, 0) 为根轨迹段； 3 （a+1)2 一矿＝ 1 为双曲

线方程，只有右侧的一支曲线与实轴的交点 S1 =-Q. 4227 落在实轴根轨迹上，根据根轨迹

的连续性质判定，双曲线的这一分支为根轨迹 。

验证双曲线 3位十 1)2 —矿 ＝ 1 的两个分支是否为根轨迹。

双曲线 3(a+D 2 —矿 ＝ 1 与实轴的交点，可根据方程组 {w=0 求得。两个
3(a+D2 ＿矿 ＝ 1

交点分别为(— 1. 5774, jO) 和(—0. 4226, jO) 。 将两个交点分别代入特征方程，求解对

应的可变增益 K 的值，为

Kl ,1=-04227 =— (s3 + 3s2 + 2s) I,1=- 0.4221 = 0. 3849 
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Kls2 ＝一1. 5773 = - (s3 + 3s2 + 2s) I,2=-1. 5773=—0.3849 

由于KI ,2=- 1. 5773= —0.3849 不在 0~＋～的变化区间内 ， 说明点 ( - 1.5774, jO) 不在

根轨迹上，根据根轨迹的连续性可知，与点 ( - 1. 5774, jO) 相连的双曲线左分支不是根

轨迹的分支；由于K | 叮 =－o. 4227 = 0. 3849 处千 0~＋～的变化区间内，说明点 ( - 0. 4226, 

jO) 在根轨迹上，根据根轨迹的连续性可知，与点(- 0. 4226, jO) 相连的双曲线右分支

是根轨迹的一条分支。

根据上述分析绘制出函数的根轨迹如图 5 - 6 所示。

2.0 ［例 5 - 2]

1.5 

I O 
G(s)H(s) = KCs+Z ) 

s.2+2s+3' 试绘制根轨迹。

0.5 解 规则 1: 根轨迹起始于开环极点
3

「

-0 5 

- 1.0 

-1.5 

气3。

Of-----K············ ··· ···>f----~-.-－采
I, ; 

\ \ \ 

\ : 
\ : 

二-2.5 -2.0 

图 5 - 6

- 1.5 - 1.0 -0.5 
6 

［例 5 - 1] 的根轨迹

1.0 

系统开环传递函数为

为— 1 土］ 屈，终止于开环零点为一 2 和无

穷远处。

规则 2: 根轨迹有两个分支。

规则 3: 关千实轴对称。

规则 4: （ 一=, -2) 段为实轴上的

根轨迹。

规则 5: n -m = l , 有一条渐近线，

渐近线的倾角

2k+l 伶＝ X 180° = 180° 
n - m 

渐近线与实轴的交点

Pl_ ______ _i 抑
仁－－－－－－－ j扛

2-2 =-~ = O 
1 

2 1 

~p, —~Zj 

(Ja=— l=1,= 0 

n —m 

规则 6: 左半 s 平面上有两个开环极点，存在出

射角 。

如图 5 - 7 所示，极点 P1 的出射角

0p! = 180° +<p1 —队＝ 180° + arctan屈－ 90° = 145° 

极点 p2 的出射角

仇＝－仇＝－ 145°

规则 7: 计算分离点 。

系统特征方程为

竺
,Ql 

-2 

图 5-7

- l 
-0 

。

:0：一气沁
P2 

［例 5 - 2] 复数开环极点出

射角计算图示
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K(s + 2) 1 +GCs)HCs) = 1 + ~ = O 
s2 + 2s + 3 

于是，有 K= —
s2+2s+3 

s+2 ° 对 K 求导，有

dK Cs + 2)[s2 +2s+3]'-[s2 +zs+3]Cs+2)' _ s2 +4s+l =O ds (s+2)2= (s+2) 2 

解得 s1= -2＋岛＝ － 0. 268, s2=-2－岛＝—3. 732 。

SJ =-Q. 268 不在实轴的根轨迹上，因此舍去； s2= - 3. 732 在实轴的根轨迹上，故为

根轨迹的分离点。

规则 8 ： 确定根轨迹与虚轴的交点。

系统特征方程为

即

建立劳斯表如下：

K(s + 2) l+G(s)H(s) = 1+~ = 0 
s2 + 2s + 3 

s2 + (2 + K)s + (3 + 2K) = 0 

21 ss 

2+ K 

3+2K 

3+2K 

。

s 。

由于 K 的取值范围是KE[O , +00) , 因此可变参量 K 在此范围内 ，劳斯表的第一列

所有元素均为正，说明系统是稳定的，与虚轴没有交点。

规则 9: 建立根轨迹的曲线方程。

依据辐角条件，有

乙G( s)H(s) ＝乙Cs+ 2) －乙(s+1 — j 迈） －乙(s+1 ＋ j/2) ＝土 180° (2k + 1) 

取 s=a+jw ， 则上式为

乙［位＋ 2 ) + iw] －乙［位十 1) 气 (w —迈）］ －乙［（叶 1) ＋凸＋迈）］ ＝土 180°(2k + 1) 

arctan*2 干 180°(2k + 1) = arctan ~勹＋ arctan ~言？
等式两端同求正切，有

tan [ arc tan~ 干 180° (2k + 1)] = tan ( arctan ~勹＋ arctan ~勹）

w －迈 w+迈+ a+l'a+l 

1 - w －迈． w＋迈
a+ 1 a+l 

”) 

a +2 

旦
6 +2 

2wCa+ 1) 
(6 + 1) 2 ＿矿＋ 2
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矶(6+2)2 十矿— 3] = 0 

根轨迹的曲线方程为直线 w=O 和圆 (a+2) 2 十吐 ＝ （岛） 2 。 下面判定圆 (a+2) 2 十矿＝（岛） 2

的哪一部分为根轨迹。考虑到系统的两个复数开环极点(— 1, j 易一）和（－ 1, 一 ］ 心）为

圆 (a+2) 2 十矿 ＝ （岛） 2 上的点，也为根轨迹的起始点，并且这两个复数开环极点处根轨

迹的运动方向必然满足出射角指定的方向，为此可以根据系统的复数开环极点的出射角判

定圆 (62 +2) 2 十矿 ＝ （屈） 2 的那一部分是根轨迹。对千开环极点(— 1, j 迈－）来说，其出

射角为 0p1 = 145°, 说明位于点（一 1, j 迈） 左侧的圆为根轨迹的一个分支；对于开环极

点(— 1 ， 一J 迈）来说，其出射角为 0p2 = - 145°, 则位于点 ( - 1 , — J 立）左侧的圆为

根轨迹的第二个分支。

根据上述分析绘制出函数根轨迹如图 5 - 8 所示 。/x 05050505 

.. 

2

11

00

1l 

_

__ 

S

「

-2.0 
-5.0-40 - 3.0 -2.0 - 1.0 0 

。

图 5-8 ［例 5 - 2] 的根轨迹

＿、参数根轨迹

以开环系统增益之外的任意参数，如开

环极点、开环零点、时间常数、反馈比例系

数等，作为可变参量所绘制的根轨迹，称为

参数根轨迹。

参数根轨迹也是根据系统特征方程得到

1.0 的，同样满足辐角条件和幅值条件，只是可

变参量从开环系统增益 K 变成了别的参量，

因此，只需对系统特征方程进行代数运算，

就可得到参数根轨迹需要的特征方程 。 下面举例说明如何求解等效特征方程。

设系统开环传递函数为

G(s)H(s) = K 
s(s+2) + aKs 

式中： a 为可变参量 。

系统特征方程为

1 + G(s)H(s) = 1 + K = O 
sCs + Z) + aKs 

整理后，有

将上式改写为如下形式

s(s + 2) +aKs + K = 0 

1+ aKs 
s(s+2) +K 

= O 

此时，等效的开环传递函数为
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｀根轨迹法

Ge(s)He(s) = aKs 
s(s + 2) +K 

当 K 等于某一固定值后，就可以根据根轨迹绘图的一般规则绘制参数根轨迹 。

三、 零度根轨迹

1 正反馈系统的根轨迹

图 5 - 9 所示正反馈系统的闭环传递函数为

Y(s) G(s) 
U(s) 1 —G (s)H(s) 

系统特征方程为 1—G(s)H(s)=O, 千是，有

G(s)H(s) = 1 

由千 G(s)H(s)为复数，则上式可以写为

G(s)H(s) = 1乙00

此时，根轨迹上的点所要满足的辐角条件为

乙G(s)H(s) = 0° 

幅值条件为

图 5 - 9 正反馈系统框图

I G(s)H(s) I= 1 

由于这种根轨迹需要满足的辐角条件与普通根轨迹要满足的辐角条件不同，因此称其为零

度根轨迹。在绘制零度根轨迹时，将普通根轨迹绘制规则中涉及辐角条件的规则，用

乙G(s)H(s) =0°进行替换，如规则 4、规则 5 、规则 6 和规则 9。具体计算过程可参考本章

拓展例题中的［例 5 -4] 。

2 增益为负值的非最小相位系统根轨迹

如果系统中所有的零、极点均位于左半 s 平面，则称系统为最小相位系统。如果系统

中至少有一个零点或极点位于右半 s 平面，则称为非最

小相位系统。

如图 5 - 10 所示的增益为负值的非最小相位系统，

由于在右半 s 平面上存在一个零点，因此它是非最小相

位系统，其开环传递函数为
图 5 - 10 增益为负值的非最小

相位系统框图

G。 (s) = KO - Tis) - K(T1s —1) 
= 

s(T2s + 1) s(T2s + 1) 
(T1 > O, 兀 ＞ o, K > 0) 

此时，系统开环传递函数的增益－K 为负值。系统闭环特征方程为

K(Tis-1) 
l+G。 (s) = 1-~ = 0 

s(Tzs+ 1) 

即 KCT1s —1) 
=l 

sCT2s + 1) 

145 



/－～气、

心自动控制理论

辐角条件为

KCT1s —1) 
乙G。 (s) ＝乙＝00

sCT2s + 1) 

并以 G0(s)
KCT1s—1) — s(T2s+1) 为等效开环传递函数绘制零度根轨迹。

四、关千根轨迹图的几点说明

1 根轨迹对应的增益 K 值

对于一个确定的 K 值，根轨迹上必然存在一组闭环极点与其对应，该组闭环极点一

定满足幅值条件和辐角条件。因此，将这一组闭环极点代入系统特征方程，就可以确定根

轨迹上的某一特定点所对应的增益 K 的值。

2 开环零点变化对根轨迹图形的影响

系统开环传递函数的零、极点，不仅决定着根轨迹的起始和终止点，而且也决定着根轨

迹图的形状。当零点发生微小变化时，也可能引起根轨迹图的重大变化，如图 5 - 11 所示。

。• · · ··

- 1 

I 、

-3 l, l l, 1 

!II 、

::.4,0 -3.5 -3,0 -2 .5 -2 .0 - 1.5 - 1.0 -0.5 
(a) 

-2 

0 0,5 

』
．

43210 

/// 10-05 0 0.5 

图 5- 11 零点发生微小变化前后的根轨迹图

(a) 开环传递函数为 2
lO(s +O. 4) 

; (b) 开环传递函数为 2 
lO(s + 0. 401) 

s (s + 3. 6) s (s + 3. 6) 

图 5 - 11 (a) 和 (b) 两张图中只有零点从—0.4 变化为一0.401, 但两张图中根轨迹

分支的走向发生了巨大的变化，且图（a) 有分离点，而图 (b) 没有。因此，在绘制根轨

迹时，需要求解根轨迹的曲线方程，才能有效避免“经验”带来的错误结果。

第三节 控制系统的根轨迹分析

本节首先探讨增加零、极点对二阶系统根轨迹的影响；其次，分析根轨迹与系统性能

的关系 。
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一、 增加零点或极点对二阶系统根轨迹的影响

1 增加零点

下面采用一个示例说明增加一个零点对二阶系统根轨迹的影响。设原系统的开环传递

函数为

G1 Cs)H1 Cs) = K 
Cs+DCs+2)' K > O 

再设在上述系统的开环传递函数中加入一个零点 s+z, 此时系统的开环传递函数变为

G2 Cs) H 2 Cs) = K(s + z ) 
Cs+DCs+2)' z> O 

考虑到 z 的不同取值，可以分以下三种情况进行讨论（见图 5 - 12): (1)情况 1, 增加

的零点位于两个极点的右侧，即 z< l; ＠情况 2, 增加的零点位于两个极点的中间，即

l<z<2; ＠情况 3, 增加的零点位于两个极点的左侧，即 z>2 。
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增加一个零点前后二阶系统的根轨迹

(a) 原二阶系统的根轨迹； （ b) 悄况 1 的根轨迹； （ c) 情况 2 的根轨迹； （ d) 情况 3 的根轨迹

图 5 - 12 

在负实轴增加一个零点—z 之后，系统根轨迹分支数还是两支，但三种情况下根轨迹

的图形发生了显著的变化，说明系统性能也发生了明显的变化。系统性能的计算将在后面

147 



迳自动控制理论

介绍。

2 增加极点

设在开环传递函数 G1 Cs)凡 (s) 中增加一个开环极点，系统开环传递函数变为

G3 Cs)H3 Cs) = K 
(s+l) (s+2) (s+p) 'p>O 

针对 p 的不同取值，也分三种情况进行介绍（见图 5 - 13): CD情况 1 , p< l ; ＠情况

2, l<p<Z; ＠情况 3, p>2 。
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图 5 - 13 增加一个极点后二阶系统的根轨迹

(a) 情况 l 的根轨迹 ； （ b) 情况 2 的根轨迹 ； （ c) 情况 3 的根轨迹

在负实轴增加一个极点—p 之后，系统根轨迹的分支数增加了一个，变为三个分支，

根轨迹的图形也发生了变化，但三种情况下的根轨迹图形大致相同 ， 说明三种情况下增加

的极点 ， 对系统性能的影响相近。

应当指出的是 ， 由千这个示例选定系统的特殊性，增加零、极点导致根轨迹所发生的

变化趋势也具有特殊性，仅仅作为示意，不具有指导意义。

二 、 根轨迹与系统性能的关系

根轨迹为开环系统中某一可变参量从 0 变到十～的过程中 ，系统闭环极点的变化轨

迹。当可变参量为某一特定值时，依据根轨迹可以得到对应的系统闭环极点。再根据开
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环传递函数 ， 通过代数运算， 得到闭环零点及增益， 从而得出系统闭环传递函数 。 由于

闭环传递函数对系统时域性能起到决定作用 ， 因此根轨迹中特定的可变参量对应的闭环

传递函数，决定了特定条件下系统的时域性能 。 根轨迹曲线呈现了系统时域性能的变化

趋势 。

1 根据可变参量确定闭环传递函数

这个问题可以描述为巳知根轨迹图 ， 并在指定可变参量为某一固定值的前提下，求解

此时的闭环传递函数。求解过程分为确定闭环极点和确定闭环零点两部分。

进行时域性能分析的一个前提是将控制系统转换为单位反馈形式 ， 因此下面只针对单

位反馈系统进行讨论 。

(1) 确定闭环极点 。 在已知根轨迹图和可变参量固定的前提下， 一般情况可根据系统

特征方程确定闭环极点。具体求解过程如下 ：

设单位反馈控制系统的开环传递函数为
Ill 

KII(s +zl ) 
G。 (s) = '= 1 

II 

IT Cs+ p;) 
i=l 

系统特征方程为

K订 (s气 ）
l + G。 Cs) = 1 +-!;=l___- = o 

" 
II(s + pl) 
,=l 

整理后，有 IT Cs+ p;) +KIT (s +zj ) = 0 
i = I 丿 ＝ 1

在指定增益 K 为某一固定值时 ， 通过求解系统特征方程的根，得到系统闭环极点 。

(2) 确定闭环零点和增益。系统闭环传递函数为

YCs) G。 Cs)
U(s) l +G。 Cs)

m 

KIT (s+ zj) 
1 = 1 

" 
IIcs + pJ 
,=I 

m 

KIT (s +z) 
1+ ,= 1 

" 
IT Cs + p;) 
,=l 

m 

KIT Cs+ z) 
= 1 

” “' 订 (s + p;) + KIT (s +zj ) 
,=l j=l 

此时，闭环传递函数的零点和增益与开环传递函数的相同，因此可得到系统闭环传递

函数。

2 利用根轨迹判断系统的稳定性

在 s 平面上 ， 根轨迹曲线明确地指出了各闭环极点的分布位置。 根据系统所有特征根
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都具有负实部的稳定判据，只要找出位于左半 s 平面上的根轨迹曲线段，就可判定运行在

这些曲线段时系统是稳定的。这时最重要的工作，就是确定根轨迹曲线段端点对应的可变

参量数值。具体计算可采用根轨迹与虚轴交点的计算方法。

如［例 5 - 1] 中的根轨迹与虚轴交点为 (0, 土 j 心），将其代入系统特征方程，可求

对应的可变参量 K=6。由根轨迹图形可以看出， K 从 0 变到 6 之前，根轨迹处千左半 s

平面上，说明 o<K<6 的变化区间内，系统特征根均具有负实部，此时系统是稳定的；

当 K>6 时，有两个特征根具有正实部，此时系统不稳定；当 K=6 时，具有两个虚数特

征根，系统处于临界稳定状态。

如［例 5-2] 中的根轨迹图形始终处于左半 s 平面，因此可变参量 KE[o, 十=)的

整个变化范围内，系统都是稳定的。

值得注意的是，当可变参量在某一 （或某些）区域内，而非整个变化区域时，系统处

于稳定的工作状态，称为条件稳定。当工作状态发生改变时，可能导致可变参最数值处于

稳定区域之外，致使系统不稳定。可通过增加适当的校正环节，消除条件稳定带来的

问题。

3 利用根轨迹判断系统的阻尼特性

对千一个稳定运行的系统，即使是条件稳定的系统，只要工作在稳定的区域内，系

统的根轨迹就会分布在左半 s 平面上。如果系统可以由主导极点近似，当根轨迹处于负

实轴上的分离点时，系统具有两个相等的负实数特征根，此时为临界阻尼系统；当根轨

迹处于负实轴上时，且不在分离点处，系统具有两个不相等的负实数特征根，此时为过

阻尼系统；当根轨迹位千左半 s 平面上时，系统具有两个复数特征根，此时为欠阻尼

系统。

以［例 5 - 1] 为例，当 O~K<O. 3849 时，根轨迹处千除分离点外的负实轴上，为过

阻尼系统；当 K=O. 3849 时，根轨迹处于分离点上，为临界阻尼系统；当 0. 3849< K < 6 

时，根轨迹处千左半 s 平面上，为欠阻尼系统 。

4 根轨迹与暂态性能指标的关系

在给定可变参量数值的前提下，根据根轨迹能够得到系统闭环传递函数，进而可以得

到该系统的单位阶跃响应，这是准确的时域响应。关键间题是确定可变参量的数值的依

据。根轨迹曲线，或根轨迹曲线中的一段，对应的可变参量有无限多个数值，为什么单单

取某一个特定的值呢？这主要是考虑系统时域性能指标的要求，如超调量的限制、稳态误

差系数的限制等。这里，时域性能指标包括暂态性能指标和稳态性能指标两部分。由于暂

态性能指标是针对二阶系统提出的，因此只有根轨迹达成主导极点条件时，才能根据暂态

性能指标对系统进行设计与校正等工作。

(1) 根据阻尼比确定根轨迹的可变参量数值。一个具有确定数值的阻尼比，在 `1 平面上
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配合l. ， 根轨迹法

的分布特征为一条与负实轴夹角为 P且过原点的直线。夹角 P与阻尼比的关系为 cosfJ=s。当

系统闭环主导极点所在的根轨迹分支与代表阻尼比的直线相交时，交点为闭环主导极点，

此时根轨迹的可变参晕也同时确定了。

［例 5-3] 取［例 5 - 1] 的根轨迹，当闭环主导极点的阻尼比 s= O. 5 时，试求闭

环主导极点和可变参量数值。阻尼比与根轨迹的位置关系如图 5 - 14 所示 。

解 ［例 5 - 1] 的系统特征方程为 20 

s3 + 3s2 + 2s + K = 0 

阻尼比 (=O. 5 对应的直线方程为

tan080° —60°). (J = w 

整理后，有

—岛6=w

50505 
... 

l

lOO 

直线一岛-a=w 与根轨迹的交点，可通过
- l O 

下列方程组求得 。

{.S3 +3s2 +2s+K = 0 

—岛-(J = w 

取 s = a勹w, 并代入系统特征方程中，

可得

- l. 5 

气30

··· ·········· ·······X- - - - -

-2 5 -2 O - l 5 - l O -0 5 0 

图 5 - 14 

\
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\ 
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\ 
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I 
I 

I 
I 

0.5 1.0 

［例 5-1] 的根轨迹与阻尼比等千 0. 5 的

直线的关系

s3 + 3s2 + 2s + K =位十即）3+3位十 jw) 2 + 2 位十即） + K 

= (J3 +3沪Q — 3如产 —矿＋矿＋ 6jwa — 3矿＋ 2a +2iw+K

=0 

分别建立实部与虚部等式，有

厂 — 3心＋ 362 -3矿＋ 26+K = 0 

3庐％ －矿＋ 6即a+2jw = j叭 3a2 ＿矿十 6a+2) = 0 

1 1 将—岛-a=w 代入方程 3a2 －矿＋6a+2=0, 解得 6=——。于是，得到 Q=—。将 6= －—1 
3 岛-o , ., - 3 

1 和 Q=—代入方程 (J3 — 3a矿 ＋362 — 3矿＋2a+K=O, 得到
岛

K 28 
27 

1,. 1 
验证闭环极点 s= ——土J 一是否满足主导极点的要求。

3 岛

系统特征方程为 s3+3s2 +25十. 2 8 一＝0。由于 s=
1 +i 1 

27 3 —J 岛为此特征方程的两个根，于

是，有
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s3 + 3s2 + 2s ＋彗＝（s ＋入）（ s ＋心＋］言） （s+½ - ] 言） ＝ （s+ 入）（s2++ ＋告） ＝ 0 

利用综合除法求入，

s+ 
3 

s2 ＋宁＋春） S3 +3s2 +2s ＋彗

s3 ＋亨千

2̀ +炉＋彗
丘＋丛＋埜

9 27 

得到炉＝－ 。 此时 ， 特征方程可以写为

s3 + 3s2 + 2s ＋彗＝ （ s勹 ） （s+½ ＋］言） （ s +½ — J 言） ＝ 0 

由于实数极点与复数极点实部之比等于 7, 大千 5, 满足主导极点的条件，说明 (=O. 5 

时得到的闭环极点 s=——土—为系统的主导极点 。
3 岛

从上述闭环主导极点和可变参量 K 值的求解过程中发现，当已知根轨迹和主导极点

的阻尼比时，可以唯一确定可变参量数值和闭环极点，当然，这种解法只针对欠阻尼系

统。在闭环极点确定之后，实际上系统的无阻尼自然振荡频率也就确定了，但不能根据给

定的无阻尼自然振荡频率和根轨迹，确定阻尼比的数值 。

(2) 根轨迹与暂态性能指标的关系。在上升时间、峰值时间、调整时间和超调量四个

暂态性能指标中，只有超调量由阻尼比一个参量就能确定，即 Mp=e飞／看了一。 由于在

s>O的区间内此函数为单值函数，因此对超调量的约束可以转化为对阻尼比的约束，进而

能够求取根轨迹中的闭环极点、无阻尼自然振荡频率和可变参量数值。当阻尼比和无阻尼

自然振荡频率确定之后，上升时间、峰值时间、调整时间也就能够确定了 。 因此超调量与

根轨迹的关系是关键，它决定了系统的暂态性能。

(3) 根轨迹与稳态误差系数的关系。设具有单位负反馈的控制系统的开环传递函

数为

“' KIT (s +zj ) 
G。 (s) = ] = 1 

订 (s + p, ）
, = l 

系统误差传递函数为
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配＇ l 根轨迹法

酗＝ 1 
U(s) 1 +G。 (s)

式中： U(s) 为输入的拉普拉斯变换结果； E(s) 为系统误差的拉氏变换结果。

千是，有

系统稳态误差为

1 EC s) = ~ • U (s) 
l+G。 (s)

1 
e( c心 ） = lime(t) = limsE(s) = lims ~ • U(s) 

户~ ,....0,....o 1 +G。 (s)

1) 当开环系统为 0 型时，在单位阶跃输入的作用下，系统稳态误差为

1 e( = ) = lime(t) = limsE(s) = lims ~ • U(s) = lims ~ • ~ 1 
l-OO .,-0 ,-.o 1 +G。 (s) ·,-) 1 +G。 Cs) s 

位置误差系数为

,”“' 
KJI (s+z) KJiz1 

Kr = limG。 Cs) = lim ~ = 
j = 1 

s-0 ＄千0”“

II(s+p, ) IIp, 
, = I , = I 

2) 当开环系统为 1 型时，令 P1=0, 在单位斜坡输入的作用下，系统稳态误差为

e(00 ) = lime(t) = li~sE(s) = lims ~ • U(s) = li~s ~ • 1-t-~ _。 -o 1 +G。 (s) 一o 1 +G。 Cs) s 

速度误差系数为

,II m 

KII(s+z)) KIIzj 
Kv = limsG。 (s) = lims )= 1 = -

? 1 
＄于0 "七O

sn(s+p, ) IIp, 
,= 2 ,=2 

3) 当开环系统为 2 型时，令 P1=0 和 Pz = O, 在单位抛物线输入的作用下，系统稳态

误差为

e( = ) = lime(t) = li!IlsE(s) = li!Ils ~ • U(s) = li!Ils ~ •飞1 1 
一0 -o l +G。 (s) s-o 1 +G。 Cs) s 

加速度误差系数为

111 Ill 

KIT Cs+zi) KIT 也
Ka= lims飞。 (s) = lims2 丿 ＝ 1 = j = I 

,--..o s-今O

s甘 Cs+p,) 订 p,
, = 3 l = 3 

从上述推导过程可以看出，根轨迹中的可变参量 K 与稳态误差间存在比例关系，该

比例等于开环零点之积与开环极点之积的比。当指定稳态误差系数之后，根轨迹的可变参

量也就确定了，此时系统闭环极点也就确定了。
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［例 5-4] 以［例 5 - 1 ] 为例，当稳态速度误差系数为 1s-1 时，试求系统闭环极

点、阻尼比和无阻尼自然振荡频率。

解根据题意， Kv= l , 由于 Kv = lims k K = 
S-o s (s+1) (s+2) 2 

， 则有 K= 2 。 此时系统特

征方程为

s3 + 3s2 + 2s + 2 = 0 

上述特征方程为一元三次方程，必然存在一个或以上个实数根，采用牛顿—拉夫逊方

法求解此根。

令 f(s) =s3 +3s2 +2s+2=0, 其导数为鸟尸＝3s2+6s+2 。

取迭代初值为 s=-3

归f(—3)=4, ~ I =11 
ds I,=-3 

过点 (- 3, -4) 作斜率为竺尸 ＝11 的一条直线，设该直线与横轴的交点为(—X1,
,=-3 

0) ， 此直线方程为

整理后有

x +3 = x+x1 
y+4 y+O 

4 
y = ~ ( x + X1) 

3 - x1 

4 29 29 
由于 = — = 1 1, 因此，得 x1 =N, 则上述直线与横轴的交点为 （ －订 'o ) 。

3—X 1 

取交点 （－停。） 的横坐标为第一次迭代的初值，有

f(－ 堕 ） ＝— 0. 7453 垫
11 'ds s=－刊

= 7. 0331 

过点 （－鲁—0. 7453 ) 作斜率为 7.0331 的 一条直线，设该直线与横轴的交点为

( —X2, 0) ，此直线方程为

整理后，有

x+ 
29 
11 x +x2 

y+o. 7453 y 

0. 7453 y = ~(x+x2 ) 
29 
订－X2

由于
0. 7 4 5 3 2 9 0. 7 4 5 3 2 9 =7. 0331, 因此得 x2=!:f1- =2.5304, 则过点 （－一一29 11 7. 0331 11 ' 
订－X2
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雹根轨迹法

率为 7.0331 的一条直线与横轴的交点为(—2. 5304, 0) 。

取交点(—2 . 5304, 0) 的横坐标为第二次迭代的初值，有

业JC- 2. 5304) =- o. 0540,~ I = 6. 0264 
ds I,=-z. 5304 

过点 (-2. 5304, — 0.0540) 作斜率为 6.0264 的一条直线，设该直线与横轴交点为

(—X3, 0) ，此直线方程为

x+2. 5304 x+x3 = 
y+O. 0540 y 

整理后，有 y= 
0.0540 

2. 5304 —X3 
(x+x3) 

0. 0540 0. 0540 
由千

2.5304—X3 
=6. 0264, 因此得 X3 =2. 5304 — =2.5214 。 过点(— 2.5304, — 0.0540)

6.0264 

作斜率为 6.0264 的一条直线与横轴的交点为 (-2. 5214, 0) 。

取交点（－2 . 5214, 0) 的横坐标为第三次迭代的初值，即

f(—2. 5214) =- 1. 2062 X 10-4 ::::::::: 0 

此时，数值计算的精度已经足够，停止迭代。千是， s＝—2. 5214 为特征方程的一个实数根。

采用综合除法求特征方程的二次多项式

s2 + 0. 4 786s + 0. 7933 
s + 2. 5214 ~ 

此时，特征方程可写为

s3 + 2. 5214s2 

0. 4 786s2 + 2s 

0. 4 786s2 + 1. 2067 s 

0. 7933s + 2 

0. 7933s + 2. 0002 

—0.0002 

s3 + 3s2 + 2s + 2 = Cs+ 2. 5214) (s2 + 0. 4786s + 0. 7933) = 0 

依据求根公式，可得方程 s2 +o. 4786s+O. 7933 =O 的根，为 s= — 0.2393 士 jO. 8579。最

终，特征方程可写为

s3 + 3s2 + 2s + 2 = Cs+ 2. 5214) Cs+ 0. 2393 + jO. 8579) Cs+ 0. 2393 —jO. 8579) = 0 

由于实数特征根与复数特征根的实部之比等于 10. 54, 大于 5' 满足主导极点条件，

说明 s= - 0. 2393切0.8579 为系统的主导极点。根据主导极点 s=-0. 2393切0. 8579, 可

以求得与负实轴的夹角 f3

tan/]= 0. 8579 
- 0. 2393 

于是，有
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^ 迳自动控制理论

则有

0.8579 /3 = arctan(~)=-—0.2393 
1. 2988 

s = cos(] = cos(—1. 2988) = 0. 2687 

如 ＝ ✓ c—~ = 0. 8906 (rad/ s) 

-更多的例骸请f3描二维码学习。
第五章拓展例题及详解

习题

5 - 1 反馈控制系统的开环传递函数如下，试计算出射角和入射角。

(1) G(s)H(s) = 
K(s+2) 

(s+ 1 +j2) (s + 1—j2) 

K(s+20) 
(2) G(s)H(s) = 

s(s+ lO+jlO) (s+ 10-jlO) 

(3) G(s)H(s) 
K(s2+ 2s+Z) 

Cs+5) (s2 十s+4)

(4) G(s)H(s) = KCs2+4s + 8) 
s2+4 

5 - 2 反馈控制系统的开环传递函数如下，试确定分离点的坐标。

Cl) G(s)H(s) = K 
s(O. 2s+ l)(O. 5s+l) 

(2) G(s)H(s) = K 
s3 Cs+4) 

(3) G(s)H(s) = KCs+5 ) 
s(s+2) Cs+3) 

(4) G(s)H(s) = 
K(s + 1) 
s(2s+l) 

(5 ) G(s)H(s) = K 
s Cs+4) (s2 +4s+ 13) 

5-3 反馈控制系统的开环传递函数为

G(s)H(s) = K(s + 2) 
s(s + 0. 5) 

试用辐角条件检查下述各点是否是闭环极点。
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( —1, j 岛），（—0. 3, jO), (0. 3, jO), ( —4, jO) 和(— 5' j 岛）

5 - 4 系统的开环传递函数为

K G(s)H(s) = 
(s + 1) (s + 2) Cs+ 4) 

试证明 s= -1+尺5点在根轨迹上，并求出相应的 K 值 。
5-5 单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K 
s +1 

试判断点(—2, jO) 、（o, j ) 和 ( - 3, j2) 是否在根轨迹上。

5-6 设单位反馈系统的开环传递函数如下，试绘制根轨迹。

K 
(1) G。 (s)=~, KE[O ，十=)s2 (s+4) 

(2) G。 (s) = 
K(s-2) 

Cs+ 1- j2) Cs + 1切2)'
KE[O ， 十=)

KCs+2) 
(3) G。 Cs) = ~, K E [ o ，十=)

sCs2 +2s+2) 

1 —Cs+a) 
4 (4) G。 Cs)=~, aE[O ，十=)
s2Cs+l) 

K(l —s) 
(5) G。 Cs)=~, KE[O ， 十=)

sCs+2) 

(6) G。 (s) = 
K(s+1) 

s(s —1) Cs2 +4s+ 16)' KE[O ，十=)

雹 根轨迹法

5-7 如图 5 - 15 所示的单位反馈系统，试绘制 K 从 0 变到十～时系统的根轨

迹图。

5 - 8 设系统开环传递函数为

G(s)H(s) = 20 
(s +4) (s +a) 

卫

试绘制 a 从 0 变到十～时的根轨迹图。

5-9 已知系统开环传递函数为 图 5 - 15 题 5-7 单位反馈控制系统

G(s)H(s) = K 
s(s+4)(s2 +zs+2) 

试绘制根轨迹，并确定使闭环系统稳定的 K 值范围。

5 - 10 设反馈控制系统的开环传递函数为

G(s)H(s) K(s+1) 
s2 Cs+ 2) Cs+ 4) 

, KE [O ，十 =)

试绘制根轨迹图，并分析其稳定情况。
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5 - 11 如图 5 - 16 所示控制系统，当 K娑0 时，试用根轨迹法确定 K 为何值时，

能使系统闭环极点阻尼比等于 0. 7 。

U(s) 

图 5 - 16 题 5 - 11 控制系统

5 - 12 如图 5 - 17 所示的单位反馈控制系统，它

具有一个不稳定的前向传递函数。试绘制系统的根轨

迹图，并标出闭环极点。证明虽然闭环极点位千负实

轴上，并且系统是非振荡的，但是单位阶跃响应曲线

仍呈现出超调。

5 - 13 设系统开环传递函数为

G(s)H(s) = K 
sCs + lO) 

图 5 - 17 单位反馈控制系统

试用根轨迹法确定 K 为何值时 ， 能使系统单位阶跃响应的超调蜇为 16% 。

5 - 14 试绘制 K 从 0 变到十～时 ， 下列多项式的根轨迹。

(1) s3+Zs2+3s+Ks+ZK =O 

(2) s3+3s2+(Z+K)s+lOK=O 

5 - 15 已知多项式 A(s) =s4 + 3s3 +3s2 +s+K(s+3) ，其中， K 为正实数，若要

求 A(s)=O 的根为复数，试用根轨迹法确定 K 的取值范围 。

5 - 16 利用根轨迹法确定多项式 s5 +4s4 +4s3 +s2 +zs+ 1 =O 的根。
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第六章 频域分析

在已知系统传递函数的前提下，时域分析方法能够直观、逼真地反映系统的动态性

能。但是采用解析的方式求解系统的时域响应往往非常困难，因此需要借助频域分析方法

另寻解决途径。

频域分析是根据频率特性研究自动控制系统的一种经典方法。这里将频率特性定义

为：系统对正弦输入信号的稳态响应（称为频率响应）与正弦输入信号之间的关系。频率

特性不仅能够反映系统的稳态性能，还可以用来研究系统的稳定性、稳定程度和暂态性

能。频域分析法的优势在千：采用图解分析方式避免了高阶方程解析求根的难题；通过实

验方法确定系统的传递函数。这两项优势对于工程设计非常重要，因此频域分析法是一种

得到广泛应用的工程方法。

第一节频率特性

系统的频率特性可以直接通过传递函数求得，即令 s＝即＠为角频率）。对千图 6 - 1 

所示的线性定常系统 ， 设它的输入为 u(t) ，输出为 y(t) ，系统的传递函数为 G(s) 。

取系统输入为 u(t) =Usinwt, 输入信号的拉普拉斯变换为

U(s) = wU 
s2 十矿

三
图 6 - 1 线性定常系统

令控制系统的传递函数为

G(s) = K(s + z1) Cs+ z2) …(s+z111) 
Cs+ P1)(s+ P2) …Cs+ p,.) 

则系统输出的拉普拉斯变换为

Y(s) = G(s)U(s) = K Cs+ z1) Cs+ z2) …（s+zm) 成］
• 2 

Cs+ P1)(s+ P2) …Cs + p,,) s 十矿

Y(s) 的部分分式形式为

A, A长凡 B2 B,i y (s) = ~ + + + 十…十
s + jw's —jw's + P1's + P2''s + p,. 

式中： A 和A．为共扼复数； A 和 B;(i= l,2, … ， n) 为留数。这里，有

wU, , ., I ~/., wU UG(－ 即）A = G(s) ~ Cs＋仰） = G（—即） =— 
s2 十矿 s= - JW - 2即 2j 

A*= G(s) ~Cs —jw) I = G炉）心＝三
s2 十矿

( 
s=JW 2即 2j
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系统时域输出为

y(t) = Ae飞I + A * 产 ＋ B1e一纠 '+B2e-P2' + … +B"e才，，I

对千稳定系统，它的每一个特征根都具有负实部，即 Re ( - p;) < O (i = l,2 , …, n)' 

因此，当 t---=时， e勹力＇趋近于零，千是有

y(t) = Ae飞' +A．产

由于 G(jw) 为复数， 因此可以写成如下形式

G(jw) = I G(jw) I •泸＇

式中： IGCjw) I 为 G(jw) 的模；中为 G(jw) 的相角，即中＝乙G(jw) = arctan 
Im[G( ]w)] 
Re[G(jw) ] 0 

同理可得， G（ 一］w) = IG( —jw) I • e-即= |G(jw) I • e一气

将指数形式的 G(jw) 代入上面得到的系统稳态时域输出结果中，有

y(t) = Ae飞'+A * 产t =—也仁皿江－归 匹亚2
2j 2j 

产

= u[ G(jw) 詈 — G(— ]w) ~] = u IG(jw) I [~十中） ｀ e一心开） ］

= U IG( jw) I sin(wt 十沪

= Ysin(wt 十沪

式中： Y 为输出量的幅值， Y=UIG(jw)| 。

由 千 U 为输入量的幅值，因此有

I GCjw) I= 
输出量幅值
输入量幅值

此时，输出量的相角与输入量的相角差为产＝乙G(jw) 。 将输入量和输出量看作复数，

输出量的幅值等千输入量幅值与 IG(jw川之积 ， 输出量相角等于输入量相角与 G(jw) 相角

之和，即输出量等于输入量与 G(jw) 之积。

G(jw) 被定义为频率特性， 飞Cjw) I 被定义为幅频特性 ， 即输出信号的幅值与输入

信号幅值之比； 乙G(jw) 被定义为相频特性，即输出信号的相角与输入信号的相角之差。

频率特性与幅频特性和相频特性的关系为

G(jw) = I G( jw) I eJ'P (6 - 1) 

第二节伯德图

对数频率特性曲线包括对数幅频特性和对数相频特性两条曲线，是频域分析法中广泛

使用的一组曲线。这两条曲线连同它们的坐标系组成了对数坐标图，又称伯德图 (Bode

Diagrams) 。

系统频率特性的一般形式为
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kn(1 + jT/w) 
G(jw) = 1- 1 

订 (1 + j臣）
q- 1 

为简明起见，频率特性可简单表达为

,,, 
G1（ Cw)e1中K II[G心） e肋 (w)J

l = 1 

" JI [Gq(w)J<f/wlJ 
q = l 

G（即）＝
G1 Cw) J r1 <w) 

G2 Cw)e即2(w) ．亿（吩 e历 (w)

对上述系统的频率特性求对数 20lgG(j吩，并令 LmG(jw) = 20 lgG(］吩 ，有

LmG(jw) = Lm[G(w) e冲(w)J

= Lm[G1 Cw)e衔 (w)J — Lm[G2 如） e昵 (w) J — Lm[G3 侐） e评3(w) J 

= Lm[G心） J — Lm[Gz Cw)] — Lm[G3 侐）］ ＋ jLme •［中心） — 伶炒）—仰＠）］

这里

Lm[G（吩］ ＝ Lm[G1 Cw) ］ — Lm[G八吩 J — Lm[G3 Cw)] 

Lm[ei中<w>J = jLme •扣 (w) — 炉2 @） － 中3 @）]

依据上述推导可知， 系统对数幅频特性等于每个因子对数幅频特性的代数和；系统对数

相频特性等于相频特性乘以 Lme, 由于 Lme 是一个确定的数值 ， 因此系统对数相频特性可

由系统相频特性替代，它等千每个因子相角的代数和。因为对数幅频特性和对数相频特性

彼此独立，因此它们对应的对数幅频特性曲线和对数相频特性曲线是两条不同的曲线 。

对数刻度与线性刻度的区别，如图 6 -2 所示 。

2 
3 14 5 6 7 8 9 110 20 40 80 1100 

- O 

二倍频程 」＿ 二倍频程 二倍频程 二倍频程

十倍频程

十倍频程 十倍频程

(a) 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

(b) 

图 6 - 2 对数刻度与线性刻度

(a) 对数刻度； （ b) 线性刻度

a 

由图 6 - 2 可知，对数刻度中，对于 w 来说是不均匀的，但是对千 lgw 来说却是均匀

的，即每个十倍频程都是等长的。

伯德图的主要优点如下：

(1) 可以将幅值的乘除转换为加减；

(2) 可以利用渐近线的方法近似绘制对数幅频特性曲线；

(3) 根据实验数据绘制的对数频率特性曲线 ， 能够方便地确定频率特性表达式。
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一、开环频率特性中的基本因子

系统开环频率特性的一般形式为

G(jw) = K(1+Jw兀）（ 1 +jw兀）…（l+jw兀）

勺w)双 l + jwT母1)( 1 + jwT N+2 ) …(1 + iwT,,) 

这个一般性的系统由下列的基本因子构成：

(1) 比例因子；

(2) 积分因子；

(3) 一阶因子；

(4) 二阶因子。

当对上述系统的开环频率特性进行对数运算后，乘积形式的因子关系便转变成加法关

系 。 因此 ， 在熟悉了基本因子的对数坐标图之后，就可以逐个绘制每一个基本因子对应的

曲线，相加后可得频率特性总体的对数坐标图。

二、 比例因子的伯德图

比例因子的传递函数为

G(s) = K 

频率特性为

G(jw) = K 

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I = K 

相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) = 0° 

对数幅频特性为

LmG(w) = 20lgG(w) = 20lgKdB (6 - 2) 

比例因子的伯德图如图 6 - 3 所示，从图 6 - 3 可以看出，比例因子的对数幅频特性曲

lmG(w)/dB 
线是一条平行千 OdB 线的直线，该直线与 OdB 线相

距 20lgKdB; 比例因子的对数相频特性曲线也是一

20lgK 条直线，它与 00线重合。

。
w/(rad/s) 

__ 

。

、＼
丿

0

。M 
。
( 

。

俸

(!)/(rad/s) 

图 6 - 3 比例因子的伯德图

三、积分因子和微分因子的伯德图

1 积分因子的伯德图

积分因子的传递函数为

G(s) =— 
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频率特性为

幅频特性为

相频特性为

对数幅频特性为

G(jw) = ~ 1 
即

1 
G(w) = I G(jw) I = I ~ I = ~ 1 

JW I w 

叭w) ＝乙G(jw) ＝— 90°

LmG(w) = 201g I G(jw) I= 201g ~ = —20lgwdB (6 - 3) 

积分因子的伯德图如图 6 - 4 所示，由图可以看出，积分因子的对数幅频特性曲线是一

条斜率为－20 分贝／十倍频程（记为－20dB/dec) 的直线，即每增加十倍频程，幅值就会

下降 20 分贝；积分因子的相频特性为一条－ 90°的直线。

多重积分因子的频率特性为

1 G(jw) = 
(jw) N 

式中： N 为积分因子的个数 。

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I = 1 I 1 
= 

（即） N 矿

相频特性为 cp(w） ＝乙G饷）＝—N90°。对数幅频特

性为

LmG(w)ldB 

24。三B/dec
<p(w)/ ( o) 

0 10 I 

- 90 I 

10 (J)/(rad/s) 

10 叨(rad/s)

图 6 - 4 积分因子的伯德图

LmG(w) = 20lg I G(jw) I= 201g 炒） i\i I = 20lg 芷＝— 20NlgwdB (6 - 4) 

根据式 (6 - 4) 可知，多重积分因子的对数幅频特性曲线是一条斜率为—20NdB/dec

的直线，当频率每增加 10 倍，幅值就会下降 20NdB; 多重积分因子的相频特性曲线为一

条－N90°的直线。

2 微分因子的伯德固

微分因子的传递函数为

频率特性为

幅频特性为

相频特性为

G(s) = s 

G( jw) = jw 

G(w) = I G(jw) I = I jw I = w 
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叭w) ＝乙G(jw) = 90° 

对数幅频特性为

LmG(w) = 201g I G(jw) I= 20 lg I jw I= 20lgw(dB) (6 - 5) 

微分因子的伯德图如图 6-5 所示，由图可以

看出，微分因子的对数幅频特性曲线是一条斜率

10 W/(r~的为 20dB/dec 的直线，即频率每增加十倍频程，

幅值就会上升 20dB; 微分因子的相频特性曲线

为一条 90°的直线 。

。

0. 1 IO w/(rad/s) 四、 一阶因子的伯德图

图 6-5 微分因子的伯德图 一阶因子包括一阶惯性因子和一阶比例一微

分因子。下面分别介绍这两种因子的对数频率特性。

1 一阶惯性因子的伯德圈

一阶惯性因子的传递函数为

G(s) = 1 
Ts+l 

频率特性为

GCjw) = 1 
jTw +l 

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I= l~I = 1 
J匹 ＋ 1 ✓1 +T飞

相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) =- arctanwT 

对数幅频特性为

LmG(w) = 20lg I G（即） 1 

= 201g 1 

✓1 +T飞

=— lOlg(l +T2矿） dB

(6 - 6) 

一阶惯性因子的伯德图如图 6 - 6 

所示，图 中曲线为精确的对数幅频特

性，折线为渐近线，式 (6 - 6) 描述的

正是精确曲线。如果能够逐点求解，将

得到精确的对数幅频特性曲线，但这么
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做非常耗时费力，千是采用渐近线近似绘制这条曲线 。

1 
低频时 ， 即 硒＜－， 此时 1+T2矿～1 , 于是一阶惯性因子的对数幅频特性可以近似地T 

表示为

LmG（砬 ＝ 20 lgG(w) = 20 lg I G(jw) I~— lOlgl = OdB 

说明低频时，一阶惯性因子的对数幅频特性曲线近似为一条 OdB 直线。

1 
高频时， 即 心＞—, 此时 1+2 2 2 

T 
T 矿~T2w ，千是一阶惯性因子的对数幅频特性可以近

似地表示为

LmG如） ＝ 20 lgG（吩＝ 20 lg I G（沁 1~— lO lg （立） 2 ＝— 20 lg研dB

说明高频时， 一阶惯性因子的对数幅频特性曲线近似为一条斜率为—20dB/dec 的直线。

1 
当 Q=—时，对数幅频特性采用高频计算方法，有T 

LmG (½) = 20 lgG片 ） ＝ 20 1glc(j½)I ~— 20 lg (T X+ ） ＝— 20 lgl = OdB 

采用低频计算方法，又有

LmGCw) = 20 lgGCw) = 201g I G炉） 1~— lO lgl = OdB 

说明，低频时的近似直线与高频时的近似直线相交， 交点处的频率为 Q=- 。
1 
T 

由此可以看出 ， 低频时的 OdB 线和高频时斜率为— 20dB/dec 的两条直线，正是对数

幅频特性— lOlg(l +T飞）的渐近线。两条渐近线交点对应的频率称为转角频率。对千一

1 1 
阶惯性因子 ，转角频率为 o=—。转角频率将幅频特性曲线分为低频段和高频段

J匹＋1 T 

两段。

对数幅频特性渐近线与精确曲线的误差（即图 6 - 6 中折线与曲线的差值）为：

1 
低频段峦＜—,误差计算公式为T 

心） ＝ 20lgl — 20 lg ✓ 1 ＋矿 T2

取产卉，信） ＝20 lgl -20lgfi二厂－201g 享＝—o. 97(dB); 

贮＝奇 峙）＝20lgl — 20 lg Ji勹=—20lg 亨＝—o. 46(dB); 

贮＝击， e（击） ＝ 20 lgl — 20 lgfi:：:＝—20 1g 勹产＝—0.043( dB) 。
1 

高频段砬＞－，误差计算公式为T 

e(w) = 20 lgwT - 20 lg ✓ 1 十 矿T2
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取 w=f, e (f ) = 20 lg2- 20 lg 汀言＝－201g 五＝-o. 97(dB); T T 2 

取 w＝立， e产） ＝ 20lg3 - 20lg 五言＝－20lg 玉＝－0. 46(dB); 
T T 

取 w＝拉， e（叭 ＝ 20lgl0-20lg JI丁回＝－20lg4可＝－0.043(dB) 。
T T lO 

转角频率处 w=—，选用低频段误差计算公式T 

叶）＝ 20 lgl - 20 lg 汀言＝— 20lg 戎＝— 3.03 (dB)

根据上述计算结果，可以得出如下结论：

(1) 在低于或高千转角频率两倍频程处 ， 渐近线与精确曲线之间的误差约为 ldB; 在

十倍频程处，两者的误差约为 0. 04dB; 

(2) 渐近线与精确曲线间的最大误差出现在转角频率处，误差约为 3dB 。

正是由千渐近线引起的误差较小，因此可以采用渐近线近似描绘对数幅频特性

曲线。

一阶惯性因子的相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) ＝— arctanwT

相频特性曲线为反正切曲线 。 下面三个特殊的频率值，有利于绘制相频特性曲线：

(1) w= O, 中（ 0) =0°; 

(2) w＝十， 叶） =— arctanl = —45°; 

(3) w== , 叭=) =-90°0

应当注意的是， w=O 和 w=～在对数坐标系中是不存在的，但两者对应的相角值恰好

给出了相频特性曲线的起始角度和终止角度。

2 —阶比例一微分因子的伯德图

一阶比例—微分因子的传递函数为

G(s) = 1 +sT 

频率特性为

G(jw) = 1 + jwT 

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I = I 1 + jwT I = ✓1 ＋矿 T2

相频特性为

cp(w) ＝乙G(jw) = arctanwT 

对数幅频特性为
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(6 - 7) 

图如图 6 - 7 所示，图中曲线为精

确的对数幅频特性曲线，折线为

渐近线。

一阶比例—微分因子的对数

一阶比L言:—G{（三言／；；w） I~ :<P（：2::/dl(/／二d/s)
901-- ----------------------------------~ -

幅频特性 lOlg Cl ＋矿T2 ) 与一阶

惯性因子的对数幅频特性— lO!g(l

十矿 T2) 只差一个负 号， 说明两

条曲线关于 OdB 线对称； 一阶比

45 「-－－－－－－－－－－－－－－-之.-; - - - - - - - - - - - - - - - -- -

} 

01
-T 

, 。 l-T 
旦 w/(rad/s)
T 

例—微分因子的相频特性 arcta吵T 图 6 - 7 一阶比例—微分因子的伯德图

与一阶惯性因子的相频特性一arcta吵T, 也只差一个负号，说明两条曲线关于 00线对称。

五、二阶因子的伯德图

二阶因子包括二阶振荡因子和二阶超前因子，下面逐一讨论两种因子的对数频率

特性。

1 二阶振荡因子的伯德图

二阶振荡因子的传递函数为

G(s) = Wn 

1 +21;'Ts +T亨 s2 +z妇s ＋砬＇
O<!;'< l 

频率特性为

G(jw) = 
1 + 2j1;'Tw + (jwT)2 

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I = 
1 + 2j1;'Tw + (jwT)2 ✓ （ 1 － 矿T了＋（21;'Tw)2

相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) =- arctan 2[Tw 
1 — 矿 T2

对数幅频特性为

LmG(w) = 20lg=— lOlg[ Cl —矿T了＋（21;'Tw) 勹
✓ （ l － 矿T了＋（2STo)2

(6 - 8) 

二阶振荡因子的伯德图如图 6-8 所示 ， 图中曲线为精确的对数幅频特性曲线，折线为

渐近线。
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LmG仰）／dB f 虹 l0< S＜互挫

I 气－40d二{J)/(rad/s)
当旷冢 十 ， 即 wT« l 时 ， （ 1 -

矿 T了十 C2sTw)2~ 1, 则有
o I T -－三

2 

- 40 ------------------------- ---- 
叩）／（0 )归上彗

o f 1 T 
叫(rad/s)

巨
眨了

十 O< s＜互
2 

I - 90 I-------------;... _______________ _ 

图 6 - 8 二阶振荡因子的伯德图

LmG(w) =— lOlg[ (1 — 矿下） 2

+ (2打吓） 2 J ~— lOlgl = OdB 

说明低频时 ， 对数幅频特性曲线的渐

近线为 OdB 线。

当卢十，即互＞＞ 1 时，（ 1 —

矿 T了十 (2 口To) 2~（矿 T了，则有

LmG(w) = - lOlg[ (1 —砍 T了＋（2打丘） 2 ] ~ - lOlg （砑） 4 ＝— 40lg碑dB

说明高频时 ， 对数幅频特性曲线的渐近线是斜率为—40dB/dec 的直线。

当 Q=—时，对数幅频特性采用高频渐近线计算公式，有T 

LmG片） ＝— 40lg 上T =— 40lgl = OdB 
T 

采用低频渐近线计算公式，又有

LmG(w) ~— lO lgl = OdB 

说明两条渐近线相交，交点处对应的频率为 Q=- ，该频率为二阶振荡因子的转角频率。T 

渐近线与精确曲线之间存在着误差， 在转角频率处误差最大。该误差与阻尼比有关，阻

尼比越小，误差越大。 如果要求精确绘制对数幅频特性曲线， 就需要对渐近线进行修正。

二阶振荡因子的相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) =- arctan 2CTw 
1 — 矿 T2

二阶振荡因子的相频特性曲线为反正切图形。随着阻尼比的不同，曲线略有不同 ， 即阻尼

比越小，在转角频率处的斜率越陡 。

下面三个特殊的频率值将为绘制相频特性曲线提供帮助 。

(1) w= O, cp(0) = 0°; 

(2) w＝十，叶）=-90°; 

(3) w==, cp( = ) =-180°0 

应当注意的是， w= O 和 Q=～在对数坐标系中是不存在的，但这两个值提供了相频特

性曲线的起始点和终止点的位置。
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二阶超前因子的传递函数为



配频域分析

G(s) = 1 + 2sTs 十 s2 T气 O < s<l

频率特性为

G如）＝ 1+2纣丘＋（jwT) 2

幅频特性为

G(w) = I G(jw) I= I 1 + 2jsTw 十（即T) 2 I = ✓（ 1 － 矿T了＋（2sTw)2

相频特性为

叭w) ＝乙G(jw) = arctan 攻TQ
1 — 矿 T2

对数幅频特性为

LmG（吩 ＝ 201g 汽 1 — 矿T了＋（~ = lOlg[ Cl —矿T了＋（2g匹）勹 (6 - 9) 

二阶超前因子的伯德图如图 6-9 所示，图中曲线为精确的对数幅频特性曲线，折线为

渐近线。由千二阶超前因子的对数幅频特性 lOlg[ (1 －矿 T勹 2 + C2sTw)2]与二阶振荡因子

的对数幅频特性—lOlg[ Cl —矿T了十 (2sTw)勹只差一个负号。因此，两条对数幅频特性

曲线关于 OdB 线对称。同理， 二阶超前因子的相频特性曲线与二阶振荡因子的相频特性曲

线关于 00线对称。

LmG(w)/dB 

40 

丘
＿2

>/ rJ~ 

乡

夕乡夕 40dB/dec

。旱
/E 

0 ＜ 仁－－2 

10
lT 

叭吹0)

180 「-－－－－－－－－－－－－－-－－－－-－－－－－－－::卜一一一一一一 一。：二｀一二－－－－: 
(J)/( rad/s) 

01
-T 

, 。 10-T 
w/(rad/s) 

图 6 -9 二阶超前因子的伯德图

六、绘制伯德图的一般步骤

系统开环传递函数一般由多个基本因子以乘积的形式构成，因此在绘制伯德图时，要

特别注意系统中各因子的增益和转角频率数值的大小，具体绘图步骤如下：

(1) 将频率特性＂尾 1" 化；

(2) 求解每个因子的转角频率；

(3) 按从小到大的顺序排列转角频率及其对应的因子和斜率；

(4) 根据转角频率为零的对数幅频特性方程，求解 w= l 时的幅值，并过此点按低频
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段斜率绘制直线至第一个转角频率处；

(5) 转角频率对应因子的斜率与该转角频率之前渐近线斜率的代数和，构成新的斜

率，并以此转角频率对应的幅值为起点， 以新的斜率做一条直线，直至下一个转角频率；

(6) 重复步骤 (5) 按转角频率从小到大依次处理，直至最后一个转角频率，得到系

统对数幅频特性的渐近线；

(7) 针对每个因子进行修正，得到精确的对数幅频特性曲线；

(8) 绘制每个因子的相频特性曲线，求和后得到系统的相频特性曲线。

步骤 (5) 中两个转角频率构成新的转角频率做法的理论推导如下：

设系统频率特性为 G炉）＝ k 
(1+jQ九）（ l+jw兀）

，它包含两个一阶因子（当然也可以

是二阶因子） 和
1 1 1 1 

l+]或几 l +jw兀
它们的转角频率分别为 和 , 且

T1 兀 TI T 2 
< ；两个因子

的渐近线斜率都是一20dB/dec 。

当 W＜一时，系统对数幅频特性渐近线方程为
T1 

LmGCw) = 20lgK 

在此频率段，对数幅频特性为平行 OdB 线的直线，距 OdB 线 20 lgKdB。

T1 
当—<W<—时，系统对数幅频特性渐近线方程为

T 2 

LmG(w) = 20lgK - 20 lgw兀 ＝ ( 20lgK - 20lgT1) —20lgw 

在这个对数幅频特性方程中，括号内为固定值，括号外为积分，故其渐近线斜率为－20dB/dec 。

当砬＞一时，系统对数幅频特性渐近线为
T2 

LmG(w) = 20 lgK — 20lgwT1 — 2O lg或几

将上式整理后，有

LmG(w) = (20 lgK —20 lgT1 —20lgT2) —40lgw 

在这个对数幅频特性方程中，括号内为固定数值 ， 括号外为二重积分 ， 它的渐近线斜率为

-40dB/dec 。 在第二个转角频率处，渐近线的斜率是两个一阶因子对应斜率的和 。 于是，

可以得到这样一个推论：略大于转角频率处的渐近线斜率，等千此频率前所有因子斜率的

代数和。

［例 6 - 1] 已知系统的频率特性为

G（即） ＝
1O（即＋ 3 ）

即(jw+ 2 ) ［如） 2 +iw+2] 

试绘制系统的伯德图 。

解对系统频率特性进行“尾 1" 化处理，有
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7. 5尸＋ 1 )3 
G（即） = 

即停＋ 1 ） ［胃） 2 气＋ 1]
按照各因子转角频率由小到大的顺序列写如下：

转角频率 因子 斜率

。 7. 5 。

。
1 -20dB/ dec 

JW 

1 
屈 （了） 2 ＋誓＋ 1 —40dB/ dec 

1 
2 迎＋ 1 - 20dB/ dec 

2 

3 迎＋1
3 

20dB/ dec 

低频段 (0＜延氢歹）对数幅频特性的渐近线方程为

LmG(w) = 20lg7. 5 - ZOlgw 

为一条斜率为—ZOdB/dec 的直线段。取征＝ 1, 有

LmGO) = 20lg7. 5 —ZOlgl = 20lg7. 5 = 17. 5(dB) 

It，品＇ 频域分析

说明渐近线的低频段通过点 (1, 17. 5dB) 。该直线段与直线 Q＝及的交点为渐近线低频段

终止点 。 低频段渐近线的终止点的幅值为

LmG（迈） = 20lg7. 5 - ZO lg迈＝ 14.S(dB)

求得低频段终止点坐标为（及， 14.SdB) 。渐近线的低频段起始于纵轴，终止于（迈，

14. 5dB) 点。

渐近线的第二段（戎炙Q<2) ，此段的渐近线方程为

LmG(w) = 20lg7. 5 - ZOlgw- 40 lg 竺
屈

是一条过点（迈， 14.5dB) ，斜率为－60dB/dec 的直线段。这条直线段终止千与直线旷＝2 的

交点，该终止点幅值为

2 LmG(Z) = 20lg7. 5 —20lg2 —40lg--',:::. = 5. 5(dB) 
迈

第二段渐近线终止点的坐标为 (2, 5.5dB) 。

渐近线的第三段 (2~w~3) ，此段的渐近线方程为

LmG侐） = 20 lg7. 5 —ZOlgw —40 lg *- ZOlg f 
迈
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为一条过 (2, 5.5dB) 点，斜率为—80dB/dec 的直线段。此直线段终止于与直线 w=3 的

交点，该终止点幅值为

LmGC3) = 20lg7. 5 - 20lg3 - 40lg 言 － 20lg f =- 8. 6(dB) 

第三段渐近线的终止点的坐标为 (3, - 8. 6dB) 。

渐近线的第四段（w~3) ，此段的渐近线方程为

LmGCw) = 20lg7. 5 — 20lgw — 401g 竺— 20lg 竺 ＋ 201g 竺
迈 23

为一条起始于 (3, - 8.6dB) 点，斜率为－60dB/dec 的射线。

于是，得到系统整体的对数幅频特性渐近线，如图 6 - 10 (a) 所示。逐一绘出积分因

子、一阶惯性因子、一阶比例—微分因子和二阶振荡因子的相频特性曲线，然后将这四条

曲线相加 ， 可得到系统相频特性曲线 ， 如图 6 - 10 Cb) 中最下面的曲线为上面四条曲线的

合成曲线。
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(a) 对数幅频特性曲线； （ b) 相频特性曲线
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这种作图方法的优点是渐近线段与对数幅频特性方程一一对应 ， 缺点是需要多次计算

转角频率处的幅值。 为了简便绘图，下面介绍另一种绘制伯德图的方法。

系统频率特性为

7. 5 迎＋ l

G(jw) ＝ 即停 ＋ 1) ／（｀：擘＋ 1]
按照各因子转角频率由小到大的顺序列写如下：

转角频率 因子 斜率

。 7. 5 。

。
1 

JW 
—ZOdB/ dec 

1 
戎 （了 ） 2+帮＋ 1 —40dB/ dec 

1 
2 迎＋1 -20dB/ dec 

2 

3 迎－＋ 1
3 

20dB/ dec 

低频段 (0冬研冬匠） 对数幅频特性的渐近线方程为

LmG(w) = 20lg7. 5 - 20lgw 

取 w=l, 有

累计斜率

。

- 20dB/ dec 

—60dB/ dec 

- 80dB/ dec 

- 60dB/ dec 

LmGCl) = 20 lg7. 5 —20lgl = 20lg7. 5 = 17. 5(dB) 

由于此段渐近线方程中只有一个积分器，故这段渐近线的斜率为— 20dB/dec。过 (1,

17.5dB) 点，作斜率为— 20dB/dec 的直线。这条直线达到第一个转角频率时（Q＝戏），

变为斜率是—60dB/dec 的直线。当该直线到达第二个转角频率时 (w= 2) ，变为斜率是

—80dB/dec的直线。当该直线到达第三个转角频率时 (w=3) ，变为斜率是一 60dB/dec 的

射线 。 利用这种作图方法， 一样可以获得图 6 - 10 Ca) 所示的幅频特性渐近线。 在图 6 -

10 (a) 中，折线表示幅频特性渐近线， 曲线表示精确的幅频特性曲线 。

七、稳态误差系数与对数幅频特性曲线的关系

设图 6 - 11 所示单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = K (1 + Tas) (1 + Tbs) …Cl + Tms) 
沪 Cl + T母1s)Cl+TN十2 S) … (1 + TIIs) 

频率特性为

K(l + jTaw) Cl + jTbw) …（ l + j 工，w)
G。 （即） = 

勺w)灯 1 + jTN+I吩 (1 + j TN+2砬… (1 + ]仇，w ） 图 6 - 11 单位反馈控制系统框图
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1 位置误差系数

取 N= O, 上述系统变为 0 型系统，其传递函数变为

G。 (s) = K (1 + Tas) (1 + Tr,s) …Cl+ T,,,s) 
Cl+ Tis) Cl+ T2s) … (1 +T,/s) 

在单位阶跃输入的作用下，系统的稳态误差为

1 e(=) = lime(t) = limsE(s) = lims • ~ •-=- = 1 1 
t- OO s-0.,->o 1 +G。 Cs) s 1 + ~平G。 (s)

位置误差系数为 Kp= limG。 Cs) =K
s-+O 

系统开环频率特性为

G。 (jw) = KCl + j兀w)Cl+j兀w) …（ 1 + jT,,,w) 
Cl+j九 w) (1+]兀w) … Cl +jT,,w) 

当 w---->O 时 ， 有limG。 (jw)=K 。 此时，开环幅频特性为
"一•O

limG。 Cw) = I K I= K = Kr 
w-+O 

对数幅频特性为

limLmG。 Cw) = 20lg I K I= 20lgK" 
“° 

lmG。仰）／dB

201gKp 

。

叨(rad/s)

说明 0 型开环系统的对数幅频特性曲线的低

频段是一条幅值为 20lg凡的水平直线，如

图 6 - 12 所示 。

2 速度误差系数

取 N= l , 上述系统变为 1 型系统，其传

递函数变为

G。 Cs)=
K (1 + T"s) (1 + Tbs) …(l+T,) ,s) 
s0 + T2s) Cl+ T3s) … (1 +T,,s) 

在单位斜坡输入的作用下，系统的稳态误差为

图 6 - 12 0 型系统的对数幅频特性曲线

1 e(= ) = lime(t) = limsE(s) = lims • ~ •— = 1 1 
户~ ,......o,......o 1 +G。 (s) s2 limsG。 (s)

s一o

速度误差系数为 Kv= lims G。 Cs) =K
s-0 

系统开环频率特性为

G。 （即） = 
K(1 + J兀w)Cl+jTbw) …（ 1 + jT,,,w) 
jwCl+j兀w)Cl+jT3 w) …（ 1 +jT,,w) 

低频段对数幅频特性的渐近线方程为

LmG(w) = 20lgK - 20lgw 

取 LmG(w) = O, 则有

20lgK —20lgw = o 
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即 w=K=Kva

说明 1 型系统的对数幅频特性渐近线低频段是一条斜率为— 20dB/dee 的直线 ， 如图

6 - 13 所示。这条直线或者其延长线与 OdB 线的交点对应的频率为 Kvo

3. 加速度误差系数 Lm G0 ((J))/dB 

取 N= 2, 上述系统变为 2 型系统，其传

递函数变为

G。 (s) = K(l + Tas)(l + Tbs) …(1 + TIiis) 
s气l+T3s)O+T1 s) … O+T/1s)

在单位加速度输入的作用下，系统的稳态误

差为

- 20dB/dec 

。

.、

- 40dB/d\̀ \ 
Kv(J)/(rad/s) 

图 6 - 13 1 型系统的对数幅频特性曲线

1 e(=) = lime(t) = limsE(s) = lims • ~ •—= 1 1 
t一～ 一0 .，-o 1 +G。 Cs) s3 lims飞。 （ s)

s一o

加速度误差系数为 K.= lims飞。 (s)=K
，一o

系统开环频率特性为

G。（即） = 
K(1 +］兀w) （ 1 + J兀w) …（ 1 + jT,,,w) 
勺w)气1+]兀w)O+jT4 w) … （ l + jT,，叫

低频段对数幅频特性的渐近线方程为

LmG(w) = ZOlgK - ZOlg矿

取 LmG(w) = O, 则有LmG。(w)ldB

~ -20dB/dec 

\\\ \ - 40dB/dec 
\ 

。

屈a 叫(rad/s)

图 6 - 14 2 型系统的对数幅频特性曲线

20lgK — 20lg矿 ＝ 0 

即 w=~= ✓臣。

说明 2 型系统对数幅频特性渐近线低频段

的是一条斜率为—40dB/dec 的直线，如图 6 - 14 

所示。该直线或其延长线与 OdB 线的交点对应

的频率为八《。

第三节 频率特性的极坐标图

频率特性的极坐标图是当 w 从 0 变到十～时矢量 G(jw) 的轨迹，又称奈奎斯特图

(Nyquist 图） 。应当注意的是，在极坐标系中，正相角定义为从正实轴开始逆时针旋转的

角度。

采用极坐标图的优点是能够在一幅图上表示出系统在整个频率范围内的频率响应特

性，缺点是不能清楚地体现系统中每个因子对系统的具体影响。
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一 、 积分因子和微分因子的极坐标图

积分因子的频率特性为

GCjw) = ~ =上乙－ 90°
JQ Q 

于是，积分因子的极坐标图是负虚轴，如图 6 - 15 Ca) 所示 。

微分因子的频率特性为

G(jw) = jw = w乙90°

千是，积分因子的极坐标图是正虚轴， 如图 6 - 15 Cb) 所示 。

(6 - 10) 

(6 - 11) 

Im 
(J)➔ OO 

Im 

。

U今00

-90° 

W = O+ 

Re 0 

90° 

Re 

0 = 0+ 

(a) (b) 

图 6 - 15 积分和微分因子的极坐标图

(a) 积分因子； （ b) 微分因子

＿、一阶因子的极坐标图

一阶因子包括一阶惯性因子和一阶比例—微分因子 。 下面分别介绍这两个因子的极坐

标图 。

1 —阶惯性因子的极坐标图

一阶惯性因子的频率特性为

GCjw) = 1 = 1 乙— arctanwT (6 - 12) 
l + jwT ✓1 ＋矿T 2

根据式 (6 - 1 2) ，可以选取几个特殊频率值进行计算。当 w=O 时， G勺0)=1乙oo, 说明极

1 坐标图起始千正实轴 (1, jO) 点；当 w=—时， G(jT 勹＝三－45° 、
T 迈

，说明极坐标图通过

(0. 5, jO. 5) 这一点；当 w-=时， limGCjw) = O乙－ 90°，说明极坐标图从— 90°方向终止
".00 

于原点。

上面计算了极坐标图的起始点、终止点和一个中间点，但并不知道极坐标图的具体形

状。接下来，采用数学方法证明一阶惯性因子的极坐标图是一个半圆。
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衢疏E， 频域分析

由于 G(jw) 是一个复数， 因此 ， G(jw) 可以写成 G(jw) =X十jY 的形式 。 根据频率特

性可知

G(jw) = ~ =上
l + jwT l ＋矿 T2

千是，有

』X= 1 +：千
lY= - wT 

1 十矿 T2

X勹Y2 = (1 厂 （ 飞T ) 2 1 
1 十矿T 2 1 ＋矿 T2 l ＋矿T 2

=X 

整理后，有

(x -订＋Y2 ＝ 片） 2

这是一个圆的方程，圆心为（上， jO 1 
2 ) ，半径为了

当 Q 从 0 变到十～时 ， X 为正实数， Y 为负实数， 因此一阶惯性因子的极坐标图为圆

(x-½) 
2 

2 
+ Yz= ( 

1 \ 2 歹）的下半部分。当 Q 从 0 变到—～时，对应的极坐标图为该圆的上

半部分。

一阶惯性因子的极坐标图如图 6 - 16 所示。

2 一阶比例微分因子的极坐标图

一阶比例微分因子的频率特性为

G（即） = l + jwT 

当产0 时 ， G勺0)= 1 ;

当产十时， G(才） ＝ 1 + j; 

当产宁时 ， G (j 和 ＝ l+j 2;

当产宁时 ， c (j 宁 ） ＝ 1勹3 ;

当 Q=～时 ， G(j=)=l+j= 。

图 6 - 16 

。

I Re 
. I ' 

W= O+ 

一阶惯性因子的极坐标图

说明一阶比例微分因子的极坐标图是通过复平面 (1, jO) 点且平行于虚轴的一条

直线。

一阶比例微分因子的极坐标图如图 6 - 1 7 所示。
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。

二、 二阶因子的极坐标图

二阶因子包括二阶振荡因子和二阶超前因子。

1 二阶振荡因子的极坐标图

二阶振荡因子的频率特性为

G(jw) = 1 
T2 (jQ)2+2J冗w+l

图 6 - 17 一阶比例微分因子的幅频特性为

极坐标图
G(w) = I G(jw) I = 1 

✓C1 — T国） 2 + (2霆w)2

相频特性为

cp( w) =乙G（即） =- arctan 
2冗彻

1 -T飞2

当旷＝0 时， G(jO) = 1 乙00，说明极坐标图起始于正实轴 (1, jO) 点 ；当 Q-～时，

limG(jw) = O乙— 180° ' 说明极坐标图从— 180°方向终止于原点； 当 Q=— 时， G ( j —=-~ T (T) 

2§ 
－乙— 90°' 说明极坐标图与虚轴相交，交点处对应的频率为无阻尼自然振荡频率咘 o

二阶振荡因子的极坐标图的精确形状与阻尼比 g有关。不过对于欠阻尼和过阻尼两种

情况，极坐标图的大致形状是相同的。

对千欠阻尼的情况，极坐标图呈现近似

半圆图形，并存在距离原点最远的频率点，

称为谐振频率饥。谐振频率对应的矢量幅值

称为谐振峰值 Mr ，如图 6 - 18 所示 。

典型二阶系统的传递函数为

G Cs) = ~ = ~ 
T勺＋ 2霆's + l s2 + 2如ns+w~

1 
s2 
.;. +2尸－＋ 1
Qn Qn 

频率特性为

G(jw) = 1 
T2 (J矿＋ 2jw霆＋ 1

幅频特性为

hn 

O <i:1女 <(3< 1

/ 
z 

,/-/--- --- ---

l
} 
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/ 

图 6 - 18 欠阻尼二阶振荡因子的

极坐标图

吮
勺吩 2 +2jw如n +w~ 

1 

荨＋2产＋ 12 Qn an 

G(w) = I G(jw) I = 1 

`＋（2S勹
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如果 IG炉） I 在某一频率上具有峰值 ， 那么该频率为谐振频率。由于 IGCjw门的分子

为常数，因此当函数

g(w) = (1 － 三） 2 + (z:厂
达到最小值时，飞（即门将达到最大值。上式函数可以写为

g(w) = [ 
矿—Q权 1 － 穹） 2 

2 ] ＋ 4尽 (1 - t勹
”)n 

取
dg(w) 
—一＝0，则有 Q＝咘门＝正气此时，函数 g@) 达到最小值，因此谐振频率为

dw 

Qr＝如三，为了保证谐振频率为正实数，需要取 o<r<- 。
屈

将 W严如』二芶代入幅频特性方程，有

M, = IG（即,) I= 
迈 (6 - 13) 

2r~ 'o<r< 
式 (6 - 13) 表明， 阻尼比处于 o<；<迈/2 的系统，在其谐振频率处被激励而振荡。这里，

谐振频率是系统固有的，阻尼比的取值范围是激发谐振的前提条件，而谐振峰值则是谐振

的表现形式 。 当阻尼比 t趋近千零时，谐振峰值 Mr 将趋近无穷大。这表明，当无阻尼系

统在其自然振荡频率处被激励而振荡时，系统频 Im 

率特性的幅值将变成无穷大。当 S>迈／2 时，不

满足系统激发谐振的前提，因此闭环系统不会产

生谐振现象，此时 Mr=1。这一点可以通过实测

的方式得以证实。

对于过阻尼情况， G(jw) 的轨迹趋近于半圆，

如图 6 - 19 所示 。

2 二阶超前因子的极坐标图

二阶超前因子的频率特性为

G(jw) = T2 （即） 2 +2i霆·w + l = (1 - T心） ＋ 2j霆·w

当 w=O 时， G勺0) = 1乙oo, 说明极坐标图起始于正实轴 (1, jO) 点； 当 w-=时 ，

。

Re 
U)➔OO 

(JJ =0 

QII 

图 6 - 19 过阻尼二阶系统的极坐标图

Im 
a)一~00

limG(jw) ＝～乙180°' 说明极坐标图从 180°方向终止
“ OO 

W=O 

01 I Re 

于无穷远处；当 w＝十时， G（呻）＝J2s=2仁90°' 说

明极坐标图与虚轴相交，交点为 co, j2s) 。

由千当 w>O 时， G(jw) 的虚部为正且单调增加，

G(jw) 的实部由 1 开始单调减小，因此， G(jw) 的极坐标

图 6 - 20 二阶超前因子极坐标图 图的一般形状如图 6 - 20 所示，相角范围为 0°~180° 0 
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四、极坐标图的一般形状

对千一般的控制系统，它的传递函数（或频率特性）要比前面讲的几种因子要复杂。

对于绘制这样系统的极坐标图， 一般要遵循以下的原则 。

系统开环频率特性为

G。（即） = 
K(l +j兀w)Cl+j兀w) …（ 1 + jT,,,w) 

(jw)汽 1 + jTN+JW) Cl+ jTN+zW) …( l+jT,,w) 

或

G。 （即） = 
b。 (jw)"' 十 b1 (jw)11,-1 + …＋ b,n一］（］w) +b,,, 

a。炉）“十 a1 （沁 ',-1 + …＋ aN-1 如）母1 + a N (jw) '\/ 

一般情况下 m~n 。 下面针对不同的 N值和 n -m 值，讨论极坐标图的图形。

1 低频段极坐标图

低频段的频率范围是 w_.O, 用千描述极坐标图的起始形态 。 取有理式形式的开环频

率特性作为研究低频段的数学模型，即

G。（即） = 
K(l + jTaw) Cl+ j兀w) …（ 1 +jT,,,w) 

勺w)双 1 + jTN+J W) Cl + jTN十2W) …O+ jT,,w)

当 N=O 时，为 0 型系统，系统开环频率特性为

G。 (jw) = K Cl + j Taw) Cl + j兀w) … Cl + jT"'w)
Cl +jT1w)Cl+ ］兀w) … Cl + jT,,w) 

取 w=O, 则有 G心O) =K, 说明极坐标图起始千正实轴的 CK, jO) 点 。

当 N-=l=O 时，系统为 1 、 2 、 3 型，系统开环频率特性为

Go(jw) = K(l + jTaw) (1 + j兀w) …（ 1 +jT,,,w) 
（沁 '\/ Cl + jT籵1w) Cl+ jTN+zw) …Cl + jT,,w) 

取 w_.O, 则有

气） I ,.,....。＝ 勺wk)N _。 = Q飞＿。· 卢 ＝气－ 90° X N 

当 N= l 时，有 G。 勺O) ＝～乙－ 90°' 说明

1 型系统的极坐标图起始于一 90°方向的无穷远

处；当 N=2 时，有 G。 勺O) ＝～乙－ 180°' 说

明 2 型系统的极坐标图起始于— 180°方向的无

穷远处；当 N=3 时，有 G。勺O) ＝～乙－270°'

说明 3 型系统的极坐标图起始于一 270°方向的

无穷远处。一般情况下， N 不会大于 3' 这是

由千系统稳定性的要求。 一般系统的低频段极

坐标图如图 6 - 2 1 所示，图中给出了不同 N 值

时极坐标图的起始位置。 但是对于每个 N 值，

(6 - 14) 

\I / N=3 

N=2 
\ 

/ 
。

N=lJ \ 

一片 Re 

图 6 - 21 一般系统的低频段极坐标图
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衢诏芷， 频域分析

都有两个起始方向，具体选哪一个，需要根据中频段的计算结果最终确定。

2 高频段极坐标图

高频段的频率范围是 w---->～， 用于描述极坐标图的终止形态 。 选取多项式形式的开环

频率特性作为研究高频段极坐标图的数学模型，即

G。 (jw) = . 
b。 炉）＇“十 仇 (jw)正1+ …＋ b,，广1 (jw) + b,,, 

a 。 (jw)" 十 a 1 切）＇广1+ … +aN-l (jw) 1\,+] ＋ aN 炉）N

当 w---->～时，上述数学模型可以简化为

G。 （即） I o,-+00 = 
b。 （即）＇＂

()” 
＝ 气勹'_,＇

ao \.JwJ" I w-+00 砌 JW 旷00
(6 - 15) 

由于 N 只体现在分母多项式的低阶项，因此在简化过程中被忽略。 接下来，只需介绍不

同 n—m 值对极坐标图的影响 。

当 n-m=O 时

G。伽） 尸 ＝ 气勹° ＝ 位
a。 即 o,>CO a。

(6 - 16) 

说明极坐标图终止千实轴(~, jO) 点 。

当 n-m#-0 时

G。勺w) I w- . 0 

仇 (jw)111

()” 
＝ 气上）忙II1 = 0乙 － （n — m) X 90° (6 - 17) 

a o \JW 旷．～ 知 JW 矿～

说明极坐标图从— (n—m) X90°方向终止千原点。具体 n-m 值的表述如下：

取 n-m= l, 有

气）尸 ＝ 气（卢） 11-= = 0乙— 90°
说明，当分母多项式阶次高于分子多项式阶次 1 阶时，极坐标图从一90°方向终止千原点。

取 n—m= 2, 有

G。 勺w) I.,....oo = 气厅 = 0乙— 180°
ao' Jw ' I.,....oo 

说明，当分母多项式阶次高于分子多项式阶次 2 阶时，极坐标图从—180°方向终止于原点。

取 n-1n= 3, 有

G心） I .,....oo = 气叮 = 0乙— 270°
ao'Jw'I .,....oo 

说明，当分母多项式阶次高于分子多项式阶次 3 阶时，极坐标图从一270°方向终止千原点。

取 n-m=4, 有

G。 勺w) I.,....oo = 气—ao JW) - OO = 0乙－ 360°
说明，当分母多项式阶次高于分子多项式阶次 4 阶时，极坐标图从— 360°方向终止于
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原点 。

一般系统高频段的极坐标图如图 6 - 22 所示。图 6 - 22 中，每个 n-m 值都对应两个终

止方向，具体是哪一个方向，需要根据中频段计算结果最终确定。

Imt 3．中频段极坐标图

n-111=3 

＂一 ／11 =2 bo-00 

11一 I/1 = 1 

n- 111 =4 

中频段的频率范围介千低频段与高频段之间 。

11一 111 ~ 0 在此段内， G(jw) 的轨迹变化较为丰富， 可以根

Re 据 G(］吩轨迹与实轴和虚轴的交点，大致描绘这

段曲线 。

［例 6-2] 已知系统的开环频率特性为

图 6 - 22 一般系统的高频段极坐标图

试绘制系统的极坐标图（奈奎斯特图） 。

解 开环频率特性中包含一个积分因子，即 N=l 。

G。 （即） = 
10 

J叭 1 +o. 2]吩 (1 + 0. 05j吩

开环频率特性的分子多项式阶次为零， 即 m=O; 分母多项式阶次为 3' 即 n=3 , 则

有 n-m=3 。

低频段（w---0 ): 近似频率特性为

10 I 10 I 1 
G。 Cjw) I w->。 =~ I =—· ---;- = ～乙— 90°

JW 旷o Wl w-o J 

说明奈奎斯特曲线起始千—90°方向的无穷远处 。

高频段 (w--➔＋～)：近似频率特性为

G。 (jw) 1一 ＝
10 = 10 

0. 01 (jw) 3 1.,--..+oo 0. 01矿 .,--..+oo j ·古＝ 0乙 － 270°

说明奈奎斯特曲线从— 270°方向终止于原点 。

中频段 (O<w<～）：近似频率特性为

G从jw) = 10 = lO[- 0. 25矿— lw (1 - 0. 01矿）］
- 0. 25矿十 Jw(1 — 0.0 1矿） (— 0. 25矿） 2 + [w0 -0. 01矿）］2

当 w= O十 时， G山w) 的实部与虚部均为负值，表明奈奎斯特曲线起始于第三象限。

取 Im[G。勺w)] = O, 求奈奎斯特曲线与实轴的交点，有

1 — 0.01矿＝ 0 

则 w= lOrad/s 。

与实轴交点

Re[G山10)] = ~ 
- 0. 25w2 I w=IO 

=— 0.4 

取 Re[G。 勺w)] = O, 求奈奎斯特曲线与虚轴的交点，有 w=～。 由千 w=～不在中频

段内，故舍去。
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衢＇ 频域分析

以上分析表明在中频段奈奎斯特曲线只与实轴相

交，交点为(—0. 4, jO) 。

当 w 从 0 变到十～时，奈奎斯特曲线起始于第三

象限—90°方向的无穷远处，从—270°方向终止于原点，

其间奈奎斯特曲线只与实轴在(—0. 4, jO) 点处相交，

鉴千这三点信息，可以绘制大致的极坐标图（奈奎斯

特图），如图 6 - 23 所示。

Re 

0 = 0+ 

图 6 - 23 ［例 6-2] 的奈奎斯特图

第四节 奈奎斯特稳定判据

对于图 6 - 24所示闭环控制系统，它的闭环传递函数为

Y(s) = G(s) 
U(s) 1 +G(s)H(s) 

系统特征方程为

1 +G(s)H(s) = 0 

如果所有特征根都具有负实部，那么这个闭环系统是稳定

的 。 但是求根并不是一项轻松的工作。于是，奈奎斯特提

出将开环频率特性 G(jw)H(jw)与系统特征方程在右半 s 平

面的零、极点数联系起来的判据。 由于闭环系统稳定性可

图 6 - 24 闭环控制系统框图 以由开环频率特性曲线来确定，无须解析求解特征根，因

此这种稳定判据在控制工程领域中得到了广泛的应用。

一、预备知识

系统开环传递函数为

G(s)H(s) = 

取 F(s) = 1 +G(s)H(s) ，有

K 1 Cs ＋矿（s五）…（s +之，＇，）
Cs+ P1)(s + P哥·(s + p,, )

F(s)= 1+ K1 Cs+ z1) Cs ＋心…（S + Zm ) 

Cs+ P1)(s+ P z) …Cs+ p,,) 

, m ~ n 

= (s+pl) （s+p哥·(s+p,， ） + K1 (s +m ) （ s 十句…Cs+ z,,, ) 
Cs+ P1)(s + P2) …(s+p,,) 

(s +入1)(s ＋心）…（s 十入，）

Cs+ P1)(s+ P哥·Cs+p,,)

函数 FCs) 具有以下的特点：

(1) 函数 FCs) 的零点是闭环极点；
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(2) 函数 F(s) 的极点是开环极点；

(3) 函数 F(s) 的零、极点个数相同；

(4) 函数 F(s) 和 G(s)H(s) 只差常数 1 。

函数 F(s) 的方程为

F(s) = (s + 入1)(s + 入2 ) … (s 十 儿，）

Cs+ P1)(s+ P z) …(s + p,,) 

其中， s 可在整个平面上取值。

除有限奇点之外，函数 F(s) 为解析函数，即单值、连续的正则函数。此时，对千 s

的每个取值，函数 F(s) 都有唯一值与之对应。函数 F(s) 的值域也构成了一个复平面，

称为 F(s) 平面。而 s 平面上所有零点都映射到 F(s) 平面的原点； s 平面上所有极点都映

射到 F(s) 平面的无穷远点。在 s 平面上，不通过任何奇点的一条曲线上顺序取两个点 Sa

和 S b ， 先 Sa 而后 Sb ， 那么，在 F(s) 平面上的映射轨迹也是从 F(s。 )到 F(sb ) 的曲线。这

样，对千 s 平面上给定的一条不通过任何奇点的连续封闭曲线，在 F(s) 平面上必然存在

一条封闭曲线与之对应。 F(s) 平面上的原点被封闭曲线包围的次数和包围的方向具有特

别的意义，正是这个原因才和稳定性联系了起来 。

二、 映射定理

设 P 为 F(s) 的极点数， Z 为 F(s) 的零点数，它们位千 s 平面上的某一封闭曲线内，

且存在多重极点和多重零点的情况。又设上述封闭曲线不通过 F(s) 的任何零、极点。于

是， s 平面上的这条封闭曲线映射到 F(s) 平面上，也是一条封闭曲线。当变量 s 顺时针通

过整个封闭曲线时，在 F(s) 平面上，相应的轨迹包围 F(s) 平面的原点的总次数 N 等于

Z—P，即

N=Z-P (6-18) 

式中： N 为正整数，说明映射曲线顺时针方向包围原点 N 次； N 为负整数，说明映射曲

线逆时针方向包围原点 N 次 。

应当注意的是，在 s 平面上的封闭曲线是沿着顺时针方向运行的，则在 F(s) 平面上

的映射曲线的运动方向可能是顺时针的，也可能是逆时针的，它取决于函数 F(s) 的

特性。

下面采用柯西定理和留数定理证明映射定理 。

首先介绍柯西定理和留数定理及其他相关定理的内容。

柯西定理：如果 F(s) 在封闭曲线内和封闭曲线上解析 ， 则 F(s) 沿 s 平面上任意封

面曲线的积分等于零，即

压s)ds = 0 

留数定理：设 D 是在复平面上的一个有界区域，其边界是一条或有限条简单闭曲线
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C。设函数 F(s) 在 D 内除去孤立奇点 S1, S1, …， s,，外，在每一点都解析，并且它在 C

上每一点也解析，那么，有

I C 
F(s)ds = 2j 穴 ~Res(F,sk)

k = 1 

亚纯函数：设在某一区域内，函数 FCs) 除去有若干极点外，在其他每一点解析。那

么 F(s) 称为在有关区域内的亚纯函数 。

辐角定理：设 D 是在复平面上的一个有界区域，其边界是一条或有限条简单闭曲线

C。 又设函数 F(s) 是 D 内的亚纯函数；它在 C 上每一点解析，并且在 C 上没有零点和极

点，那么

1 』尸 (s)
示 cF(j) ds = Z —P 

式中： Z 和 P 分别表示 F(s) 在 D 内的零点和极点的数量，而且每个 K 阶零点或极点分别

当作 k 个零点或极点。

接下来，给出映射定理的证明过程。

设在 D: o<ls— s。 | ＜R<＋～内，函数 F(s) 解析，不恒等于常数；而 s=s。是 F(s)

的零点或极点，于是在 D 内， F(s) 可以写为

F(s) = Cs — s。 )kcp(s)

其中， cp(s) 在 I s- s。 l<R 内解析，并且不等于零，而 K 是一个不为零的整数。当 s。是函

数 F(s) 的 n 阶零点时， k =n; 当 s。是函数 F(s) 的 n 阶极点时， k＝—n。在 D 内，有

F (s) = [( s - s。心 (s)]1 = k ＋立立
F(s) (s - s。心 Cs) s — s。伈）

显然，
F1 Cs) 
F(s) 在 D 内解析，在 s。处有一个极点，并且有

Res( 
F'Cs) F(s) ＇ s。 ) = k 

当 s。 是 F(s) 的 n 阶零点时， Res(t;((ss)）, s。 ) ＝ n；当 s。是 F(s) 的 n 阶极点时，

Res ( 
F1 Cs) 
F(s), s。) =—n 。

由千 F(s) 在 D 内只有有限个零点和极点，千是设它们分别为芍心2, …，之，＇，和 P1,Pz,

… ,p,＇，并且设它们的阶数分别为 k1,kz , … ,K,＇，和 l 1, lz, … ,l,, o 

设 F(s)=(s- s。灯(s)=(s-s。)
k N(s) 

PCs) 
， 则有

k- 1 N(s) F1(s) = k (s — s。) + （s-s。)
k N'(s)P(s) - N(s)尸 Cs)

P(s) P2(s) 

F1(s) k (s — s。 )k-1 NCs)PCs) + Cs - s。 )k[N'Cs)PCs) - NCs)P1 Cs)] 
F(s) = (s - s。 )W(s)P(s)
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说明函数
F(s) 

在 D 内有极点 n+m 个，分别是 Z1 ,zz , … ,z,,, , P 1 ,Pz , … ,p,1 ，而在这些点的FCs) 

留数分别为 k1,kz, … ,k,,,' — ll, - l2, …,— l,, o 

F1(s) 
显然，在 D 内其他各点以及在 C 上，函数 解析。依留数定理，有F(s) 

归C F;((ss)） ds ＝ 卢 Res （饥勹， Zp)＋卢 Res(f((ss)）， p(J) ＝ tkp — 言 lg= Z —P 

根据上面方程有等式［ F1(s) 
c F(s) ds = 2j 亢(Z — P) 成立。

由于 F(s) 是一个复数，因此可以写为指数形式，即

F(s) = IF(s) I • ~o = IFI • e0 

于是，有

F1( s ) ＝ 』叫互l 十 堕
F(s) ds J ds 

如果 s 平面上的封闭曲线在 F(s) 平面上的映射是封闭曲线 I', 则

`:)) ds = pr dln I F I + ~ r d0 = j f d0 = 2卢Z — P)

由于在封闭曲线 I' 的起点和终点上， ln I Fl 的大小相等，所以积分小 dlnlFI = 0, 因此

得到

。2 - 01 = Z - P 
2六

此时，角 0 的最终值与最初值之差，等于 s 平面上的变量 s 沿封闭曲线运动时，
F气
F(s) 

s) 相角

的变化总量。 令 N 是顺时针包围 F(s) 平面上原点的次数，而 02 一仇等于零或者等于 2亢

弧度的倍数，于是，有

因此 ， N=Z-P 。

三、奈奎斯特稳定判据

1 基本思路

仇—仇 = N 
2亢

为了采用映射定理判定系统的稳定性，可构造一条封闭曲线包围整个右半 s 平面。这条

曲线由整个 jw 轴（从—]～到十j=) 和右半 s 平面上半径为无穷大的半圆构成，如图 6 - 25 

所示 。 该封闭曲线称为奈奎斯特轨迹（或奈奎斯特回线） ， 轨迹行进方向为顺时针。因为

奈奎斯特轨迹包围了整个右半 s 平面，所以它必然包围了函数 F(s) = l+G(s)H(s) 的所有

具有正实部的零、极点。
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在奈奎斯特轨迹不通过任何奇点的前提下，变量 s 顺时

针方向通过奈奎斯特轨迹，将映射定理应用千函数 F(s) = 

1 +G(s)H(s) ， 则

N=Z —P 

式中： N 为函数 F Cs) 的映射曲线包围原点的次数； P 为

FCs)在右半 s 平面内的极点数； Z 为 F(s) 在右半 s 平面内的

零点数。

当所有特征根都具有负实部时，系统稳定，此时， Z=

0。若 N=—P, 对应于 Z= O，说明系统稳定；若 N#-- P,

对应于 Z#-0, 说明系统不稳定。这样， 判定闭环系统稳定性

问题，转化为映射曲线包围原点次数和包围方向与开环传递

J(J) 

J OO i --、一一、、 、、：＼\ \ \ 

I L 

I a 

一JOO I - / 

d 

。

图 6 - 25 包围右半 s 平面的

函数在右半 s 平面上极点个数的等式判定问题。考虑到开环 封闭曲线

传递函数是已知的，即开环传递函数在右半 s 平面上极点个数已知，千是映射曲线及其特

性成为接下来的主要研究对象。

2 奈奎斯特轨迹与函数 F ( s ) 映射曲线的关系

由千系统开环传递函数的零、极点的实部与虚部均为有界数，因此系统特征多项式的

极限为

KII(s+z, ) 
压l+G(s)H(s)] = 1+0巴G(s)H(s) = 1 + [凹 勹

SN II (s+p) ) 
j = N+l 

当 n>m 时， E恩[l+GCs)H(s)]=l ；当 n=m 时，归恩[1+G(s)H(s)]=l +K , 由于 K 有

界，因此lim[l +GCs)H(s)] 必为有界数。千是，有
,---+00 

lim[l +G(s)H(s)] ＝常数 (6 - 19) 
SOO 

式 (6 - 19) 表明： 当 s 沿半径为无穷大的半圆运动时，函数 F(s) = 1 +G(s) H(s)为恒定常

数。因此， 1 +G(s)H(s) 的轨迹是否包围了 F(s) 平面的原点，只需考虑 s 平面封闭曲线

的一部分，即只需考虑即轴来确定。 如果在 jw 轴上不存在零、极点，则 F(s) 平面的映

射曲线对原点的包围，仅发生在当变量 s 沿即轴从—j=运动到十j=的过程中。

3 函数 F ( s ) 的映射曲线与奈奎斯特曲线的关系

对于函数 F(s) = l+G(s)H(s) ，当 Q 从一～变到十～时，所得到的曲线为 1 +

G(jw)H(jw) 。由千 l+G(j吩 H(jw)是单位向量与 G(j吩H(jw) 的向量和，因此 l+G(］吩 H

炉）对应的曲线与 G(j吩 H(jw)对应的曲线完全一致，只是向右平移了一个单位 。 千是，

当 Q 从—～变到十～时，函数 F(s) = 1 +G(s) H(s) 的映射曲线，就变成了函数 G(s)H(s)

的映射曲线，即奈奎斯特曲线。函数 F(s) = 1 +G(s)H(s) 的映射曲线对原点的包围次数与
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方向，也就变成了奈奎斯特曲线对(— 1, jO) 点的包围次数与包围方向 。

奈奎斯特稳定判据表述如下：如果开环传递函数 G(s)H(s)在右半 s 平面内有 K 个极

点，并且lim[l +G(s)H(s)］＝常数，当 Q 从—～变到十～时， G(j砬H（即）的轨迹（奈奎
,- L `-, 

斯特曲线）逆时针包围(—1, jO) 点 k 次，那么闭环系统稳定。

关于奈奎斯特稳定判据的几点说明：

(1) 奈奎斯特稳定判据的应用前提是 ， s 平面顺时针包围整个右半 s 平面的奈奎斯特

轨迹不通过任何零、 极点；

(2) P=O 时，说明开环传递函数 G(s)H(s)没有在右半 s 平面内的极点，当 o 从一～

变到十～时， G（］吩H炉）轨迹（奈奎斯特曲线）不包围(—1, jO) 点，闭环系统稳定；

(3) 利用方程 Z=N+P 可求不稳定特征根的个数。

［例 6-3] 设系统开环传递函数为

G(s)H(s) = 10 
Cs+ 1) Cs + 2) 

试绘制系统的奈奎斯特图，并确定系统的稳定性。

解 系统的开环频率特性为

G(jw)H(jw) = 10 
勺w + l)(jw + 2) 

10 
(jw) 2 + 3jw + 2 

低频段 (w___.O )

G(jw)H(jw) I 10 
w-0 勺w) 2 +3jw+Zlw-。

=5 

表明奈奎斯特曲线起始于 ( 5, jO) 点 。

高频段 (w-＋＝）

G(jw) H (jw) I or>-J-oo = 
10 I 10 

= （即） 2
·— = 0乙— 180

缸 W 旷叶-00 J 

表明奈奎斯特曲线从— 180 °方向终止千原点 。

中频段 (O<w<=)

G(jw)H(jw) = 10 = lO(2 —w2—3_1w) 
2 — 矿＋ 3jw ( 2 —矿 ） 2 + (3w)2 

当 w＝矿时， G(jw)H(jw) 的实部为正值，虚部为负值，说明奈奎斯特曲线起始千第

四象限 。

取 Im[G(jw)H(jw) ] =O，求奈奎斯特曲线与实轴的交点，有 w=～。 由千 w=～不在

中频段内，故舍去 。

取 Re[G(jw) H (jw)] = 0, 求奈奎斯特曲线与虚轴的交点，有

2 —矿＝ O, w = 岛rad/s

将 w＝迈rad/s 代入开环频率特性， 有
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lm[G(」 戏） H(j 迈）］ ＝＿ 10 =- 2.357 
3 迈

表明奈奎斯特曲线在中频段只与虚轴相交，交点为 co, —j2. 357) 。

利用这三个频段的分析结果可以得到，

当 (JJ 从。 变到十＝时, m归H勺吩的大致

轨迹。由千 (JJ 从—＝变到。时'G勺吩H勺吩

的轨迹与上面得到的轨迹关于实轴对称，

因此可以根据对称原则进行作图 。 于是 ，

当 (JJ 从＿～变到十＝时,系统的奈奎斯特

图为如图 6 - 26 所示的封闭曲线，曲线方向

为顺时针 。

由于开环系统稳定， 则 P= O; 奈奎斯

特曲线不包围(— 1 , jO) 点，则 N= O; 于

是，有

4 

2 

。

- I 

-3 

Im 

0 = 0+ Re 

-2 

-4 - l 。

图 6 - 26 

2 4 6 

［例 6 - 3] 的奈奎斯特图

Z = N + P = O 

故闭环系统稳定 。

四、 虚轴上存在极点的奈奎斯特图

前面讲述的奈奎斯特图绘制方法 ， 存在一个前提条件 ， 就是系统开环传递函数在 s 平

面的原点处无极点 。 只有 0 型系统符合这样的条件，但实际系统也可能是 1 型、 2 型或 3

型的。接下来，讨论开环传递函数中含有位千即轴的

极点的情况下奈奎斯特图的画法，又称增补线的绘制

方法。

由于位于 s 平面上的奈奎斯特轨迹不能通过开环传

递函数的零点或极点，因此 ， 如果开环传递函数有位于

原点的零点或极点，那么，就必须改变 s 平面上封闭曲

线的形状。具体作法是：在原点附近，采用具有无限

小半径的半圆绕行原点的办法，对原有的封闭曲线进

行修改，如图 6 - 27 所示 。

在这种情况下，变量 s 沿着负即轴从一j=运动

到沁－ ，也就是图 6 - 27 中的 A 点；经过 C 点运动到

J矿，也就是 B 点，在此绕行段变量 s 沿着半径为 e 的

半圆运动；再沿着正即轴从］们运动到]=；此后，

变量 s 从 j=沿半径为无穷大的半圆运动到—j=。变量 s 在整个运动过程中的轨迹为顺时

尸J= 1-------

厂-J~| ----- 

图 6 - 27 绕行原点的封闭曲线 C
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针方向。

由千绕行原点的小半圆的半径趋近千零，该小半圆的面积也趋近千零， 因此，系统中

位于右半 s 平面内的极点和零点仍然被这条封闭曲线所包围。说明针对奈奎斯特轨迹的修

改并没有改变封闭曲线对系统零、极点的包围情况，为此，采用奈奎斯特稳定判据对系统

稳定性的判定结果不会发生改变。下面，介绍小半圆映射曲线的求解方法。

设系统开环传递函数为

G(s)H(s) = 
K (1 + T as ) (1 + Tbs) …( 1 + TIiis) 

sN(l + TN十1s) Cl+ TN+z S) …(1 +T,,s) 

为简便起见，取 G。 (s) =G(s)H(s) 。

绕行原点的小半圆的方程为

s = e:ei0, e: _____.. o, 0 E [ - 90°, 90°] 

由于小半圆的半径 c 趋近千 o, 因此系统开环传递函数可以近似为

K 
G。 (s) ＝下

则小半圆的映射方程为

k -jNO G。 (s) ＝下e
c 

K 
由千 c 趋近于 o, 因此下趋近于无穷大。

考虑到在 s 平面上，变量 s 沿封闭曲线顺时针绕行，在小半圆上的运动时，起始于 A

点，经过 C 点到达B 点，那么映射后，在 G。 (s) 平面上的映射曲线（增补线）也应该从

GA [A 点映射到 G。 (s) 平面上的点］起，顺时针运动到 Ge [C 点映射到 G。 (s) 平面上的

点］，再到达伍 [B 点映射到 G。 (s) 平面上的点］。

将增补线的起点也与奈奎斯特曲线的 w＝矿对应的点相连，增补线的终点伍与奈奎

斯特曲线的 w=O十对应的点相连，构成封闭的奈奎斯特曲线。据此，可以采用奈奎斯特稳

定判据判断在 s 平面的原点处具有开环极点系统的稳定性。

［例 6-4] 巳知系统开环传递函数为

G。 Cs) = 2(s + 2) 
s2 

试绘制系统的奈奎斯特图，并确定闭环系统的稳定性。

解系统开环频率特性为

G。（即） = 2(lw+2) =-2(lw+2) 
（即） 2 咕

低频段（w___.O ): 近似开环频率特性为

G从jw)| ＿。=
4 I 4 

(jw) 2 ＝勹．上＝ ～乙－ 180°
旷O W 旷0 J 
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表明奈奎斯特曲线起始于— 180°方向的尤穷远处 。

高频段 (w-＋～） ： 近似开环频率特性为

G。 (jw) 1,,,-+-oo = 竿 2
（即） 2

=— . 4 = O乙— 90°
如 W 矿--+= J 

表明奈奎斯特曲线从一90°方向终止千原点。

中频段 (O<w<~）：开环频率特性为

G。（即） =— 2 （即＋ 2 ）
Q) 

当 w＝矿时， G。（]w) 的实部与虚部均为负值，说明奈奎斯特曲线起始于第三象限。

取 Im[G。 勺w)] = O , 求奈奎斯特曲线与实轴的交点，有一红~= O , 即 w==;
Q 

取 Re[G。 口］＝o , 求奈奎斯特曲线与虚轴的交点，有一气＝o, 即 w=～。 由于 w=
Q 

～不在中频段内 ， 故舍去 。

表明奈奎斯特曲线在中频段内与实轴和虚轴均不相交。

由于开环传递函数中包含积分因子，说明 s 平面的原点处存在开环极点，奈奎斯特轨
迹必须绕行原点，因此需要绘制增补线。

绕行原点的小半圆方程为

S = Ee位， e---o, 0E[—90°'90°] 

由千小半圆的半径 e 趋近于 o, 因此系统开环传递函数可以近似为

4 
G。 (s) ＝了

则小半圆的映射方程为

G。 (s) ＝生e-jZO
c 2 

小半圆的起始点 A, 对应角度为仇＝—90°' 映射结果为

GA= 上e-j20A = 4eil80o = =乙180°
e2 e2 

小半圆的终止点 B, 对应角度为优＝ 90° ' 映射结果为

伍 ＝卢e-j20B = tz沪180° =立－ 180°

小半圆与实轴的交点 C, 对应角度为仇＝oo, 映射结果为

Ge= 上－J20C = 4e0° = ～乙00
c2 c2 

增补线（图 6 - 28 中的虚线）起始于 GA, 沿顺时针方向经过 Ge 到达伍。 GA 与奈奎

斯特曲线的 w=O一对应的点相连，增补线的终点伍与奈奎斯特曲线的 w= O十对应的点相

连，构成封闭曲线。
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图 6 - 28 ［例 6 - 4] 的奈奎斯特曲线

开环系统稳定， P=O; 奈奎斯特曲线不包

围（一 1 , jO) 点， N=O; 于是，有

Z = P+N = O 

故闭环系统稳定 。

五、非最小相位系统的增补线绘制方法

前面讲述的增补线绘制方法， 是以最小相

位系统为对象，但实际中存在非最小相位系

统 。 接下来，针对一个具体的例子来介绍非最

小相位系统的奈奎斯特图的绘制方法 。

［例 6 - 5] 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 0. 5 (s+3) 
s(s —1) 

试绘制系统的奈奎斯特图， 并确定闭环系统的稳定性 。

解开环系统的频率特性为

G。 （即） = 0. 5(]w + 3) = 0. 5Jw + 1. 5 
jw(jw - 1) (jw) 2 - jw 

低频段（如气））：近似开环频率特性为

1. 51 1.51 1 
G。 (jw) I w-►o =—=— . +==乙（－ 90 ° + 180°) = =乙90°

]W 矿．a W l w-►o J 

表明奈奎斯特曲线起始于 90°方向的无穷远处 。

高频段 (Q-+～）：近似开环频率特性为

G。 （即） 1一＝
三。．5
（即） 2

= • 4 = 0乙— 90°
矿 w I w--t-= J 

表明奈奎斯特曲线从一90°方向终止于原点 。

中频段 (O<w<~）：开环频率特性为

G。 （即） = 0 ． 如 ＋ 1 ． 5 =－竺． （ 3 ＋ ]吩 (Q — l) = 0. 5[— 如＋ 1( 3 －心］
勺吩 2 — jw w 矿 十 1 叭矿十 1)

当 Q＝矿时 ， G。 侐）的实部为负值 ， 虚部为正值，奈奎斯特曲线起始于第二象限 。

取 lm[G。 勺吩］＝0 ，求奈奎斯特曲线与实轴的交点， 有

3 — 矿 ＝ o, w =岛rad/s

Re[G。 (j 岛）］ = 
0. 5(- 4吩

叭矿 ＋ 1) “立
=— o. 5 

奈奎斯特曲线与实轴相交 ， 交点为(—0. 5, jO) 。

取 Re[G。 勺吩］＝ o , 求奈奎斯特曲线与虚轴的交点，有 o=～。 由于 W=～不在中频
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段内，故舍去。

表明奈奎斯特曲线在中频段内只与实轴相交，交点为(—0. 5, jO) 。

由于开环传递函数中包含积分因子，说明 s 平面的原点处存在开环极点，奈奎斯特轨

迹必须绕行原点，因此需要绘制增补线。

绕行原点的小半圆方程为

s = £~0, £----➔ o, 0 E [ - 90°, 90°] 

由千小半圆的半径 c 趋近于 0 时，因此开环传递函数可以近似为

G。 (s) =—— 1.5 
s 

则小半圆的映射方程为

侵） ＝＿ 1 ； 5e吵

小半圆的起始点 A, 对应角度为仇＝— 90°' 映射结果为

GA=— ¥e-j0A ＝—早产＝气270°

小半圆的终止点 B, 对应角度为你＝90°' 映射结果为

仇＝— 1. 5e- JoB =— 1. 5e- J90° = ～乙90°
c c 

小半圆与实轴的交点 C, 对应角度为仇＝00' 映射结果为

Gc=-U产＝— l. 5el0° = ～乙180°
c c 

增补线起始千 GA, 沿顺时针方向经过Q 到达Q。也与奈奎斯特曲线的 w=O一 对应

的点相连，增补线的终点仇与奈奎斯特曲线的 Q＝们对应的点相连，构成封闭的奈奎斯

特曲线。

开环系统不稳定，在右半 s 平面上有一个极点， P=l; 奈奎斯特曲线顺时针包围(— 1,

jO) 点 1 次， N= l; 千是，有

Z=P+N=Z#-0 

故闭环系统不稳定。

Im 
1.0 

' ` 
0 8 | ,I GB 

0 = f1+ 

从［例 6-5] 可以看出，非最小相位系统 。6
0.4 

的奈奎斯特曲线的低频段和增补线的相角比 。2

最小相位系统的相角增加了 180°' 这是由于函 ° |IG 

1.5 
数 Go Cs) ＝—-－所致。由于该函数中包含一

s 

个负号，当采用模值与辐角形式表示复数时，

模值必须为正，此时负号只能由辐角产生，

由于 j2 =- l, 因此产生了 180°的相移。

二。
Re 

-0.5 。 0.5 

图 6 - 29 ［例 6 - 5] 的奈奎斯特曲线
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如果非最小相位系统含有多个右半 s 平面上的零点和极点，在采用上述方法绘制奈奎

斯特曲线的低频段和增补线时，会发现这样一个现象：当开环传递函数在右半 s 平面上的

零点和极点数总和为奇数时，会产生 180°的相移； 当开环传递函数在右半 s 平面上的零点

和极点数总和为偶数时 ， 不会产生相移。

［例 6-6] 已知闭环系统的开环传递函数为

G。 (s) = 2(s —3) 
s(s —1) 

试绘制系统的奈奎斯特图，并确定闭环系统的稳定性 ， 同时给出不稳定的闭环极点个数。

解开环系统的频率特性为

G。（即） = 2(]w —3) = 2即— 6
jw(jw - 1) (jw) 2 —JW 

低频段（w-0) : 近似开环频率特性为

G。 (jw) | 尸0 = . 
6 —=_§_ I . 上＝ ～乙－ 90°
即 可O W 矿0 J 

表明奈奎斯特曲线起始于—90°方向的无穷远处 。

高频段 (w-+～)：近似开环频率特性为

G。 (jw)| －严 ＝竿 2
（即） 2

=—· 』 = 0乙 － 90°
如 W 缸亡严 J 

表明奈奎斯特曲线从—90°方向终止于原点 。

中频段 (O<w<～）：近似开环频率特性为

G。勺w) ＝鱼包三—= 2. ( 3 — lw) (w — l) = 2[2w — 1(3 ＋矿）］
勺w) 2 — jw w 矿 十 l w（矿 十 1)

当 w＝矿时，位（即）的实部为正值，虚部为负值，奈奎斯特曲线起始于第四象限。

取 Im[G。勺w)] = O, 求奈奎斯特曲线与实轴的交点，有

3 ＋矿＝ o, w = j 岛，舍去

取 Re[G。勺w)] = O , 求奈奎斯特曲线与虚轴的交点，有 w=～。 由 于 w=～不在中频

段内 ， 故舍去。

表明奈奎斯特曲线在中频段内与实轴和虚轴均不相交。

由于开环传递函数中包含积分因子，说明 s 平面的原点处存在开环极点，奈奎斯特轨

迹必须绕行原点，因此，需要绘制增补线。

绕行原点的小半圆方程为

s = .:ei0,.: - o, 0 E[—90°' 90°] 

由于小半圆的半径 c 趋近于 0 时 ， 因此系统开环传递函数可以近似为

G。 (s) =— 6 

则小半圆的映射方程为
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G。 Cs) ＝ 笃－jO
c 

小半圆的起始点 A , 对应角度为仇＝－90°' 映射结果为

GA= 立凸＝ 立d90° = 00乙90°
c c 

小半圆的终止点 B , 对应角度为先＝90°' 映射结果为

伍＝立卢＝立e-i90o = =乙－ 90°
c c 

小半圆与实轴的交点 C, 对应角度为仇＝oo,

映射结果为 25厂1 720 GA\ \ 

Ge= 笃－JoC ＝立e）0° = ～乙00
I 5 \ 

I 

c e I O 1 

05 
如图 6 - 30 所示，增补线起始于 GA, 沿 。

G 

顺时针方向， 经过Q 到达 GB 。 GA 与奈奎斯 －05 
j Re 
I 

- 1 0 I 
I 

特曲线的 w= O一 对应的点相连，增补线的终 - 1 S 
, 

I 
I 

点伍与奈奎斯特曲线的 w=O十 对应的点相 --2 2 0 5 
I 

w=0+ G -B, , , 

连，构成封闭的奈奎斯特曲线。 - I 5 - IO -0 5 。 05 l 0 1 5 20 

开环系统不稳定，在右半 s 平面上有一 图 6 - 30 ［例 6 - 6] 的奈奎斯特曲线

个极点， P= l; 奈奎斯特曲线不包围(— 1, j O) 点 1 次， N=O; 于是，有

Z=P+N=l-:/=-0 

故闭环系统不稳定，由于 Z= l, 因此具有一个不稳定的闭环极点。

第五节 系统的相对稳定性和稳定裕量

在设计控制系统时，要求系统是稳定的，同时还要求系统必须具备适当的相对稳定

Im 

O
-

Re 

K大

w=0+ 

图 6 - 31 三种不同开环增益的

奈奎斯特曲线

性。奈奎斯特稳定判据不仅可以定性地判别系统的

稳定性，而且可以定量地反映系统的稳定程度，即

相对稳定性 。

图 6 - 31 所示为三种不同开环增益的奈奎斯特

图（开环系统为最小相位系统）。由于开环系统稳

定，因此只有在奈奎斯特曲线不包围(— 1 , jO) 点

的条件下，闭环系统才是稳定的。当开环增益 K 取

大值时，奈奎斯特曲线包围(— 1, jO) 点 ，此时系

统不稳定；当 K 取值适中时，奈奎斯特曲线正好通

过 (- 1, jO) 点，此时系统处千临界稳定状态；当
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K 取小值时，奈奎斯特曲线不包围 ( - 1, jO) 点，此时系统稳定。因此，系统开环频率

特性曲线靠近(— 1, jO ) 点的程度，表征了系统的相对稳定性。在 K 取小值一侧，奈奎

斯特曲线离(— 1, jO) 点越远，闭环系统的相对稳定性越高。通常以相位裕量和增益裕

量的形式表示这种靠近的程度。

在剪切频率处，使系统达到不稳定边缘所需要的额外相位滞后蜇，称为相位裕量。剪

切频率是指开环频率特性的幅值等于 1 时的频率 ， 记作饥，也称为增益交界频率。设开环

频率特性在剪切频率处的相角为队We ) ，则相位裕量为

r = 1 80° ＋中也） (6 - 20) 

开环频率特性的相角为— 180°时对应的频率称为相位交界频率或相位穿越频率（记为

心，其开环频率特性幅值的倒数称为增益裕量， 记为凡或 GM, 其中 GM= 20lgKg, 单

位为 dB。令 G山w) 为系统开环频率特性，有

Kg= 1 
I G。勺砬 I

(6 - 21) 

或

GM = 20lgKg =- 201g I G。如） !dB (6 -22) 

当增益裕量以对数形式表示时，如果 GM> l, 则增益裕量为正值；如果 GM< l ,

则增益裕量为负值。凡的具体含义为：如果系统开环传递函数的增益增大到原来的 Kg

倍，那么系统处于临界稳定状态。可以通过改变系统的开环增益达到调整 Kg 大小的

目的 。

只用增益裕量或者相位裕量，都不足以说明系统的相对稳定性，为了确定系统的相对

稳定性，必须同时给出这两个量。对于最小相位系统，只有当相位裕量和增益裕量都是正

值时，系统才是稳定的，负的裕量表示不稳定。当增益裕量 Kg 大于 1 时，或 GM为正值

时，认定增益裕量为正值 。 图 6 - 32 所示为稳定系统和不稳定系统的频率特性，并标明了

它们的相位裕量和增益裕量。

适当的相位裕量和增益裕量可以防止系统中参数变化造成的影响。为了得到满意的暂

态响应，相位裕量应当在 30°与 60°之间，增益裕量应当大于 6dB 。 对千最小相位系统 ， 开

环幅频特性和相频特性存在唯一的对应关系，上述相位裕量意味着，系统开环幅频特性曲

线在剪切频率处的斜率应大千—40dB/dec, 实际中常取—20dB/dec 。

对于具有两个或两个以上个剪切频率的稳定系统 ， 如图 6 - 33 所示。相位裕量应按最

高的剪切频率（增益交界频率）进行计算。图 6 - 33 所示为某一最小相位系统的奈奎斯特

图，由于奈奎斯特曲线不包围（一 1, jO) 点，故闭环系统稳定。图中有三个剪切频率 ，

且 w1<w2＜也，因此取饥＝W3' 此时相位裕量为

中也） ＝ 180° ＋乙G。 （即3 )

式中： G。 （即）为系统开环频率特性。
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Im 
J 

I , 
Re 

I 
I 

Re 

(a) 

lmG。(w)/(dB)

负增益裕量GM 座

~Is) 

LmG。仰）／l--－三
I I 

)/(°1)1 1 : (!)g 
叭”

I 
w/(rad/s) 

- 180 生相璧捡一；习三二一－－

叭m)／（ ° )
01 

(1) / (rad/s) / - 1 80 卜－ －－－－－－－－－一一一 [j ___ ___ ____ ＼一工｀Y负相位裕量

图 6 - 32 

(b) 

稳定系统和不稳定系统的频率特性

(a) 奈奎斯特图； （ b) 伯德图

［例 6 - 7 ] 如图 6 - 34 所示的反馈控制系统，试求当 K=lO 和 K=lOO 时，系统的

相位裕量和增益裕量。

Im 

Re 

图 6 - 33 多个剪切频率的奈奎斯特图 图 6 - 34 反馈控制系统框图

解 开环系统频率特性为

G。 (jw) = : K K 
Jw(Jw+1) ( jw +5) = (jw)3+6 (jw)气 5煦

开环幅频特性为
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G。 (w) = I G。 勺w)| = k = k 
— 6矿十 jw(5 － 矿） ✓（－ 6矿）气 [w( 5 一心］2

取 G。也） ＝ 1, 此时对应的频率为剪切频率，有

K = 1 
✓(— 6w沪＋［w（ 5 — w9]2

整理后，有吹＋26砬 ＋25w~-K2 = 0 。

令 x＝必，上述方程变为 x3 +26x2 +25x- K 2 =O。当 K=lO 时，有

x3 +26正十 25x — 100 = 0 

解得 X1 = l. 5057, X2= —2. 6746 舍， X3=-24. 8310 舍，则有 we= hi = l. 227lrad/s 。

开环系统相频特性为

cp(w) ＝乙G。勺w) ＝乙
lO[ 6矿 jw( 5 —矿）］— —= arctan 

w( 5 矿）

(- 6w了＋［w(5 －矿）于 — 6矿

取 w=wc = l. 227lrad/ s, 有

— Wc (5 —必）
中也） ＝乙G。 （厄） = arctan ~ = arctan 

- 4. 2878 
—6w: - 9. 0346 

由于中伍）为第三象限角，因此有叭 ) We) = arctan 
- 4. 2878 
—9. 0346 

- 180° = 25° — 180°。于是

K= lO时，相位裕量为 y=中也）＋180°= 25° 0 

当 K= lOO 时， x3 +26正＋25x- l002= 0

X1 = 15. 2668, X2,3=— 20.6334 土 jl 5. 1419 （舍）

则有 we= hi =3. 9073rad/s。开环系统相频特性为

叭w) ＝乙G。勺w) ＝乙
100[ 6w2 ]w(5 －矿）］ = arctan 

w( 5 矿）
(- 6矿） 2 + [w(5—矿）千—6矿

取 w=wc=3. 9073rad/s ， 有

- wc (5 －丞 ）
中也） ＝乙G。 （如） = arctan ~ = arctan 

40. 1162 
- 6w: - 91. 6020 

由于中也）为第二象限角 ， 因此有 ( 
40. 1162 cp(w,) = arctan —91. 6020 

+ 180°= —24°+ 180°。千是

K=lOO 时，相位裕量为 y=cp(wJ + 180°= —24° 0 

取乙G。 （四） ＝－ 180°' 有 5－吟＝ o, 即 Wg ＝岛rad/s, 正是奈奎斯特曲线与实轴交点

对应的频率。

当 K=lO 时，有 G。（污） ＝ 亿 (j 岛）卜＝
10 _ 1 10 1 

= = - 6 （污） 2 + jw[5 —（石）勹 30 3 

增益裕量为
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当 K= lOO 时，有

G。（瓦） ＝ 亿（］ 石） I = 1QQ_____ I 1 oo 1 o 
— 6 （石） 2 ＋ j成5- （厉） 2 ］ 30 3 

增益裕量为

1 
GM = ZOlgKg = ZOlg ~ =- ZOlgG。 （石） ＝— ZOlg 陪＝－ 10. 5CdB) 

G。妇）

因此， 当 K= lO 时 ， 相位裕量 y=Z5°为正，增益裕量 GM=9. 5dB 为正，则闭环系统稳

定；当 K=lOO 时，相位裕量 y=-24°为负，增益裕量 GM=- 10. 5dB 为负，则闭环系统

不稳定。

第六节闭坏频率特性

图 6 - 35 所示一个稳定的单位反馈闭环控制系统，它的闭环传递函数为

G(s) =-—= 
Y(s) G。 (s)

U(s) 1 +G。 (s)

闭环频率特性为

G(jw) = G。（即）
图 6 - 35 单位反馈闭环控制

l +G。 （即） 系统框图

可以不直接求解闭环频率特性，而是采用开环频率特性来确定闭环频率特性 。

如图 6 - 36 所示，开环频率特性曲线上一点 A, 它的频率特性值为 G。 （即I)' 可由向量

琪表示，其中 W1 为 A 点对应的频率， 向量百勾的长度为 I G。（即I) I' 向 量＠轩勺相角为

<p如） ＝乙G山心 。 从(— 1, jO) 点到 A 点的向量为冗仁冗~=l+G。（即1) 。 因此，闭环

频率特性等于6i与巨芷之比，即

Im 

Re 

Y（如） G。（即1) 琪
X（如） 1+G。（煦1) ＝厉

(6 - 23) 

闭环频率特性的方程表明：闭环频率特性的幅值

为向量＠勾与向量厉r的幅值比；闭环频率特性的相角

为向量＠i和向量历仁之间的夹角，即 <p- 0。 只要测

量出不同频率处向量的大小和相角，就可以求出闭环

频率特性的曲线。

下面介绍采用等幅值轨迹和等相角轨迹，附加奈

奎斯特曲线确定闭环频率特性的方法 。

图 6 - 36 开环频率特性与闭环 设闭环频率特性的幅值为 M, 相角为 a, 此时的

频率特性的关系 闭环频率特性为
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声
X（即）

= M它 (6 - 24) 

一、 等幅值轨迹 （等 M 圆）

令开环频率特性为

G。（即） = X+ jY 

式中： X 为 G。炉）的实部； Y 为G。 (jw) 的虚部 。

闭环幅频特性为

x+jY 
l+X+jY 

G。 勺吩
I = 

l+G。 （即）
M = I 声 I = 

X（即）

整理后，有

l'v12 = 
X2+Y2 

(1+X) 2+Y2 
(6 - 25) 

l 1 当 M=l 时，式 (6 - 25) 变为 X= －了 ，是一条通过(—歹， o）点且平行于 Y 轴的直线。

当 M#-1 时，式 (6 - 25) 可变为

(x+ 
研 2, TT? M2 

M - 1) ＋Y三（研 － 1 ） 2 (6 - 26) 

式 C 6 - 26) 为圆，圆心为(— M M M-1,o) ，半径为芷1 。这是一簇圆，如图 6 - 37 所

示。对千一个给定的 M值，就能得到圆心和半径。

当 M> l 时，随着M值的增大， M 圆逐渐减小，最后收敛到(— 1, 0) 点，此时 M

圆的圆心位于(— 1, 0) 点的左侧；当 M<l 时，随着 M 值的减小， M 圆逐渐减小，最

后收敛到原点，此时M圆的圆心位千原点的右侧。

y 

M=l.4 I 
X=-- 2 M=0.7 

图 6 - 37 等 M 圆
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_、 等相角轨迹 （等 N 圆）

闭环频率特性的相角为

乙江 ~ = L (X + iY) - L (1 + X + iY) = arctan b - arctan ~ 
X(jw) ＝乙 ＝ 乙ex + iY) —乙(1 + X + jY) = arctan ~ - arc tan 

l +x+ jY X 1 +X 

入
y y 

~'a = arctan —— arctan 
X 1+X 

，设 N=tana

y y 
X l+X 

1+ 
y y 
x · 1 +X 

N = tan [ arc tan f - arc tan Ttx] = = Y 
X2+x+Y2 

整理后，有

(x＋订＋ （Y—点 ） 2 勹＋（点）2 (6 - 27) 

式 (6 - 27) 为圆，圆心位千（－½,点），半径为/：了厂[厂
N 圆是一簇圆，如图 6 - 38 所示。不管 N 取何值，每一个圆都通过原点和(— 1, 0) 

点。应当注意的是，当 a=a] 和 a=a1+l80°n, (n= l,2, …）时， N 圆是相同的，说明 N

圆是多值的，应用时一定要恰当地选取 a 的值 。

= _、 闭环频率特性的图解方法 a=30° 

Y 

利用等 M 圆和等 N 圆，根据开环频率特性，可

以直接求出全部闭环频率特性，而不必计算闭环传递

函数在每一个频率上的幅值和相角 。

1 闭环幅频特性曲线

闭环幅频特性曲线的具体绘制步骤如下：

(1) 将等 M 圆与开环频率特性曲线叠加在一张

图上。

(2) 开环频率特性曲线与等 M 圆产生一系列交

点，对千每一个交点，对应的 M值已知，根据

M尸
G。 (jw;)

l +G。 (jw; )

-2 

图 6 - 38 

I x 

等 N 圆

可求 wt 的值。

(3) 采用均匀刻度坐标系绘制闭环频率特性曲线 。

对应于开环频率特性曲线与等M 圆相切的情况，且有最小半径的 M圆上的M 值，就

是谐振峰值，如图 6 - 39 所示。开环频率特性曲线与 M=2.2 的圆相切，该点对应的频率
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为纳，因此闭环频率特性曲线中频率 W5 对应的幅值，就是谐振峰值。

M=l.2 
Im 

M;0.8 

► 
Re 

G。(jw)

图 6 - 39 叠加奈奎斯特曲线的等 M 圆

图 6 - 39 中，随着开环频率特性曲线向原点的趋近，开环频率特性曲线不断地与等M

圆相交，共有 14 个交点，对应有 14 个频率点，这些交点频率对应的幅值都大于零，最大

的幅值出现在第五个交点（即 W5) 处，谐振峰值为 M=2.2 。

将等 M圆与开环频率特性曲线交点处对应的频率饥逐一解出，再将（饥， M;) 点在

均匀刻度坐标系中标出，利用一条光滑曲线将这些点连接起来，就得到了闭环频率特性曲

线，如图 6 - 40 所示。

对图 6- 40 中的变量M求对数 20lgM, 由千图中的M值处于 0. 2<M< 2. 2 的范围内，

因此 20lgM 的值一部分大千零，另一部分小千零，如图 6 - 41 所示。当闭环频率特性曲线

下降到一3dB 时，对应的频率称为截止频率，记为咘。闭环系统将高千截止频率的信号分

量滤掉，而允许低于截止频率的信号分量通过。

M 

2 
20lgM/dB 

-3~ 一一一一一一一一一一一一一一一一 一一一一一一一

。

W1 W2 

图 6 - 40 闭环幅频特性曲线

吩 0

图 6 - 41 截止频率

在闭环系统的幅频特性曲线不低千－3dB 的条件下，对应的频率范围 0~妒::;; Wb 称为

系统的带宽。

对带宽的要求取决于下列因素：

(1) 重现输入信号的能力：带宽越大，被滤掉的信号分量就越少，也就能更好地重现输

入信号。
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(2) 对高频噪声过滤性的要求：从滤除高频噪声的角度来看，系统的带宽不宜过宽 。

对输入信号的重现能力和对高频噪声过滤性要求，这两点相互矛盾，在设计中需要折

中考虑。 a;30° t Im 

剪切率是闭环对数幅频特性曲线在截止频率附

近的斜率。剪切率表征了系统从噪声中辨识信号的

能力。

2 闭环相频特性曲线

闭环相频特性曲线的具体绘制步骤如下：

(1) 将等 N 圆与开环频率特性曲线叠加在一张

图中，如图 6 - 42 所示 。

(2) 开环频率特性曲线与等 N 圆产生一系列交

点，由于每一个交点的 N 值已知，可根据 a;=

乙
G。勺W, ）
l+G。 （即）

求解 W，的值。

(3) 在均匀刻度坐标系中，将（包， a; ) 点标

----

Re 

出，利用一条光滑曲线将这些点连接起来 ， 得出闭 图 6 - 42 叠加奈奎斯特图的等 N 圆

环相频特性曲线，如图 6 - 43 所示。

a / (0) ［例 6-8]

频率特性为

已知单位反馈控制系统的开环
WJ W2 WJ W4 W5 W6 

w /(rad/s) 

G。（即） = 10 
jw(1 + 0. 2jw) (1 + 0. 05jw) 

试绘制闭环频率特性曲线 。

- 270 >----------------------------- 解 系统开环频率特性为

10 
图 6 - 43 闭环相频特性曲线 ＠（即） ＝ - 0. 25矿十 J叭1 — 0.01矿）

= lO[- 0. 25矿一］Q（ l - 0. 01矿）］
( — o. 25矿） 2 + ［叭 1 - 0. 01矿）千

令 G。（沁＝X打Y，这里，有

X= —2. 5矿
(- 0. 25w了＋加(l-0.01矿 ）千

Y= — 10叭 1 — 0.01矿）
( — o. 25矿） 2 +加(1 - 0. 01矿）］2

Q 从矿开始取值，根据上面得到的 X 和 Y 表达式，计算每一个频率对应的曲线坐标

值。 该曲线的坐标见表 6 - 1 。
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表 6-1

＂丿 2.05 2. 1 

X - 2. 12 - 2.1 

Y -3. 98 - 3. 86 

＂丿 5. 9 6 

X -o. 963 -o. 944 

Y —0.429 —0.41 

”) 7.5 8 

X - o. 679 - o. 607 

Y -0. 165 - 0.111 

w 12 13 

X —0. 278 - o. 229 

Y 0.0369 0.0469 

M=l.l 

G。(Jw)

开环频率特性曲线的坐标值与频率的对应表

2. 5 3 

- 1. 97 - 1.8 

- 2. 97 - 2. 2 

6.3 6. 4 

—0.886 - o. 864 

—o. 35 —0.328 

9 9. 6 

- o. 494 - o. 437 

-o. 0454 -o. 0176 

14 15 

- o. 194 - o. 162 

0.0504 0.053 

Im 

M=07 

3. 6 

- 1.6 

-1. 55 

6. 5 

—0.844 

- o. 308 

9. 7 

—0.43 

- o. 0147 

16 

-o. 139 

0.0521 

, 

4 4. 5 4.8 5 

—1. 47 —1. 32 —1. 23 —1. 18 

- 1. 25 -o. 951 - o. 799 —0. 709 

6. 7 6.8 6.9 7 

—o. 806 —o. 787 —o. 772 - o. 756 

- o. 268 - o. 249 -o. 238 - o. 226 

9. 9 10 10.5 11 

—o. 414 —0.4 —0. 363 - o. 329 

- o. 0081 。 0.0125 0.0241 

17 20 30 44 

- o. 118 -o. 0735 —0.0208 —0.0055 

0.05 12 0.0441 0.0222 0.0091 

根据表 6- 1 中 X 轴和 Y 轴的坐标

值，在 X-Y 坐标系中标出 (X,, Y, ) 

点，并用光滑曲线将这些点连接起来，

构成开环频率特性曲线 （即奈奎斯特

曲线） 。

Re 再在 X-Y 坐标系 中绘 出 等 M

圆。等 M 圆的 M 取值分别 为 1. 1 、

1. 5 、 2. 5 、 2. 6 、 0. 7 、 0. 5 、 0. 4, 女廿

图 6 - 44 所示。

奈奎斯特曲线与 M 圆的交点见

图 6 - 44 叠加奈奎斯特曲线的等 M 圆 表 6-2 。 由于部分交点处对应的频率

值处千表 6 - 1 给出的频率值之间 ，需要进行差值处理。

表 6-2 等 M 圆与奈奎斯特曲线交点及对应的频率

M值 交点坐标 频率值 Q

(— 2.1, - 3.86) 读数 2. 1 
M = l. l 

( - 0. 533, - o. 0679) 差值结果 8. 6570

( —1. 43, -1. 17) 差值结果 4. 1067 
M = l. 5 

( - 0.604, —1. 09) 读数 8
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续表

M值 交点坐标 频率值 w

( —o. 958, - o. 424) 读数 5 . 95 
M = 2.5 

( —o. 787, —0. 25 ) 读数 6. 8

M = Z.6 (— 0.865, —o. 329 ) 读数 6.4

M = 0. 7 ( —0.422, —o. 00113) 读数 9. 85

M = 0. 5 (- o. 335, 0. 0227 ) 差值结果 10. 9397 

M = 0. 4 ( - 0. 292 , 0. 0335 ) 差值结果 11. 7344 

关千M值的插值计算（采用线性插值算法）：

(1) 当 M= l.1 时，等M 圆与奈奎斯特曲线

的交点为(—0.533, - 0.0679) ，处于两个已知

开环频率特性曲线的坐标(—0.494, — 0.0454)

和 ( - 0. 607, - o. 111) 之间。为了比较准确地
计算交点处的频率值，采用以下的线性插值计算

方法计算交点。计算过程的图形关系如图 6 - 45 

(a) 所示。

0. 111 —0. 0679 0. 111 —0.0454 
X 9 —8 

解得 x= O. 6750, 则有 w=8+x=8. 6750 。

(2) 当 M= l. 5 时，如图 6 - 45 Cb) 所示，等

M圆与奈奎斯特曲线的交点(— 1. 43, —1. 17) 

处对应的频率为

l. 5 5 —1. 1 7 = 1. 5 5 —1. 2 5 
x - 3. 6 4 —3. 6 

1. 55 —1. 17 x = 3. 6 + 0. 4 X ~ = 4. 1067 
1. 55 —1. 25 

则有产x= 4. 1067 。

(3) 当 M=0.5 时，如图 6 - 45 Cc) 所示，

等 M 圆与奈奎斯特曲线的交点( — 0.335,

0.0227) 处对应的频率为

0.0227 —0.0125 0.0241 —0.0125 _ 
X 11 - 10. 5 

解得 x=O. 4397, 则有 w= lO . 5+x= l0. 9397 。

二
(- 0.494 ,-0.0454) 

(- 0. 533, - 0.679) ___....-i 9 

\ 
x ! 

8 } 

(- 0.607,- 0. 111 ) 

(a) 

(- l 4 3, - l l 7) 

3二／I，r
(- 16,-1.55) 

(b) / 、
丿

l 4 2
1 

。。, 
9 2 3 

。仁
｀

气
。, 
5x 3 3 

。
( 

5 
。

(-0.363,0.0125) 
(c) 

/ 外
6 3 02 01 

, 
8 7 2 

。
( 

...... 
:··;····;· 

三
。

x 

, 
2 9 2 

。仁
｀

I 

(- 0. 329, 0.0241) 
(d) 

图 6 - 45 ［例 6 - 8] 奈奎斯特曲线与等 M

圆交点的线性插值图示

Ca) M = l. l; Cb) M = l. 5 ; 

Cc) M = O. 5; Cd) M =O. 4 
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3.0 

2.5 

2.0 

这
1.5 

1.0 

0.5 

。
2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 12 

oo/(rad/s) 

图 6 - 46 ［例 6 -8] 的闭环幅频特性曲线

(4) 当 M=0.4 时，如图 6 -45 (d) 

所示，等 M 圆与奈奎斯特曲线的交点

( —0.292, 0.0335) 处对应的频率为

0. 0335 —0. 0241 0. 0369 - 0. 0241 
X 12-11 

解得 X = 0. 7344 , 则 有 w=ll+x=

11. 7344 。

奈奎斯特曲线与等 M 圆交点如图

6 - 46 所示。对 M取不同值，共得到

10 组 (w;, M;) 坐标，见表 6 -3 。

表 6-3 奈奎斯特曲线与等M 圆的交点

”) 

M 

2. 1 

1. 1 

4. 107 I 5. 95 

1. 5 I 2. 5 

6. 4 

2. 6 

6. 8 

2. 5 
5 

8
-
L 

8. 66 

1. 1 

9.85 

0. 7 三0. 5 I 0. 4 

将等 N 圆和奈奎斯特曲线叠加在一张图中，如图 6 - 47 所示，并取交点，具体数据见

表 6-4 。

Im 表 6-4 奈奎斯特曲线与等 N 圆的交点

坐标及频率值

a= 60° 

Re 

a X Y " 

—30° —1. 45 - 1. 22 读数 4

—60° - 1. 04 -o. 526 差值结果 5.6525

—90° - o. 883 -o. 347 读数 6.3

—1 20° —o. 765 - o. 233 读数 6.95

- 150° - o. 633 —o. 129 差值结果 7.833

- 180° -o. 402 —0.00309 读数 10

—210° - o. 101 0.049 读数 18

- 240° - o. 00539 0.00903 读数 44
a=-30° 

图 6 - 47 叠加奈奎斯特图的等 N 圆

关于 N 值的插值计算（采用线性插值算法）：

当 a= — 60° 时，如图 6 - 48 (a) 所示， 奈奎斯特曲线与等 N 圆 的交点 ( - 1. 04, 

—0. 526) 处千奈奎斯特曲线两个点(— 1. 18, -o. 790) 和(- 0. 963, - 0. 429) 之间，
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不能直接读取该交点对应的频率值，必须通过差值方式，获得较为精确的频率值，有

0. 7 0 9 - 0. 5 2 6 = 0. 7 0 9 - 0. 4 2 9 
X 5.9 —5 

解得 x=O. 6525, 则有 w=5+x=5. 6525 。

当 a=- 150°时，如图 6 - 48 Cb) 所示，奈奎

斯特曲线与等 N 圆的交点 ( - 0. 633, —0. 129) 

处于奈奎斯特曲线上( - 0. 679, —0. 165) 和

( - 0. 607, —0. 111) 两点之间，需要用差值方法

求取交点处的频率，有

0. 165 —0. 129 
X 

0. 165 - 0. 111 
8 - 7. 5 

(- 1.04, -0.526) 
(-0. 963 ,-0.429) 5/59 

(- 1.1 8,-0 .709) 

(a) 

/ 
(- 0.607,-0,111) 

(- 0.633, -0.129).....----1 8 --x ! 
7 5 

(-0.679, - 0.165) 
解得 x=O. 3333, 则有 w= 7. 5+x= 7. 8333 。 (b) 

共得到 8 组（饥，矿坐标数据，见表 6 - 5 ° 图 6 - 48 奈奎斯特曲线与等 N 圆交点的

将上述数据使用光滑曲线拟合后，得到闭环系统 线性插值图示

的相频特性曲线，如图 6 - 49 所示。 ( a ) a = —60° ; Cb) a=-150° 

表 6-5 ［例 6-8] 的闭环相频特性曲线数据

＂丿
4 

5. 65 6. 3 6. 95 I 7. 83 I 10 I 18 44 

a —30° —360° - 90° - 120° I - 150' I - 1so0 I —210° - 240° 

。

-50 

00 05 -

- 

(o)l

D 

- 200 

-2500 5 10 15 20 25 30 35 40 45 
叫(rad/s)

图 6 - 49 ［例 6 - 8] 的闭环相频特性曲线

第七节 频域性能指标与时域性能指标的关系

系统的频域性能指标包括开环频率性能指标和闭环频率性能指标。开环频率性能指

标有相位裕量、增益裕量和剪切频率；闭环频率性能指标有谐振频率、谐振峰值和
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带宽。

系统的频域性能指标与时域性能指标之间必然存在某种联系。对于一般系统而言，很

难用解析的方式来描述这种联系。只能粗略地认为，系统的谐振峰值 Mr 较大，则超调量

玑也必然较大；谐振频率饥较高， 则对应的上升时间 tr 会较小；带宽叽 越宽 ， 则系统

的快速响应性能就越好 ， 相应的上升时间 tr 就会越短 。 但是，对于二阶系统而言，它的频

域性能指标与系统的参量存在着明确的解析关系， 使系统的频域性能指标与时域性能指标

之间呈现出直观的联系。这也为一般系统提供了可靠的指引 。

一、 典型二阶系统时域性能指标与阻尼比的关系

典型二阶系统的传递函数为

2 

G(s) = “n 
s2 + 2如 nS ＋砍

对此系统施加单位阶跃输入信号后， 可以得到上升时间 tr 、峰值时间 tp 、调整时间 t, 和超

调量 Mp 这四个时域性能指标。下面逐一讨论每个性能指标与阻尼比的关系。

Mp 

1.0 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

1 超调量与阻尼比的关系

超调量可以由下列方程式描述

Mp =e一石

上式表明：超调量 MP 只与阻尼比 S 有关。

从图 6 - 50 可以看出，随着阻尼比 s 的

增大，超调量 MP 逐渐减小。 Mp 的最大值

出现在 s= O 时 ， MP 的值为 1; Mp 的最小

值出现在 s=l 时， MP 的值为 o, 说明癹1

时，系统的单位阶跃响应不出现超调现象。

2 上升时间与阻尼比的关系

。1 , I I l I I I—-－一1 1. 
( 上升时间的计算公式如下

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

卢
图 6 - 50 超调量与阻尼比的关系曲线 亢 － arctan

[ 
t, = 
叭三

上式表明：上升时间 tr 与无阻尼自然振荡频率 Wn 和阻尼比 s两个系统参量有关。从图 6 - 51 

可以看出，不同的 Wn 值 (onl ＜如n2) 对应的 t, - , 曲线总体趋势不变。当如一定时， t 随

着 S 的增大而增大。
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峰值时间的计算公式为
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tp = 
饥三

上式表明：峰值时间 tp 与无阻尼自然振荡频率 Wn 和阻尼比 t两个系统参量有关。从图 6 - 52 

可以看出，不同的灿值（如1<如泣）对应的 t!）— s 曲线总体趋势不变。当 Ql1 一定时， tp 随

着 t 的增大而增大。

Ir/s 

4 5 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

图 6 - 51 上升时间与阻尼比的关系曲线

4 调整时间与阻尼比的关系

调整时间的计算公式如下

Ip / s 

4.5 

4.0 

3.5 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.5 r 
。 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

<

图 6 - 52 峰值时间与阻尼比的关系曲线

ts ＝亡（或 ts ＝卢）
上式表明：调整时间 tS 与无阻尼自然振荡频率 wn 和阻尼比 s两个系统参量有关。从图 6 - 53 

可以看出，不同的灿值 Cwn1 <wn2) 对应的 ts — s 曲线总体趋势不变。当 Wn 一定时， ts 随

着 S 的增大而减小 。

二、典型二阶系统中频域性能指 “S

标与时域性能指标的关系

1 相位裕量与时域性能指标的关系

典型二阶系统的开环传递函数为
2 

G。 (s) = Wn 
s(s+2如心

根据相位裕量的定义，有

y = 180° ＋ 乙G。 （妞）

由千剪切频率 We 为开环频率特性曲线

与单位圆交点处的频率，千是，有

4 

2 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 s 

图 6 - 53 调整时间与阻尼比的关系曲线

IG。（即C) I= 1 
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即
咕必 1= - • = 1 

即c （即c +2妇） We ✓必＋ 4S`

整理后，得

必＋ 4t2w沁 －吮＝ 0 

令 x＝必，上式变为

x2 +4s如红 －吮 ＝ 0 
求解上式得方程的根为

X1,2 = 
— 4S2砬士 ✓16贮吮＋ 4吮

2 

由千 O<s<l, 因此上述方程的根为

x ＝ 动（三— 2炉

千是 ， 有

We= 丘 ＝ Wn ✓~-2r2
将求解出的 We 代入相角乙G。 （煦c）中，有

心（即c) ＝—乙即c —乙(2妇＋即c ) =— 90° — arctan~ 

=- 90° —arctan 
✓~2 

2r 

相位裕量为

y = 180°—90° —arctan 
✓顶言—2t2 = arctan 2t 

2, / / - 2, 2 
(6 - 28) 

根据式 (6 - 28) 可以绘制相位裕量 y 与阻尼比，的关系曲线， 如图 6 - 54 所示。当

y/(09)ot °宝<0.6时，相位裕量与阻尼比之间的
关系近似直线， 即

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

。
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 

图 6 - 54 相位裕量与阻尼比的关系曲线

短，峰值时间 tp 越小，调整时间 ts 越长。

210 

s= y 
100 

(6 - 29) 

因此， 60°的相位裕量相当于阻尼比为 0.6 。

由千相位裕量的取值范围在 3矿到 60°

之间 ， 因此这个区间内的相位裕量可等同

于阻尼比 。 此时，相位裕量 y 越小，超调
; 
量 Mp 越大；当无阻尼自然振荡频率如 一

定时，相位裕量 y 越小，上升时间 tr 越
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2 谐振峰值与时域性能指标的关系

谐振峰值的计算公式为

Mr = 1 立 (6 - 30) 
2rn=r '0 冬 炉乏 2 

上式表明：谐振峰值矶只与阻尼比 S有关。 谐振峰值与阻尼比的关系曲线如图 6 - 55 所

示。由图可知，随着 S 的减小，肌值将增大，当 (= O 时 ， 显为无穷大；当 s＝迈／2 时，

Mr=0 。 对比图 6 - 50 和图 6 - 55 可以发现， M厂 S 和M厂 s 两条曲线的变化趋势非常相

似，因此可以说，当 S越小时， Mp 和风的值越大，但当 (=O 时， Mp=l 而 Mr＝气

因为 (= cos/3, 因此根据图 6 - 56, 有

s = sin0 

将 (=sin0 代入上面谐振峰值计算公式中，有

Mr = 1 
sin20 

式中： 0 为 s 平面上表示阻尼比;的直线与虚轴的夹角，也可以说是主导极点与虚轴的

距离 。

M『

4 0 

3 5 

3 0 

2 5 

2 0 

1 5 

I O 

0.5 

。

(;cos (3 JW 

。

p 
。 o· 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 rJ
>

图 6 - 55 谐振峰值与阻尼比的关系曲线 图 6 - 56 s 平面上表示阻尼比的直线

较大的肌值表示系统存在一对闭环主导极点，而且具有小的阻尼比，即 0 值小；较

小的肌值表示系统存在一对闭环主导极点，且具有较大的阻尼比，即 0 值较大，说明系

统具有良好的阻尼。这也说明， Mr 值表征系统的相对稳定性。需要指出的是，在实际设

计过程中，通常采用相位裕量和增益裕量表征系统的阻尼程度，而不是谐振峰值的幅值。

3 谐振频率与时域性能指标的关系

谐振频率的计算公式为

Wr= wn看

上式表明，谐振频率 wr 与无阻尼自然振荡频率 Wn 和阻尼比 s两个系统参量有关。由图 6 - 57 
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可以看出，不同的灿值（如1＜如n2 ）对应的饥— s 曲线总体趋势不变，即随着§增大， 饥

值不断减小，当 s＝迈／2 时， Qr = 0 。

(J)r 
考虑到乒＝ sin0, 则有

W r = Wn 汃五豆b (6 - 31) 

O l O 2 0 3 0 4 0 5 0 6 

图 6 - 57 谐振频率与阻尼比的关系曲线

而系统的阻尼振荡频率为

如 ＝ Wn 看：二ff= 如cos0 (6 - 32) 

当 t 值很小时， wr 和 Wd 的值几乎相同

(w<l 只用于描述暂态性能） 。因此，对千小的

t 值， wr 表征了系统暂态响应的速度，即饥

s 越大，系统暂态响应速度越快。

4 带宽与时域性能指标的关系

典型二阶系统的幅频特性为

G(w) = 1 

厂三勹＋（气）2
1 

当 G(w) ＝一时，对应的频率为截止频率 Wb。于是，有
迈

(1 W 
2 2 

－订＋（2；勹 ＝ 2
Wn wn 

整理后，有

矿＋（4S2-2)w沁—吮＝ 0 

令 x＝矿，上式变为

x2 + C4s2— 2 )吮x －吮＝ 0 

求解上式可得方程的解为

X1.2 = 
— (4t2— 2)奻土 ✓[(4;2- 2)w汀＋ 4w} ＝ — (4炉－ 2）砬士 w: ✓（4炉一－2) 2 + 4 

2 2 

考虑到 x 必须为正值 ， 因此

x= 
— (4S2-2 )砍＋w： ✓(4[ 2— 2)2+4 

2 
= w江 (1 — 21;2)+ ✓4S4— 4S2+2]

则有

Wb ＝丘＝ Wn ✓(1 －穹 ） ＋ ✓4了一 年＋ 2 (6 - 33) 

根据方程 (6 - 33) 可以绘制带宽与阻尼比的关系曲线，如图 6 - 58 所示。从图 6 - 58 可以

看出，不同的 Wn 值 Cwn1<wn2 ) 对应的 Wb-S 曲线总体趋势不变 ， 即带宽 Wb 随着 S 的增加

而减小。在 Wn 一定的前提下，带宽越宽，阻尼比 s越小，上升时间 tr 就越短 。

212 



配＂频域分析

二、一般系统中频域性能指标与

时域性能指标的关系

对千二阶系统，可以得到系统阶跃响应

与频率特性之间的数学关系；根据闭环频率

特性中的 M俐 Wr 值，也可以准确地推算出

二阶系统的暂态特性。对于高阶系统，它们

之间关系相对复杂，不能根据频率特性推导

出暂态特性 。 即便花费大量精力进行相关的

理论推导，但实际意义不大。

0 2 0 4 0 6 0 8 1 0 1 2 1 4 1 6 1 8 2 0 <

图 6 - 58 带宽与阻尼比的关系曲线

如果高阶系统的频率特性由一对共辄复数闭环极点支配，那么二阶系统的暂态响应与

频率特性之间的关系，就可以推广到高阶系统。此时，系统阶跃响应与频率特性之间通常

存在下列关系：

Cl) 风表征了系统的相对稳定性 。 如果 1＜肌＜1. 4 （即 OdB<M,<3dB) ，相当千有

效阻尼比在 0.4< 乒<0. 7 的范围内，通常可以获得满意的暂态性能。

(2) wr 表征了暂态响应速度。 Wr 值越大， 响应时间就越短 。

(3) 对于弱阻尼系统 ， wr 和 w<l 很接近。

(4) 带宽表征了系统响应的快速性。 带宽越宽，系统响应时间越短，跟踪输入信号的

能力越强。

(5) 剪切率表征了系统的稳定裕量。当闭环频率特性具有锐截止特性时，系统可能具

有很大的谐振峰值，这意味着系统具有比较小的稳定裕量。

从工程角度来看， 希望有一些简便的估算方法，以便初步设计使用。对于一般的高阶

系统而言，这类估算方法无须建立频域指标与时域指标的精确模型，而是通过大量的实践

经验积累，总结出频域指标与时域指标的近似关系。它虽不够精确，但简便易行，具体估

算公式由［例 6-9] 给出。

［例 6 - 9] 对于高阶系统，若要求时域指标为 Mr = 36%, t s =O. 05s, 试将其转换

成频域指标 。

解 经验公式为

厂：: 2勹言r(—M1:：）2 5 (Mr-1) 2 
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依上述公式，可得

Mr ＝ 玑 — o. 16 + 1 = 0. 36 -0. 16 + 1 = 1. 5 
0.4'- 0. 4 

K。 =2+1. 5(Mr —1) + 2. 5 (Mr —1)2 = 3. 375 

We= 坠＿穴＝ 212. 06rad/ s 
ts 

由千 sinY=— ，因此有
Mr 

y = arcsi 1 = arcs1n --:--7 = 
Mr 

41. 8° 

转换后频域指标为：剪切频率 wc=212. 06rad/s 和相位裕量 y= 41. 8° 0 

第八节 频率特性的实验确定方法

控制系统的设计与分析是从确定被研究系统的数学模型开始的，一般采用解析法或实

验法来确定数学模型。当采用解析法建模遇到困难时，可以采用实验的方法来确定数学模

型。频域分析方法的重要意义在千，可以通过简单的频率响应实验，确定被控对象的传递

函数。

1 频率特性的测量原理

根据频率特性定义可知，幅频特性为输出信号幅值与输入信号幅值之比；相频特性为

输出信号的相角与输入信号相角的差值。设计两条独立的信号传输通道， 一条输送输入信

号，另一条输送系统的输出信号， 测量原理如图 6 - 59 

所示。在对被测系统施加正弦输入信号后，输入信号

和输出信号分别通过各自的传输通道送至记录仪，由

记录仪记录输入信号 Ui 和输出信号 u。的波形。 U。和 u,

图 6 - 59 频率特性实验测量原理 的幅值比为幅频特性； u。 和 Ui 的相角差为相频特性。

绘制对数幅频特性曲线和相频特性曲线。将实验得到的对数幅频特性曲线用斜率为 OdB 、

士 20dB 和士40dB 等直线近似，得到对数幅频特性曲线的渐近线，进而写出被测对象的传

递函数。需要指出的是，在整个实验过程中，系统一直处于稳态运行状态，这使得测最系

统易千构建。

2 采用相关分析法的频率特性测量原理

采用实验方法确定系统频率特性的关键是测试精度。由千被测系统本身具有的非线

性，或产生参数漂移，或受到噪声干扰，尽管输入为正弦信号，但输出信号中仍可能含有

直流分量、谐波分量和干扰分量，使输出信号的波形产生畸变。 相关分析法能从被测系统

的输出信号中检出基波，同时抑制直流分量、高次谐波和噪声。
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假设线性系统的频率特性为

G( jw) = X(w) + jY(w) = A(w)伊(w)

式中： X(w) 为系统频率特性 G(jw) 的实部； Y(w) 为系统频率特性 G(jw) 的虚部 ； A（吩

为幅频特性； cp(w）为相频特性。

X(w) = A(w)coscp(w) 

Y(w) = A（吩 sincp(w)

A(w) = ✓X气w) ＋ Y气吩

叭w) = arctan 
Y(w) 
X（吩

采用相关分析法测试系统频率特性的原理如图 6 - 60 所示。

坐
标
转
换

A 

o, 

图 6 - 60 采用相关分析法测试系统频率特性的原理图

系统输入信号为 ui =Usin叫，被测系统的输出信号为
c 

u。 Ct) = A。 +Asin(wt +cp) + ~A"sin(nwt+ 中,,) +e:(t) 
11 =2 

= A。 +Xsinwt + Ycoswt + ~ (X,,sin彻 t + Y,,cos彻 t) +c(t) 
,i= 2 

式中：儿为输出信号的直流分量； c （ t）为输出信号的噪声分量 ； Asin(wt+cp) 为输出信

号的基波分量； A,,sin(nwt+中＇，）为输出信号的高次谐波分量。

若以幅值为 1 的基波信号 sinwt 和 coswt 分别与输出信号 u。 (t) 相乘，再在基波的整

倍数周期内积分并求平均值，则可得到基波分量的实部和虚部，输出信号中其他分量则被

滤除，此为相关滤波原理。

设输入信号的频率为 f, 周期为 T, 取整数倍周期为 NT, 相关值为

奇厂u。 (t)sinwtdt= kt •上 I2N六u。 (t) sinwt d (wt) 
NT w J o 

1 2N六

= NTQ[I。 A。 sinwtd(wt) + f 2N六 (Xsinwt +Y coswt)sinwtd(wt) + 
。
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言厂六(X,,sin彻 t + Y,,cosnwt)sinwtd(wt) ＋。厂c(t)sinwtdt]
。

由千

厂六sinwtd(wt) = 0 
。

厂穴COS初tsinwtd(wt) = 0 
。

厂sin彻 tsinwtd(wt) = O, n #- 1 

根据相关理论知识可知， 一个信号与另一个随机信号之间的相关值，将随所取积分时

间增加而降低，即有

1 灯皿汇。 e:(t)sinwtdt = 0 

故当 N 的取值较大时

奇厂u。 (t)sinwtdt =心 』：N兀 sin2 wtd(wt) = f 
或写成

2 NT 

X(w) = ` U。 (t)sinwtdt
。

同理可求

Y(w) = ~厂
NT 。

u。 (t)coswtdt

(6 - 34) 

(6 - 35) 

此时，得到的被测系统频率特性的实部与虚部，已经滤除了输出信号中的直流分量 、

高次谐波分量和噪声分量。为了保证计算精度， 一般取 N>5 。

~更多的例颇讷i3描二维码学习。
第六章拓展例题及详解

习题

6 - 1 若系统单位阶跃响应为

y(t) = 1 —1. 8e- “+0. 8e- 9t, t 多 0

试求系统的频率特性。

6 -2 控制系统如图 6 - 61 所示，试求输入信号为 sin2t 时，系统的稳态输出和稳

态误差。
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6 - 3 控制系统如图 6- 62 所示，当输入为 u(t) = 2sint 时，测得输出为 y(t) =4sin 

(t- 45 °) ，试确定系统的参数 S 和 Wno

图 6 - 61 题 6 - 2 的控制系统框图

6 - 4 设控制系统的开环传递函数如下：

Cl) G。 Cs) =
4 

(2s+1) (8s+1) 

(2) G。 Cs)=
100(2s+ D 

s( 5 s+ D(s2 十s+1)

(3) G。 Cs) =
50 

s2 (6s+ l)(s2 +s+ 1) 

20(3s+ D 

图 6 - 62 题 6 - 3 的控制系统框图

(4) G。 Cs)=
s2 (6s+ 1) (s2 +4s+25) Clos+ 1) 

(5) G。 Cs)=
o. 800s+ D 

s(s2 +s+ 1) (s2 +4s+25) Cs+O. 2) 

试绘制系统的伯德图，其中对数幅频特性只要求画出渐近线。

6 - 5 设控制系统的开环传递函数如下：

Cl) G。 Cs)=
10 

s(O. 5s+l)(O. 1s+D 

(2) G。 Cs) =
75(0. 2s+ 1) 

s(s2 + 16s+ 100) 

(3) G。 Cs) =
2083(s+ 3) 

s(s2 +20s+625) 

(4) G。 Cs) =
300 

s2(0. 2s+l)(O. 02s+ D 

试绘制系统的对数幅频特性渐近线，并确定剪切频率的值。

6 - 6 设控制系统的开环传递函数如下：

Cl) G。 Cs) =
10 

s(O. 5s+DCO. ls+ D 

(2) G。 Cs) =
75(0. 2s+D 

s(s2 + 16s+ 100) 

(3) G。 Cs) =
2083(s+3) 

s(s2 + 2os+625) 

(4) G。 Cs)=
300 

s2(0. 2s+D(O. 02s+D 
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试精确计算剪切频率的值 。

试根据如下的幅值和相角确定最小相位系统的开环传递函数 G。 (s) 。

心。 Cj) I = 3 

忆。 Cj5) I = 10 

6 - 7 

(1) cp(w) = - 90°-arctan2w+ arctan0. 5w- arctanl0w, 

(2)<p@) =— 180° + arctan5w- arctanw- arctanO. lw, 

U) 
(3)<p@)=—180° + arctanO. 2w- arctan ~ + arctan ~ -arctanl如

1- Q 1—邸
厄 (jlO) I = 1 

(4) 产）＝ －90°—arctanw+ arctan 詈－ arctanlO如 飞。 Cjs)l=2

最小相位系统的开环对数幅频特性渐近线如图 6 - 63 所示。试确定系统的开

环传递函数 G。 (s) 。

6-8 

LmGo(w)/dB LmGo(w)ldB 

80 

20 0-40dB/dec 

。

l

l

l

上
2 w/(rad/s) 

40 

。

-40dB/dec 

(a) (b) 

LmGo(wYdB 

80 

40, ---------

I~ 
。

-40dB/dec 
、

40 w/(rad/s) 
I' , 
l IOO 

- 60dB/dec 

图 6 - 63 

(c) 

题 6 -8 的渐近对数幅频特性曲线

6-9 设单位反馈控制系统的开环传递函数如下：

(1) G。 (s)

(2) G。 (s)

(3) G。 (s)

1000 
(0. 2s+1) (0. 5s+1) ( s+ 1) 

1000(0. 1s+ D 
(0. 2s+1) ( 0. 5s+1) (s+1) 

100 
s(O. 1s+ DCO. 5s+D 
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(4) G。 (s) ＝
100(0. 5s+l) 
s2 (0. ls+ 1) 

(5) G。 Cs)=
10 

s(O. 2s+ 1) (s - 1) 

(6) G。 Cs)=
5 (1 —0. 5s) 

s(O. 1s+DCO. 2s—1) 

试绘制极坐标图，并用奈奎斯特稳定判据判别闭环系统的稳定性，同时确定不稳

定的闭环极点个数。

6 - 10 单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 12(s2 +s+o. 5) 
sCs+DCs + lO) 

试绘制系统的奈奎斯特图，并确定相位裕量和判定系统的稳定性。

6 -11 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K(s2—2s+5) 
Cs+Z)(s - 0. 5) 

, K > O 

试根据奈奎斯特稳定判据判断闭环系统的稳定性。

6 - 12 巳知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = K 
s(0.2s+D2 

为了使其相位裕量 r>45°, 增益裕量 Kg>6dB, 试确定最大允许的开环放大

倍数。

6 - 13 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 3500 
s(s2 + 10s + 70) 

试绘制系统伯德图，若要求系统相位裕量 y=30°' 试求开环放大倍数 3500 应降到

多少。

6 - 14 单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = K 
s(O. 2s+l) 

试确定使乙G山吩＝— 135°和 IG。 勺w) I =1同时成立的 K 值。

6 - 15 已知系统的开环奈奎斯特曲线如图 6 - 64 所示 。 图中， p右代表系统开环传

递函数在右半 s 平面上的极点数，其他零、极点均位于左半 s 平面，系统增益为正实

数，试判断它们的稳定性。
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JW 

。

w=0+ W分00 (J /气°+
p右＝ 0

p右＝ 1

(a) (b) 

w= o• JW JW 

| \ 

-1 

。

w➔oo o· - 1 Q分00 6 

p右＝ 0 p右＝ 0

(c) 

图 6 - 64 题 6 - 1 5 系统开环奈奎斯特曲线

(d) 
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第七章 反馈控制系统的校正方法

本章主要介绍单输入单输出线性定常系统的校正方法和步骤。这是一种通过引入附加

装置使控制系统的性能得以改善，并满足特定技术要求的方法。常使用的校正方法有基于

频率响应的校正方法、根轨迹校正方法和状态空间的校正方法，本章将针对前两种方法进

行介绍 。

第一节控制系统校正概述

、 系统的性能指标

对控制系统的要求， 一般以性能指标的形式给出。系统的性能指标分为时域性能指标

和频域性能指标。时域性能指标包括暂态性能指标和稳态性能指标，它们分别是延迟时

间、上升时间、峰值时间、调整时间和超调量，以及位置误差系数、速度误差系数和加速度

误差系数。频域性能指标包括开环性能指标和闭环性能指标，它们分别为相位裕量、增益裕

量和剪切频率，以及谐振峰值、谐振频率和带宽。这些性能指标分别用于描述系统的动态响

应性能、稳定能力和精确程度 。 然而一些性能指标间存在矛盾，又由于控制系统的设计目的

是为了完成某种特定的工作，因而在控制系统的设计和校正过程中，需要在众多性能指标中

进行折中。例如，要求稳态精度的系统，就不要对暂态响应的性能指标提出过分严格的要

求。需要指出的是，明确工作目标对应的指标是控制系统设计和校正最重要的环节。

二、校正方案

采用校正方式调整反馈控制系统性能时，经常使用串联和反馈两种方案将校正装置接

入系统。

1 . 串联校正方案

将校正装置与被控对象串联连接，这种方案称为串联校正方案，如图 7 - 1 所示。

图 7-1 中， Ge (s) 为校正装置， G(s) 为被控

对象， H(s) 为反馈增益。串联校正前，系统闭环

传递函数为

YCs) G(s) 
U(s) 1 +G(s)H(s) 

(7 - 1) 
图 7 - 1 串联校正框图
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串联校正后，系统闭环传递函数为

霆＝ GC(s)G(s) 
U(s) 1 +Gc(s)G(s)H(s) 

串联校正后，系统闭环传递函数的零、极点都发生了变化。其中，闭环传递函数的零点为

(7 - 2) 

图 7 - 2 二阶系统中串联一阶比例—

微分因子框图

校正前系统的闭环传递函数为

校正装置的零点与被控对象零点之积，这种校

正方式有利于系统进行相位调整。

对于二阶系统而言，串联超前装置还能增

加系统的阻尼。校正系统的结构如图 7 - 2 所示。

图 7 - 2 中， l+Tds 是作为校正装置的一阶比

例一微分因子。

Y(s) 砍
U(s) s2+ 2如nS + W~' O< s< l 

校正后，系统闭环传递函数为

Y(s) O+Tds)吮
U(s) s2 + (2swn + Td咕）s+咕

(7 - 3) 

(7 - 4) 

Td 
令 se 为等效阻尼比， sc= s+—Wn。由千兀＞o, 因此有氐＞t。说明二阶系统中串联超前2 

装置可以达到增加阻尼的目的。接下来，观察校正前后系统稳态误差的变化情况。

校正前，系统偏差为

E(s) = ~U(s) = ~妇） 2U(s)
1+ w: s(s+2如n) ＋如

s(s + 2(wn) 

当输入为单位斜坡函数时，系统的稳态误差为

e( = ) = lime(t) = limsE(s) = lim 1_ • ~妇） ＝竺 (7 - 5) 
_。 -o s s(s+2如n) ＋咕 Wn

校正后，系统偏差为

E(s) = ~U(s) = ~妇） 2U(s)
1+ Cl +Tds)必 s(s+2如n)+Cl+Tds)如

s(s+2如心

当输入为单位斜坡函数时，系统的稳态误差为

e(=) = lime(t) = limsE(s) = lim ~ • 
2, 

= 
t-00 s－乒。 s-0 S 1+ (1 +Tds)W: 叭

s(s+2如n)

说明校正前后系统稳态误差没有发生变化。

2 反馈校正方案

在反馈回路内设置校正装置，这样的校正方案称为反馈校正 ， 又称并联校正。图 7 - 3 
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所示系统为校正前的反馈控制系统，其闭环传递函数为

归＝ G1 (s)G2(s) 
UCs) 1 +G1 Cs)G2Cs)H(s) 

增加局部反馈后，系统如图 7 - 4 所示。此时，系统的闭环传递函数为

囡＝ G1 (s)G2(s) 
UCs) 1 + G2 Cs)Gc Cs) + G1 Cs)G2 Cs) HCs) 

图 7 - 3 校正前反馈控制系统框图 图 7-4 增加局部反馈后校正系统框图

(7 - 6) 

(7 - 7) 

从校正前后两个系统的闭环传递函数来看，系统的零点没有变化 ， 而系统的极点发生

了变化。这种校正方案通过改变系统特征根的方式对系统性能进行调整。

对于二阶系统而言，局部反馈校正能够增加系统的阻尼。典型二阶系统如图 7 - 5 所

示，系统闭环传递函数为

Y(s)(JJ: 
U(s) s2 + 2r(JJns+(JJ: 

加入局部校正后的系统如图 7-6 所示 。

图 7 -5 典型二阶系统框图

校正后，系统的闭环传递函数为

U(s) 

图 7-6 加入局部校正后的系统框图

2 
Q)n 劂 s2 + (2如n 十咕b)s ＋砍

令系统的等效阻尼比为 se , 则有

(7 - 8) 

(7 - 9) 

2妇＋心＝ 21;'邑

归＝s＋垒
2 。由千 wn>o, 且 b>O, 因此有氐＞S。说明二阶系统中加入局部反馈装置可

以达到增加阻尼的目的。接下来，观察校正前后稳态误差的变化情况。

校正后系统偏差为

E(s) = 1 

1+ 咘
s(s + 21;°wn 十必b)

UCs) = s(s+2如n 十必b)
心＋ 21;°wn 十必b) ＋如

2U(s) 
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当输入为单位斜坡函数时，系统稳态误差为

e(= ) = lime(t) = limsE(s) = lim —· 1. sCs+2如n +w~b) 
户00 .，一0 ,.....o s s(s+ 2SWn 十咕b) ＋咕

2S 
=-+b 

Wn 
(7 - 10) 

局部反馈校正后系统稳态误差比式 (7 - 5) 所示的校正前系统的稳态误差要大一些。

第二节根轨迹校正方法

根轨迹法用图形描绘了控制系统中某一参数从零变到无穷大时闭环极点的迁移情况，

该方法清楚地描述了参数变化对系统性能的影响 。 当调整可变增益无法使系统达到性能要

求时，就需要通过引入校正装置的方式，对根轨迹的形状进行调整 。

一、根轨迹法的超前校正

1 超前校正装置的实现

实现超前校正的方法有很多，如 RC 网络、运算放大器电路和弹簧－阻尼器系统等。

在实践中，经常采用由运算放大器构成的超前电路，如图 7 - 7 所示。

将图 7 - 7 所示电路中参数转化为复阻抗，

并令

Rr 

c 二
、
«
`

2 

l 

、
, 

。
.1 I 1 

图 7 - 7 由运算放大器构成的超前电路

节点电流平衡方程为

II。 Z2 = R2+ —= 1 R2Cs + 1 
Cs Cs 

于是，可得运算放大器的输入阻抗为

1 1, 1 R2Cs + 1 + R1 Cs ——+-= z, = Rl z2 凡 (R心＋ 1 ）

丛十巳 ＝ 0
Rr' Zi 

解得系统传递函数

队 Cs)
U, (s) 

=—坠＝—坠． C（R1 +R心＋ 1 = -K 1 ＋兀~l = Gc(s) 
z, RC凡T=-k[l+~]

该运算放大器构成的超前电路又称为 PD 调节器 。 将 Ge Cs) 变化一个形式，有

Gc(s) =-—· Rf C(R1 +R心·十 1 PTls + 1 
=k~ (f3 = 

R1 +Rz 
R1 CR2s+l "T1s+l,,.... R2 > 1, T1 = CR2) 

(7 - 11) 

超前装置的零、极点分布如图 7-8 所示。 Gc (s) 又可以写为如下形式

224 
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T1s+l 
GJs) = kc ~, 0 < a < l 

a兀s+l
(7 - 12) 

2 采用根轨迹法的超前校正步骤

当给出时域性能指标时，采用根轨迹法进行设计和校

正是很有效的。如果原系统不稳定或者暂态响应不理想，

可以采用在反馈控制系统的前向传递函数中串联一个适当

的超前装置予以解决。超前校正的核心思想是，将超前校

正装置的零、极点配置在原系统根轨迹左侧的适当位置，

提高系统的相位裕量与剪切频率，从而减小系统的超调蜇，

使之达到性能指标的要求。具体校正步骤如下：

(1) 根据性能指标确定闭环主导极点的希望位置；

(2) 判断只调整增益是否能够产生希望的闭环极点，若不能，计算出辐角缺额；

JW 

。

l

－肛
l
-Ti 

6 

图 7 - 8 超前装置的零、极点分布

(3) 选定超前装置，其传递函数为 Gc (s) = k 应立旦．
c Ts+l' 

(4) 确定超前装置的零、极点位置；

(5) 确定校正装置的增益。

超前校正的具体过程结合［例 7-1] 进行详细介绍。

［例 7 - 1] 试设计一个串联校正装置，使图 7 - 9 所示反馈控制系统的无阻尼自然

振荡频率为 wn=4rad/s, 同时阻尼比 (=O. 5 保持不变。

解校正对象仅为动态指标，因此选定超前校正。

校正前，系统闭环传递函数为

Y(s) 4 

U(s) s2 +2s+4 

图 7-9 反馈控制系统框图 故可得 wn = 2rad/s, (=O. 5 。

希望的无阻尼自然振荡频率为 wn=4rad/s, 阻尼比为 (=O. 5, 那么希望的闭环极点对

应的特征方程为

心(s) = s2 + 2(wns 十砍＝ s2 +4s+ 16 = 0 

解得 s= — 2士亿屈，此为希望的闭环极点。

将原系统中开环传递函数的增益变成 K, 则系统特征方程变为

K 
.6 (s) = 1 + ~ = 0 

s (s + 2) 

k =— (s2 + 2s) 

将 s= -2打2 瓦代入 K=- Cs2+2s) ，有

Kl s--2十j2打＝— （s2 + 2s) I.,--2书2打 ＝ 12+J4 岛
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^ 心自动控制理论

此时 K 不为正实数，说明(—2, j2 岛）点不在原系统的根轨迹上。这表明只调节增益

K, 不能使根轨迹曲线通过希望的闭环极点，需要引入校正装置 。 校正装置的传递函

数为

Gc(s) = kc PTs+1 
Ts+l '/3> 1 

希望的闭环极点的辐角为

乙
4 =- 210° 

s(s + 2) I ,--2十位石

说明校正装置必须提供护＝30°的辐角，才能使得校正后的系统在 ( - 2, j2 岛-)处的辐角

等于士 180°' 即校正后系统的根轨迹通过希望的闭环极点。

采用作图的方式求解校正装置的零极点位置。具体步骤如下：

(1) 通过希望的闭环极点 P, 画一条水平直线，用 PA 表示；

(2) p 与坐标原点连线，得到直线段 PO;

(3) 做一条直线，将乙APO 等分，该直线与坐标横轴的交点为 B;

(4) 在直线段 PB 两侧分别做夹角为扩2 的两条直线，它们与横轴的交点为 C 和 D;

(5) C 点为校正装置的零点位置， D 点为校正装置的极点位置，如图 7 - 10 所示 。

由于复数— 2+j2 岛的相角为 120° ' 则 乙APO=

120° ，乙POE= 60° 。 PB 为乙APO 的角平分线，故 A 

乙BP0=60°, 可知乙PB0=60°。过 P 点作垂线与横

轴交点为 E, 得直角 三角形^BPE, 千是乙CPE =

15°。故线段 CE 的长度为

I CE I = I PE IX tanl5° = 2 屈 X tanl5° = 0. 9282 

式中：直线段 CE 和 PE 的长度分别为 IC们和 IPEI 。

由此可得 C 点坐标为(- 2. 9282, jO) 。三角形 图 7 - 10 作图法确定校正装置的

LDPE 也为直角三角形，且乙DPE=45°, 则 零极点

JW 

句
匀
勾

J 

。

I DE I = I PE IX tan45° = 2 岛 X tan45° = 3. 4641 

式中：直线段 DE 的长度为 IDEI 。

于是可得 D 点坐标为 (-5.4641, jO) 。

1 1 
根据图 7-8 可知， 一＝ 5.4641 和—-＝ 2. 9282, 解得 T= o. 1830, /3 = 1. 8662。校正

T PT 

后，系统开环传递函数为

Gc(s)G。 (s) = kc O, 3415s + 1. 4 
0. 183s + 1 s( s + 2) 

系统特征方程为 1 +Gc (s)G。 (s) = 1 + kc 0. 3415s + 1 4 . 
0. 183s + 1 s(s + 2) 

= o, 解得
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k 
s(s + 2) (0. 183s + 1) 

= 
4(0. 3415s + 1) 

将希望的闭环极点 s=-2切2 岛代入上式中，可得

kc | s=－2+j菜＝—
s(s + 2) (0. 183s + 1) 

4(0. 3415s + 1) I ,--2十j迈
= 2. 5359 

千是，得到超前校正装置的传递函数为

Ge Cs) = 2. 5359 X 0. 3415s + 1 
0. 183s+ 1 

校正后系统开环传递函数为

Gc(s)G。 Cs) = 2. 5359 X ~ • 0.3415s+l 4 
0. 183s + 1 s(s + 2) 

校正前后的根轨迹如图 7 - 11 所示。

图 7 - 11 中，超前校正的作用是将原来的根轨迹向左侧进行拉伸，使得校正后的根轨

迹可以通过希望的闭环极点 。

校正后系统闭环特征方程为

0. 3415s+ 1 4 1 +Gc (s)G。 (s) = 1 + 2. 5359 X ~ • ~ = 0 
0.183s+l s(s+2) 

s3 + 7. 4641s2 + 29. 8573s + 55. 4282 = 0 

Cs +2+j2 岛）（s+2 — j2 岛）（s + 3. 4641) = 0 

由于校正后系统闭环传递函数中存在零点 s= — 2 . 9282, 与极点 s=-3. 4641 的距离

很近，两者作用近似抵消，故系统可以由主导极点 s= —2切2 岛近似描述。

图 7 -12 所示为串联超前校正前后系统的单位阶跃响应曲线。由图可以看出，超前校

正后，系统的响应速度得到了明显提升，调整时间明显缩短，最大超调量略有提高，但不

会对系统产生严重的影响 。

JW 
6 

' y (t) 
1.4 

4 

2 

Of-----X 0 ········· 

,
＇
，
'
，
前
，

＇
；
＇
，
＇

，
＇
，
＇
：
：
…
，
＇

正校

-2 

-4 

-6一为

校正后

-5 -4 -3 -2 -I 。 o· 
2 4 6 

t(s) 

图 7 - 11 串联超前校正前后的根轨迹 图 7 - 12 串联超前校正前后系统的单位阶跃响应曲线
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^ 已自动控制理论

二 、 根轨迹法的滞后校正

1 滞后装置的实现

采用运算放大器构成的滞后电路如图 7 - 13 所示 。

R1 反馈回路中并联的电阻和电容的等效阻
- 1 _ __1 

/1-—产
抗为

C 

1/j n I "-

1 
—= Cs +- 1 R1Cs +1 

= Z1 _., ' R1 R1 

。 像 反馈回路等效阻抗为

R1 
之 f = Z1 + R2 = ~ + R2 

R1Cs + 1 

图 7 - 13 采用运算放大器构成的滞后电路 节点电流平衡方程为

巳十丛＝ 0
R2 笱

于是，解得系统的传递函数为

R1 +R2 
R2 R1Cs + 1 

1 1 +aTs u 芍凡Cs +1 =—凡＋R2 ． 凡＋R2
-2 =-—=- =--. 
Uj - R2 凡 R2 - R1 Cs + l - a - l + Ts' O<a<l 

用 G心）表示滞后装置的传递函数，有

1 1 +aTs 
Gc(s) =丸—·

a l+Ts 

滞后装置的零、极点分布如图 7 - 14 所示。

2 采用根轨迹法的滞后校正步骤

滞后校正的作用是改善系统的稳态精度，但会减慢系统的

响应速度，其核心思想是将滞后校正装置的零极点配置在待校

正系统根轨迹的右侧，并尽量远离根轨迹而又靠近虚轴的位置，

利用高频衰减特性减小剪切频率，提高相位裕量， 从而减小系

统的超调量。滞后校正使校正后系统的根轨迹较原系统根轨迹

产生略微右移的效果。具体校正步骤如下：

(1) 根据未校正系统的开环传递函数画出根轨迹；

(2) 根据暂态性能指标，确定希望的闭环主导极点；

(3) 选取滞后装置，其传递函数为 Gc (s) =k 1 1 +aTs 
c a 1 + Ts 

(7 - 13) 

JW 

I 
。畛

一六aT I 

图 7 - 14 滞后装置的

零、极点分布图

(4) 计算系统的稳态误差系数，确定为了满足性能指标而需要增加的稳态误差系数

数值；

(5) 确定滞后装置的零、极点位置；
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(6) 绘制校正后系统的根轨迹；

(7) 确定校正装置的增益。

［例 7-2] 如图 7 - 15 所示反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 1. 06 
s(s+l)Cs+2) 

试设计一个校正装置，使系统的稳态速度误差系数增

大到约 5s- 1, 且保待闭环主导极点的位置不发生明显

的变化。

解 由千是对系统稳态误差进行校正，因此选用

滞后校正方法。校正前系统闭环传递函数为
图 7 - 15 反馈控制系统框图

霆＝ G。 （ s) = 1. 06 
U(s) 1 +G。 (s) s3 +3s2 +zs + l. 06 

1. 06 
Cs+ 0. 3307 + jO. 5864) Cs+ 0. 3307 —jO. 5864) Cs+ 2. 3386) 

闭环主导极点为 s=-0. 3307士jO. 5864。闭环主导极点对应的系统特征方程为

Cs+ o. 3307 + jO. 5864) Cs+ o. 3307 —jO. 5864) = s2 + 0. 6614s + 0. 4532 

解得系统的阻尼比和自然振荡频率为 s=O. 4912, Wn ＝次言京豆＝ 0. 6732rad/s, 以及 2%

误差标准的调整时间为 ts= 12. 0956s。稳态速度误差系数为

Kv = limsG。 Cs) = lims • 1. 06 
一0,.....o s(s+ 1) (s+2) 

= 0. 53S- l 

为使稳态速度误差系数达到 5s- 1, 即将系统稳态速度误差系数增大到 10 倍，选择 a=O. l, 

并取一＝0.005, 则有—=
T aT 0.05。千是，得到校正装置的传递函数为

1 +zos GcCs) = K'c~ = Kc s +o. 05 
1+2oos --cs+0.005 

校正后系统开环传递函数为

Gc(s)G。 Cs) = Kc s+0.05 1.06 KCs+0.05) 
= 

s + 0. 005 sCs + 1) Cs+ 2) sCs + 0. 005) Cs+ 1) Cs+ 2) 

于是，可以绘制校正前后的根轨迹，分别如图 7 - 16 和图 7 - 17 所示 。 从图 7 - 16 和图 7 - 17 

可以看出，滞后校正是将系统的根轨迹略微地向右侧进行了平移。

校正前后系统闭环主导极点位置未发生明显变化，可以认为阻尼比不变。因为 cosf3=s,

故 (3= 60. 5805 °'于是对应的直线方程为 w=— tan60. 5805° • a= —1. 7733a。依据表示阻尼比

的直线，可以从图 7 - 16 中得到校正后系统的闭环主导极点为 s= — 0. 31 土jO. 55 。

校正后闭环系统特征方程为

l+Gc Cs)G。 Cs) = 1 + 
K(s +o. 05) 

s(s + 0. 005) Cs+ 1) Cs+ 2) 
=0 
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k=— s(s + 0. 005) (s + 1) (s + 2) 
s+o. 05 

Jill 

JW 

1.5 

1.0 
,= 04912 

0.5 I Ill 

l 
I 

-0.5 

-1.0 

- l . 5 L 

-2.5 -2.0 -1.5 - 1.0 -0.5 

图 7 - 16 滞后校正前后的根轨迹图

4321 
... 
0000 

6 

- 0.1 

- 0.2 

- 0.3 

- 0 4 

- 0.5 -0.5 -0.4 -0.3 

图 7 -17 

己
，

1
0-0.2 -0. 1 6 

校正后的原点附近根轨迹

将 s=-0. 31切0.55 代入方程 K =— sCs + 0. 005) Cs+ 1) Cs+ 2) 
s +o. 05 

中，有

Kl sCs+o. 005)Cs+DCs+2) 
s= —0. 31廿0. 55 

s +o. 05 
= 1. 0235 

s=--0. 31廿0 . 55 

由于 K=l. 06Kc, 因此 Kc
K l. 0235 

1. 06 1. 06 
o. 9656 。滞后校正装置的传递函数为

Ge Cs) = 0. 9656 X s+ 0. 05 
s+ 0. 005 

校正后系统开环传递函数为

GcCs)G。 Cs) = 0. 9656 X s + 0. 05. 1. 06 1. 0235 (s + 0. 05) 
s+0. 005 s(s+ 1) (s+2) = s(s+0. 005) (s+ 1) (s+2) 

稳态速度误差系数为

Kv = limsGc Cs)G。 Cs) = lims • 1. 0235Cs+o. 05) 
-o s(s + 0. 005) (s+ l) (s + 2) 

= 5.1175s一1
s-0 

校正后系统闭环传递函数为

YCs) G心）G。（ s) 10. 2351(20s + 1) 
= U(s) 1 +GC(s)G。 W = ~034s+o. 05118) 

1. 02351Cs + 0. 05) 
= 

Cs+ 0. 3122 + jO. 5508) Cs+ 0. 3122 —jO. 5508) Cs+ 2. 3259) Cs+ o. 0549) 

系统中存在一对偶极子，又因为极点 s= — 2.3259 离虚轴过远，

jO. 5508 成为系统的闭环主导极点，与原系统的闭环主导极点 s= — 0.3307 土 j O. 5864 变化

不大，满足设计要求。

因此， s= — 0. 3122 士
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依据校正后闭环主导极点可得特征方程为

(s + 0. 3122 + jO. 5506) Cs+ 0. 3122 一］0. 5506) = s2 + 0. 6244s + 0. 4008 

系统的阻尼比和无阻尼自然振荡频率 y(t) 

为?;'= 0. 4931, w0 = 0. 633lrad/s, 以 I 2 

及 2％误差标准的调整时间为 ts= I 0 

12. 8121s。校正前后系统的参数非常 08 
校正前

接近，因此会有相近的响应特性，校 06 
正前后系统的单位阶跃响应如图 7 - 18 

04 
所示 。 由图 7 - 18 可知 ，校正前后系

02 
统单位阶跃响应曲线形状近似，校正

。

后系统超调量和调整时间略大于校 5 10 15 20 25 30 35 l(s) 

正前。 图 7 - 18 滞后校正前后系统的单位阶跃响应曲线

［例 7-3] 如图 7 - 19 所示反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 4 
s(s+o. 5) 

试设计一个适当的校正装置，使系统闭环主导极点的阻

尼比等于 0. 5, 无阻尼自然振荡频率增加到 5rad/s, 稳

态速度误差系数增大到 80s- 1 o 

解校正前系统的闭环传递函数为
图 7 - 19 反馈控制系统框图

Y(s) = 4 
U(s) s2 +o. 5s+4 

此时，系统的无阻尼自然振荡频率为 wn = 2rad/s, 阻尼比为 s= O. 125。希望达到的无阻尼

自然振荡频率为 wn=Srad/s , 阻尼比为 s=O. 5, 此时对应的闭环系统特征方程为

.6(s) = s2 + 2如nS ＋砬＝ ．s2 + 5s + 25 = 0 

解得希望的闭环主导极点为 s= — 2. 5士凡 3301 。将 s=- 2. 5+j4. 330 1 代入原系统，得到

辐角为

乙G。 (s) I,=-2. 5十）4. 3301 =乙
s(s + 0. 5) I,=-2. 5廿4 . 3301 

=— 234. 7916° ~- 235° 

需要超前校正装置提供护＝55°的辐角。但按常规的校正方法，所得系统不能用主导极点近

似描述系统，因此可采用零极点对消的方法进行超前校正。具体做法是，取 s=- 0. 5 作

为超前校正装置的零点，以抵消原系统中 s= — 0. 5 极点的作用。按作图法可以求解超前

校正装置的零极点位置。

在图 7 - 20 中，由于校正装置的零点已经确定，因此 C 点坐标为(— 0. 5, jO) ， 则可

以得到

2 
乙EPC = arctan ~ = 24. 7914 ° 

4. 3301 
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JW 
p 匀

勺
匀
勾

E 
6 

因为乙DPC=55°, 所以乙DPE = 55° - 24. 7914 ° = 

30. 2086 ° 。 于是，可得

I DE I = I PE I tan30. 2086° = 4. 3301 tan30. 2086° 

= 2. 5210 

故 D 点坐标为(— 5. 021, jO) 。由千

』+ = 5. 021 

尸 ＝(3T 
0. 5 

图 7 - 20 作图法确定校正装置的零极点

可得 T=O. 1992, [3T = 2。超前校正装置的传递函数为

BTs +1 2s+ 1 s+0. 5 Ge (S) = K c ~ = K c ~ = 
Ts+ 1 0. 1992s+1 

10. 042Kc 
s+5.021 

超前校正后， 系统开环传递函数为

Gc(s)G。 Cs) = 10. 042K s+o. 5 4 40. 168Kc 
C • = s + 5. 021 s(s + 0. 5) s(s + 5. 021) 

系统闭环特征方程为

40. 168Kc 
1 +Gc(s)G。 (s) = 1 + ~ = 0 

s(s + 5. 021) 

K c = — s(s + 5. 021) 
40. 168 

将 s= — 2. 5打4.3301 代入上式中，有

Kcl s(s + 5. 021) 
c I ,=-2. 5十j4 . 3301 40. 168 

= 0. 6237 
s=-2 . 5十j4 . 3301 

超前校正后，系统开环传递函数为

Gc (s)G。 Cs) = 10. 042 X 0. 6237 X ~ • s+o. 5 25. 0528 
s + 5. 021 s(s + 0. 5) s(s + 5. 021) 

系统闭环特征方程为

Y(s) Gc(s)G。 Cs) 25. 0528 
U(s) = 1 +GC (s)G。 (s) = s2 + 5. 021s + 25. 0528 

系统闭环主导极点为 s= - 2. 5 10 5 土压 3301, 无阻尼自然振荡频率为 w11 = 5. 0053rad/s, 

阻尼比为 s= O. 5016。系统稳态速度误差系数为

25.0528 Kv = limsGc(s)G。 Cs) = lims ~ = 4. 9896s一1
_,.... 。 -o s(s + 5, 021) 

要求系统稳态速度误差系数为 80s- l, 是现行系统的 16.0333 倍，故需要进行滞后校正 。

取 a= = 
16. 03333'T 

0. 001, 则有滞后装置的传递函数为

s +— 
G仅s) = k/c = kc aT r.r1s+o. 0160333 

s+ 
s+o. 001 

T 
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滞后校正后，系统的开环传递函数为 JW 

G'C(s)GC (s)G。 (s) = k c I s + 0. 01 60333. 25. 0528 1 0 

s + 0. 001 s(s + 5. 021) 

校正前后的根轨迹如图 7 - 2 1 所示。

系统稳态速度误差系数为

K v= limsG:Cs)Gc Cs)G。 (s)
........ o 

= limsK'c IS+ 0, 0160333 25. 0528 . 
$_►o s + 0. OOl s(s + 5. 021) 

0. 5 

。

- 0.5 

校正后—I 校正前 一

- 1.0 

- I. 5 
-6 - 5 -4 - 3 -2 - I 0 er 

图 7 - 21 超前—滞后校正前后系统的根轨迹

故 K~= l 。 于是，得到校正后系统的闭环传递函

数为

= 79. 998K: = 80s- 1 

Y(s) = G'C (s)Ge (s)G。 (s) 25. 0528(s + 0. Ol60333) 
U(s) - 1 +c:(s)G心）G。 （ s) - s3 + 5. 022s2 + 25. 06s + 0. 4017 

25 . 0528(s + 0. 0160333) 
(s + 2. 503 + j4. 326) (s + 2. 503 —]4. 326)(s+o. 0161) 

闭环系统出现偶极子，系统可以用主导极点 s= — 2. 503切4. 326 近似描述 。 该主导极点的

相角为乙 ( — 2. 503+j4. 326)= 120. 0534°~120° , 对应的阻尼比为 0. 5, 无阻尼自然振荡频

率为 4. 998rad/ s, 完全满足设计要求。这个例题说明，可以通过超前和滞后两次校正操

作， 实现对控制系统的滞后—超前校正 。

第三节 系统设计的频率响应法

频率响应能够间接地给出控制系统中的暂态响应特性，例如，用相位裕量、增益裕量

和谐振峰值可以粗略地估计系统阻尼比 ， 用剪切频率、谐振频率和带宽粗略地估计暂态响

应速度。虽然频率响应和暂态响应之间只存在间接关系， 但频域指标可以方便地通过伯德

图予以表达。频率响应的低频段对应千时域响应的稳态部分，频率响应的中频段代表相对

稳定性，频率响应的高频段对应千时域响应的快速性。超前校正通常用于增加系统的稳定

性，因此将其设计在频率特性的中频段； 滞后校正通常用来提高系统的稳态精度， 所以将

其设计在频率特性的低频段。

一、频率响应法的超前校正

超前校正的特点是，通过相角的超前特性提高系统的相位裕量，从而减小系统的超

调量，能够有效地提高系统响应的快速性，改善系统的动态性能 ， 但抗干扰能力较弱 。

这种校正方法适用千系统稳态精度和噪声要求不高，但超调量和调整时间不满足要求的

系统。

233 



^ 迳自动控制理论

1 超前校正装置的频率特性

超前装置的传递函数为

队（s ） = kPTs+1, p ＝ 凡＋R2
Ui Cs) " Ts+ 1 ' ,... R2 

频率特性为

U。 如） = k釭
U, （即） T即十 1

幅频特性为

M(w) = 

相频特性为

cp(w) = arctan 
Tw(P - 1) 
1 +{JT心

入三
dw 

了 ＝0，可求校正装置提供的最大相位角时的频率 Wmo

> l 

卢＝ 1 ． 4 豁(B— 1)
dQ 1 + ［三 2 dw[1+PT/ 

l+PT2W2] 

1 
考虑到 ＃o, 于是，有

1+ ［三二2 2 
l+PT2Q2] 

d ［罕仁泣 = [TQ(B— l) ］气1+BT心） － Tw(B- l) ［1+BT心］／盂 1+PT汤2 ] (1+{JT固） 2
= 1 
(1+PT心） 2

• [T([J- l)]Cl+{JT飞） — 勤（{J - 1) 2{JT2 w] 

= T 
(1+PT2矿 ） 2

·祁— 1 —矿T心＋{JT心］

= T 
(1+PT飞） 2

• [ ([J — 1)(1 — {JT飞）］ = 0 

由千 (3=I= 1 ，则必有 l-{JT2矿＝ 0，因此，可得

1 Wm = 
T癌

(7 - 14) 

千是得到最大相位角为

1 
T一((3-1)

TQm(p—1) T盈且
<p巳） ＝ arctan

1+PT` 
= arctan ~ = arctan 

1 ＋矿（言）2 2屈

令 tana=~— 1 ＝亚旦= sma ，则
2屈 cosa 看
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衢且可 反馈控制系统的校正方法

Cl - sin伍） tan2 a = sin伍

于是，有

色 2

sin2 a = ~仪＝二三＝二
1+tan伍 1+ （~ = 轿＋（沪 1) 2 僖＋ 1 ） 2

` ) 
可得

sina ＝归

最大相位角为

且 －叭wm) = arctan ~ = a = sin -I 且＿l
2 孕 /3+ 1 

最大相位角处的幅值为

M(wm) = 

1 \ 2 

1三
(1 2 ＝ 屈

1+(T汀）

(7 - 15) 

(7 - 16) 

2 超前装置的对数频率特性

超前装置的频率特性为

队（即） = k 旦皿土l
U, （即） Tjw 十 1

对数幅频特性的渐近线方程为

LmGc Cw) = 20lgk + 201g(3Tw —20lgTw 

取 k=l, 有

LmGc (w) = 201g(3Tw —20lgTw 

1 1 
此时，校正装置有两个转角频率—－和一，且加G妞）／dB(3T'"T 

1 1 —-< — 1 
PT T 

。于是，当 w<—
阳勹
时，校正装置的幅

1 1 
频特性为 OdB/dec 的直线；当—<w<—，校

PT T 

正装置的幅频特性为斜率是 20dB/dec 的直线；

1 
当 w > 一 时，校正装置的幅频特性为平行T 

OdB/dec线的直线。超前校正装置的伯德图如

图 7 - 22 所示。

超前校正装置的相频特性为一阶比例—微

20c!B 

IOlg(3 上＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ :;;­
| 

叭w)

I
-T "} 

/J),l, u 

图 7 - 22 超前校正装置的伯德图
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＄自动控制理论

分因子与一阶惯性因子的相频特性之和 ， 由于一阶比例—微分因子的转角频率小于一阶惯

性因子的转角频率，因此整个装置的相频特性曲线位千 00线上方，呈现相位超前特征。

3 超前校正的步骤

(1) 根据静态误差要求， 确定超前校正装置的增益；

(2) 根据巳经确定的增益，绘制系统伯德图；

(3) 确定需要对系统增加的相位超前角＃曰

(4) 利用 (3=
1 +sin户
1 - sin伈

m确定校正装置零点转角频率中的队直；

(5) 根据 P和最大超前相位角对应的频率如』确定校正环节的时间常数；

(6) 检查增益裕量，确认它是否满足要求。

需要注意的是，超前校正装置一般配置在原系统剪切频率附近。由千超前校正装置在

最大超前相位角对应的频率处的增益为战或 10lg(3, 因此需要取原系统对数幅频特性数值

为一 10lg(3dB 对应的频率作为校正后系统的剪切频率 。

［例 7-4] 单位反馈系统的开环传递函数为

G。 (s) = 
s(s + 2) 

试设计一个如图 7 - 23 所示的串联校正系统。使系统满足如下要求：

(1 ) 系统的稳态速度误差系数为 20s~1;

(2) 相位裕晕不小于 50° 0 

解校正前系统开环传递函数为

G。 (s) = ~ = 2 
s(s +2 ) s(0.5s+l) 

此时，系统的稳态速度误差系数为

图 7 - 23 串联校正系统框图 2 Kv = limsG。 (s) = 1 i ms • ~ = 2 s—1 
-0 一o s(0. 5s + 1) 

需要将开环放大倍数从 2 增加到 20, 才能达到稳态速度误差系数的要求 。 令增大开环放大

倍数后的系统开环传递函数为

G沁） ＝ 20 
s(0.5s+D 

其频率特性为

G饥jw) = 20 
jw( O. 5jw + 1) 

对数幅频特性方程为

LmG~ Cw) = 20lg20 - 20 lgw — 20 1g 汃0. 5w) 2 + 1 

取 LmG~(wJ =O ，有 20lg20— 20lgwc — 201g ✓ (0 . 5wc)2+ 1 =0，解得 wc=6. 1685rad/s 。
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配反馈控制系统的校正方法

该系统的相频特性为

1 听 (w) ＝乙—＋乙
jw' ~ 0. 5jw + l 

1 =— 90° — arctanO. 5w 

则有

听 (we) ＝— 90° — arctanO. 5wc=—162° 

系统相位裕量为 y= l80°— 162°=18°<50°' 需要对系统进行超前校正。

采用串联超前校正方式。超前校正装置的传递函数为

Gc(s) = k PTs +1 
Ts+l 

令校正后系统的开环传递函数为

G1 Cs) = GcCs)G。 (s) = k. PTs +1 4 
Ts+ l s(s + 2) 

稳态速度误差系数为

Kv = ~赞虹 Cs) = lj:用s［气勹•~]= 2k = 20s- 1 

于是，可得 k= lO 。

再令

4k 
G八s) = kG。 (s) = = 20 

s(s+2) s(0.5s+D 

G山w) 的对数幅频特性渐近线方程为

LmG2 Cw) = 20lg20 —20lgw - 20lg0. 5w 

取 LmG2 也）＝0 解得剪切频率，有

LmGz (wJ = 20lg20 - 20lgwc —20lg0. 5wc = 0 

可得 wc= J历＝ 6. 3246rad/ s 。

剪切频率处 G山w) 的相位为

1 1 
中也）＝乙——乙 =— 90° —arctanO. 5wc=—162° jw ~ 0. 5jw+ 1 

系统的相位裕量为 y= 180°+cp(wc) = l8°, 与要求的相位裕量相比，需要增加 32°超前相

位。考虑到校正后幅频特性曲线的偏移，增加了相位偏移量，即超前校正环节的最大相位

为 37° 0 

最大相位为 sincpm＝汇，可得P＝旦三旦妇＝
1— sin伈

4.0228。校正装置在最大相位处时对应

的幅值为

1+ _iPTw 
l+jTw w＝寄

＝屈＝ 2. 0057 

其对数幅频特性数值为 20lg2 . 0057=6. 05dB 。
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^ 心自动控制理论

由于校正后，校正装置的最大相位对应系统的剪切频率， 此时校正装置提供的幅值

因此校正前系统在此频率处的对数幅频特性数值为 ZOlg I G山w) I = 为 6.05dB,

- 6. 05dB, 即

20lg20 - 20lgw —20lg0. 5w=—6.05 

解得 w=9rad/s ， 即 wm=9rad/s 。

对于超前校正装置， 根据 Wn】=」一， 故可得 T=~ = o. 0554s, 进而可得 [3T =
T盈 Wm 屈

0. 2229。千是得到超前校正环节的传递函数为

Gc(s) = 10 0. 2229s + 1 
0. 0554s + 1 

校正后，系统开环传递函数为

G1 Cs) = GcCs)G。 Cs) = 10 0. 2229s + 1 . 4 2O(0. 2229s + 1) 
0. 0554s + 1 s(s + 2) s(O. 0554s + 1) (0. 5s + 1) 

校正前后系统的伯德图如图 7 - 24 所示。
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图 7 - 24 串联超前校正前后系统伯德图

稳态速度误差系数为

kv = hmsG1 (s) = hms[2O(0. 2229s+ 1) ] 
,.....0,.....o s(0. 0554s +1) (0. 5s + 1) 

= 20s- 1 

由图 7 - 24 中可知，系统相位裕量为 50°' 满足设计要求。下面进行解析验证。

校正后，系统开环频率特性的相频特性为

1 1 
乙G1 （即） ＝乙 co. 2229即＋ 1）＋乙－＋乙＋乙

1 
jw' ~ 0. 0554jw + 1' ~ 0. 5即＋ 1

= arctanO. 2229w —90° —arctanO. 0554w - arctanO. 5w 
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配调 反馈控制系统的校正方法

剪切频率 wc= 9rad/s 处系统的相位为

乙G1 (j9) = arctanO. 2229 X 9 - 90° - arctanO. 0554 X 9 —arctanO. 5 X 9 

= 64° - 90° —27° —77° 

=— 130° 

相位裕量为 y=l80°— 1 30°=50°' 稳态速度误差系数为 Kv=20s- 1, 满足要求。

二、 频率响应法的滞后校正

滞后校正的特点是，利用高频衰减特性减小剪切频率，提高相位裕量，从而减小过调

量，有利千抑制噪声，但不利于系统响应的快速性。滞后校正可有效地提高系统的稳态精

度，适用于动态性能满足要求，稳态精度需要提高的系统。

1 滞后校正装置的频率特性

滞后校正装置的传递函数为

1 1 +aTs 
G心） ＝ 九 一 •~, a < l 

a l + Ts 

频率特性为

Gc(jw) = kc 上． 1 ＋ aTjQ
a l + T即

k 
取.':.£ = 1 时 ， 滞后校正装置的对数频率特性如图 7 - 25 所示。

a 

从图 7 - 25 所示的图形可以看出，滞后装

置的对数频率特性曲线与超前装置的对数频

率特性曲线呈现对称关系。

2 滞后校正的步骤

(1) 根据稳态误差系数确定增益 。

(2) 依据相位裕量要求确定校正后的剪

切频率。

(3) 将滞后校正装置的零、极点配置在明

显低于新的剪切频率处，校正装置零点的转角

lmGc(w)lclB 

l
-T 

l-“ 

-20d8/dec 

U) 

叭w)

QIIl 

\ ! 
叭Wm), ____ _____ .:-:, 

U) 

频率选取范围为 w=__l_~ (0.1 -
aT (0. 1- 0. 2) We 。 图 7 - 25 滞后装置的对数频率特性曲线

(4) 利用校正后系统的剪切频率确定校正前系统的幅值，进而得到 a 值。

(5) 求解校正环节的时间常数 T。

(6) 最终得到校正后系统开环增益，并设计出滞后校正环节。

［例 7-5] 单位反馈系统的开环传递函数为
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｀自动控制理论

G。 (s) = 
s(s+l)(O. 5s+l) 

试设计一个校正装置，使系统满足如下要求：

(1) 系统稳态速度误差系数 Kv=5s-1;

(2) 相位裕量不小千 40°;

(3) 增益裕量不小于 lOdB。

解 校正前系统的稳态速度误差系数为

Kv = limsG。 Cs) = lims • 
-。－o s(s + 1) ( 0. 5s + 1) 

= 1 

将开环放大倍数从 1 增加到 5, 才能满足稳态速度误差系数的要求。令增加开环放大倍数

后的系统开环传递函数为

G'0( s) = 
s(s+l)(0.5s+D 

其频率特性为

G/。（即） ＝
JW（即 ＋ 1) (0. 5即＋ 1)

对数幅频特性方程为

LmG卢） ＝ 20lg5 — 20 lgw — 20 1g尸－20lg~

取LmG｀也）＝o, 有 20 lg5 — 20lg四－20lg 五ffi- 20 lg ✓勹了勹＝o, 解得
We = l. 8022rad/ s 

系统相频特性为

中＠）＝乙－＋乙 ＋乙
即 jw + 1' ~ 0. 5jw + 1 

1 =— 90° — arctanw — arctanO. 5w 

则有

cp(wc)=— 90° — arctanwc - arctanO. 5wc =- 193° 

相位裕量为 y= l80°— 193°=- 1 3° 0 

取中臼）＝— 180°' 有— 90°- arctanwg -arctanO. 5wg = - 180° 

90° = arctanwg + arctanO. 5吩

吩＋~= 00
1 - wg • 0. 5吩

1 —o. 5吹＝ 0 

吩＝迈rad/s

将叫＝迈代入对数幅频特性方程，有
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LmG~凸） ＝ 20lg5 — 20lgwg - 20lg 宣言－ 20lgJT:-言三＝ 4.4370dB
增益裕量为

Kg=— LmG~ 臼） =— 4.4370dB 

说明开环放大倍数太高了，需要调低该参数，因而选取滞后校正 。

采用串联滞后校正，滞后校正环节的传递函数为

Gc(s) = kc -=- • 1 1 +aTs 
a l+Ts 

校正后，系统的开环传递函数为

G1 (s) = Gc(s)G。 (s) = kc —· 1 1 +aTs. 1 
a l + Ts s(s + l) (0. 5s + 1) 

系统稳态速度误差系数为

Kv = l~1;;sG1 (s) = li?r;s[众上． . 
1 +aTs 1 一0 s-.o a1 + Ts s(s + 1) (0. 5s + 1)] = : = k = 5 

取 Gz Cs) =kG。 (s) =
k 

s(s+l)(O. 5s+l) 
5 

s(s+l)(O. 5s+l) ，则 G2 Cs) 的频率特性为

G2 ( jw) =. 5 
即勺w+ 1)(0. 5仰＋ 1)

G山w) 的对数幅频特性渐近线方程为

LmG八w) = 20lg5 —20lgw - 20lgw - 20lg0. 5w 

取 LmG2 征）＝o, 可得剪切频率饥

LmG2 (wJ = 20lg5 - 20lgwc - 20lgwc —20 lg0. 5wc = 0 

解得 We ＝扔飞＝2. 1544rad/s。剪切频率处系统相位为

乙G2 （抑C) ＝— 90° — arctanwc - arctanO. 5饥

=- 90° - arctan2. 1544 - arctan2. 1544/2=—201° 

相位裕量为

y = 180 ° ＋乙G八妞） = 180° —201 ° =- 21 ° 

校正前系统不稳定。校正前系统对数频率

特性曲线如图 7 - 26 所示。

由于要求校正后系统相位裕量大千 40°'

再考虑校正对相位的影响，需要额外加上

12°' 因此相位裕量变为 52°。于是，有

—90° —arctanw - arctanO. 5w 

= 52° —180°=—128° 

arctanw —arctanO. 5w = 38° 
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图 7 - 26 校正前系统的伯德图
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总了自动控制理论

等式两端同求正切，可得

tan[arctanw - arctanO. 5w] = tan38° 

w+o. 5w = 0. 7813 
1 —0. 5矿

0. 7813矿十 3w- l. 5626 = 0 

解得 w = o. 4646rad/ s 和 w = - 4. 3044rad/ s （ 舍 ） 。 校正后的系统剪切频率为 We=

o. 4646rad/ s 。

校正装置零点的转角频率选取范围为祈汛0.1- 0 . 2)饥 ， 本题取 w= O. 2wc 。 校正装置

1 
的零点转角频率为 w=—，可得

aT 

1 
aT 
—- = 0. 2wc ~ 0. 1 

根据图 7 - 26 可知 ，当 w= O. 4646rad/s 时，校正前系统的幅值约为 20dB 。 校正后，系统

在此频率处的幅值为 OdB, 说明校正装置自身下降了 20dB, 即

20lga = - 20 

可得 a= O. l 和 T= lOO 。

系统稳态速度误差系数为

1 l+aTs 1 
kv = limsG1 (s) = lims ［九 一 · · 

- o al + Ts s(s +1) (0. 5s + 1) a ]=妇 = k = 5 
S O 

可得 kc=a X 5 = 0. 5 。 校正环节的传递函数为

Gc(s) = kc-=- • 1 1+aTs = 5(10s + 1) 
a l+Ts 100s + l 

校正后系统开环传递函数为

G1 Cs) = Gc Cs)G。 Cs) = 5(lOs+ 1) . 1 
100s+l s(s+l)(0.5s+l) 

校正前后系统的对数频率特性曲线如图 7 - 27 所示 。 解析验证如下 。

相位裕扯验证 ： 校正后， 系统频率特性为

G1 （即） = 
5(10即＋ 1 ）. 1 

lOOjw + 1 jw(jw + 1) (0. 5jw + 1) 

剪切频率处系统相位为

乙G1 严） ＝ 乙 (10煦c +l) —乙(100即C + 1) ＋乙 上 —乙（血十 1) －乙 (0. 5即C + 1) 
J饥

= arctanlOwc - 90° - arctanlOOwc - arctanwc - arctanO. 5饥

=- 138° 

相位裕量为
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y = 180° ＋乙G凶即c ) = 42° > 40° 

增益裕量验证：校正后，系统频率特性为
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图 7 - 27 滞后校正前后的伯德图

G （即）＝
5(10即十 1) ． 1 
lOOjw+ 1 即（即＋ 1)(0. 5仰＋ 1)

= -5即(1如＋ 1） (1 — 100]吩 (1 - Jo) （ 1 — O.5如
矿[(10如）2+1]［（矿＋ 1][ (0. 5w)2 + l] 

=-5Q[(100吩＋ 1）（1-0．立）－ 1． 5X9应］—立［1． 5(1000w气 1) － 90(l-0，立）］
心[000w)2 + 1][ (w)2 + 1][ (0. 5矿＋ 1]

取虚部为零，有

(1000矿十 1)(1 — 0. 5矿）— 1. 5 X 90矿＝ 0 

— 500矿＋ 864. 5矿＋ 1 = 0 

解得吩＝ 1. 1469rad/s 。 由千 wg= l. 1469rad/s 接近转角频率 w=l, 对数幅频特性渐近线

会产生较大误差，因此采用下面精确方法计算此频率处的幅值。

LmG1 Cw) =20lg5 - 20 lgw — 20 lg 汃~+20lg 汃1如） 2 +1 

— 20lg 厂－201g 汃0．加） 2 + 1 

千是，有 LmG凶Wg)= — 12.0594dB。增益裕量为

Kg =-20lg 团（即g) I = 12. 0594dB > lOdB 

相位裕量和增益裕量均大千零，系统稳定，满足校正要求。

-更多的例题请扫描二维码学习。
第七章拓展例题及详解
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这自动控制理论

习题

7 - 1 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K 
s2 Cs+ 1) 

该系统对千任何正的增益 K 值均不稳定，试绘制该系统的根轨迹图，并证明增加一个

位于负实轴的零点，可以使该系统变成稳定系统 。

7-2 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 
lOOOO(s2—1. 1772) 

是一个不稳定的被控对象。试用根轨迹法设计一个比例—微分校正装置， 使得闭环系

统的阻尼比 s=O. 7, 无阻尼自然振荡频率 w0=0. 5rad/s 。

7-3 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs)=
10 

s(s + 4) 

试设计一个串联滞后校正装置，使得系统稳态速度误差系数 Kv =50s- 1 , 且系统闭环

极点不发生明显的变化 。

7 - 4 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K 
s(s+l) 

试设计一个适合的校正装置，使得校正后系统的阻尼比 s=O. 7, 调整时间 ts = l. 4s, 

稳态速度误差系数 Kv=zs- 1 o 

7 - 5 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 
s(0.5s+D 

试设计串联超前校正装置，使闭环主导极点位千 s= — 2切2 岛．0

7-6 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 7 

试设计串联超前校正装置，使系统根轨迹通过 (-1, j) 点 。

7 - 7 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 820 
s(s + 10) Cs + 20) 
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配，凶＇ 反馈控制系统的校正方法

试设计串联校正装置，使系统跟踪斜坡输入的稳态误差减少到原来的 1/10, 但闭

环主导极点的位置不会发生明显的变化。

7 - 8 如图 7 - 28 所示的单位反馈控制系统，为了使系统的相位裕量等于 60°, 试

确定增益 K 的值。

7 - 9 设单位反馈控制系统的开环传递函

数为

G。 (s) = 200 
s(O.ls + D 

试设计一个超前校正装置，使系统的相位裕量 图 7 - 28 题 7-8 单位反馈控制系统框图

不小千 45°, 剪切频率不低于 50rad/s 。

7 - 10 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = K 
s2(0. 2s+D 

试设计串联校正装置 ， 使系统的稳态加速度误差系数 K.=10s-2, 相位裕量诈匀5°0

7 - 11 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 
忖＋ 1) 停＋ 1 )

试设计一个串联滞后校正装置，使校正后系统的相位裕量为 40°士 40, 增益裕量不低于

lOdB , 开环增益保持不变，剪切频率不低千 lrad/s 。

7 - 12 设单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 
s(s+l)(O. 5s+l) 

试设计一个滞后校正装置，使系统的相位裕量 r=45° o 

7 - 13 已知单位负反馈控制系统的开环传递函数为

G。 Cs) = 
s(s+DCs+5) 

试设计一个校正装置，使系统的稳态速度误差系数 Kv=20s- 1, 相位裕量 y=60°土 lo,

增益裕量不小于 8dB 。

7 - 14 已知单位反馈控制系统的开环传递函数为

G。 (s) = 2s +o. 1 
s(s2 + 0. ls+ 4) 

试设计一个串联校正装置，使系统稳态速度误差系数为 Kv=4s- 1 , 相位裕量为 r=so0 o 
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